Analysis A — Musterlosungen zur Klausur

Aufgabe 1

Es sind diejenigen x € R gesucht, die die Bedingung = + % < 2 erfiillen (diese ganzen z
zusammen bilden die Menge M). Fiir z = 0 ist der Term nicht definiert. Fiir z < 0 ist
immer x —|—% < 0 und damit auch < 2. Damit ist die M nicht nach unten beschrankt und

es konnen Minimum und Infimum nicht als reelle Zahlen existieren, d.h. inf M = —oc0.
Fiir x > 0 ist
1 241
rhr<2a oy
x x

s24+1-2:<0
s (x-1)2<0.

Da Quadratzahlen nie negativ sind, gilt dies nur fiir x = 1. Es ist also M = (—o0,0)U{1}
und damit sup M = max M = 1.

Aufgabe 2
Fiirn =1ist kil(?)k? —3k+1)=3-12-3-1+1=1=n3, also ist der Induktionsanfang
erfiillt. Gelte n:m kzn:l(iikz — 3k + 1) = n? fiir ein n € N. Dann ist

n+1 n

D BE=3k+1)=) 3k -3k+1)+3(n+1)°-3(n+1)+1

k=1 k=1

=n+3n+1)?-3(n+1)+1
=n®+3n?+6n+3-3n—-3+1
=n3+ 32 +3n+1=(n+1)>

Nach dem Prinzip der vollsténdigen Induktion gilt damit die Aussage fiir alle n € IN.

Aufgabe 3
P . 1 1 1
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konvergiert also gegen 3.
o VAT on3 _ p2 = (VTP —n?) (Vi 2nin?) _ on3 o m
Vni+2n34n? Vni42n3+4n2 n? V142141 ’
also divergiert die Folge.
1 1 _ 1 1o, 1 1 1 _ 1,1 1 1 _ 1 _
Dk i iztmttamm =12t 3Tt n T
1- %—i—l — 0, also konvergiert die Folge gegen 0.



Aufgabe 4

(an)pen heiBt Cauchyfolge, wenn fiir jedes € > 0 ein N € IN existiert, so dass fiir alle
n,m > N gilt: |ap, — ap| < €.

Sei (an),,cy konvergent gegen a, also existiere fiir jedes € > 0 ein N € IN mit |a, —a| < §
fir alle n > N. Ist ebenfalls m > N, so gilt |a, — am| = ap — a + a — ap| <
lan —a| + |am —a| < 5+ § = ¢, also ist (an), ¢ auch eine Cauchyfolge.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, jedoch aber in vollstéindigen Rdumen (wie
z.B. R oder C).

Aufgabe 5

5n+6 _ n 5162 5 1. al
2(5n+1) — n 10421 T 10 < Ly also

. . o . |54+ 9n
Mit dem Quotientenkriterium ist T BrgT

lim sup a"“ < 1, weshalb die Reihe konvergiert.
Aufgabe 6
) L o (R 1\3 Do
Fiir den Konvergenzradius gilt R = khm 5 = khm (1 + E) = 1, weshalb die Reihe
—00 —00
o0 o0
fiir |z| > 1 divergiert und fiir |z| < 1 konvergiert. Fiir |z] = 1 ist ) i%k = > ]%
k=1 =

Diese Reihe konvergiert, also ist Z > fiir |z] = 1 absolut konvergent. Die Reihe ist also

insgesamt konvergent fiir alle z E (D mit [z] < 1.

Aufgabe 7

1 .
Betrachte die Folge x, = % Es ist x, — 0 und f(x,) = + = 1. Mit der Folge y, =
gilt ebenfalls y,, — 0, aber f(y,) = _ii = —1. Wegen 1 # —1 stimmen die Grenzwerte

nicht {iberein, und f ist bei 2 =0 nicht stetig fortsetzbar.

Aufgabe 8

(a) Zunichst muss die stetige Fortsetzung gefunden werden. Ist xn, — 0, so folgt aus
der Beschrénktheit der Sinusfunktion sofort f.(z,) =1+ 22 sin(- ~) —14+0=1,
also ist f. fiir ¢ = 1 stetig.

2 gin(1)—
Es gilt nun f1(0+h}1_f1(0) = Sl}l:(h) - = hsin(3) — 0 fiir h — 0, da [sin 3| < 1.
Also ist f; differenzierbar in z = 0.

[=

(b) Fiir  # 0 ist f/(z) = 2z sin(2) 4 22 cos(l)—;:%‘sm(l)—cos( ).



Aufgabe 9

Angenommen, IN sei beschrinkt. Da IN C R, existiert wegen der Vollsténdigkeit von R
eine kleinste obere Schranke S := supIN. Es ist dann .S — % keine obere Schranke von IN,
also existiert ein n € IN mit n > § — % Damit ist n+1 > S + % > sup IN. Weil aber
n+1 € IN aufgrund der Definition von IN, ist dann S doch kein Supremum von IN. Damit
muss IN unbeschréankt sein.

Aufgabe 10

Sei die Reihe Y |ax — ag41| konvergent. Fiir jedes € > 0 existiert dann ein N € IN mit

o0
> lak — ags1| < e. Fir n,m > N, 0.B.d. A. m > n, ist dann
k=N

|an, — am| = |an — apt1 + ans1 — Gpp2 £ oo+ Q1 — am
m
< lak — agp
k=n
o0
< Z lag — ak41] < €.
k=N

Damit ist (ay),c €ine Cauchyfolge und da wir uns in € befinden, ist damit (an),,cp
auch konvergent.

Aufgabe 11

Nach Aufgabe 8 ist f{(z) = 2zsin() — cos(2). Der erste Summand konvergiert of-
fensichtlich wieder gegen 0. Fiir den zweiten betrachte die Folge z, = = — 0 mit

nm
cos(xin) = cos(nm) = (—1)" fiir z — 0, was nicht konvergiert. Damit kann f] in z = 0

nicht stetig fortgesetzt werden.

Aufgabe 12

Fiir § — 0 gilt f(6) — 0 wegen der Stetigkeit in 0. Nun gilt fiir beliebiges z € R und
60> 0:

f(x+0) = f(z) < f(2) + f(0) = f(z) = f(9)
f@) = flx+6)=fle+6-06)— flz+0) < flz+0)+ f(=0) — f(x+6) = f(—I)

[f(z+06) = f(@)] = max{f(z + &) — f(2), f(z) — f(z + 6)} < max{f(5), (=)} =0

Damit gilt also lim f(y) = f(z) fiir jedes = € R, also ist f stetig in allen xz € R.
y—x



