Kapitel 3

Lineare Abbildungen

3.1 Definition, Beispiele, Eigenschaften

Einleitung: [Koe97, §6, S. 35]: Seit Erwachen der Analysis im 17. Jahrhundert haben die Ma-
thematiker immer wieder nach Funktionen gesucht, die sich durch besonders schone Eigen-
schaften auszeichnen. Eine interessante Klasse solcher Eigenschaften fasst man unter dem
Stichwort , Funktionalgleichungen“ zusammen. Fiir Funktionen f: R — R sind die folgen-
den Funktionalgleichungen denkbar:

flx+1)= f(x),
flxy)=fx)f(y),
fx+y)=fx)f(y),
Jx+y)=flx)+ f(y). 3.1)

Die erste Funktionalgleichung wird von allen periodischen Funktionen mit der Periode 1
erfiillt; die zweite Gleichung von Potenzfunktionen f(x) = x%; in der dritten Klasse liegen
die Exponentialfunktionen f(x)= a* und schlieBlich wird die vierte Klasse von den linearen
Funktionen f(x)= cx erfiillt. Doch, sind dies alle Losungen? Bereits Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) zeigte, dass alle stetigen Losungen der Gleichung @) die Form f(x) = cx mit
einer Konstanten ¢ € R haben. Wir werden sehen, dass dies nicht alle Losungen sind.

Definition 3.1 Es seien V und W Vektorrdume tiiber K. Eine K-lineare Abbildung ist eine
Abbildung T: V — W, so dass fiir alle v;, v, € V und A € K gilt

T(v1+v,)=T(v1)+ T(v,) (Additivitdit) und T(Av,)=AT(v;) (Homogenitdt). (3.2)

Die beiden Bedingungen lassen sich zu einer Bedingung zusammenfassen, die fiir alle
V1, V2 € Vund alle A4, A, € K gelten muss: T(A,v; + A,v2) = A, T(v1) + A, T(v2). Wir bezeich-
nen die Menge der K-linearen Abbildungen von V nach W mit Lk (V, W) oder L(V, W) oder
Hom (V, W).

Wenn der Grundkorper K eindeutig fixiert ist, sprechen wir einfach von linearen Abbildun-
gen. Andere Bezeichnungen fiir eine lineare Abbildung sind linearer Operator oder lineare
Transformation oder Homomorphismus von Vektorrdumen.
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38 3 Lineare Abbildungen

Eine lineare Abbildung T € L(V, W) heil3t

Monomorphismus, wenn sie injektiv ist, Epimorphismus, wenn sie surjektiv ist,
Isomorphismus, falls sie bijektiv ist, Endomorphismus, wenn V = W und Auto-
morphismus, wenn sie bijektivistund V=W.

Die Menge der Endomorphismen bezeichnen wir mit L(V), die Menge der Automorphismen
T:V — Vmit GL(V).

Bemerkung 3.1 (a) L(V, W) Cc Abb(V, W) ist ein Untervektorraum von Abb (V, W). In der Tat
ist L(V, W) nichtleer, da die Nullabbildung linear ist (0(A;v; + A,v,) = 0 = A,0(v1) + A,0(v2))
und stets zu L(V, W) gehort. Seien nun S, T € L(V, W); wir miissen zeigen, dass dann auch
S+ T und AS linear sind. In der Tat gilt fiir alle v1, v, € V, A;,A, € K

(S + T)(Al (41 + A,g Ug) = S(Al 4] + A,g Vz) + T(Al (41 + A,g Ug)
=8(1) + A28(v2) + (A T (1) + A2 T(v2)) = Ai(S+ T)(v1) + Ao(S+ T)(v2).
Somitist S+ T linear. AuBerdem gilt wegen der Linearitdt von S
(AS) (A v1 + Aov2) = A(S(A V1 + A 02)) = AL S(V1) + AA2S(V2) = A1 (AS)(11) + A2(AS)(v2).

Also ist AS linear. Damit sind Linearkombinationen von linearen Abbildungen linear; L(V, W)
ist ein linearer Teilraum.
(b) Sind U Ly Ew lineare Abbildungen, so auch g-f: U — W. In der Tat ist

g(f(Ani+v))=gAf(v1)+ f(v2)) = Ag(f(v1))+ g(f(v2)) = Agef(v1) + g f(v2).

Die Identitdatid : V — V ist stets linear.

Beispiel 3.1 (al) Die lineare Abbildung einer Matrix. Es sei A € K"*", dann definieren wir
Ty € L(K", K™) fir x = (x1,...,x,)" tiber Ty(x) := A - x. Das Ergebnis ist ein Spaltenvektor
in K™, In der Tat ist T, linear, denn wegen der Distributivitdt der Matrixmultiplikation ist
TA(Ax+py)=AAx +uy)=AAx + uAy = ATy(x)+uTy(y) fur alle x,y e K, A, u € K.

Die Bilder der Einheitspaltenvektorene;, j =1,..., n unter T, sind genau die Spalten der
Matrix A:
(0)
. aij
n . a2] m
(Aej)izzaik5kj:aij; Aej=A-|11|=] . :Zaijei.
k=1 H : i=1
: 0
o) 7

(a2) Die Komposition. Es seien A = (a;;) € K”*" und B = (b;) € K"*? verkettete Matrizen.
Dann ist AB € K™*? und es gilt

TyTp =Ty
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als lineare Abbildungen von K? — K.
Beweis. Es sei x =(x1,...,X,)" € KP. Dann gilt

p n p
(Ta-Tp)(x)=Ta(Tp(x)) =Ty ((ijkxk) ) = (Zaijzbjkxk)
k=1 i len = = P
p_( n ] p
= (Z (Z aijbjk) xk) = (Z(AB)ikxk) = fap(x).
=1 \7=1 imlem  \Em1 i

=1-m
|

In diesem Beweis wurde die Assoziativitdt der Matrixmultiplikation faktisch noch einmal fiir
einen Spezialfall gezeigt. Wenn man die Assoziativitdt benutzt, so lautet der kurze Beweis:

(Ty-T)(x) = Tx(Tp(x)) = A(B-x)=(A-B)- x = Tyg(x).

(b) Differentiation. Es sei V = C!(R) der Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen
und W = C(R) die stetigen Funktionen auf R. Dann ist D: V — W, f — f’, linear, denn
(f+8)y=f+g und(Afy =Af"

(c) Integration. Es sei V=C(R), W=Rund a < b, a,b € R. Dann ist die Abbildung V. — W,
f»—)f: f(x)dx, linear.

(d) Evaluation. Es sei V ein reeller Vektorraum, X eine beliebige Menge, ¢ € X und W =
Abb(X, V). Dann ist die Abbildung W — V, f — f(a), linear.

(d) Grenzwerte. Es sei ¢ der Vektorraum der konvergenten reellen Zahlenfolgen. Dann ist
lim: c = R, (x,)—lim,_ Xx,, eine lineare Abbildung, denn fiir konvergente Folgen (x,,) und
(¥n) gilt der Grenzwertsatz lim,,_,o(A1 X, + A2y,) = A1 lim,, 00 X, + A2 limy, 0 Y

Lemma3.1 Essei T:V — W linear. Dann gilt:

@ T0)=0,T(—v)=—Tw), T(v—w)=T(v)— T(w) fiirallev,w € V.

b) T+ +A,0) =M T(h)+--+A,T(vy,) fiirallev;e V, A; € K.

(c) Ist fiir eine Familie {v; | i € I} die Menge {T(v;) | i € I} linear unabhdngig in W, so ist
{vi|i € 1} linear unabhdngigin V.

(d) Fiir lineare Teilrdume V' C V und W’ C W sind Bild T(V’) C W und Urbild T-'(W')C V
lineare Teilrdume.

(e) Esgiltdim T(V)<dim V.

(f) Ist T ein Isomorphismus, so ist auch T~ linear (und ein Isomorphismus).

Beweis. (a) Wegen (—1)v = —v und der Linearitdt von T gilt, T(v —w) = T(v + (—1)w) =
T(wv)+(—1)T(w)= T(v)— T(w). Setzt man hier v = w =0 ein, so hat man 7(0)=T(0—0) =
T(0)—T(0)=0;setztman v =0e¢in,sohatman T(—w)=TO0—w)=TO0)—T(w)=0—T(w) =
—T(w).

(b) folgt durch vollstandige Induktion {iber 7.

(c) Sei Zzzl ar v =0.Nach T(0) =0 und (b) folgt durch Anwenden von T,

T(O) =0=T (Z(Zk l/k) = Z(Zk T(Uk).
k=1 k=1
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Wegen der linearen Unabhéngigkeit von {T(v,) | k = 1,...,n} folgt @; = --- = @, = 0; also
waren die {v;} bereits linear unabhingig.

(d) Wegen 0 € V’, 0 € W’ und T(0) = 0 sind die Mengen T(V’) und T-!(W’) nichtleer. Wir
zeigen, dass das Unterraumkriterium LemmalZ?] fiir T(v’) erfiillt ist. Seien dazu w;, w, €
T(V"), etwa wy; = T(v;) und w, = T(v,) mit v, v, € V’. Dann ist

AMwr+ 2w, =AM T(v1)+ A, T(v2) = T(A vy + Av2) = T(v3),

dabei ist v3 = A v, + A, v, € V' wegen der Abgeschlossenheit der linearen Operationen in V’.
Also A, w, + A,w, € T(V’). Der Beweis des Unterraumkriteriums fiir 7-1(W”) verlduft analog.
(e) Sind T(vy),..., T(v,)linear unabhédngigin W, so sind nach (c) vy,..., v, linear unabhingig
in V; also n < dim V. Dies gilt insbesondere fiir eine Basis { T(v1),..., T(v,)} von T(V).

(f) Es seien w, w’ € W. Da T bijektiv ist, existieren eindeutig bestimmte Vektoren v,v’ € V
mitw =T(v), w = T(v’),sodass v =T"Yw), v'= T (w’). Dann gilt T(Av+uv’)=Aw+uw’.
Wendet man darauf 7-! an, so hat man AT Y(w)+uT-Y(w’) = T (Aw + pw’); also ist T—!
linear. |

Lemma 3.2 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz) Es seien V und W Vektorrdume und B C V
eine Basis von V. Ferner sei eine Abbildung Ty: B— W gegeben.

Dann ldisst sich Ty eindeutig zu einer linearen Abbildung T: V — W fortsetzen. Das heifst, es
gibt eine lineare Abbildung T: V — W mit T(b) = Ty(b) fiir alle b € B; und wenn fiir eine
lineare Abbildung S: V. — W gilt, dass S(b) = Ty(b) fiir alleb € B, dann istS=T.

Beweis. (a) Es sei v € V. Da B eine Basis ist, existieren n € N, a; € IK und by € B fiir k =
1,...,n,sodass v =a;,b, +---+ a,,b,,. Wir definieren

T(v):=) arT(by).
k=1

Wegen der Eindeutigkeit der Linearkombination fiir v, ist T(v) wohldefiniert; andererseits
ist T nach Konstruktion linear, denn sei w = Zzzl Bibi,soistv+w = Zzzl(ak + Bi)br und
T(w)=Y, B To(by) und daher

T(v+w)= (ax+B)To(bi) =D axTo(bi)+ Y _BiTo(bi) = T(w)+ T(w).
k=1 k k

AuBerdemist A\v =), Aa;b; und damit
T(w)=) AarTo(be) =2 arTolbi) = AT(v).
k k

Somit ist T linear.
(b) Eindeutigkeit. Es sei auch S: V — W eine lineare Fortsetzung von Tp. Dann gilt fiir alle
v € V nach Konstruktion von T und wegen der Linearitdt von S

S(v)-T(v)=S (Zakbk) -T (Zakbk) =
k k

= aSbi) = Y @ T(b) =Y axTo(bi) = Y ax To(bx) =0.
k k k k
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Beispiel 3.2 Es sei V ein K-Vektorraum und B = {b;,...,b,} eine Basis von V. Dann gibt es
nach Lemmaf.Z genau eine lineare Abbildung

Op: VoK, Op(br)=er, k=1,...,n.

Offenbar ordnet diese Abbildung jedem Vektor v = a1 b; +a, b, +---+a, b, seine Koordinaten
(ai,...,a,) beziiglich der gegebenen Basis B zu. Diese Abbildung hei8t Koordinatenabbil-
dungvon V beziiglich B. Die Koordinatenabbildung ®j ist bijektiv. hre Umkehrabbildung
®,': K" — V ist eindeutig bestimmt durch ®;'(e;) = by, k=1,...,n.

3.1.1 Die Matrix einer linearen Abbildung

Mit Hilfe von Koordinatenabbildungen ldsst sich zu jeder linearen Abbildung T unter Aus-
zeichnung von Basen im Ausgangsraum und im Bildraum eine Matrix zuordnen.

Definition 3.2 Gegeben sei eine lineare Abbildung S: V — W und Basen B = {b;,...,b,} und
C ={cy,...,cn} von V bzw. von W. Dann gibt es genau eine Matrix A € K"*" so dass das
folgende Diagramm kommutativ ist

Wl |

Ta

Kn 5 Km
Hierbei ist T, die gem&R BeispielB.dl (al) der Matrix A zugeordnete lineare Abbildung
T;: K" - K™, Esist Ty = ®c°5-®,'. Dabei gilt mit A = (a;;)i=1..m
j=l..n

Sb))=> aijci, j=1,...,n.
i=1

In der Tat ist ja umgekehrt S = ®_'-T,-® 5 und somit

S(b)) =0 (Ta(@5(b))) = B (Ae)) =¥ (Z aijei) = a9 e) =) aici
i=1 i=1 i=1
Wir bezeichnen die Matrix von S beziiglich B und C mit A= Mg ¢(S).

Beispiel 3.3 (a) Es sei ¢ € K fixiert und S: V — V gegeben durch S(v) = cv. Ferner sei
B=1{b,,...,b,} eine Basis von V. Dann gilt S ist linear und die Matrix von S beziiglich der
Basis B lautet:

cC - 0

Mpp(S)=1]: . i |=cl.
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Dies ist das c-fache der Einheitsmatrix [,,. Es gilt ndmlich S(b;)=cb;, i =1,..., n.

(b) Es sei B, die Standardbasis von K", A € K™*". Dann gilt A = M3, 5, (T4). Das heif3t,
dass die Matrix zur linearen Abbildung T, beziiglich der Standardbasis genau die Matrix A
selbst ist. Dies bedeutet, dass es eine bijektive Beziehung zwischen den Matrizen K™ *" und
den linearen Abbildungen L(IK”,[K™) gibt. In der einen Richtung ist sie gegeben durch die
Zuordnung A — T, und in der anderen Richtung durch S — M5, 5, (S). Diese beiden Zuord-
nungen sind sogar zueinander inverse lineare Abbildungen zwischen Matrizen und linearen
Abbildungen. Da bei linearen Isomorphismen Basen in Basen iiber gehen, siehe Lemma[3.5
unten, sind die Dimensionen beider Rdume gleich grof§

dim (K", K™) = dim K™" = mn.

(c) Es sei P: R3 — R? gegeben durch P(x;, X, Xx3) = (2x; — X3, X1 + 2Xx» + 3x3). Dann gilt

2 0 —1
A= MB3,Bz(P): 1 2 3

und P=T,.

(d) Es sei W =Abb(RR,R) und V =R;[x]; a € R sei fixiert. Die Verschiebung V, (auch Trans-
lation oder Shift genannt), gegeben durch V,: W — W, (V, f)(x) = f(x —a), f € W, ist eine bi-
jektive lineare Abbildung. Wir betrachten die Einschrankung von V, auf V und berechnen die
Matrixvon V, beziiglich der Basen B = {1, x, x?} im Ausgangsraumund C = {1, 1+x, 1+x+x?}
im Bildraum. Es ist

Va(1)=1,
Vix)=x—a=(x+1)+(—a+1)1,
V(x)=(x—ay=x*-2ax+a*=(x*+x+1)+(-2a—-1)(x+1)+(a*+2a)

Hieraus kann man die Matrixeintrdge von A = (a;;) € R>* spaltenweise sofort ablesen:

1 1—a a?*+2a
Mpc(V)=A=|0 1 —2a-1
0 0 1

Man beachte, dass Mg (T) nicht nur von den Basen B und C abhingt, sondern auch von
der Reihenfolge der Vektoren in der Basis. Wir betrachten also hier immer geordnete Basen.

3.2 Kern und Bild

3.2.1 Definition und Eigenschaften

Definition 3.3 Essei T: V — W eine lineare Abbildung. Dann nennt man

Im T :=T(V)das Bildvon T,
Ker T:=T-1(§0}) den Kernvon T.
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Als Rangvon T bezeichnet man die Zahl rg T := dim im T = dim T(V); als Defektvon T be-
zeichnet man die Zahl def T :=dim Ker T

In der Tat sind nach LemmafB.1l(d) Im T und Ker T lineare Teilrdume von W bzw. von V, da
V und {0} Teilriume sind. Daher hat es Sinn, von deren Dimensionen zu reden.

Lemma 3.3 Essei T € L(V, W) eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

(a) T ist surjektiv.
(b) Ist B eine Basis von V, so ist T(B) ein Erzeugendensystem von W.

Ist dariiber hinaus W endlichdimensional, so ist mit (a) und (b) gleichwertig
©rgT=dimW.
Beweis. (a) < (b). Wegen der Linearitidt von T ist
span T(B)= T(span B)=T(V).

Ist T surjektiv, so ist T(V) = W und T(B) ist ein Erzeugendensystem fiir W. Ist umgekehrt
span T(B) = W, so ist T surjektiv. Ist nun dim W endlich, so folgt aus der Surjektivitdt von
T, dmT(V) =dimW, also rg T = dim W. Ist umgekehrt dim W = dim T(V), so folgt aus
T(V)c W und LemmalZ8 (c) T(V)= W, also ist T surjektiv. |

Lemma 3.4 Essei T € L(V, W) eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

(a) T ist injektiv.

(b) Ker T =40}.

(c)defT=0.

(d) Ist B eine Basis von V, so ist T(B) linear unabhdngig.

Ist V endlichdimensional, so ist aufserdem gleichwertig
(ergT=dimV.

Beweis. Die Gleichwertigkeit von (b) und (c) ist klar, da der einzige nulldimensionale Raum
der nur aus dem Nullvektor bestehende Raum {0} ist.
(@) = (b): Wegen der Injektivitdt von T folgt aus T(x) = T(0) = 0 sofort x = 0; also ist
Ker T =40}.
(b) = (d): Es sei

aT(by)+-+a,T(b,)=0
eine Linearkombination von T(B)in W.Dann gilt T(a; b, +:--+a,b,) =0und wegen Ker T =

{0} folgt weiter a1 b, +---+a, b, =0. Da aber B linear unabhingigin V war,ista; =---=a, =
0. Somit ist 7(B) linear unabhéngig.
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(d) = (a): Es sei nun B eine Basis von V und v,v’ € V mogen die Darstellungen v =
S ab;und v'=Y"" | B;b; mit b; € B besitzen. Wenn nun T(v) = T(v") gilt, so folgt

T (Zaibi) =T (Zﬂibi) = > @ T(b)=) FiT(b).

Nun ist aber nach der Annahme in (d) auch T(B) eine Basis in W. Nach LemmalZ4l (b) ist
aber die Koordinatendarstellung beziiglich einer Basis eindeutig; folglich gilt a; = f3; fiir alle
i=1,...,n.

(d) = (e): Seinun V endlichdimensional mit einer Basis B={b,,...,b,}. Nach (d) ist dann
auch {T(b,),..., T(b,)} linear unabhingig in W, also dim T(V) = rg T > n. Umgekehrt gilt
nach Lemmal3dl(e) rg T < n. Folglich ist rg T = n.

() = (b):SeirgT = n=dimV und w; = T(b,),...,w,, = T(b,) sei eine Basis von Im(T).
Nach Lemmall(c) ist dann B :={b;,...,b,} linear unabhéngigin V. Wegen n =dim V ist B
sogar Basis in V. Sei nun T(v)=0 fiir ein v € V, etwa fiir v = a1 b; +--- + a,b,,. Wendet man
T darauf an und benutzt die Linearitdt von T und T(0) =0, so folgt

a, T(by)+--+a,T(b,)=0.

Da aber {T(b,),..., T(b,)} Basis in T(V) ist, folgt @; = --- = @, = 0. Somit ist v = 0 und
Ker T =1{0}. ]

Wir fassen die Aussagen von LemmaB.3und Lemmaf.4l zusammen und erhalten eine Cha-
rakterisierung der bijektiven linearen Abbildungen (Isomorphismen).

Lemma 3.5 Es sei T € L(V, W) eine lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) T ist ein Isomorphismus.
(b) Wenn B eine Basis von V ist, so ist T(B) eine Basis von W.

Besitzen dariiber hinaus V und W endliche Dimension, so ist aufSerdem dquivalent dazu

©dimV=rgT=dimW.

Definition 3.4 Zwei Vektorrdume V und W iiber K heillen isomorph, symbolisch V = W,
wenn es einen Isomorphismus T: V — W gibt.

Folgerung 3.6 Isomorphe Vektorrdume besitzen dieselbe Dimension. Gilt umgekehrtdim V =
dim W < 00, so sind V und W isomorph. Insbesondere sind alle Vektorrdume V mitdimV =n
isomorph zu IK".

Beweis. Der erste Teil folgt direkt aus dem obigen Lemma. Seien nun V und W endlichdi-
mensionale Vektorraume mit derselben Dimension 7 und seien etwa B = {b,,...,b,} und
C=1{cy,...,c,} Basen in V bzw. in W. Dann ldsst sich die Abbildung Ty: B — W, T(by) = ck
eindeutig zu einem Isomorphismus T: V — W fortsetzen. Mit Hilfe der Koordinatenabbil-
dungen lésst sich T schreiben als T = ®_'-®p. ]

Unendlichdimensionale Rdume sind nicht notwendig isomorph.
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3.2.2 Die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

Ist T € L(V, W), so kann man die Zahlen def T und rg T betrachten. Erstaunlicherweise hangt
def T+rgT gar nicht von T ab.

Satz 3.7 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen) Es sei V ein endlichdimensionaler
Vektorraum. Fiir jede lineare Abbildung T: V — W gilt dann:

r1gT+defT=dim V.

Beweis. Als Teilraum von V besitzt Ker7T auch eine endliche Dimension; sei etwa
K = {by,...,b;} eine Basis von KerT. Nach Lemmal8 kann man K zu einer Basis
ib1,...,b4,b441,...,b,} von V ergdnzen. Wir werden zeigen, dass E := {T(bg+1),..., T(b,)}
eine Basis von Im T ist.

E ist erzeugend fiir imT. Es sei T(v) € im T mit v = Z:.l:l a;b;. Wegen der Linearitdt von T

und wegen T(b,)=T(b,)=---=T(b,;)=0 folgt
T(v)=T (Zaibi) =Y a;T(b)= Y a;T(b;))€spanE.
i=1 i=1 i=d+1

E ist linear unabhdngig. Sei
n n n
Z a,T(b,)zOzT(Z a,-b,):0:> Z a;b; e KerT.
i=d+1 i=d+1 i=d+1
Folglich existieren ¢; € K, i =1,...,d mit
n d
Z (Zibi :Z(Zibi.
i=d+1 i=1

Da aber {b;,...,b,} eine Basis von V ist, folgt hieraus a¢; = @, =--- = a,, = 0. Also ist E linear
unabhéngig und damit eine Basis von Im T'. Somit gilt

rigT=dimImT=#{bs11,...,bp}=n—d=dimV —defT.

Satz 3.8 (Aquivalenzsatz) Essei T € L(V, W) eine lineare Abbildung zwischen endlichdimen-
sionalen Vektorrdumen gleicher Dimension, dim V =dim W < co. Dann sind dquivalent:

(a) T ist injektiv.
(b) T ist surjektiv.
(c) T ist bijektiv.
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Beweis. (a) — (b). Nach Lemmal4)e) gilt r g7 = dim V, also nach Voraussetzung auch

rg T =dim W. Nach Lemma[Z3folgt dann T ist surjektiv.

(b) — (c). Nach den beiden Lemmas und nach Voraussetzung ist wieder rg7 = dimW =

dim V, also ist T injektiv und damit bijektiv. Schlief3lich ist die Richtung (c) — (a) trivial.
[ |

Der Satz gilt nicht mehr in unendlich-dimensionalen Raumen, wie das folgende Beispiel des
Verschiebungsoperators T: w — w zeigt: T(x) := T((x1,X2,...)) :=(0,x1,X,,...). Offenbar ist T
injektiv aber nicht surjektiv.

3.3 Matrizenrechnung

3.3.1 Rangund Defekt einer Matrix

Wir haben bereits in Kapitel 1.2 gesehen, wie Matrizen addiert, multipliziert und skalar ver-
vielfacht werden. Unter dem Gesichtspunkt, dass wir Matrizen A € [K”**" mit ihren linearen
Abbildungen T, € (K", [K™)identifizieren, konnen wir die eben eingefiihrten Begriffe, Kern,
Bild, Rang, Defekt aber auch Invertierbarkeit direkt auf Matrizen {ibertragen.

Definition 3.5 Fiir eine Matrix A € IK"*" definieren wir

(a) den Kernvon A KerA = Ker Ty, das Bild von A, imA = im T, den RangrgA =g T, und
den Defekt von A tiber defA = def T}.

(b) Eine Matrix heillt quadratisch, wenn ihre Zeilen- und Spaltenzahl iiberein stimmen.

(c) Im A heidt auch Spaltenraumvon A und im A" nennt man den Zeilenraumvon A.

Bemerkung 3.2 (a) Es ist klar, dass KerA ={x € K" | Ax =0} =L06s(A4,0) genau die Lésungs-
menge des homogenen linearen Gleichungssystems Ax =0 ist.

(b) Dagegen ist InA={b K™ | 3x € K": Ax = b} die Menge der Vektoren b in K™, fiir die
das inhomogene lineare Gleichungssystem Ax = b eine Losung besitzt.

(c) Eine wichtige Rolle spielt die Bestimmung des Ranges einer Matrix. Nach unserer Defini-
tion ist der Spaltenraum im A der von den Spalten der Matrix A aufgespannte Teilraum im
K", ImA =span{Aey,...,Ae,}. Somit gilt einerseits

rgA =dimspan{Ae;,...,Ae,} = Dimension des Spaltenraumes von A.

Da n Vektoren hochstens einen Raum der Dimension n aufspannen, gilt rgA < n. Anderer-
seits ist ImA € K™ und damit auch rgA < m. Folglich gilt r g A <min{m, n}.

Ebenso konnte man aber den Zeilenraum von A betrachten, die lineare Hiuille des von den
Zeilen von A aufgespannten Unterraumes von [K”. Natiirlich ist der Zeilenraum von A gleich
dem Spaltenraum von AT, Zeilenraum von A= ImAT.

Satz 3.9 (Zeilenrang = Spaltenrang) Fiir jede Matrix A € IK™*" gilt

rgA=r1gA’.
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Beweis. Wir wollen eine Zeile oder Spalte von A als linear iiberfliissig bezeichnen, wenn sie
die Linearkombination von anderen Zeilen bzw. Spalten ist. Verkleinert man eine Matrix
durch Weglassen einer linear tiberfliissigen Spalte, so @ndert sich der (Spalten)rang von A
nicht.

(a) Wir werden zeigen, dass sich auch der Zeilenrang dabei nicht dndert. — Angenommen,
die 1.Spalte der Matrix sei linear tiberfliissig, dann ldsst sich die erste Komponente jeder Zeile
linear kombinieren aus allen anderen Komponenten der Zeile. Dasselbe gilt fiir jede Linear-
kombination von Zeilen: auch hier ldsst sich die erste Komponente linear aus den anderen
Komponenten kombinieren (und zwar mit denselben Koeffizienten, wie bei allen Zeilen).
Somitist eine Linearkombination von Zeilen genau dann Null, wenn schon die entsprechen-
de Linearkombination der Zeilen, die durch Weglassen der ersten Komponente entstehen,
Null ist. Daher dndert sich der Zeilenrang nicht durch weglassen linear tiberfliissiger Spalten.
(b) Dasselbe Argument gilt natiirlich, wenn man die Rolle von Zeilen und Spalten vertauscht:
Durch Weglassen linear tiberfliissiger Zeilen verringert sich der Spaltenrang nicht.

(c) Nun verkleinern wir unsere Matrix A schrittweise durch Weglassen linear iiberfliissi-
ger Zeilen und Spalten solange, bis es nicht weiter geht. Wir erhalten eine méglicherwei-
se kleinere Matrix A’, die denselben Zeilenrang und denselben Spaltenrang wie A hat. Also
rgA=rgA’undrgA" =rgA’" und A’ hat nur linear unabhéngige Zeilen und linear unabhin-
gige Spalten.

(d) A’ ist eine quadratische Matrix. Angenommen, A’ hat s Spalten und z Zeilen, dann gilt
wegen der linearen Unabhéngigkeit der Spalten rgA’ = s < z. Dasselbe Argument gilt aber
fiir den Zeilenraum, da die Zeilen von A’ linear unabhingig sind: rgA’”" = z < s. Also ist
rgA =rgA’ = s =z =: r und es gilt Zeilenrang von A = Spaltenrang von A = r= Format der
quadratischen Matrix A’. [

Bemerkung 3.3 Wir sahen bereits in AbschnittZ3:4 dass durch die 3 elementaren Zeilen-
operationen des Gaull-Algorithmus, der Zeilenraum nicht verdndert wird. Wir erhalten da-
her:

r =rg A =Anzahl der fiihrenden Einsen im Gaul3-Algorithmus.

Der Gaul3-Algorithmus (ohne Gaul3-Jordan) ist daher bestens geeignet, den Rang einer Ma-
trix zu ermitteln. Nach dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen gilt ferner

n —r =def A =Dimension des Losungsraumes des homogenen Systems

Beispiel 3.4 (a) Es sei ¢ # 0, dann ist

c ... ¢
c ... ¢

rg =1,
c ... ¢

denn die Matrix besitzt nur eine linear unabhéngige Zeile. Fiir ¢ = 0 wire rgA =0.



48 3 Lineare Abbildungen

1 2 3
(b)SeiA= |4 5 6 |.Dann liefert der Gaul3-Algorithmus
7 8 9
1 2 3 1 2 3
A~10 -3 -6 |~]0 1 2
0 -6 —12 0 0O

FolglichistrgA =2 und defA =1.
(c) Essei x =(x1,...,x,) € K*" ein Zeilenvektor und y = (y,...,yn)" € K™*! ein Spaltenvek-
tor. Dann hat die Matrix

N
)2

A:y'x: . '(xly---’xn):(,Vixj)é'::ll...rrrll

Vm
den Rang 1 oder 0. Dies folgt aus rgx,rgy <1 und der Ubungsaufgabe 6.5.

3.3.2 Dieinverse Matrix

Wir wissen aus Abschnitt[[LT.3] dass nur die bijektiven Abbildungen invertierbar sind. Das
gilt natiirlich auch fiir lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen. Nach Lemma@.3l (c)
kann T, A € K™*" nur dann ein Isomorphismus sein, wenn m = n ist und somit muss
A quadratisch sein. Nur fiir quadratische Matrizen hat der Begriff der Invertierbarkeit Sinn.
die zu (T,)~! korrespondierende Matrix bezeichnen wir mit B (falls sie existiert). Schreibt
man die Gleichung in linearen Abbildungen T«(T,)~' =(T4)~!-T; = id k» matriziell, so lautet
sie A-B = B-A = I,,, wobei B die zu (T;)~! gehorige Matrix ist. Wir definieren B als die zu A
inverse Matrix.

Definition 3.6 (a) Eine Matrix A € [K"*" heildt invertierbar, wenn es eine Matrix A~ € [K"xn
gibt, fiir die
AA T =AT A=,

Dabei ist I,, die Einheitsmatrix der Ordnung n. Wir nennen A~! die zu A inverse Matrix.
(b) Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen bezeichnen wir mit GL(7, K).

Invertierbare Matrizen nennt man auch reguldr wahrend die nichtinvertierbaren Matrizen
singuldr heiBen.

Bemerkung 3.4 (a) In der Tatist A~! eindeutigdurch A bestimmt, denn gidbe es ein B € [{"**"
mit derselben Eigenschaft, so wiare B= BI,, = B(AA™')=(BA)A ' =1,A"1=A"1.
(b) Aus der Gleichung fiir die entsprechenden linearen Abbildungen folgt (nach Beispiel B
(a2))

TyoTyr = idn = TyroTs.

Das heifdt, A ist invertierbar genau dann, wenn T, invertierbar ist und in diesem Falle gilt
(TA)_I = Ty-.
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Lemma 3.10 Es seien A, B € GL(n, K).
(a) Dann ist auch AB € GL(n,K) und es gilt(AB)™' = B~1A~1.
)AL AT e GL(n.K) und(AY) '=A und(AT)1=(A"1)T.

Beweis. (a) Wegen AB-B™'A™! = A(BB™1)A™! = A-[,;A™! = A-A™! = I, und analog
B-'A-1.AB = I, folgt die Behauptung. (b) Folgt genauso wie —(—x) = x und
Fernerist (A~')T-AT =(AA"Y)T = I = I,,. Hieraus folgt die Behauptung. n

= X.

B

Lemma 3.11 Essei A€ K™ ". Dann sind dquivalent
(a) A ist invertierbar.

(b)rgA=n.

(c)defA=0.

(d) Die Spalten von A bilden eine Basis von K.

(e) Die Zeilen von A bilden eine Basis von [K".

(f) T, ist injektiv.

(g) T, ist surjektiv.

Beweis. (a) «— (f) «— (g): Ist A invertierbar, so ist T, invertierbar, also bijektiv. Nach
dem Aquivalenzsatz ist dies gleichwertig mit (f) und (g). Nach Lemma@4] sind (c) und (f)
gleichwertig und nach Lemma[.3l sind (b) und (g) dquivalent. Ferner ist (g) dquivalent zu
(d). Die Aquivalenz von (d) und (e) folgt schlieBlich aus SatzB.3 ]

3.3.3 Invertieren einer Matrix

Nach Lemma@.TT] sind genau die quadratischen Matrizen invertierbar, die den vollen Rang
n haben. Anders ausgedriickt, der Gaul3-Algorithmus, angewandt auf A liefert n fiihrende
Einsen; jedes lineare Gleichungssystem A-x = b, b € R" ist eindeutig l6sbar (universelle Los-
barkeit fiir alle b). Man kann diese Losung sofort formal angeben, da ja A~! existiert. Multi-
pliziert man die Gleichung A-x = b von links mit A=}, so erhilt man

A Ax=b
AL Ax)=(A T A)x =1, x=x=A""b.
Die eindeutig bestimmte Losung von A - x = b ist also x = A~ - b. Genau das nutzt man zur

effektiven Berechnung der Matrix A=!. Ist ndmlich b =e;, j =1,...,n, und ist xU) die Lsung
des linearen Gleichungssystems Ax = e;, so gilt

AxV=¢; & xV=A""e; & xVist die jte Spalte der Matrix A~".

Die letzte Feststellung folgt aus Beispiel31] (a). Lost man also alle Gleichungssysteme Ax =
ej, j=1,...,n, so erhdlt man die Spalten von A~!. Somit ist das Verfahren zur Matrixinvertie-
rung klar:
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Verfahren zur Berechnung von A~!. Gegeben sei eine Matrix A € [K"*". Man wendet den
GaulB-Jordan-Algorithmus auf die erweiterte Koeffizientenmatrix an, wobei als rechte Sei-
ten die n Spalteneinheitsvektoren genommen werden.

Entsteht dabei auf der Koeffizientenseite (linke Seite) eine halbe Nullzeile, so ist der Rang
der Matrix A kleiner als n und die Matrix ist nicht invertierbar. Andernfalls entstehen n
ftihrende Einsen und die Koeffizientenmatrix A wird in die Einheitsmatrix I,, transformiert.
Auf der rechten Seite kann man dann die inverse Matrix A~! ablesen.

Beispiel 3.5 Gegeben sei die reelle 4 x 4- Matrix

1 0 1 1

1 1 21
A=

0 -1 0 1

1 0 0 2

Wir berechnen A~! durch simultanes Losen von 4 linearen Gleichungssystemen:

1 0 1 1]1 0 0 o0 (—1) Add. zu Zeile 2 und 4
1 1 2 1 0 1 0 0
0 —-1 O 1 0 0 1 0
1 0 0 2 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0 0
0 1 1 0 |-1 1 0 0 Addtion zu Zeile 3
0 —-1 O 1 0 0 1 0
O 0 -1 1 |-1 O 0 1
1 0 1 1 1 0 0 0
0 1 1 0 | —1 1 0 0
0 O 1 1 | -1 1 1 0
O 0 -1 1 |]-1 O 0 1
1 0 1 1 1 0 0 0
0 1 1 0 | —1 1 0 0
0 O 1 1 | -1 1 1 0 (—1) Add zu Zeile 2 und 1
0 O 0 2 | -2 1 1 1
1 0 0 0 2 -1 -1 0
0 1 0O -1/ 20 0o -1 0
0 O 1 1 | -1 1 1 0
0 0 0 1 |-1 - 5 2 | Addzur2,Subtr. vonder3.Zeile
1 0 0 0 2 -1 -1 0
o p el
0o 0 o0 1|1 1 I _I
2 2 2
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Somit gilt:
2 -1 -1 0 4 -2 =2 0
T 5 -3 3| 12 1 -1 1
o 3 2 = 2f0 1 1 -1
-1 L 11 -2 1 1 1
2 2 2

3.3.4 Spezielle Klassen von Matrizen

Essei K=1R oder oder K=C.

Definition 3.7 Eine quadratische Matrix A € K"*" heil3t

symmetrisch, falls A= AT, also a;jj=aj;furallei,j=1,...,n.

hermitesch, falls A = A*, dabei ist A* = (A)T, also a; j = aj; (komplexe Konjugati-
on) furallei,j =1,...,n.

unitdr, falls A*A=AA*=1,,.

Eine unitdre Matrix mit nur reellen Eintrdgen heil3t orthogonal. Fiir orthogonale
Matrizen giltalso AAT=ATA=1,.

Beispiel 3.6 (Drehung um ¢) Essei D, die Drehung des R? um den Ursprung um den Win-
kel ¢. Wir werden sehen, dass dies in der Tat eine lineare Abbildung ist, deren Matrix bestim-
men und zeigen, dass D, orthogonal ist.

Die Koordinate y; erhdlt man als y; = rcos(p + ) =
rcossiny — rsinp cosy. Nun ist aber rcosy = x; und
rsiny’ = x,. Also hat man y; = cos ¢ x; — sin px,. Analog be-
rechnet man y,

% )

2 r ()&,xg )
* ) y1=rcos(p+1y)=x;c0sp —x,8ingp,

A Y2 =rsin(p +Y)=x;siny + x, cos ¢.

N

Y2

Man erkennt, dass die Abbildung D, : R* — IR?, D, (il) = (
2

(cos @ —sin gp)

Ip, = | .

4 sing cosgp

Zur Vereinfachung der Symbolik identifizieren wir D, und Tp,. Man nennt Tp, die Drehma-
trix um den Winkel ¢. Es gilt

Py . 2 : 2
D,-DT = (coscp smgp)_(coscp smcp) _ (cos @ +sin® ¢ 0 )=Iz-

) linear ist mit der Matrix

4 sing  cosyp —sing cosgp 0 cos? p +sin’ ¢

Das heildt, D, ist eine orthogonale 2 x 2-Matrix. In der Mechanik werden Drehbewegun-
gen im Raum , das heil3t, orthogonale Transformationen T € GL(3,R) durch die Eulerschen
Winkel beschrieben, siehe auchhttp://de.wikipedia.org/wiki/Eulersche_Winkel.


http://de.wikipedia.org/wiki/Eulersche_Winkel
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Jede Drehung im dreidimensionalen Raum R?® um den Ursprung ist die Hintereinanderaus-
fiihrung von drei ebenen Drehungen:eine um den Winkel ) in der xy-Ebene, eine um den
Winkel 8 in der y z-Ebene und schlieflich erneut eine Drehung um in der x y -Ebene um den
Winkel ¢.

Spéter werden wir die in DefinitionB.7] eingefiihrten Begriffe auch fiir lineare Abbildungen
definieren.

3.3.5 Koordinatenransformationen und Basistransformationen

Problem: wie verdndern sich die Koordinaten eines Vektors, wenn man zu einer anderen
Basis tiber geht?

Es sei V ein Vektorraum mit der Basis E = {e,...,e,}. Dann gibt es fiir jeden Vektor
v € V eindeutig bestimmte Zahlen, die Koordinaten von v beziiglich E, (x;,...,x,) mit
v=x101++x,v,.Seinun F ={f,..., f,} eine weitere Basisvon Vund v =y, fi+:--+y, fa.
Problem: Wie berechnen wir die neuen Koordinaten (y,...,y,) aus den alten Koordinaten
(x1,...,x,)? Die Basistransformation sei gegeben durch eine Matrix A € [K"*" in der folgen-
den Weise:

n
fj:Zaije,-, j:1,...,n; (33)
i=1

dabeisei A =(a;;) € K"*" die Matrix der Basistransformation. Fiir festes j schreiben wir also
die Koordinaten a;; von f; beziiglich E in die jte Spalte der Matrix A. Da F eine Basis ist, gibt
es auch eine Matrix B =(b;;) € K"*" mit

n
ei:Zbkifk, izl,...,n, (3.4)
k=1

welche die umgekehrte Basistransformation beschreibt. Setzt man @4) in @3) ein, so hat

man: o
fj:ZZaijbki fr, j=1,...,n.

i=1 k=1
Vertauscht man die Summation und beachtet, dass F eine Basis in V ist, so hat man

n

fi :Z (Zbkiaif) fr :Z(BA)kjfk — (BA)xj=0kj, k,j=1,...,n.
i=1 k=1

k=1

Somit gilt BA = I, — die Matrizen A und B sind zueinander invers (und insbesonde-
re regulédr); B = A~!. Durch Einsetzen der Basistransformation B3) in die Gleichung v =
y1fi+---+ynfn erhalten wir eine Beziehung zwischen den Koordinaten x; und y;:

n n n n n n
v= E yifi= E Vi E aije;= E E aijyj | ei= E Xie;.
j=1 j=1 i=1 i=1 \[j=1 i=1

Da die Koordinaten beziiglich der Basis {e;} eindeutig bestimmt sind, folgt x; = 27:1 aijyj
i=1,...,n, oder matriziell x = Ay. Da A regulér ist, gilt auch y = A~'x. Man beachte, dass in
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der Definition der Matrix A iber die transponierte Matrix einging. 'Formal’ gilt f =ATe
unde=(A"1)"f.

Beispiel 3.7 Wir betrachten das Beispiel aus der Ubungsaufgabe 5.3 genauer: Die Vektoren
b, =(1,2,1), b, =(2,9,0) und b3 =(3,3,4) bilden eine Basis B des R3. Bestimmen Sie die neu-
en Koordinaten ()1, )2, ys) beziiglich B, wenn die alten Koordinaten (x;,x,,x3) in der Stan-
dardbasis gegeben sind.

Wir lesen die Matrix A = (a;;) € R>* der Basistransformation spaltenweise ab:

bS

I
—_— DN =
S O N
s W W

Mittels Gau3-Algorithmus bestimmt man die inverse Matrix

-36 8 21
Al'=| 5 -1 -3
9 -2 -5
Somit gilt
M4 —36x; +8x,+21x3
v l=y=A"1x= 5X1 — X2 — 3X3
V3 9x, —2x, —5x3

Nun gilt y1 by + y2by + y3bs = x1€1 + x2€5 + X3€5.

3.3.6 Verhalten von Matrizen bei Basistransformation

Problem: Gegeben sei eine lineare Abbildung T € L(V, W). Man ermittle Basen B und C in
V bzw. in W, so dass die zugehorige Matrix M (T) eine maglichst einfache Gestalt hat. Wir
werden sehen, dass dieses Problem eine sehr einfache Losung besitzt (Normalformenpro-
blem).

Wir haben gesehen, wie sich die Koordinaten @dndern, wenn man zu einer neuen Basis iiber
geht. Nun wollen wir uns iiberlegen, wie die neue Matrix M’ einer linearen Abbildung T €
L(V; W) aussieht, wenn M = Mg (T) die Darstellung von T beziiglich gegebener Basen E
und F von V bzw. von W ist und wenn man in V und W zu neuen Basen E’ bzw. F’ iiber
geht. Wir wollen also M’ = Mg (T) aus M und den Transformationsmatrizen bestimmen.

A, B Matrizen der Basistransformationenin V bzw. in W.

x,y | Koordinaten von v € V bzw. von T(v) € W bzgl. der Basen E und F.

X,y Koordinaten von v € V und T(v)€ W bzgl. der Basen E’ und F".
M, M’ Matrizen von T beziiglich (E, F) bzw. (E’, F’).

Nach diesen Setzungen gilt mit Hilfe der Transformationsformeln

y=Mx y'=M'x" x'=A"'x y'=B7y.
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Multipliziert man die erste Gleichung mit B~! von links und setzt x = Ax’ ein, so hat man
B'y=B'Mx=B'MAx = y'=(B'MA)X,
sodass man unmittelbar die Transformationsformel erhalt
M’ =B 'MA. (3.5)

Besonders wichtig ist der Fall von Endomorphismen T € L(V), wo man iiblicherweise E = F
und E’ = F’ wdhlt, sodass A = B gilt. Hier lautet die Transformationsformel

M =A""MA.

Definition 3.8 Zwei quadratische Matrizen M, M’ € [K"*" heillen einander dhnlich, wenn es
eine invertierbare Matrix A € GL(n,K) gibt mit M’ = A~ MA.

Ahnliche Matrizen beschreiben ein und dieselbe lineare Abbildung T: K" — K" nur in ver-
schiedenen Basen.

Beispiel 3.8 In Ubungsaufgabe 5.3 war eine lineare Abbildung T': R3 — IR? gegeben durch
T(bl):(lro)! T(bZ):(_lrl)! T(b3):(0!1)r

wobei die Basis B = {by, b,, b3} gegeben ist durch b; =(1,2,1), b, =(2,9,0) und b; = (3,3,4).

Somit gilt
M= Mg (T)= !
. o 1 1)’

wobei B, die Standardbasis vom [R? ist. Gesucht ist die Darstellung von T beziiglich der Stan-
dardbasen B; und B,. Die Transformationsmatrix A von Bs nach B und deren Inverse A~!
sind dort angegeben. Da im Zielraum R? gar keine Transformation stattfindet entfallt der
Faktor B = I,. Somit gilt:

1 -1 o) (3¢ 8 2 41 9 24
M’ = Mp, 5,(T)=MA™ = 5 -1 -3|=
’ 0 1 1 14 -3 -8

3.3.7 Das Normalformproblem fiir T € L(V, W), V#W

Es seien V und W endlichdimensionale Vektorraume und T € L(V, W). Wir kommen nun
zuriick zur Frage, wie man Basen in V und W wihlen kann, dass die Matrix M’ von T
moglichst einfache Gestalt hat. Es sei r = rgT. Wie im Beweis von Satz3.7] wihlen wir
zundchst eine Basis {b,1,b,42,...,b,} von Ker T. Ergdnzt man diese Basis zu einer Basis
ib1,....,b:,b141,...,by} von V, soist {T(by),..., T(b,)} eine Basis von Im T. Ergdnzt man wie-
derum diese r Vektoren beliebig zu einer Basis C = {T(b,),..., T(b;), W;41,..., W, } von W, so

hat M’ = Mg ¢(T) die Gestalt
M — I. 0
~lo o)’
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wobei I, die Einheitsmatrix der Ordnung r ist. Dies folgt direkt aus der eingerahmten Formel
in Definition3.2

Startet man mit einer Matrix M € IK™*” vom Rang rg M = r, so gibt es nach den Uberlegun-
gen des vorigen Abschnitts reguldre Matrizen A € GL(m, K) und B € GL(n, K), sodass

) I, 0
M=AM'B=A B.
0 0

Wir nehmen M’ als Normalform von M.

Wesentlich schwieriger ist das Normalformenproblem fiir T € L(V), wenn wir ndmlich nur
eineBasis in V wihlen konnen, die fiir den Ausgangs- und Zielraum V gleichzeitig giiltig ist.
Wir kommen darauf im Kapitel Eigenwerttheorie zuriick.
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