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Projekt: Finite Differenzen fiir die Konvektions-Diffusions-Gleichung in 1d (emp-
fohlene Gruppengrofe: 3)

Die Konvektions-Diffusions-Gleichung lautet
—eu” +u' = 1. (1)

Beim zugehorigen Randwertproblem wird eine Losung u : [0,1] — R mit u(0) = u(l) =
0 fir die Gleichung (1) gesucht. Typische Losungen zu dieser Gleichung entwickeln steile
Randschichten fiir kleine Werte von ¢. Eine exakte Losung ist durch

(z—1)/e _ 1
e

u(x) = m +xr—1
gegeben.
Wir betrachten im folgenden drei verschiedene Finite-Differenzen-Verfahren fiir dieses Pro-
blem, siehe auch [RST08, Abschnitt 2.1.2]. Es sei N € N, Az := 1/N und z; := jAz fir
j =0,...,N. Ein Finite-Differenzen-Verfahren zur Approximation von Losungen von (1) ist
gegeben durch Uy = Uy = 0 und

U m 20+ Ui Ui = Ui
(Ax)? 2Ax

fir alle j = 1,..., N — 1. Ein zweites Finite-Differenzen-Verfahren ist gegeben durch Uy =
Uy = 0 und

e Uj+1 — QUJ -+ Ujfl I Uj+1 — Uj _1
(Ax)? Ax
firallej =1,..., N—1. In einem dritten Finite-Differenzen-Verfahren ist eine Approximation
von (1) gegeben durch Uy = Uy = 0 und

Uppr —2U; + Ujy Uj — Uy

- (Ax)? + Ax =1
fir alle j = 1,..., N — 1. Die Matrizen A, B,C, D € RWV=Dx(N=1) geien definiert durch
2 -1 0 ... ... ... 0
-1 2 -1 : -1 1 0 0
o -1 2 -1 0o -1 1
A= , B=|: 0|
-1 2 -1 0 -1 1
1 92 1 0 0 -1
0 0o -1 2
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C=-B"und D = B+C. Setze F = (1,...,1) € RV¥"!. Dann ist das erste Verfahren
dquivalent zu

5 1
A D =F
(\MP oA )U ’

das zweite zu

€ 1
— A+ —B|U=F
(|A:c|2 " Aa )
und das dritte zu
€ 1
— A+ ——C|U=F
(\AxP Al ) |
wobei U = (Uy,...,Ux_1) € RN L.

1. Implemenieren Sie die drei obigen Verfahren. Beachten Sie dabei, dass Sie die Matrizen
A, B,C und D als sparse-Matrizen erstellen. Fiir die Losung der linearen Gleichungs-
systeme konnen Sie auf existierende Routinen (fiir sparse-Matrizen) zuriickgreifen, z.B.
auf die python-Routine scipy.sparse.linalg.spsolve.

2. Fiihren Sie numerische Tests durch fiir die Parameter € = 0.5,0.05, 0.005, 0.0005. Stellen
Sie die exakte Losung und die diskreten Losungen fiir die Gitterweiten N = 10, N = 100
und N = 1000 und N = 10000 graphisch dar. Vergleichen Sie die drei Verfahren fiir
diese Wahl von Parametern.

3. Setze @ = (u(xp),...,u(zy))" € R¥*L Berechnen Sie die Fehler

||ﬂ - UHEO" )

N
i = Ullpz2 o= VAz|a— Ul = | Y Axli; — Uyl
j=0

2

(u; —Uj) — (51 — Uj_y)
Ax

N
i = Ul o= | > Az
j=1

fiir die in 2 genannten Werte von ¢ und Az und vergleichen Sie die drei Verfahren.
Erstellen Sie Diagramme (loglog-plots), in denen Sie die Fehler gegen die Schrittweite
Az auftragen. Welche Konvergenzraten lassen sich beobachten? Welche Vorasymptotik
lasst sich beobachten?
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