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Aufgabenblatt 6

Abgabe am Montag, dem 26.05.25 vor der Vorlesung.

Aufgabe 1 (Konvergenz des GauB-Seidel-Verfahrens)

Zeigen Sie, dass das Gauf3-Seidel-Verfahren fiir eine stark diagonaldominante Matrix A
bzw. fiir eine diagonaldominante, irreduzible Matrix A konvergiert. Sie konnen dabei
wie folgt vorgehen:

(a) Zeigen Sie, dass die Iterationsmatrix G = (D + L)™'R die Gleichung Gz =
D™ (Rx — LGx) fir alle z € K" erfiillt.

(b) Zeigen Sie induktiv, dass |(Gz);| < ||z]~ gilt, wobei die Ungleichung strikt ist,
wenn A stark diagonaldominant und x # 0 ist.

(c) Zeigen Sie, dass daraus fiir stark diagonaldominantes A die Konvergenz folgt.

(d) Ist A diagonaldominant und irreduzibel, dann gehen Sie dhnlich wie in der Vor-
lesung im Beweis der Konvergenz des Jacobi-Verfahrens vor und unterteilen Sie die
Indizes eines Eigenvektors z mit ||z« = 1 in diejenigen, fiir die |z;| = 1 gilt, und
den Rest. Schlieflen Sie nun, dass aus der Irreduziblitit von A folgt, dass J¢ = ()
und aus der einen strikten Ungleichung in der Definition der Diagonaldominanz
folgt nun die Behauptung.

Aufgabe 2 (Beweis von Lemma IV.26 aus der Vorlesung)
Fir A € R™" s.p.d. (symmetrisch positiv definit) und b € R" gilt:

Ar=b & min f(2),

wobei das Energiefunktional durch f(z) := 12TAz — 27b definiert ist.

Aufgabe 3 (Vorkonditioniertes cg-Verfahren)
Gesucht ist eine Losung z* des linearen Gleichungssystems Az* = b, wobei A € R™*"
und b € R" gegeben sind. Es sei B € R™*" symmetrisch und positiv definit und es sei
B = CC" mit einer invertierbaren Matrix C.

(a) Substituieren Sie y* = C~1z* und leiten Sie damit A und b so her, dass das
Energiefunktional
- 1 - - ~
fly) =5y Ay —b'y

von y* minimiert wird.

(b) Es bezeichnen nun 7 und dr das Residuum und die Abstiegsrichtung im cg-
Verfahren beziiglich des modifizierten Problems. Substituieren Sie nun

Yk = C_lmlm
fk = CTTk,
dp = Cdy,

—1von 2 —



und schreiben Sie das cg-Verfahren zur Losung von fly = b so um, dass nur noch
die Matrix B vorkommt, aber die Matrix C' nicht mehr bekannt sein muss.

(c) Zeigen Sie fiir das hergeleitete Verfahren eine Fehlerabschitzung, wobei Sie die
Fehlerabschéatzung fiir das cg-Verfahren aus der Vorlesung benutzen konnen.

Aufgabe 4 (Vorkonditionierung einer Matrix)

Es sei
1 % 0 0
: 2
0 1 4 2
A:=1:
0
: . 2n—4 2n—2 2n—3
0O ... ... ... 0 2n3 on-l

(a) Zeigen Sie, dass die Kondition von A durch 10 - 2"~3 beschrankt ist.

(b) Definieren Sie eine Diagonalmatrix D derart, dass die Kondition von D~'A durch
7 beschrankt ist.

Hinweis: Verwenden Sie, dass die Kondition einer symmetrisch positiv definiten Matrix
der Quotient aus dem betragsméafig grofften und dem betragsmafig kleinsten Eigenwert
ist.
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