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Projekt: Vergleich von expliziten und impliziten Finite-Differenzen-Verfahren fiir
die Wellengleichung in 1d (empfohlene Gruppengrofie: 4)

Es sei T'> 0 und ug € C([0,1]) mit uo(0) = up(1) = 0 und vy € C([0,1]). Man betrachte die
Wellengleichung: Finde u : [0, 1] x [0, 7] — R mit u(z,0) = ug(x) und u(z,0) = vo(x) fir alle
x € [0,1] (Anfangsbedingungen), u(0,t) = u(1,t) = 0 fiir alle ¢ € [0,7] (Randbedingung)
und

i(z,t) —u"(x,t) =0,

wobei u die Ableitung von u nach der Zeit ¢ und u' die Ableitung von u nach dem Ort x
bezeichne. Eine Eigenschaft von Losungen zur Wellengleichung ist, dass diese die Energie

E = 5/0 ((a(t, z)* + (v'(t,2))?) da

erhalten, d.h. dass F konstant beziiglich ¢ ist. Die Funktion
u(t, x) = cos(mt) sin(mx) (1)

ist eine Losung dieser Gleichung fiir ug(x) = sin(mx) und vo(x) = 0.

Es seien At > 0 eine Zeitschrittweite und Az > 0 eine Schrittweite im Ort und es sei
J :=1/Az € Nund K := T/At € N. Setze u = L. Ein explizites Finite-Differenzen-
Verfahren (siche auch [Barl6, Abschnitt 1.3.4]) ist gegeben durch

U) = ug(jAx) fa.j=0,...,J

2
Uittt =0t =0 fak=1,... K-1 2)

und

Ul = (1 —p*)U) + p*(Uy g + US_y) /2 + Atwg(jAz),
k+1 k k-1

(At)? N (Az)?

firallej=1,...,J —1und k=1,..., K — 1. Ein (naives) implizites Verfahren ist gegeben
durch (2) und

(2+2u*)U; — (U, + U ) = 2U7 4 2At vy(jAx) fa.j=1,...,J—1,
Uttt —2uk+USTY U 20t U o
= fa.j=1,...,J—1, (3)
(At)? (Az)?

k=1,... K —1.

1/3



Ein zweites implizites Verfahren (siehe auch [Barl6, Abschnitt 1.3.5]) ist gegeben durch (2)
und

2
@+1)U} - S (U}, +UL)

2
!

=(2— I’L2)U]Q + 7<U]Q+1 + U]Qfl)
2

~ At ”Z(UO<<j +1)Az) — 2v(jAz) + vo((j — 1)Ax)),

k+1 k—1 k+1 k+1 k+1
U7 =205+ U7 1 (U =207 + Uy U — 207 + U
(A1)? I Ay (Bx)?
Ukt - 2Uk 4 Uf:f)

(Az)?

firalle j =1,...,J—1und k = 1,..., K — 1. In beiden impliziten Verfahren kann Uf“

nicht direkt aus den Vektoren U* und U*~! berechnet werden, sondern es muss in jedem Zeit-
schritt ein lineares Gleichungssystem gelost werden. Definiere die Matrizen A, B, Cy, Cy, C3 €
RU=Dx(7=1) qurch

2u? —p? 0 0
- 2t —p? 0 0
0 —u? 2u®> —p* 0 0
A=\
0 ... 0 —p® 2u® —u® 0
0 0 —pu? 2u? —p?
0 0 —p* 2u?

und
1 1 1
B2:I+A, Cl :I—FzA, 02 :21—5147 03 = _I_L_LA7

wobei I die Einheitsmatrix im RZ~Y*(/=1 hegeichnet. Dann kann (3) geschrieben werden
als

(21 + A)U" = 2U° 4 2AtV,
BUk+1 _ 2Uk o Uk_l,
wobei UF = (UF,...,U% ) und V = (vo(Ax),vo(2Ax),...,v9((J — 1)Ax)). Die Vorschrift

(4) im zweiten impliziten Verfahren kann geschrieben werden als

At
201U1 == CQUO + ZA‘/,

CLUM = C,U* + cyUR 1,

1. Implementieren Sie das explizite und beide impliziten Verfahren. Beachten Sie da-
bei, dass Sie die Matrizen A, B, Cy, Cy, C5 als sparse-Matrizen implementieren. Fiir die
Losung des linearen Gleichungssystems konnen Sie auf existierende Routinen (fiir spar-
se-Matrizen) zuriickgreifen, z.B. auf die python-Routine scipy.sparse.linalg.spsolve.
Berechnen Sie mit allen drei Verfahren Approximationen der Losung (1) fiir At =
0.1,0.01,0.001 und Az = 0.1,0.01,0.001,0.0001. Fiir welche Verfahren und fiir welche
Werte von At und Az ,explodieren“die berechneten Losungen?
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2. Berechnen Sie den ¢°°-Fehler

sup lu(kAt, jAz) — Uf\

j=1,...,J3k=0,...K

fiir die in 1. genannten Werte von At uind Ax und vergleichen Sie die drei Verfah-
ren. Erstellen Sie Diagramme (loglog-plots), in denen Sie die Fehler einmal gegen die
Ortsschrittweite Az auftragen und einmal gegen die Zeitschrittweite At. Welche Kon-
vergenzraten lassen sich beobachten?

3. Uberpriifen Sie fiir die drei Verfahren, ob die (diskreten) Energien

=1 k1 _ 7k 2 J-1 k+1 _ prk+1
EFts = 1 Ax —Uj+ _ Uj + 1 Ax jil — Uj+ ng+1 - UJk

=0 =
2 2
et I, (U U IS, (U U U - U

erhalten bleiben. Kann man dies auch der diskreten Lésung ansehen?
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