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Die Konvektions-Diffusions-Gleichung lautet
—eu” +u' = 1. (1)

Beim zugehorigen Randwertproblem wird eine Losung u : [0,1] — R mit u(0) = u(l) =
0 fir die Gleichung (1) gesucht. Typische Losungen zu dieser Gleichung entwickeln steile
Randschichten fiir kleine Werte von ¢. Eine exakte Losung ist durch

(z—1)/e _ 1
u(z) = S

e~/ —1
gegeben.
In diesem Projekt soll ein Finites-Differenzen-Verfahren auf verschiedenen Gittern verglichen
werden, die gegeben sind durch die Punkte (x;),-0

O=xp <1 < - <any_1 <ay=1

Ein Finite-Elemente-Verfahren versucht u(z;) durch U; fir j = 0,..., N zu approximieren.
Auf einem gegebenen Gitter betrachten wir das Finite-Differenzen-Verfahren (siehe auch
[RST08, Abschnitt 2.1.2]), das gegeben ist durch Uy = Uy = 0 und

Ui U, Uiy Uir — Uy
9 J+ . i J ) 4+ 70— 1
(hj+1(hj+1 + hg) hjhj—i-l hj (hj+1 + h]) hj + hj""l

fiir alle ] = 1, R ,N - 1, wobei hj =T; —Tj—1.
Die (Band-)Matrizen A, B € RV=Ux(N=1 geien definiert durch

Z(hjhjqu)_l wenn k = j,
A 2(hj(hj + hj1))™t wemn k=j—1,
ik 2(hj+1(hj + hj+1)_1 wenn k = j + 1,
0 sonst,
und
(hj + hj+1)_1 wenn k = j + 2,
Bjk = —(hj -+ hj+1>_l wenn k = j - 2,

0 sonst.
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Setze F' = (1,...,1) € RY~1. Dann ist das Finite-Differenzen-Verfahren #quivalent zu
(cA+B)U =F,

wobei U = (Uy,...,Ux_1) € RV L.

Die hier betrachteten Gitter sind durch eine Gitter-erzeugende Funktion A : [0,1] — [0, 1]
definiert, namlich durch z; = A\(j/N) fiir j = 1,..., N — 1. Betrachtet werden sollen uniforme
Gitter, d.h.

Ai(s) = s,
Bakhvalov-type Gitter [RSTO08, S.119f], d.h. fiir wéhlbare Parameter A > 0 und 0 < ¢ < 1
1/)(3)::1+A51n<1—5> wenn 1 —7 < s <1,
Aa(s) = !
m(s) =yl —7)+(s—1+7)Y'(1—7) wenn0<s<1-—r7,

wobei 7 = ¢ — Ae, und Shishkin-Gitter [RST08, S. 127f], d.h.

S
As(s) = { 2% wenn 0 < s <1-—o,
£ 4+1—5 wennl-—o<s<I,

wobei 0 = 2¢In(N).

1. Implementieren Sie die drei Gitter, die durch A;, 7 = 1,2,3 erzeugt werden. Imple-
mentieren Sie auflerdem das oben definierte Finite-Differenzen-Verfahren fiir allgemeine
Gitter. Beachten Sie dabei, dass Sie die Matrizen A und B als sparse-Matrizen erstellen.
Fiir die Losung der linearen Gleichungssysteme kénnen Sie auf existierende Routinen
(fiir sparse-Matrizen) zuriickgreifen, z.B. auf die python-Routine
scipy.sparse.linalg.spsolve.

2. Fiihren Sie numerische Tests durch fiir die Parameter € = 0.5, 0.05, 0.005, 0.0005 und fiir
die drei oben definierten Gitter-Typen. Testen Sie verschiedene Werte fiir die Parameter
A und q fiir die Gitter vom Bakhvalov-Typ. Testen Sie auflerdem neben dem Wert o =
2e In(N) auch andere Werte fiir o fiir die Shishkin-Gitter. Stellen Sie die exakte Losung
und die diskreten Losungen fiir die Gitterweiten N = 10, N = 100 und N = 1000
graphisch dar. Vergleichen Sie die Losungen auf den unterschiedlichen Gittern.

3. Setze @ = (u(xg),...,u(zn))" € RV*L Berechnen Sie die Fehler

@ —Ulle=, (Gruppengrifle 4)

N
it = Ully g = \ S byl — U2 (Gruppengrife 3 und 4)
7=0

(a; — U;) — (21 — Ujy) |?
h.

J

(Gruppengrifle 4)

N
||7:L - UHh,Hl = \ Zh]
j=1

fiir die in 2 genannten Werte von € und Ax und vergleichen Sie die Verfahren. Erstellen
Sie Diagramme (loglog-plots), in denen Sie die Fehler gegen die Schrittweite Az auf-
tragen. Welche Konvergenzraten lassen sich beobachten? Welche Vorasymptotik lésst
sich beobachten?
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