
Jun.-Prof. Dr. Mira Schedensack
Mathematisches Institut

Universität Leipzig

Numerisches Praktikum
WS 2024

Projekt: Finite Elemente für die Konvektions-Diffusions-Gleichung in 1d: SUPG
(empfohlene Gruppengröße: 2 bzw. 3)

Die Konvektions-Diffusions-Gleichung lautet

−εu′′ + u′ = 1. (1)

Beim zugehörigen Randwertproblem wird eine Lösung u : [0, 1] → R mit u(0) = u(1) =
0 für die Gleichung (1) gesucht. Typische Lösungen zu dieser Gleichung entwickeln steile
Randschichten für kleine Werte von ε. Eine exakte Lösung ist durch

u(x) =
e(x−1)/ε − 1

e−1/ε − 1
+ x− 1

gegeben.
Wir betrachten im folgenden die standard Finite-Elemente-Methode (FEM) [Bar16, Ab-
schnitt 7.3.1] und die abgeänderte streamline upwind/Petrov–Galerkin Methode (SUPG)
[Bar16, Abschnitt 7.3.2] für das obige Problem. Die SUPG addiert eine künstliche Diffusion
zur Gleichung dazu, d.h. für ein gegebenes δ > 0 sucht sie die Lösung zu

−(ε+ δ)u′′ + u′ = 1.

Es sei N ∈ N, ∆x := 1/N und xj := j∆x für j = 0, . . . , N . Wir approximieren die
Lösung u an den Stellen xj für j = 0, . . . , N durch u(xj) ≈ UFEM

j für die standard FEM
beziehungsweise durch u(xj) ≈ USUPG

j für die SUPG. Die Approximationen sind dann ge-
geben durch UFEM

0 = UFEM
N = USUPG

0 = USUPG
N = 0 und UFEM = (UFEM

1 , . . . , UFEM
N−1 )

⊤,
USUPG = (USUPG

1 , . . . , USUPG
N−1 )⊤ sind dann gegeben durch die Lösungen der linearen Glei-

chungssysteme

(εA+B)UFEM = F und ((ε+ δ)A+B)USUPG = F.

Hierbei sind die Matrizen A,B ∈ R(N−1)×(N−1) und F ∈ R(N−1) definiert durch

A =
1

|∆x|
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und

B =
1

2
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,

und F = |∆x|(1, . . . , 1)⊤ ∈ RN−1.

1. Implemenieren Sie die beiden obigen Verfahren. Beachten Sie dabei, dass Sie die Ma-
trizen A und B als sparse-Matrizen erstellen. Für die Lösung der linearen Gleichungs-
systeme können Sie auf existierende Routinen (für sparse-Matrizen) zurückgreifen, z.B.
auf die python-Routine scipy.sparse.linalg.spsolve.

2. Führen Sie numerische Tests durch für die Parameter ε = 0.5, 0.05, 0.005, 0.0005. Wählen
Sie für die SUPG für jedes ε den Parameter δ als δ = 0.5, 0.05, 0.005, 0.0005. Stellen Sie
die exakte Lösung und die diskreten Lösungen für die Gitterweiten N = 10, N = 100
und N = 1000 und N = 10000 graphisch dar. Vergleichen Sie die beiden Verfahren für
diese Wahl von Parametern.

3. Geben Sie eine Wahl von δ in Abhängigkeit von ε und |∆x| an, die zu möglichst guten
Lösungen führt.

4. (Zusätzlich für Gruppengröße 3:) Setze û = (u(x0), . . . , u(xN))
⊤ ∈ RN+1. Berechnen

Sie die Fehler

∥û− U∥ℓ∞ ,

∥û− U∥h,L2 :=
√
∆x∥û− U∥ℓ2 =

√√√√ N∑
j=0

∆x |ûj − Uj|2 ,

∥û− U∥h,H1 :=

√√√√ N∑
j=1

∆x

∣∣∣∣(ûj − Uj)− (ûj−1 − Uj−1)

∆x

∣∣∣∣2
für die in 2 genannten Werte von ε und ∆x und vergleichen Sie die drei Verfahren.
Erstellen Sie Diagramme (loglog-plots), in denen Sie die Fehler gegen die Schrittweite
∆x auftragen. Welche Konvergenzraten lassen sich beobachten? Welche Vorasymptotik
lässt sich beobachten?
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