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3. Übung

Achtung: Verwenden Sie die folgende korrigierte Definition von Unabhängigkeit:

Eine Familie von Ereignissen (Aλ)λ∈Λ im W-Raum (Ω,F , P ) heißt unabhängig, falls für jede
endliche Teilmenge Λ′ ⊂ Λ gilt P (∩λ∈Λ′Aλ) =

∏
λ∈Λ′ P (Aλ).

1. Zeigen Sie oder widerlegen Sie durch Gegenbeispiel:
a) Die Familie (A1, . . . , An) von Ereignissen ist unabhängig genau dann, wenn (Ac1, . . . , A

c
n)

unabhängig ist.
b) Die Familie (A1, . . . , An) ist unabhängig genau dann, wenn P (∩ni=1Ai) =

∏n
i=1 P (Ai).

c) Für ein Ereignis A ist (A,A) unabhängig genau dann, wenn P (A) ∈ {0, 1}.
d) Zwei Ereignisse A,B sind unabhängig genau dann, wenn die Indikatorfunktionen 11 A und
11 B unkorrelliert sind.

2. Beweisen Sie: Für eine unabh. Familie (Eλ)λ∈Λ von ∩-stabilen Mengensystemen ist auch
{σ(Eλ)}λ∈Λ unabhängig (siehe Vorlesung).

3. Beweisen Sie die folgende Variante des schwachen Gesetzes der großen Zahlen nach Khintchine:
Für eine Folge (Xn) integrierbarer unkorrellierter ZV’en mit limn→∞

1
n2

∑n
i=1 Var(Xi) = 0 gilt,

dass limn→∞
1
n

∑n
i=1(Xi − E(Xi)) = 0 im Sinne der stochastischen Konvergenz.

4. Sei Xn eine Folge von unabhängigen ZV’en auf einem W-Raum (Ω,F , P ) mit Verteilungen

µXn(dx) =
1

2

1

n log(n+ 1)
δ−n(dx) + (1− 1

n log(n+ 1)
)δ0(dx) +

1

2

1

n log(n+ 1)
δn(dx).

Zeigen Sie, dass limn→∞
1
n

∑n
i=1Xi = 0 im Sinne der stochastischen Konvergenz gilt, nicht

aber im Sinne der fast sicheren Konvergenz.

Hinweis: Verwenden Sie zum einen das Kriterium aus Aufgabe 3) sowie zum anderen, dass
für eine reelle Folge (an) die Existenz von limn

1
n

∑n
i=1 ai ∈ R die Eigenschaft limn

1
n
an = 0

nach sich zieht. Zeigen Sie hierzu mit der Umkehrung des Borell-Cantelli Lemmas, dass
lim supn

1
n
|Xn| ≥ 1 fast sicher.


