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3. Ubung
Achtung: Verwenden Sie die folgende korrigierte Definition von Unabhangigkeit:

Eine Familie von Ereignissen (A))xea im W-Raum (€2, F, P) heiBt unabhangig, falls fiir jede
endliche Teilmenge A" C A gilt P(NaearAx) = [[enr P(AN).

1. Zeigen Sie oder widerlegen Sie durch Gegenbeispiel:
a) Die Familie (A4, ..., A,) von Ereignissen ist unabhangig genau dann, wenn (A§,..., A%)
unabhangig ist.
b) Die Familie (A4, ..., A,) ist unabhdngig genau dann, wenn P(NI"; A;) = [[;_, P(4).
c) Fir ein Ereignis A ist (A, A) unabhangig genau dann, wenn P(A) € {0,1}.
d) Zwei Ereignisse A, B sind unabhangig genau dann, wenn die Indikatorfunktionen 14 und
1 5 unkorrelliert sind.

2. Beweisen Sie: Fiir eine unabh. Familie (£))xca von N-stabilen Mengensystemen ist auch
{o(E) }aea unabhangig (siehe Vorlesung).

3. Beweisen Sie die folgende Variante des schwachen Gesetzes der groBen Zahlen nach Khintchine:
Fiir eine Folge (X,,) integrierbarer unkorrellierter ZV'en mit lim,, . # >or ., Var(X;) = 0 gilt,
dass lim,, oo £ Y7 (X; — E(X;)) = 0 im Sinne der stochastischen Konvergenz.

4. Sei X,, eine Folge von unabhangigen ZV'en auf einem W-Raum (2, F, P) mit Verteilungen
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Zeigen Sie, dass lim,,_, % >+, X; = 0 im Sinne der stochastischen Konvergenz gilt, nicht
aber im Sinne der fast sicheren Konvergenz.

Hinweis: Verwenden Sie zum einen das Kriterium aus Aufgabe 3) sowie zum anderen, dass
fiir eine reelle Folge (a,) die Existenz von lim,, % >, a; € R die Eigenschaft lim,, %an =0
nach sich zieht. Zeigen Sie hierzu mit der Umkehrung des Borell-Cantelli Lemmas, dass
lim sup,, £|X,,| > 1 fast sicher.



