Korollar 3.1

Bew:

Bemerkung

Bsp. 3.1

Anwendung vom ZGS

Falls (X,)n Folge unabh. id. vert. reeller ZV'en mit m = E(X)
und 02 = V(Xy), so gilt fiir alle t € R

b Xi— £l
lim P (M < t) = i/ e ”2/2du = (1)
oo Vno V21 J oo

Folgt aus ZGS und Satz 3.3, da t — F(t) := ﬁ f_too e~ /2duy
stetig.

t— ®(t) = ﬁ f_too e=“"/2du 'Verteilungsfunktion der

Standard-Normalverteilung’.

X; unabh. Bernoulli-verteilt mit Parameter p

= E(X1) =p, V(X1) = p(1—p).

(= Y1, X; ist B(n, p) binomialverteilt. )

= P, X <

= P32y Xi = np)/v/np(1 = p) < (s = np)/+/np(1 = p)]
~ ®[(s — np)/\/np(1 — p)], falls n groB.



Definition 3.2

Bemerkung

Satz 3.5
|
]

Bsp. 3.2

Charakteristische Funktionen

Sei X ~ i eine R9-werige ZV, dann heiBt ¢x : RY — C,
ox(€) = E(&16X)) = [, & u(c)
charakteristische Funktion von X (bzw. von p).
f e’ yy(dx) == fcos (&, x))pu(dx) + i [ sin((&,x))u(dx) € C,
Rd
mlt x — cos((¢, >) x — sin((€,x)) € Cp(RY) = px(.) wohldef.

Eigenschaften von px:

lpx (&)l < 1 und px(0) =1

ox(.) ist gleichmiBig stetig auf R9:

ox (& +1) = x(€)] < [ |eEHm) — &6 u(dx)

— [ 1) 1]u(dx) TS 0 figr g - 0.

pax+b(€) = €0 ox(ak), p-x(€) = x(9),

Fiir X und Y unabhingig ist ox1+v(&) = ox(&) - vy (&).

itm— % vt?

@um,v(t) =¢€



Inversionsformel

Satz 3.6 Falls p = ¢, : R — C fiir p W-MaB auf (R, B(R)), so gilt
lim L [T e e (1) dt = p((a, b)) + LUEIuUED

Tosoo 2™ =T it

—iat _ 7/bt

Bew: o | |_|f e’stds| <|a— b|.

—iat _ _—ibt T —iat eflbt

f e b= | © J (o)
T

b) dtu(ds)

o ) et o } sint(s — a) —sint(s —
R-T t

= %[U(T,s—a) —u(T,s— b)] u(ds)

T
mit U(T,z) = [ =& gt
-T



Korollar 3.2
[Eindeutigkeitssatz)

Bew:

Bew. (Forts.)

o U(T.z)= [ 50le=) gy — =T sine gy
-7
=239 sign(z) ofo snt gt = sign(z)m,
0
mit sign(z) := 1,50 — L,<o0.
e 3C>0:|U(T,2)| < CVT,z
Do%gnv. % _TT e*’ta;e*’tbso(t)dt
— %é[sign(s — a) — sign(s — b)]u(ds)
= 31(R>,) — 1(Re<s) — (u(R>p) — 1(R<b))]
= 3lu(la, b]) + p([a, bI)]
= u(la, bl) + 3(u({a}) + n({b}))

Ein W-MaB v auf (R, B(R)) ist duch ¢,(.) eindeutig bestimmt.

Fiir F = F, stetig in a,b = F(b) — F(a) = u(]a, b[) =" F(b).
Fyy rechtsst.

224 F (x) durch p,, festgelegt falls in x stet. "= in x € R.



Satz 3.7

Bew:

Satz 3.8

Levy'scher Stetigkeitssatz

Es gilt i, = 1 genau dann wenn ¢, (t) — ¢, (t) fir alle t € R

“=": Klar, da x — €™ = cos(tx) + isin(tx) € Co(R) + i Cp(R).
“<" Folgt aus Satz 3.8 unten.

Sei wn eine Folge von Borel’'schen W-MaBen auf R mit
©u, (t) = @(t) fiir alle t fiir eine Folge von Borel’schen
W-MaBen auf R und ¢(.) stetig in 0, so gilt ¢ = ¢, fiir ein
Borel’'sches W-MaB p auf R und p, = p.



Lemma 3.2  Sei (F,) Folge von Funktionen mit F, : R — [0, 1] rechsttet.
nichtfallend. Dann ex. Teilfolge n' und F : R — [0,1], rechtsstt.
nichtfallend s.d. F,(t) — F(t), falls F in t stet.

Bew: (Idee) (Fn(q))nen €[0,1] Vq € Q "2 Ex. Teilfolge n’, s.d
H(q) :=limy Fr(q) ex. VY q € Q. Setze F(t) := limgsq~¢ H(q).

Lemma 3.3 Fiir o(.) = p,u(.) und F = F, und T >0

osu— F(2)+F(—=2)] <201 -2 [T, o(t)dt]
Be : 1 Fubini itx sin( TX)
W 7 | t)dt "= /2_’_/ e dtu(dx) A T wu(dx)

sin( Tx)

L2 ) < {1 < 1)+ ldlx] > 1)

S/R

1o L / p(t)dt > p({[x] > 1Y) — u({Ix] > 1))

=(1- i)u({|><| 21} =0- *)[F( +1-F()]

Beh. folgt fiir | := =



Bew: (Satz3.8) Sein’ Teilfolge und F gemaB Lemma 3.2, so dass

Fo(t) = F, falls F stet. in t.

Sei T so gewishlt, dass F stet. in % und in —2

T.
A0 < [1- Fy

2 2 2 [T
B PG . [ ARG
"= o< 1o A2+ F(-2) <201 - 2 / (£)d]
< T 7= T).%
T=200 < [1— F(oo) + F(—o0)] € 21— ¢(0)] = 0
= F(+00) — F(—o0) =1
= F = F, fiir ein W-MaB p.
= Un = W
= O =Pu
D.h. p durch ¢ eind. bestimmt, und jede Teilfolge 1, enthilt
eine Teilfolge n”, s.d. pn, = p.

= un, = p fiir die gesamte Folge u,,.



Satz von Lindeberg-Feller

Satz 3.9 Es sei (X(")),-:L__A’mn, n € N eine Doppelfolge von reellen ZV'en,
sd {xI", .., (")} unabh. fiir alle n € N,

S E(X) 23 und ST V(X)) S 62,
Dann sind dquivalent:

) Xy = Zn Xi(") = X~v,2und  sup  V(X;
i=1 i€{L,c,nm}

ii) Fiir alle e > 0
S EIX — E(X)2 X — E(X) > =5 0
i=1

Bemerkung Die Eigenschaft ii) heiBt Lindeberg-Bedingung.



Lemma 3.4

Bew:
Lemma 3.5

Bew:

Lemma 3.6

Bew:

Bew. von Lindeberg-Feller: Vorbereitung

Seizi,...,zn,2,...,2y € C mit|z],|z| <1, dann

%z =TT 2] < X |z - |
Duch Induktion nach n (Ubung).

- i t) 20" [t
Firt € R, n€ Ny. e — >/, (’k, | < mm( . ,(‘nll)l)

Induktion nach n.
n=0:|e" — 1| =| [ e*ds| < |t| und |e — 1| <2 ~+ Beh.

Ind.Schritt folgt aus e’ — S 170 ’B = [, [e" =S h o (ii?k]ds.

Fiir X ~ vmy v, Y ~ Vmyv, unabh. ist X +Y ~ Vit my vi4v

ox+v(t) = ox(t)pv(t)

_ eimlt—%tzeimzt—%ztz _ eit(m1+m2)—¥t2



Bew. von Lindeberg-Feller: ii) = i)

e ObdA E(X)=0und o2 =1
) _ X" -Ex™) )

(Andernfalls argumentiere mit )A(,(" i

e Bezeichnungen
02 = V(X"), 02 = S 0210 enilt) == oy (D).
e Seie>0

sup cfi,— <&+ sup E[(Xi("))z; \X,-(")\ > €)

ie{1,..., nm} e{1,..., nm}
mnp
<@+ 3 EXE X > 0 T ¢
i=1
= lim sup o2, =0.
n—ee i€{l,....;nm} ,
2 (n) (n)
®Sei Z,:= ) Z"W mit ;") ~ 1y, i =1,...,m, unabh.
i=1

Mit @n,i(t) = wz_(")(t)'
' 2 oo 12

= 0z7,(t) = 17 Bni(t) = e 2908 "2 =3 dh. Z, = vp;.



Bew. von Lindeberg-Feller: ii) = i) (Forts.)
o [Tlent- ﬂsan,i(r)‘ S omi(t) ~ i)

S 1220 N" s 1.2 2
< leni(t) =1+ Stonil+ D |ni(t) =1+ St 00l
i=1 i=1
=1+

e Taylor & SUPUE,:‘ <oo=3C=C >0sd.

n,i

m mp
H<CY, 0%, <C sup 02,5 02, =F0.
i i=1

n
O-n7l . .
i=1 i=i,...,m,

o It Mit K, := 3|t[2 min(|t],1)
mp 1 T n . n
Z|<Pn,i(t) -1+ §t20n,f|§Kt Z E[|Xi( )|2 min(L, [X/"[)]
i=1 i=1

<Kee Y oni+ Ke Y EIXTPIXT| > =S e
i=1 i=1

Wegen € > 0 beliebig lim px, (t) — e~2t = Beh.



