Zentraler Grenzwertsatz

Satz 3.1 (ZGS)  Fiir eine unabh. ident. vert. Folge (X,), von ZV'en mit
E(X1) = m und V(X1) = 02 gilt fiir S, :=_7_; X;, dass

Sp—nm
— p,1.
\no

Bemerkung 5%’;’" beschreibt 'Fluktuationen’ beim GGZ 1S, "= m.



Bew: (Stein, '72) e O.B.dA. m=0,c =1. Zu zeigen: V f € Cp(R):

E[F(32)] — fR )p(x)dx mit p(x) = ﬁe**z/?

~ ObdA f]R )dx_O

o h(x) = ;65 f()( ff

= H(x) = F(x) — S8 [*F(£)e(t )dt s f( ) + xh(x).

o Mit M = supxeR |f( )| und x >0

09 = gty [ () < oty [ Loty =

Analog |h(x)| < 2 fiir x <0 ~ |h(x)| < {7 furx € Ryo.
Sup,er X - A(x)] < M = h' € G(R) mit supxe]R [h (x)| < 2M.



Beweis von ZGS (Forts.)
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= E[h/(j"ﬁ

i, unabh. E[hl(

= E[H( )l mit 5, =327, X;

5 + sX1
Vvn

)ds]
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h(jﬁ)] )ds]
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E[h’(%) —H(
5 + sXi
—EIX [y ( N (7)) ds]
= E(U,) — E(V2)
= E(Un; Ank) — E(Vi; Ank)
+ E(Un; AS ) — E(Vi; AS ) mit Ap i = {|5,/+/n| < k}.
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Beweis von ZGS (Forts.)

o Uy Ta,,(w) = (W(2) 4 X)) UG R

h" gleichm. stetig auf [—k, k] = U, - 4,, — 0 f.s. fiir n — oo.
Ferner |U, - 1, ,| < |Ua| < 4M ™" Kongreen: E(Un; Ank) — 0.

e Analog V,14,, — 0 f.s.

|Valla,,| < 4MX2 € L1(P) "5 E(V,; Ank) — 0.

Tscheb. & .
o [E(Unllag, )| < 4MP(AS,) "E" 4 v(Sg) e thd o

o [E(Vallac )| < AMP(XZ1ac ) "2 AME(XZ) - P(AS ) < 44

= limsup, . [E[f(3%)]| < 3% Vk €N~ Beh.




3.1 Schwache Konvergenz



Satz 3.2

Lemma 3.1

Bew: (Satz 3.2)

) =)

“i) = i)

Yl = iv)":

Portmanteau Theorem

Sei (S,7) ein top. Raum mit S = o(7). Dann sind. dquivalent
fin = 1t

A) > limsup, un(A) YA C S abgeschlossen

<liminf, u,(O)VO C S offen

1(
wo
w(G) =lim, pun(G)VG € S mit n(8G) = 0.

\/v

G

Fir AC S abg. p(A) = inf{ [ ¢(x)u(dx) | p € Cp(S), ¢ > La}.

Schreibweise (p, 1) = [ o(x)p(dx).

Sei p € Cb(5)780 > La. (¢, pin) > sup<<p,um> > ;L;r;um(A)
5 (pup) 2 imsup, nlA) " (A) > lmsu, (A,
Folgt durch Ubergang zu Komplementmengen.

w(G) = pu(G) < liminf p, (&) < liminf 1, (G)
< limsup pn(G) < limsup pn(G) < p(G) = p(G).



Bew: (Forts.)

Yiv) = )"

Satz 3.3

Bew:

Satz 3.4
(Skorokhod)

Bew:

€ Cp(S), t = Fy(t) = pu({¢ > t}) rechtsstetig
=- hat nur abzihlbar viele Spriinge
= u({y > t}) = p({yp > t}) fiir dx-fast alle t € R.

T v0m(es) " > )
2 flimo ({0 > £))dt " lim, [ a0 > 1)t

Fiir eine Folge (1n)n von W-MaBen auf (R, B(R)) gilt pun = 1
gdw. F,, (x) = F,(x) fiir alle x € R, in denen F,(.) stetig.

Folgt aus Satz 3.2 iv), da p({x}) = Fu(x) — Ii;n F.(y)¥x € R,
v/ x
d.h. p([a, b]) = u((a, b)), falls F, in a und b stetig. O

Falls X, = X fiir eine Familie von R?-wertigen ZV'en, so ex. ein
WRaum(Q]—"P)undXX Q=R mit X ~ X, X, ~ X,
s.d. X, — X P-fast sicher.

Ohne Beweis. Ansonsten [Durrett], Kap. 8. O



