Irreduzibilitat

Definition 5.17  Sei (Xx) MK auf E mit Ubergangsmatrix p, und i,j € E.
oi~j =3 eNg:pf>0.
o> jii~sjundj i
e Die durch <> definierten Aquivalenzklassen auf E heiBen
(kommunizierende) Klassen.
e Eine Menge K C E heiBt abgeschlossen, falls K + E \ K,
dh. i jfiralleie K, € E\K

Bemerkung  Fiir K C E abgeschlossen ist (pjx) = (pij)ijek wieder eine
stochastische Matrix.

Definition 5.18 (Xx) heiBt irreduzibel, falls i <+ jVi,j € E.



Satz 5.10 Falls i <+ j ist i rekurrent genau dann, wenn j transient ist.

I+k+1"

Bew:  Folgt fiir pj; > 0 und pg > 0 aus aus p;; > p},pf}p’f Vk.

i
Bemerkung = Transienz/Rekurrenz ist eine Klasseneigenschaft.
Satz 5.11  Jede rekurrente Klasse ist geschlossen.
Bew: Ubungsaufgabe.
Satz 5.12  Jede endl. geschlossene Klasse ist rekurrent.

Bew: Ubungsaufgabe.

Korollar 5.2  Jede irreduzible Markovkette auf einem endlichen Zustandsraum
ist rekurrent.



Definition 5.19

Bemerkung

Satz 5.13

Bew:

Lemma 5.5

Bew:

Invariante MaBe und Verteilungen

Sei p eine stoch. Matrix auf E. Dann heift \; > 0,i € E mit

Aj=2iceipy Vi€ E
P-invariantes Ma@3,
bzw. P-invariante Verteilung, falls zudem ), \; < oco.

Falls \; inv. Verteilung = OBdA >, \; =1, denn sonst mit
Z =73 icpAilst N o= %)\,- auch invariant mit > N=1

Falls X eine inv. Verteilung fiir p und (Xy) eine (A, P)-MK, so
gilt P(Xx = i) =\ forall k € Ny, i € E.

Fiir k = 1 < Def. von Invarianz. Fiir k > 2 durch Induktion.

Falls ;v und v invariante MaBe mit p; > viVi € E und pj, = v,

fiir ein iy € E, so ist v = p, falls P irreduzibel.

n = u—v > 0 invariant
=>0="7,=2; njpjffo > nipg = ni =0, falls pf > 0.



Inv. MaB — Existenz bei Rekurrenz

Satz 5.14  Sei (Xk) eine homog. MK auf E und k € E rekurrent, dann ist
(k) == E[>_ 5 Li(X)], i € E eininv. MaB (mit v, =1).

Bew:  Erinnerung 7 := inf{l € N|X; = k}.

i = Ek[z LX) =Y Pu(Xi =il <)

I>1
—ZZPk :I,X/_lzj,lg’rk)
I>1 jeE
=S N PXi=i X=X £k, X # k)
I>1 jeE
Ln NS PUX = i1Xiy = J)P(Xicn = i1 < )
I>1 jeE
= ZPJ!Ek Z Ly (X)) = ZPJI’YJ U
JEE JjEE

Korollar 5.3  Falls P irreduzibel und k € E rekurrent, so gilt 0 < ~y; < c0.

Bew: =2 Piv=P k)1>0und1—7k ijk%>PJ(,)%-

JjEE JEE



Bsp. 5.5
("Fluchtkette’)

Bemerkung

E =Ny, piiy1 = pi furi>1, pio = q;i =1— p;, wobei (pi)ien,
so gewdhlt, dass p := [[;=q pi > 0.

Ti>0 invarignt & Mg = Z,ENO mip; und w; = pi_17; fiiri > 1.
= m = [)Z5 Pimo _

= To = ZieNO(l - PI)H;;é pimo = (1 — p)mo. = mo =0,

d.h. es ex. nur die triviale Lésung m; =0V i € E.

Kein Widerspruch zu Satz 5.14, da (Xy)«x zwar irreduzibel aber
nicht rekurrent (s. Ubung).



Inv. MaB: Eindeutigkeit bei Irreduzibilitat

Lemma 5.6  Falls P irreduzibel und X inv. MaB mit A\, = 1, so gilt A > ().
Bew: Fljrk:j)\k:12’yk:fk:Pk(Tk<OO).
Fiir k # j:
A= Aapai =) AP+ Py
L€E i #£k
=3 XoPoipij+ Y PriPaj + Pi
i1 #k ir#£k 17k
= Z NipPinin_1 " * " Pirj
i1k, ... inFk
+ P + Z Pki Pij + -+ + Z Pkiy_q - - - Piiy Pirj
h#k Myeeny in

fiir j # k
12 PiXi=/)+Pc(Xo=4,7c >22)+ -+ P(Xo=j, 7k > n)
n—aoo (k)
=379
Korollar 5.4  Falls P irreduzibel und rekurrent, so ist v := +\¥) das einzige inv.
MaB mit v = 1.

Bew: Folgt aus Lemma 5.5 und Lemma 5.6.



Definition 5.20

Bemerkung

Satz 5.15

Bsp. 5.6

Positive Rekurrenz und Nullrekurrenz —
Existenz einer invarianten Verteilung

Ein Zustand k € E heiBt positiv rekurrent, falls Ex (1) < oo.
Ein rekurrenter Zustand mit Ex(1y) = oo heiBt null-rekurrent.

Ex(mk) < 0= 74 < 00 Px-fs., d.h. k dann auch rekurrent.

Sei P eine irreduzible Ubergangsmatrix auf E, dann sind
aquivalent

i) k positiv rekurrent fiir alle k € E.

ii) k positiv rekurrent fiir ein k € E.

ii) Es ex. eine invariante Verteilung m auf E.

Ferner ist ™ dann eindeutig gegeben durch m; = E_(IT_), i€E.

Symmetrische Irrfahrt auf 7.9 fiir d < 2 ist null-rekurrent, denn
eind. inv. MaB gegeben durch \; = 1, i € Z9 und D iczd Ai = 00.



Beweis Satz 5.15

i = ii: klar. ii = iii: Fiir k pos. rekurrent ist

Yo = Z Ek[Z Ly (X0)]

i€E

_ZEk 1) = E(7x) < o0,

d.h. 'yfk),i € E, ist eine inv. Verteilung.

il = i ZJGEWJ—1=> dj € E mit 7; > 0.
Fiir k € E sei | € Ny, so dass pk) > 0, dann
Tk = ZJEE kaTrJ > 0

Setze \; 1= )\(k) =

e

= X invariant und A\, = 1 “mme® )\( ) > (k) Vie E

= Ec(mi) = Tiee N < & Yieemi = ;k
Zusatzbehauptung

test ) :> Ek(Tk) L.

Tk Tk



