Mittlere Trefferzeit
Definition 5.10  Fiir A C E heiBt k{* := E(Ta|Xo = i) mittlere Trefferzeit.

Satz 5.7 k#,i € E ist die minimale nichtneg. Lésung von

kA =0 fiir i € A
k=143 pyki*  fiiri € A°.
jEE

Lemma 5.3  Fallsi,j € E, pj >0, i € A, dann
E(TalXe =j, Xo = i) =1+ E(Ta|Xo = ).
Bew: (Satz5.7) Falls kA =0 falls i € A. Falls i € A° ist Ta > 1 P(.|Xo = i)- fs.

K= E(TalXo = 1) = 3 E(Taly (%) 1X0 = )

JEE
=D E(TalXy =j,Xo = )P(Xa = j|Xo = i)
JEE
=Y E(TalXu =, Xo = N)py “"=°7 Y " py(1+ E(TalXo = )
JEE JEE

jeE



Bew: Falls j € A:

(Lemma 53) E(TalXo =i, Xi=j)=EQQXo=iX1=j)=1=
1+ E(TalXo =) .
Falls j € A€ und E(Ta|Xo = j) = 00:
E(TalX1 =4, Xo=1)>14 p;E(TalXo =j) = o0, also Beh.
Falls j € A und E(TalXo = j) < 0o
E(TalXo =i, X1 =j)=3_,5onP(Ta=n|Xo =i,X1 =) und
fiirn>?2

P(Ta=n|Xo=i,X1 =)
=P(X1 €A°,..., Xac1 €A X, €AX =i, X1 =)
emme 22 p(Xo € A, ..., Xpeo € AS, Xam1 € AlXo = J)
=P(Ta=n—1X =)



Bew: =E(TalXo=iX=j)= nP(Ta=(n—1)|X =)
(Lem. 5.3, Forts.) n>2

=Y (n=)P(Ta=(n=1)Xo=j)+ Y P(Ta=n—1X =)

= E(TalXo =Jj) + P(Ta < 00| Xo = j) = E(Ta|Xo =) + 1,
weil E(Ta<oo|Xg=1)<oo=P(Ta<oo|Xp=i)=1 O

Bsp. 5.3 E={0,1,2,3}, poo =1, pr2 = p23 = p, pro = P21 = G, P33 = 1,
p+qg=1 A=1{0,3}.
ki = k? fiir i € {0,1,2,3}.
ki = 0 fiir i = 0, 3.
ki =1+ pkit1 + gki—1 fiiri =1,2.
= k1:1+pk2 undk2:1+qk1

1+ _ 1+
:>k]_:177;)qundk2—ﬁ.



Transienz und Rekurrenz

Definition 5.11  Sei (Xy)x eine homog. Markov-Kette auf (E, E).
o i € E heiBt rekurrent, falls P(X, = i fiir unend|. viele n) = 1.
e i € E heiBt transient, falls P(X,, = i fiir unend|. viele n) = 0.

Definition 5.12  Fiir A C E heiBt T := inf{k > 1|X, € A} Eintrittszeit von A,

BSp. 54 E= Np, Pii+1 = 1vi, A= {0}
= Ta=0und T4 = 0o P(.|Xo = 0)-fs.

Definition 5.13  Fiir A= i setze 7, :== T bzw.

0 falls k =0
= falls k = 1
inf{/>7* V41X =i} fallsk>2

k-te Eintrittszeit sowie ka) = T,-(Hl) - T,-(k) k-te Exkursion.



Vereinbarung

Lemma 5.4

Bew:

Im folgenden P;(.) := P(.|Xo = 1)
(Wahrscheinlichkeiten fiir die MK bei Start in i € E.)
Es sei (Xk) eine homog. MK und i € E, dann ist

P(SI™Y < oolrt™ < ool) = Pi(7; < o0).
Fiir k, | € N:

( (m+1) m):k):
= ({Hlkl,...,k,,,1<k-Xk:'}
N{Xk=i}N{X;£Vj=k+1,....k+1 -1, X1 =1i})

—P(X-;é/VJ:k+1,‘..,k+/—1,Xk—/\{Elkl,.. ckm—1 <k X
N{Xxk =1})- P({ﬂ!kl,...,km_1<k:Xk it N{Xc=1i})

temma s p(X: £ Nj=k+1,..., k+1—1,Xez) = i|Xx = 1)
P({3ks, .. km1 < k= Xig = i} N {Xe = i})

= Pi(ri = 1) - P(r{™ = k).

(m)

ZkeN (S(m+1 _/ 7

<o0) = Pi(r;i = 1) - P(r{™ < o).
— P(S™ = |7 (m 00) = Pi(ri = I) 2= Beh. O



Definition 5.14
Definition 5.15

Satz 5.8

Bemerkung

fi = P,'(T,' < OO)
Wiederkehrwahrscheinlichkeit des Zustands / € E.

Fiiri € E heiBt V; =}, cn, L{i}(Xk) Aufenthaltszahl des
Zustands |.

Unter P; ist V; geometrisch verteilt mit Parameter p = f;.

Z € NU{oo} geometrisch verteilt mit Parameter p € [0, 1]
(1—p)p™?t firp<1
0 firp=1 [MEN
sowie P(Z = 00) =0 fiir p <1 bzw. P(Z = o0) =1 fiir p = 1.
<= P(Z > m) = p™ fiir m € Ny.

:<:>P(Z:m):{



Bew:
(v. Satz 5.8)

Korollar 5.1

Bew:

Zeige P;i(V; > m) = " fiir alle m € Ny durch Induktion: m = 0:
Unter P; ist Xo = i fs., d.h. P,(V; >0) =1— f0.
Induktionsschritt m ~» m + 1:
Unter P; ist {V; > m} ={V; > m+1} = {r(™ < oo} fast
sicher, da Xo = i f.s.

= Pi(V; > (m+1)) = Pi(r{™™ < )

= P(S'™ < oo|r{™Y < 00) - P(rI™ < o)

Lemma 5.4 fl . P(T(m) < OO) Ind_Beh. f; Lfm— f‘erl.

o i€ E rekurrent & Y, (pF)i=c0 & fi=1
e i€ E transient & Y, (p¥)i < oo & f; < 1.
Insbesondere ist jeder Zustand entweder transient oder rekurrent.

Z:=3 ren, Ly (Xk) unter P; geom. vert. mit Param. p = f;,
h

.h. )
E(Z) = Yuen, E( L5y (X)) = Yyen, Py < 00 & p = fi < 1
& Z < 00 Pi-f.s = Pi(Xy =i fiir unend|. viele k) =0 bzw.

k
E(Z) = Yy, B (X)) = Cpen, Pl = 00 65 pi= fi =
1< Z =00 Pi-f.s = Pi(Xx = i fiir unend|. viele k) = 1.
D.h. falls i nicht rekurrent = > "(p¥)i < oo = i transient. [



Definition 5.16
Satz 5.9

Bew: (Skizze)

Beispiel — Irrfahrt auf Z¢

(Symmetrische) Irrfahrt in Z9: Markov-Kette auf E = 79, mit
pij = 2%, falls i und j Nachbarpunkte in 7.9.

Fiir d = 1,2 ist jeder Zustand i € 79 rekurrent, in d > 3 ist
Jjeder Zustand transient.

Wegen der Verschiebungsinvarianz von 79 reicht es aus, den
i =0¢Z9 zu betrachten:

2n\(1\n(1ly\n —
e Fallsd =1: Pé‘o—{ én)(2) (3) Z‘Z)//{:Sstkizn
s:ir/ing'sg;mme/ (2:)(%)"(%)" ~ \% fiir n — oo, d.h

NPl =c>, \% = 0o = 0 rekurrent.

e Falls d = 2: Gleichverteilung auf den Eckpunkten des
Einheitsquadrates in Z? ist die um 7 -gedrehte Gleichverteilung
auf den Diagonalpunkten = Irrfahrt auf 72 entspricht

% -Drehung von Xy = (;ﬁ) mit (xx) und (yx) unabh. Z-Irrfarten.
= P(Xk =0) = P(xk =0, yx = 0) = P(xc = 0)P(yx = 0) ~

(%)2 =D ply =~ n % =00 = 0 rekurrent in d = 2.

o d>3:pfy (ﬁ)d = >4 Pbo = Zn(\%)d < oo, fallsd >3
= 0 transient fiir d > 3.



