Kapitel 5:

Markovketten



Definition 5.1

Bezeichnungen

Bsp. 5.1

Definition 5.2

Bemerkung

Eine Fam. (X;)ic; von ZV'en X; : Q — E auf (Q, F, P) mit
Werten im messb. Raum (E,E) heiBt Stochastischer Prozess.

e £ — 'Zustandsraum’
e f : E — R messbar — "Observable’

o X,: =" &, neN, mit& unabh. id. vert. reelle ZV'en.
~ E=R.

e X,= Sitzanordung der Studierenden im Hérsaal in der n-ten
Sitzung. ~~ E= Menge aller méglichen Sitzanordungen.

Sei | geordnete Menge und (X;)ic stoch. Prozess mit
abzihlbaren Zustandsraum (E,E = 2F), s.d. fiir alle
H<bh< - <iy< iN+1 undA,-Eé',eE E
:D()<,'N+1 € AN+1|Xi1 € Ai,... ,,)(,',\171 € AN—17XiN = e)
= P(XiN+1 € AN+1|XI'N = e)

so heiBt (X;);c; Markov-Prozess.

(Xi)ier Markov := Xi,., (‘kiinftiger Zustand') hangt nur von Xi,
('Aktueller Zustand’) ab, nicht von der weiteren Vergangenheit.



Definition 5.3

Lemma 5.1
: “Markov-Lemma” )

Bew:

Bemerkung

Vereinbarung

Sei (Q,F,P) und A, B, C € F. Dann heiBen A, B bedingt
unabhingig gegeben C, falls P(AN B|C) = P(A|C) - P(B|C).

Die folgenden Aussagen sind dquivalent fiir A, B, C € F
1) A, B bedingt unabhingig gegeben C

2) P(A|IBN C) = P(AIC)

3) P(ANC|B) = P(A|C)P(C|B)

Ubung.

Markov Eigenschaft < Zukunft und Vergangenheit bedingt
unabh. gegeb. Gegenwart.

Im folgenden ist stets (falls nicht anders bezeichnet)
e E abzihlbar mit £ = 2F.
o | = Ngy ~» (Xk)ken, 'Markov-Kette’.



Definition 5.4

Satz 5.1

Bew:

Bemerkung

Sei (Xk)ken, eine Markov-Kette auf E.

P = P(Xoy = jIXyo = i), i,j € E, m>n >0, heibt

(m, n)-Ubergangskern von (Xj).

e (Xx) heiBt (zeitlich) homogen, falls P,-(’;-"’") = P,-(777+k’"+k) fiir
alle k € Np.

o )\ = Vert(Xo) heiBt Startverteilung von (Xi)x

Eine Markov-Kette (Xi)ken, ist homogen < P,-(’T’") = (P™");
(Matrixprodukt) mit P = P (1-Schritt Ubergangskern).

< klar.
Beweis von ‘=" durch Induktion nacht = m—n. Fallst =1
k/ar Fur t+41:
PO = pUFLO) = p(X, iy = j1Xo = i)
= ter Xt+1 =j,X1=0|Xo=1)
e 37 ee P(Xew1 = j1X1 = 0)P(X1 = o|X;) = (P" - P);.

P =: (pjj)i jeexe 'stochastische Matrix’, d.h. p;j > 0 und
> jce P =1Vi€ E.



Definition 5.5

Satz 5.2

Bew:

Endlich-Dimensionale Verteilungen

Sei (X;)iei ein stoch. Prozess mit Werten in E, dann heiBt die
Familie die W-MaBe (P,'hm’,'N),'13,'2’...S,'N€[

Pil,...,iN(Al, ey AN) = P(X,'1 (S Al, . ,X,'N c AN), A €€
die endlich-dimensionalen Verteilungen von (X;);¢;.

Die endlich dimensionalen Verteilungen einer homog.
Markovkette (Xy)ken, sind durch \ (Startverteilung) und P
(Ubergangskern) eindeutig bestimmt.

e P(X,=¢en, ..., X0 =€)

= P(X,, = en\X,,,l = €n—1,y--- ,Xo = eo)P(Xn,1 =

€n—1,y--- 7)(0 = eo)

= Pe,,,l,e,,P(Xn—l =€n-1,--- 7X0 = eO)

= =][[L; Peye, s P(X1 = €1, X0 = )

= [I7-1 Peye, s P(X1 = 1] Xo = €0) P(Xo = eo)

= [17_¢ Pey,er_1 A(€0). ~ eind. bestimmt durch P und .

Wegen P(Xy € An, ..., X0 € A0) = X(e, . ep)eArx...ao P(Xn =
€n,-..,Xo = &) folgt hieraus dann der allgemeine Fall. O



Definition 5.6

Satz 5.3

Bew:

Bemerkung

Satz 5.4

Realisierung auf dem kanonischen Pfadraum

Q:=E = {w = (wj,i € No)|w; € E} heiBt 'kanonischer
Pfadraum’, X; : Q — E, Xj(w) := w; 'Koordinatenabbildung’.

Zu X W-MaB auf E und P = (P; )i jeexe Stochastische Matrix
ex. genau ein MaB auf (2,29), s.d. (Xk)k>0 mit Xk : Q — E,
k-te Koordinatenabbildung eine Markov-Kette auf E definiert
mit Ubergangskern P und Startverteilung .

e Def. Inhalt Po(Z) auf 'Zylindermengen’ der Form
Z=A1 X...AN X EXE... durch

N—1
PO(Z) = Z(EQ,...,EN)EA1><...AN )\(eo) Hi:O Pe,-,e,-+1

e Py is PramaB auf Z = {Z|Z Zylindermenge}

= Py eindeutig fortsetzbar als MaB auf o(Z) = 2. O

(Xk)ken, mit Xi : Q = ENo — E heiBt Koordinatenprozess.

Zu X\ und P gibt es eine im Sinne der endl. dimensionalen
Verteilungen eindeutige homog. Markov-Kette (Xk)ken, auf E
mit Ubergangsmatrix P und Startverteilung \.



Definition 5.7

Bemerkung

Definition 5.8

Bemerkung

Satz 5.5

Ausblick: Messbarer Zustandsraum (E, &)

Sei | eine geordnete Menge und (X;);c; ein stochastischer
Prozess mit Werten im messbaren Raum (E,E). Dann heit
(X;); Markov'sch, falls Vf : E — R messbar beschrinkt,
i<jel,

E[f(X)|o(Xk, k < j)] = E[f(Xi)]o(X))].

Aquivalent zu Def. 5.2, falls E abzihlbar (wihle f = 1;).

Eine Familie (Px)xer von W-MaBen auf (E,E), s.d. x = P,(A)
messbar fiir A € £, heiBt Markov-Kern auf (E, ).

Interpretation P, (A) = P(Xy € AlXp = x).

Zu einem Markovkern (Py)xeg und einer W-MaB X auf E ex.
eine (im Sinne der endl. dim. Verteilungen) eind. Markov-Kette
(Xk)ken,, so dass Xo ~ A und fiir f : E — R messbar
E[f(Xk+1)‘o—(X17 Ce 7Xk)] = fE f(Z)PXk(dZ) fiir alle k € Ny.



Definition 5.9

Bsp. 5.2
(Ruinproblem)

Satz 5.6

Bemerkung

Trefferzeiten und -wahrscheinlichkeiten

Sei (Xk)k>o ein stoch. Prozess auf E und A C E, dann heit

Ta = |nf{k > O|Xk € A}
Trefferzeit von A.
Fiir i € E heiBt h* := E(Ta < 00| Xo = i)
Trefferwahrscheinlichkeit.

(Xk)« Irrfahrt auf Ng mit Py = p falls j =i + 1, bzw. P;j = q
fallsj=i—1, p+q=1undi>1, sowie Poyo =1, anonsten
Pj =0. Mit A= {0} ~ Ty0y= “Ruinzeit”.

E > i+ h? €10,1] ist die minimale nichtnegative Lésung von
ht =1 firi e A
ht = Z p,-jij fiir i € A°.
JEE
(h?)ice minimale nichtnegative Lsung :< g; > h? fiir alle
i € E, falls g > 0 ebenfalls Lésung.



Lemma 5.2

Bew:

Bew:
(von Satz 5.6)

Fiir (Xk)x eine Markov-Kette auf E und f : EYo — R messbar
gilt
ENF (X Xni1, .- )Xo € Aoy ..., Xn1 € An_1, Xn = i]
= E[f(Xn, Xni1, - )| Xo = i)

Firf =1y mitZ={e1} x...{en} X EX E--- € Z ergibt sich
Beh. durch Nachrechnen. ~ Fiir allg. f durch Approximation.

Fiiri € Aist P(TA=0|Xo = i) =1, also h* = 1.
Fiiri € A ist P(TA>1|Xo = i) =1
= P(Ta<oo|Xo=i)=P@En>1:X,€AXo=1)
=> PEn>1:X€A X =j|X =1i)

JEE
=> PEn>1:X, € AXq =j,Xo = i)P(Xq = j|Xo = 0)
JEE
Lrz 2N P(An > 1: X, € AlXy = j)P(X1 = j|Xo = 0)
JjEE
(Xk) homog

ST P@En>0: X, € AlXo = j)pi = >_ hf'py.

JeE JEE



Bew:
(Satz 5.6, Forts.)

Minimalitat von h?:
Sei g; > 0,i € E weitere Lésung. Fiiri € Aist1=h'>1=g.
Fiir i € A°

g =Y gpi=y pil+ ) pig

JEE JEA JEAC
= Zpij + Z PUZijgk
JEA JEAC keE
= Zpij + Zpyijk + Z pij Z Pik8k
JEA JEAS keA JEAC keAc
=P(Ta=1X =) +P(Ta=2[Xo=0)+ > pj > Pia

JEA®  keAc

+ Z Z Z Pijy Piviz « - - Pin—1in Bin

J1EAC pEAC JNEAS
g2>0
> P(TA<NIXo=1i) VNeN.

Mit N — oo und monton. Konvergenz
:>g,'ZP(TA<OO|X0:I'):h}4. U



Bsp. 5.2
(Forts.)

Anwendung — Ruinwahrscheinlichkeit

hi = P(T{% < 0o Xy = i), i € Ny ist die minimale nichtnegative
Losung von hg = 1 und h; = ph;11 + gh;_1 fir i € N,

eFalls p#q = h=A+ B(%)i fiir i € No.

Falls p < g folgt aus h; € [0,1], dass B = 0 und wegen

A= hg =1, dass h; =1, d.h. Ruin fast sicher in endlicher Zeit.
Falls p > q, folgt wegen hg =1 dass A+ B =1, d.h.

hi = (%)i +A(1 - (%)i), und wegen h > 0, dass A > 0. =
Minimale Lésung gegeben durch h; = ().

D.h. Ruinwahrscheinlichkeit echt kleiner eins, eponentiell fallend
mit dem Anfangskapital /.

e Falls p=q: = h; = A+ Bi, wobei wegen 0 < h <1 gelten
muss, dass B=0und A=1= h; = 1VIi.



Mittlere Trefferzeit

Definition 5.10  Fiir A C E heiBt k* := E(Ta|Xo = i) mittlere Trefferzeit.

Satz 5.7 k#,i € E ist die minimale nichtneg. Lsung von
fiiri € A

kA =0
KA =1+ Y pyk?  fiir i € A°.
JEE



