Kapitel 4:

Bedingte Erwartung



Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition 4.1  Sei (2, F, P) ein W-Raum und A € F mit P(A) > 0, dann heiBt
Pa: F s [0,1]

PA(E) = P48

bedingte Wahrscheinlichkeit (von E) gegeben A.

Bemerkung P, ist ein W-MaB auf (Q, F).

Bsp. 4.1 (Q,F, P)= W-Raum fiir zweifachen unabh. Miinzwurf mit
Erfolgsparam. p €]0,1].
A : = Mindestens ein Mal Erfolg,
E : £ Erster Miinzwurf erfolgreich

_ 2
= PA(E) = Pl(i(lii)-;)g = ﬁ



Satz 4.1
(“Satz von Bayes”)

Satz 4.2

(“Satz v. d. totalen
Wahrsch'keit”)

Bemerkung

Bsp. 4.2

Elementare Anwendungen

Falls E C A ist P(E) = Pa(E)P(A).

Falls Q = U A; fiir Aj € F mit Aj N Aj = 0 fiir i # j, dann gilt
furEe]:

P(E) = 5Ly Pa(E) P(A).
Haufige Darstellung im “Baumdiagramm” ... (s. Tafel).

Wenn es regnet, nimmt Herr L seinen Schirm mit Wkeit 70%
mit. Wenn es nicht regnet, lisst Herr L seinen Schirm mit Wkeit
90% zu Hause. Die Wkeit von Regen ist 30%.

Wie wahrscheinlich regnet es, wenn Herr L seinen Schirm dabei
hat?



Definition 4.2

Bemerkung

Bsp. 4.3

Bedingter Erwartungswert

Sei (Q,F, P) ein W-Raum und A € F mit P(A) >0, XQ — R
eine ZV'’e. Dann heiBt

Ea(X) == E(éjl)/‘)

bedingter Erwartungswert von X gegeben A.
fQ PA dw)

(Forts.) (2, F, P)= W-Raum fiir zweifachen unabh. Miinzwurf
mit Erfolgsparam. p €]0,1].

A : = Mindestens ein Mal Erfolg,

X : = Anzahl der Erfolge

_ _ 2
> Ea(X) = MU — 2




Definition 4.3

Bsp. 4.4

Satz 4.3

Bew:

Notation

Bedingte Erwartung

Sei (Q,F, P) W-Raum und X : Q — R eine ZV'e
sowie G C F Unter-o-Algebra, dann heiit Z : Q — R
integrierbar mit

1) Z ist G-messbar

2) [ ZdP = [ XdP VG € G.

bedingte Erwartung von X gegeben G,

Falls Q = U A; fiir Ay € F mit AN A; =0 fiir i # j, und
g —O'{AHI—]_ ., N}
FurX.Q—)RZVeseiZ:Q%E,
n
Z:= Z EA;(X) L,
i=1

= Z ist bed. Erwarung von X gegeben G.
Fiir Z und Z' bed. Erw. von X geg. G ist Z = Z' fast sicher.

[ ZdP = [ XdP = [ Z/dPYG € G, " "5 P(Z £ ') =0
G G G

Z = E(X|G) ( 2%’ eindeutig fast sicher, falls ex.)



Bedingte Erwartung — Eigenschaften

Satz4.4 1)X>0= Z=E(X|G) >0 fs.

Bew:

2) X integrierbar und Zy = E(X4|G) = Z, — Z_ = E(X|G)
3) X1, Xa integrierbar und Z; = E(X;|G) =
Z =21+ 2, = E(X1 + X2|G)

1){Z <0G = [ 5.0 ZdP = [17_q, XdP >0
= P({Z < 0} =0, weil andernfalls [, _o, ZdP < 0.

2) X intbar < min(E(X,), E(X_)) < 00. =% Zy > 0 und
[ZedP = [ XydP = min(E(Z..Z_)) <
Q Q

= 7 := Z, — Z; € R wohldefiniert u. integrierbar, G-messbar mit
[ZdP = [Z,— [Z_dP = [X. — [X_dP = [ XdPVG €G.
G G G G G G

3)Z € Y(Q,G,P)=Z =27+ Z, € L}(Q,G, P) mit

Jo ZdP = [ (Z1+ Z2)dP [ (X1 + X2)dPVYG € G.



Bedingte Erwartung — Existenz

Satz 4.5 Sei (Q,F,P), G C F Unter-o-Algebra und X : Q — R

Bew:

integrierbar, dann ex. E(X|G).

1. Schritt — falls X € L2(Q, F, P):
ORI Mt U = 12(Q,G, P) € L2(Q, F,P) =:V sei Z die
orthogonale Projektion von X auf den Unterraum U, d.h.
E(|Z — X|?) = minc20,6.p) E(]2 — X]?).
= Z G-messbar und fiir G € G ist

€ = p(€) := E(|Z + ellg — X|?) minimal in e = 0.

= Zo(e)=0=E((Z-X)-1g) = [, ZdP — [ XdP .
= Z = E(X|G).

2. Schritt — falls X > 0:
Fiir k € N sei Xy := min(X, k) = Xk € L?> = Z := E(Xk|G) ex
X1 — X 2 0= Ziy1 — Zie = E(Xpp1 — Xi|G) > 0.
Monot KOWersen? iy 71— Iim Zi G-messhar, G € G

deP = lim [ ZdP = lim [¢ XcdP = [ XdP = Z = E(X|G)

3 Schritt — falls X integrierbar: Setze Z := E(X4|G) — E(X_|G).
= Z wohldefiniert, G-messbar, [.ZdP = [.dP a



Definition 4.4

Bsp. 4.5

Satz 4.6

Projektionssatz

Ein Vektorraum (V,K) mit Skalarprodukt (.,.) : V x V = K,
welches eine ein vollstindiger Metrik auf V' definiert gemaB

d(vi, ) == |lvi — va|lv :i= /(v1 — va, 1 — V)
heiBt Hilbert Raum.

o V=R"mit (x,y) = > " xiyi.
oV =1[3Q,F,P) mit (X,Y)=E(X-Y). (Fischer-Riesz)

Sei U C V ein (bzgl. der Metrik d(.,.) = |. —.||)
abgeschlossener linearer Unterraum eines Hilbert-Raumes V.
Dann ex. zu v € V ein eind. u € U, s.d.

lu—v| =infyecu |l —v].



Beweis Projektionssatz

W =0€eu
e 0 < m:=infycylu—v| < lv]| < oo.
e Wihle Folge ux € U, k € N, s.d. ||ux — v|| = m.

e Beh.: Dann ist (uk)x ist Cauchy-Folge in U C V/, denn sonst
ex. € > 0 und Teilfolge (ux,)n s.d. ||tn, — Un,.,|| > €Vn € N.
Uny Flnyy

= Fir 0, :=

- 21 2
l[an = V" = Zl1(un = v) + (tny = V)l

1 2 1 2 1 2
= 1, = VI + 5 s = I = e, =) = (s = V)]
1 2, 1 > 1 2
= St = VI + 5ty = VI = i, =t |
1 1
< Emz + Emz — 562 < m?

falls n hinreichend groB = Widerspruch zu m = infj lu—v].
ue

V vollstindig U abgeschl.

=" Ju=limyu, = veU=|v—ull=m
e u eindeutig, da andernfalls [|“32 — v|| < m (s.0.). O




Bedingte Erwartung — Weitere Eigenschaften

Satz 4.7 1)E
2)E

X|G) = X, falls X G-messbar.

aX + BY|G) = aE(aX|G) + BE(Y|G)

3) E(XY|G) = XE(Y|G), falls X G-messbar

4) E(X|G) = E(X), falls X unabhingig von G.

5) E(E(X|9)|H) = E(X|H) falls H C G

6) (E(X|G)) < E(o(X)|G), falls ¢ : R — R konvex

7) E(XY|G) < E(IX|PIG)/PE(|Y|9|G)M9 , falls & + L = 1.

~—~ A~~~

Bew:  Folgt entweder direkt aus der Def. von E(...|G) bzw. analog zu
den Eigenschaften vom Erwartunswert (s. Ubung.)



