Gesetz vom lterierten Logarithmus

Satz 3.12  Sei (X,)nen eine unabh. Folge von ident. verteilten
Zufallsvariablen mit E(X1) = 0 und V(X1) = 1, dann gilt fiir

Sni=>11 X, dass
lim su =2
Prooc V/niog(log n) v2 fast sicher.

S, -2

HmMﬂaw;ﬁﬁﬁgﬁ

Bemerkung limsup %Sn = oo und Ii_}m msn =0 (s. Ubung 9).

n— o0



Satz vom lterierten Logarithmus —
Vorbereitungen

Lemma 3.12  Fiir a > 0 hinreichend groB gilt
(1+a

\/%e <1/01([a OO))S \/—ﬂ_ 7.

Bew: 15,1([a, 00))= \/ [Fdt< L[ > te=t'/2dt = ﬁie"’/z

Fiir a hinreichend groB ist e *(t + 1) < 1 fiir alle t > a, somit
Vot ([a, OO))Z \/% faoo e_t2/2e—t(t + ]_)dt = \/%e—(1+a)2/2. 0
Lemma 3.13  Fiir Xy, ..., X, unabh. ZV'en, S := Y5 X; und n, e > 0 gilt
\Ottaviani—Skorokhod) P( max |51| >n+e€)- min P(‘Sj — S, <€) < P(|S,| > 1)
m<j<n m<j<n

bzw.
P(max5>77+e) min P(S; — S, <€) < P(S,> 1)
m<j<n m<j<n

Bew: Analog zum Beweis der Levy-Ungleichung (Lemma 2.9).



Iterierter Logarithmus — Beweis

1) Obere Schranke: limsup ” < V2

Bemerkung  Zusatzbed. fiir Bew. hier: E(|X1|>T®) < oo fiir ein a > 0.

Sei ¢(n) := /nlog(log n)
e Zeige fiir alle A > /2 ex. Folge n, /o0, s.d.
220 P(maxk,_,<jck, 5 = Ad(kn-1)) < o0
Falls richtig, 228" limsup, " =1520 % < X fast sicher.
7228 Jimsup,, 57 < )\ fast sicher VA > /2 ~ fiir A = /2.
o 2 P(maxk,_,<j<k, S = A) < 2P[Sk, = (A — 0)d(kn-1)]
falls supy, | <i<, P[Sj = 0d(ka—1)] fiirein 0 <o < \.

Letzteres gilt fiir hinreichend groBe n, denn
sup  PIS > oo(ky )] < sup PS> od(kn 1)

kn—1<i<kn kn—1<i<k,
Tschebyshev P
< 1<5UP PlISj| =z op(kn-1)] < 2wy
I
_ ky 1

%1 oZlogloglo) O falls limsup, kn/kn—1 < 00



e Bleibt zu zeigen: Y\ > /2 ex. Folge k, /* 0o mit
limsup, kn/kn—1 < 00, s.d.

>n P(Sk, > N¢(kp-1)) < 0.
e Wihle k, := |p"| mit p > 1, dann k,/k,—1 — p und

k)  _ Le"] log log| p" |
) = \ o7\ Togloglom 1] 7 VP
Wegen X' > V2 ist X := X'/,/p > v/2 falls p > 1 hinr. nahe 1.
= genliigt zu zeigen: Fiir A > 1 und p > 1 ist

> P(Sk, = Ao(kn)) < 0o. mit k, = [p"].
o "= P(Sk, > Ap(kn)) < vo,1([an, 00)) + Ck;y 0
mit a, := A¢(kn)/vkpund 6 > 0= 3" k9 < o0,

1.2 2 n
: -1 —22/2log|
o 32 ([an, 00)) < Ce 2% = Ce N /2loeloele”

7 —X2/2log log p" —22/2
< Cle /2loglog p" _ ~p=A"/

= >, 0,1([an,00)) < 00 ~» Beh.



Bew. Iterierter Logarithmus (Forts.)

2) Untere Schranke: limsup =25 > V2
o Mit k, = |p"] sei Y, —SkM—Sk.

SR > Akl =S (ks — k) + Z v([bn, )

n

Lemma 3.12 i
> Z(kn+1 — k) + Zexp[—§(1 b
wobei b, = \>¢( kni1) _ )\\/m

— oo fiir n — oo
\/kn+1_k

n+1_k

o (1+b,)? = b2(1+ bn) < (1 + €)b? fiir € > 0, fiir n groB.
Analog b, < \y/log log p"t1, /%1(1 + €) fiir n groB.

A 2
22 S ek > O3 o zﬁ:oo,fans%ﬁa.

Borel-Cantelli & A — 4/ 2(2=1)

. - " limsup, ke

Yo > 2(p—1)
+1) = P
e = limsup, ¢(k 5= = limsup,(Y, + ¢ ey )7

obere Schranke
limsup,, Yn—llmsupm pe g \/@_\/%
e = limsup, qu) > ,/72(’);1) - \/g f.s. fiir alle p > 1° =" Beh.




Exkurs zu groBen Abweichungen: Satz von
Erdos-Renyi

Satz 3.13  Sei (X,) eine Folge von ident. vert. ZV'en, S, = >"7_, X; und
A B(R) s.d.
es existiert Iy := —lim, 1P(22 € A) €]0, 00|,
dann gilt fiir

R :=max{l — k [0 < k < | < m; 2= € A}

dass

Rm
log m

lim = ,i fast sicher.
A
Korollar 3.4  Fiir eine Folge (X;) von unabh. Bernoulli-p-Variablen gilt
lim IO’?H = m fast sicher, wobei R,, : = Maximale Anzahl
aufeinanderfolgender 1-en in den ersten m Versuchen.

Bew: Folgt aus Erdés-Renyi mit A = {1} und Cramér, I{1, = log(1/p).



Bew. Erdos-Renyi — Untere Schranke

Fir T, := min{/| 5,’:fk € Afirein0< k </[—r}ist
{Rm>r}={T, <mj}.
Fiir Cp,p := {272 € A} st
{T, <m}cUi—y U k+er/CUk U/ ktr G
= P(T, <m) < mY2, P(S: € A).
Mit m = [e"4=) |, wobei 0 < € < 2/, folgt

iP(Tr < ef(lA7€)) < Ci ella—e) iefn(lAfé) < Ciefreﬂ < oo.
r=1 —1 —r —

Pt p(fim sup, . { T, < e4=9)}) =0
= P(limsup,_, o {R| a0 = r})
Mit r=r, = L'°g"J folgt wegen LeL’A ‘

dass

1Ua E)J = n fiir n groB,

P(limsup,_, . {R, > 'jgg}) =0
somit limsup,, Icf% > i fast sicher.



Bew. Erdos-Renyi — Obere Schranke

Sei B := {5" S e AY. = ULml/rJ By C{T, < m}.
(B)); sind unabh, mit P(B)) = P(> € A)

Lm/r]
= P(T,>m)<1-— U B) = (1 — P(By))t™/")

< e LPE)  exp(—m/r P(Y € A).

Mit m = [era+e)]

o0 oo
r(late) G r(late) ,—r(Ia+5)
D_P(Tr =) <) Jexp(——ehtdem )
r=1 r=1
< Ze p(—coesr) < oco.
r=1

BoretCagell T < e’(’”e) fiir schlieBlich alle r, fast sicher.

=2 liminf, £ o > ,1 fast sicher.



