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Kapitel 1

Einfiihrung in die Stochastik

Die Stochastik ist die Wissenschaft vom Zufall und beschéftigt sich mit der Modellierung
und Analyse zufilliger Ereignisse. Sie liefert die Grundlage fiir viele Anwendungen, von
Statistik {iber Versicherungsmathematik bis hin zur Datenanalyse. Die zentralen Begriffe
sind Wahrscheinlichkeitsraume, Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen.



Kapitel 2

Wahrscheinlichkeitsraume

2.1 Wahrscheinlichkeitsrdume — Definition

Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) besteht aus:

e (): Ergebnismenge, die alle moglichen Ausgénge eines Zufallsexperiments umfasst
bzw. parametrisiert!.

o F C 2% Menge der Ereignisse E € F

e P: Wahrscheinlichkeitsmaf3, das jedem FEreignis A € F eine Wahrscheinlichkeit
P(A) € [0,1] zuordnet, wobei P(Q) =1 gilt.

Die Menge der Ereignisse F soll dabei die leere Menge enthalten und stabil unter
Komplementbildung und abzéhlbaren Vereinigung sein, d.h. es soll gelten, dass

e e F
e F°=Q\E € F fals FeF
o Jio, By € Ffalls By € F fiiralle k € N

Man sagt, dass F eine o-Algebra ist. Unter einem Wahrscheinlickeitsmaf§ P auf einer
o-Algebra verstehen wir dabei ist eine abzdhlbar-additive Funktion P : F +—€ [0, 1] auf F
in dem Sinne, dass gelten soll

P(J E) =) P(EY

falls Ey N E; = fiir alle k # [. Zudem wird als Normierung verlangt, dass P(Q) = 1.
Im Rahmen der elementaren Stochastik behandelt man meistens nur den Fall von
diskreten, d.h. abzdhlbaren Warhscheinlichkeitsraumen, d.h. wenn o0.B.d.A. nach Wahl
einer Nummerierung von € gilt, dass {2 C N. In diesem Fall wiahlt man man typischer
Weise einfach F = 29 und verzichtet auf die explizite Nennung von F. In diesem Fall ist

ID.h. jedes w symbolisiert einen grundsitzlich méglichen Ausgang des Zufallsexperiments, € ist die
Zusammenfassung aller moglichen Ausgédnge. Mit "Ausgang’ bzw. synonmym ’'Ergebnis’ bezeichnen wir
die resultierende Beobachtung bei einmaliger Durchfithrung des zugrundegelegten Zufallsexperiments.
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P festgelegt durch Angabe der Elementarwahrscheinlichkeiten {P({w})|w € Q}, denn
fiir beliebige Ereignisse E € F gilt dann wegen der abzéhlbaren Additivitdt von P, dass

P(E)=>_ Pw).

weE

Auf der rechten Seite haben wir von der vereinfachen Schreibweise P(w) fiir die Wahr-
scheinlichkeit P(E) von so genannten Elementarereignissen der Form F = {w} gemacht.

2.1.1 Beispiele

1. Endlicher Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum

Ein endlicher Laplace-Raum besteht aus einer endlichen Menge Q mit P(w) = ﬁ fiir alle

w € ). Er beschreibt ein Zufallsexperiment mit endlich vielen Ausgéngen, die alle mit
gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten.

Beispiel:
Beim Wiirfeln ist © = {1,2,3,4,5,6}, und fiir einen fairen Wiirfel gilt P({i}) = ¢ fiir
alle i € {1,...,6}. Wir sprechen von einem Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsraum mit

Kardinatlitét |2 = 6, bzw. von einem Laplace’schen Zufallsexperiment mit 6 gleichwar-
hscheinlichen Elementar-Ergebnissen.

2. Endlicher nicht-Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist nicht-Laplace’sch, wenn die Wahrscheinlichkeiten der Er-
gebnisse nicht gleichverteilt sind.

Beispiel:

Betrachten wir einen Beutel mit Kugeln in den Farben Rot, Blau und Griin, wobei die
Wahrscheinlichkeiten ungleich verteilt sind:

2 = {Rot, Blau, Griin}.
Sei das Wahrscheinlichkeitsmafl P wie folgt definiert:
P(Rot) = 0.5, P(Blau) =0.3, P(Griin) =0.2.

Dieser Wahrscheinlichkeitsraum ist nicht-Laplace’sch, da die Ergebnisse unterschiedliche
Wahrscheinlichkeiten haben.
Eigenschaften:

e () ist endlich.
e Die Wahrscheinlichkeiten summieren sich zu 1:

P(Rot) + P(Blau) + P(Griin) = 0.5+ 0.3+ 0.2 = 1.

3. Abzihlbar unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist abzdhlbar unendlich, wenn die Ergebnismenge €2 abzéhl-
bar unendlich ist.
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Beispiel:

Werfen wir eine faire Miinze beliebig oft und zéhlen die Anzahl der Wiirfe bis zum ersten
Mal Kopf erscheint. Die Ergebnismenge ist:

0={1,23,...},

wobei k € () die Anzahl der Wiirfe bis zum ersten Kopf darstellt.
Das Wahrscheinlichkeitsmafl P ist definiert durch:

1 k
P(k):(§) . fiir k€ N

Eigenschaften:

e () ist abzdhlbar unendlich, da N abzéhlbar unendlich ist.

e Die Wahrscheinlichkeiten summieren sich zu 1 (geometrische Reihe):

,ip(k):i(%)k:l%%:l'

1 k=1

2.2 Exkurs: Elementare Kombinatorik

2.2.1 Bedeutung der Kombinatorik fiir Laplace-Experimente

In Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsrdumen, bei denen alle elementaren Ereignisse gleich
wahrscheinlich sind, ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A definiert als:

_ 14

P(A) = g1

wobei |A| die Anzahl der fiir A giinstigen Ereignisse und || die Gesamtanzahl der mogli-
chen Ereignisse ist. Die Kombinatorik ist hier essenziell, da sie ermoglicht, |A| und ||
effizient zu berechnen.

Beispiele

1. Wurf eines Wiirfels: Beim Wurf eines Wiirfels betrigt die Wahrscheinlichkeit, eine
gerade Zahl zu wiirfeln (A = {2,4,6}):

Al 3 1
(4) ] 6 2
2. Kombinationen beim Kartenziehen: Aus einem Kartendeck mit 52 Karten betragt
die Wahrscheinlichkeit, eine beliebige Herzkarte zu ziehen (A = {13 Herzkarten}):
Al 13 1
PA)= " =—=-.
(4) ] 52 4
3. Kombinatorik bei Kombinationen: Beim Zufallsexperiment "Auswahl von 3 Kugeln
aus einer Urne mit 10 Kugeln’ betrégt die Gesamtanzahl moglicher Kombinationen (]2 =
C(10,3)):
10!
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Die Wahrscheinlichkeit, 3 blaue Kugeln zu ziehen, falls 4 von 10 Kugeln blau sind, betragt
(A = {3 aus 4 blauen Kugeln}):

_ Al (43 T _ 41
2 C(10,3) 120 120 30

P(A)

Fazit

Die Kombinatorik ist ein unverzichtbares Werkzeug in Laplace’schen Wahrscheinlich-
keitsraumen, da sie die effiziente Bestimmung der Anzahl giinstiger und moglicher Er-
eignisse erlaubt. Sie bildet die Grundlage fiir viele Wahrscheinlichkeitsberechnungen in
theoretischen und praktischen Kontexten.

2.2.2 Grundformeln der elementaren Kombinatorik

Die Kombinatorik beschéftigt sich mit der Anzahl von Méoglichkeiten, Objekte unter
bestimmten Bedingungen anzuordnen oder auszuwéhlen. Die wichtigsten Grundformeln
sind:

1. Permutationen (Anordnung ohne Wiederholung)

Die Anzahl der Moglichkeiten, n verschiedene Objekte in einer bestimmten Reihenfolge
anzuordnen, ist:
Pn)=nl=n-(n—1)-(n—2)----- 1.
Beispiel:
Wie viele Moglichkeiten gibt es, 4 verschiedene Biicher in einer Reihe anzuordnen?

P4)=41=4-3.2.1=24.

2. Permutationen mit Wiederholung

Wenn einige Objekte identisch sind, wird die Anzahl der Permutationen durch die Formel
angepasst:

P(n; ki, kay ..oy ky)

wobei k1, ko, ..., k, die Hiufigkeiten der identischen Objekte sind.

Beispiel:

Wie viele unterschiedliche Worter kénnen mit den Buchstaben von AABB gebildet wer-
den? Al o4
P(4:2,2) = —— = =
(4:2,2) 2121 4

6.
3. Kombinationen ohne Wiederholung

Die Anzahl der Moglichkeiten, k£ Objekte aus n verschiedenen Objekten auszuwéihlen,
wobei die Reihenfolge keine Rolle spielt, ist:

0= (i) = -
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Beispiel:

Wie viele Moglichkeiten gibt es, 3 Kugeln aus einem Beutel mit 5 verschiedenen Kugeln
auszuwéahlen?

10.

5 5! 120
C(5,3) = = =
(5:3) (3) 3-5-3)! 6-2
4. Kombinationen mit Wiederholung

Die Anzahl der Moglichkeiten, k£ Objekte aus n verschiedenen Objekten auszuwéhlen,
wenn jedes Objekt mehrfach gewdhlt werden kann, ist:

n—l—k—l)

C(n+k—1,k):( .

Beispiel:

Wie viele Moglichkeiten gibt es, 3 Kugeln aus einem Beutel mit 2 verschiedenen Kugeln
auszuwéhlen, wenn jede Kugel mehrfach gezogen werden kann?

4 41
C(2+3-1,3) = (3) “Tag ot

5. Variationen (Anordnung mit Wiederholung)

Die Anzahl der Moglichkeiten, k£ Objekte aus n verschiedenen Objekten auszuwéihlen,
wobei die Reihenfolge eine Rolle spielt und jedes Objekt mehrfach gewéhlt werden kann,
ist:

V(n, k) =n".

Beispiel:

Wie viele dreistellige Zahlen kénnen aus den Ziffern 0-9 gebildet werden, wenn Ziffern
wiederholt werden diirfen?
V(10,3) = 10 = 1000.

6. Variationen ohne Wiederholung

Die Anzahl der Moglichkeiten, k& Objekte aus n verschiedenen Objekten auszuwéhlen,
wobei die Reihenfolge eine Rolle spielt und kein Objekt mehrfach gewéhlt wird, ist:

V(n,k) = e

Beispiel:

Wie viele Moglichkeiten gibt es, die ersten drei Plédtze in einem Wettbewerb mit 8 Teil-

nehmern zu vergeben?
gl 40320

(8—3)! 120

V(8,3) = — 336.
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Zusammenfassung der wichtigsten Formeln

WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Permutationen ohne Wiederholung: P(n) = n!

Permutationen mit Wiederholung: P(n; ki, ko, ... k) =

Kombinationen ohne Wiederholung: C(n, k) = (}!

k

) — I

n!

Y

Kombinationen mit Wiederholung: C'(n + k — 1,k) = ("H]z_l)

Variationen ohne Wiederholung: V(n, k) =

Variationen mit Wiederholung: V(n, k) =n

n!

(n—

k

k)l

10
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten etc.

3.1 Unabhéangige Ereignisse

3.1.1 Unabhéingigkeit von zwei Ereignisse

Zwei Ereignisse A, B C 2 in einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) heiflen
unabhdngig, wenn gilt:

P(ANB)=P(A)- P(B).
Unabhéngigkeit bedeutet, dass das Eintreten von A keinen Einfluss auf die Wahrschein-
lichkeit von B hat.
Beispiel:
Beim zweimaligen Wiirfeln eines fairen Wiirfels seien die Ereignisse:

A = {Erster Wurf zeigt eine 6}, B = {Zweiter Wurf zeigt eine gerade Zahl}.

Da die Wiirfe unabhéngig sind, gilt:

P(A)==, P(B)=Z-= % P(ANB) = P(A)- P(B) =

3.1.2 Unabhéangigkeit von mehr als zwei Ereignissen

Eine Menge von Ereignissen { A1, As, ..., A, } heifit stochastisch unabhdngig, wenn fiir jede
Teilmenge I C {1,2,...,n} gilt:

P (ﬂ AZ-) =[P4

i€l icl
Beispiele: 1. Drei Miinzwiirfe mit A; = {Erster Wurf zeigt Kopf}, Ay = {Zweiter Wurf zeigt Kopf}
Az = {Dritter Wurf zeigt Kopf}. Hier gilt:
P(AlﬂAgﬁAg):P(A1>P(A2>P<A3): ————— = —-.
2 2 2 8
2. Sind A; = {Erster Wiirfel zeigt eine 6}, Ay = {Zweiter Wiirfel zeigt eine gerade Zahl},
so sind diese Ereignisse unabhéngig, da:

P(A;NAy) = P(A;) - P(A,) =

11
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Fiir die Unabhéngigkeit mehrerer Ereignisse muss dies fiir jede mogliche Kombination von
Teilmengen gelten.
Bemerkung:

Unabhéngigkeit von Paaren von Ereignissen (z. B. P(A; N Ay) = P(A;) - P(Ay)) impli-
ziert nicht automatisch die Unabhéngigkeit von mehr als zwei Ereignissen. Die Definition
verlangt, dass jede Kombination unabhéngig ist.

Beispiel:
Betrachten wir den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) mit:
Q= {(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)},

und definiere ein Wahrscheinlichkeitsmaf:
1 1
Definiere die Ereignisse:

A= {(070)7 (07 1>}7 B = {(070)7 (170)}7 ¢ = {(070)7 (17 1)}

Priifung der paarweisen Unabhéingigkeit

Berechne zunéchst die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ereignisse:

P(4) = PU0,0), 0,0} = 1+ = 5

P(B) = P{(0.0), L0 = { + 1 =5

P(C) = PH(0,0, (L)) = ;+ 1 =5

Berechne die paarweisen Schnittmengen:

1 11 1
PANB) = PUO.0N =7 PA)-P(B) =5 3 =1
PANC) = PUO.0}) = . PMA) PO =5 5=
P(BNC)=P{(0,0)}) = i, P(B)-P(C) = % : % = i

Da die Schnittwahrscheinlichkeiten den Produkten der Einzelwahrscheinlichkeiten ent-
sprechen, sind A, B und C' paarweise unabhéngig.

Priifung der gemeinsamen Unabhéngigkeit

Berechne die Wahrscheinlichkeit der gemeinsamen Schnittmenge:

P(ANBNC) = PH(0.0}) = 1.

Vergleiche mit dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten:

Da P(ANBNC) = i %, sind A, B, C' nicht unabhéngig.
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Fazit

Die Ereignisse A, B,C sind paarweise unabhéngig, da die Schnittwahrscheinlichkeiten
der Paare den Produkten der Wahrscheinlichkeiten entsprechen. Sie sind jedoch nicht
gemeinsam unabhéngig, da P(AN BN C) # P(A)- P(B) - P(C).

3.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses B, gegeben A, ist definiert als:

P(B | A) = P(ANB)

——F—  fall :
PlA) alls P(A) >0

Die bedingte Wahrscheinlichkeit beschreibt, wie sich die Wahrscheinlichkeit von B dndert,
wenn bekannt ist, dass A eingetreten ist.

Beispiel:

Beim Ziehen einer Karte aus einem Kartendeck sei:

A = {gezogene Karte ist rot}, B = {gezogene Karte ist ein Herz}.

Dann gilt:
26 1 13 1 P(AnB) 1 1
P(A)=—==—-, P(ANnB)=—=-, PB|A) = =4="_,
Bemerkung:

Allgemein gilt fiir A und B mit P(A) >0
P(B|A) = P(B)

genau dann, wenn A und B unabhéngig.

3.3 Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit beschreibt, wie die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses B berechnet werden kann, wenn eine Zerlegung des Wahrscheinlichkeitsraums
durch paarweise disjunkte Ereignisse A, Ay, ..., A, mit P(4;) > 0 und J._, 4, = Q
vorliegt:

P(B)= Y P(B| A)- P(4)
Beweis:

e Das Ereignis B kann in disjunkte Teilereignisse B N A; zerlegt werden:

B=|J(BN4;), wobei (BNA)N(BNA;) =0 firi # j.

=1
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e Nach der Additivitdt der Wahrscheinlichkeiten gilt:
P(B)=> P(BNA,).
i=1
e Mit P(BNA;)=P(B|A;)-P(A4):

P(B) =Y P(B| A)- P(4)

Beispiel:

In einem Beutel befinden sich 3 rote und 2 griine Kugeln (Beutel 1) sowie 1 rote und 4
griine Kugeln (Beutel 2). Ein Beutel wird zufillig gewéhlt (P(A;) = P(A2) = 0.5), und
daraus eine Kugel gezogen. Sei B = {gezogene Kugel ist rot}. Mit P(B | A;) = £ und
P(B| Ay) = } ergibt sich:

P(B)=P(B| Ay)-P(A)) + P(B| Ay) - P(4) =205 + é 0.5 = g

3.4 Satz von Bayes

Der ’Satz von Bayes’ handelt von der Umkehrung von bedingten Wahrscheinlichkeiten:

P(B| A)- P(A)

P(A| B)= == g

falls P(B) > 0.

Beispiel:

Eine Maschine produziert 90% fehlerfreie und 10% fehlerhafte Produkte. Ein Test de-
tektiert Fehler mit 95% Wahrscheinlichkeit (P(Test positiv | fehlerhaft) = 0.95) und
liefert bei fehlerfreien Produkten zu 5% ein falsches positives Ergebnis (P(Test positiv |
fehlerfrei) = 0.05).

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit, dass ein Produkt fehlerhaft ist, gegeben der
Test ist positiv:

A = {fehlerhaft}, B = {Test positiv}.
Mit:
P(A)=0.1, P(B|A)=095 P(B|A%=0.05, P(A°)=0.9,

ist die Gesamtwahrscheinlichkeit von B (Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit):
P(B) = P(B | A) - P(A) + P(B | A°) - P(A°) = 0.95 - 0.1 + 0.05 - 0.9 = 0.14.

Mit dem Satz von Bayes:

P(A] B) =
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3.5 Zweistufige Zufallsexperimente, Baumdiagramme
und der Bayes’sche Satz

Zweistufige Zufallsexperimente und Baumdiagramme

Ein zweistufiges Zufallsexperiment besteht aus zwei hintereinander ausgefiihrten Teilpro-
zessen. Die Ergebnisse der ersten Stufe beeinflussen moglicherweise die Wahrscheinlich-
keiten der Ereignisse in der zweiten Stufe. Solche Experimente lassen sich gut durch
Baumdiagramme darstellen, die alle moglichen Pfade und deren Wahrscheinlichkeiten vi-
sualisieren.

- Jeder Pfad im Baum entspricht einer Kombination von Ereignissen. - Die Wahr-
scheinlichkeiten entlang eines Pfads werden multipliziert, um die Wahrscheinlichkeit des
Gesamtereignisses zu berechnen. - Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses auf der zweiten
Stufe wird oft durch bedingte Wahrscheinlichkeiten beschrieben.

Das Baumdiagramm hilft auch, den Bayes’schen Satz zu verstehen und anzuwenden.
Der Satz erlaubt es, eine bedingte Wahrscheinlichkeit P(A | B) umzukehren:

P(B | A)-P(A)

P(A| B) = ==

wobei P(B) durch den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit berechnet wird:

P(B) =) P(B|A)-P(4),
wenn A; eine Zerlegung des Wahrscheinlichkeitsraums darstellt.

Praktisches Beispiel: Diagnosetest

Ein Diagnosetest fiir eine Krankheit hat folgende Eigenschaften: - Sensitivitdt (Wahr-
scheinlichkeit, dass der Test positiv ist, gegeben die Person ist krank): P(Test positiv |
krank) = 0.95. - Spezifitat (Wahrscheinlichkeit, dass der Test negativ ist, gegeben die
Person ist gesund): P(Test negativ | gesund) = 0.90.
Die Préavalenz der Krankheit (Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllige Person krank ist)
ist:
P(krank) = 0.01, P(gesund) = 0.99.

Frage: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person tatséchlich krank ist,
wenn der Test positiv ausfallt?
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Baumdiagramm fur das Diagnosetest-Beispiel

Start

N @

Krank Gesund

VAN /N
VAR VAN

Test Positiv (Krank) Test Negativ (Krank) Test Positiv (Gesund) Test Negativ (Gesunc

Mit dem Bayes’schen Satz berechnen wir:

P(Test positiv | krank) - P(krank)

P(krank | Test positiv) = P(Test positiv)

Um die Wahrscheinlichkeit eines positiven Tests (P(Test positiv)) ergibt sich noch aus
dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit P(Test positiv) als Summe der Wahrschein-
lichkeiten fiir alle moglichen Ursachen (krank und gesund):

P(Test positiv) = P(Test positiv | krank)- P(krank)+P(Test positiv | gesund)-P(gesund),

P(Test positiv) = (0.95-0.01) + (0.10 - 0.99) = 0.1085

Diese Wahrscheinlichkeit P(Test positiv) wird nun im Bayes’schen Satz eingesetzt, um
die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, tatsédchlich krank zu sein, gegeben ein positiver Test:

0.95-0.01
P(krank | Test positiv) = o010%s ~ 0.0876.

Fazit

Das Baumdiagramm veranschaulicht die Wahrscheinlichkeiten in zweistufigen Zufallsex-
perimenten und unterstiitzt die Anwendung des Bayes’schen Satzes. Im Beispiel zeigt sich,
dass trotz eines positiven Tests die Wahrscheinlichkeit, tatséchlich krank zu sein, nur etwa
8.76% betrigt. Dies liegt an der geringen Préavalenz der Krankheit, was die Bedeutung
des Satzes von Bayes und der bedingten Wahrscheinlichkeit unterstreicht.



Kapitel 4

Zufallsvariablen und ihre
Verteilungen

Eine Zufallsvariable X ist eine Funktion, die jedem Ergebnis eines Zufallsexperiments eine
Zahl zuordnet: X : 2 — R.

Schematische Darstellung einer reellwertigen Zufallsvariablen mit alternierenden gebogenen Pfeilen

[ Q (Ereignisraum)
—— R (reelle Zahlen)
o w
o Xw)

Q

X(ws)

Erwartungswert: Der Erwartungswert einer Zufallsvariable X ist definiert als:

EX] =) X(w)-Pw)

weN

Ordnet man die Summation nach den auftretenden Bildwerten {X (w) |w € Q} = X(Q)
ergibt sich die alternative Formel zur Berechnung des Erwartungswertes wie folgt

EX]= Y x P(X=nu).
zeX(Q)

In der ersten Formel ist iiber alle Elemente von {2 zu summieren, in der zweiten iiber
alle moglichen Bildwerte von X, was im Regelfall deutlich weniger Summationen erfordert.

17
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Varianz und Standardabweichung: Die Varianz misst die Streuung einer Zufalls-
variablen um ihren Erwartungswert:

Var(X) = E[(X - E[X])*] = E[X?] — (E[X])".
Die Standardabweichung ist die Quadratwurzel der Varianz,

o(X)=+vV(X).

4.1 Verteilung einer (diskreten) Zufallsvariablen
Sei X eine diskrete Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P). Die Ver-
teilung von X ist definiert als die Menge:
Dx = {(z,p.) | * € Wertebereich von X, p, = P(X = x)},
wobei:
e 1 die moglichen Werte von X (auch Realisationen oder Tréiger der Verteilung) sind,
e p, = P(X = z) die Wahrscheinlichkeit ist, dass X den Wert x annimmt,
e die Wahrscheinlichkeiten die Eigenschaften erfiillen:

pe > 0 fiir alle z, und pr = 1.

Beispiel 1: Wiirfelwurf

Das Zufallsexperiment des Wiirfelwurds wird mathematisch beschriebenn durch einen
Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsraum Q = {w;,ws, - ,wg} mit 6 Elementen, so dass

mit P({w;}) = ¢ fiir i = 1,---,6. Fiir die Zufallsvariable X : @ — R, X(w;) = 4, die

die Augenzahl beschreibt bzw. auszahlt, ist der Wertebereich von X {1,2,3,4,5,6}. Die

Wabhrscheinlichkeiten sind P(X = z) = % fiir jedes z. Die Verteilung von X ist daher:

oo {(10). () (4) 2.6 (1))

Beispiel 2: Augensumme beim zweimaligen Miinzwurf
Beschreibung des Zufallsexperiments

Betrachten wir ein Experiment, bei dem eine faire Miinze zweimal geworfen wird. Die
Ergebnisse der beiden Wiirfe seien K (Kopf) oder Z (Zahl). Wir definieren eine Zufallsva-
riable X, die die Anzahl der Kopfe (Augensumme) in diesen beiden Wiirfen beschreibt.

e Ergebnismenge (2): Die moglichen Ergebnisse des Experiments sind:

QO={(K,K),(K,Z2),(Z,K),(Z,Z)}.

e Zufallsvariable X: Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der Kopfe in einem
Ergebnis:

X((K,K) =2, X((K,Z)=1, X(ZK)=1, X((22)) =0.

e Wertebereich von X: Die moglichen Werte, die X annehmen kann, sind:

Wertebereich von X = {0, 1,2}.
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‘Wahrscheinlichkeiten

Da die Miinze fair ist und die beiden Wiirfe unabhéngig sind, hat jedes Ergebnis in €2 die
gleiche Wahrscheinlichkeit von:

1
P(jeweiliges Ergebnis) = T

Fiir die Zufallsvariable X ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung durch Aggre-
gation der Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse, die zu demselben Wert von X fiihren:

e P(X =0): Nur das Ergebnis (Z, Z) fithrt zu X = 0:
1
P(X=0) = P(Z.2) = |

e P(X =1): Die Ergebnisse (K, Z) und (Z, K) fithren zu X = 1:

+::

P(X = 1) = P(K, 2)) + P(Z, K)) = % %

o |
|

e P(X =2): Nur das Ergebnis (K, K) fiithrt zu X = 2:
1
P(X =2)=P(K,K)) = T

Verteilung der Zufallsvariablen

Die Verteilung der Zufallsvariablen X, beschrieben als Menge von 2-Tupeln, ist:
1 1 1
Dx = -),(1,=),(2,=) ¢ .
X {(074)7( 72)7( 74)}

4.2 Beispiel: Zufallsexperiment mit Kugeln in rhom-
bischer Anordnung

1. Wahrscheinlichkeitsraum

Das Zufallsexperiment wird wie folgt beschrieben:

e Ergebnismenge (Q2): Die Ergebnismenge besteht aus den 9 Kugeln, nummeriert
von 1 bis 9. Jede Kugel hat eine eindeutige Position (z;,y;):

Q0 ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

e Positionen der Kugeln: Die Positionen der Kugeln auf der Ebene sind:

1 —(1,0),

2—(2,1), 3— (2,-1),

45 (3,2), 5 (3,0), 6 — (3,-2),
7T— (4,1), 8— (4,-1),

9+ (5,0).
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e Ereignisalgebra (F): Die Ereignisalgebra ist die Potenzmenge von 2, d.h., die
Menge aller Teilmengen von ().

e Wahrscheinlichkeitsmafl (P): Jede Kugel wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit

gezogen:

P({i}) =

Skizze der Kugelanordnung

0
®
o
@
@
@

2. Eine Zufallsvariable

! firi =1,2 9
- ur 1 = .
97 ) ) Y
D
® D
&/

@
&)

Die Zufallsvariable X : 2 — R gibt die x-Koordinate der gezogenen Kugel an. Sie ist

definiert durch:

X(i) = x;, wobei x; die z-Koordinate der Kugel i ist.

Die z-Koordinaten der Kugeln sind:

ZE'1:]_, 1'221'3:2,

ZL’4:$5:$6:3, ZL’7:£L'8:4, 379:5.

3. Wahrscheinlichkeitsverteilung von X

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X wird durch die Haufigkeit der xz-Koordinaten

bestimmt:

~ Anzahl der Kugeln mit z als z-Koordinate

P(X =x)=

9
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Somit ergibt sich:

mxzng
mx—m—;
mx:@:g:é
P(X=1)=¢,
mxzm:é

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist:

fiir x =1 oder x = 5,

fiir x = 2 oder x =4,

Wl O ©f=

fiir x = 3.

Somit ergibt sich als Verteilung von X

DX - {(17 é)u (2’ 3)7 (37 %)7 (47 §>’ (5’ %)} .

Histogramm der Verteilung von X

0.4
0.3
= 0.3
<b]
i
=
< 0.22 0.22
k= i ] ]
2 0.2
3
=
< 0.11 0.11
= 0.1f
0 I I I I
1 2 3 4

x-Werte der Zufallsvariablen X

4. Erwartungswert von X

Der Erwartungswert von X ist definiert als:

E[X] = > z-P(X =uz).

x€Wertebereich von X

21
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Einsetzen der Wahrscheinlichkeiten:

BIX] =1 54243244 45
1 4.9 8 5
“9ft9tataty
14+4+9+8+5
_27 k
7373_

Der Erwartungswert ist:

5. Varianz von X
Die Varianz von X ist definiert als:
Var(X) = E[X?] — (E[X])*.
Berechnung von E[X?]:

E[X?] = > 22 P(X = ).

x€Wertebereich von X

Einsetzen der Wahrscheinlichkeiten:

MXﬂ:2-%+f-g+§~%+¥-g+§~%
1.8 27 32 25
]
 14+8+427+32+25
B 9
:%:10.3333.

Berechnung der Varianz:
Var(X) = E[X?] — (E[X])%
Einsetzen:
Var(X) = 10.3333 — 3% = 10.3333 — 9 = 1.3333.
6. Ergebnisse

e Wahrscheinlichkeitsverteilung von X:

5, fir z =1 oder z =5,
P(X =)= 42, firz=2oderz=4,
1 .
3, firx=3.
e Erwartungswert:
E[X] = 3.

e Varianz:

Var(X) = 1.3333.

22
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4.3 Beispiel: Binomialverteilung

Die Binomialverteilung B(n,p) beschreibt die Anzahl der Erfolge in n unabhéngigen
Bernoulli-Experimenten, bei denen die Erfolgswahrscheinlichkeit p konstant ist. Die Zu-
fallsvariable X gibt die Anzahl der Erfolge an und hat die Wahrscheinlichkeitsfunktion:

P(X:kj):(:)pk(l—p)n_k’ k:07]‘""7n7

wobei (Z) der Binomialkoeffizient ist. In der Tat, beim n-maligen Miinzwurf gibt es (Z)
viele Moglichkeiten, die k& Erfolge auf die n Spielrunden zu verteilen. Jede der hierbei
gezihlten Sequenzen von Erfolgen und Miserfolgen hat die Wahrscheinlichkeit p*(1—p)»=*.

Eigenschaften der Binomialverteilung: 1. F[X] = n-p: Der Erwartungswert ist propor-
tional zur Anzahl der Versuche und der Erfolgswahrscheinlichkeit. 2. Var(X) = n-p-(1—p):
Die Varianz héangt von n, p und der Misserfolgswahrscheinlichkeit 1 — p ab. Dies Aus-
sagen ergeben sich leicht aus der Darstellung X = Y7 &, wobei () eine Folge von
unabhéngigen Bernoulli 1/0-Zufallsvariablen mit Erfolgsparameter p ist, dh. mit P(§ =
1) =1-P(&=0)=p.

Ein Beispiel ist das Werfen einer fairen Miinze n = 20 Mal, wobei p = % die Wahr-
scheinlichkeit fiir Erfolg ist. Die Verteilung der Erfolge X wird durch das Histogramm
illustriert.

Histogram of Binomial Distribution B(20, 1/3)

N B(20, 1/3)
0.175f

0.150F

0.125f

o
=
o
o

Probability

0.075f

0.050

0.025F

- | I I
0.000 8 10 12 14 16 18 20
Number of Successes

4.4 Tschebyschev-Ungleichung

Formulierung der Ungleichung

Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E[X] = p und Varianz Var(X) = 02 < oo.
Fiir jedes € > 0 gilt:
< Var(X)

P(IX —pl > ¢)

2
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Interpretation

Die Tschebyschev-Ungleichung liefert eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Zufallsvariable X mehr als ¢ vom Erwartungswert p abweicht. Sie ist besonders
niitzlich, da sie fiir beliebige Verteilungen gilt.

Die Tschebyschev-Ungleichung ist ein Spezialfall der folgenden allgemeinen Abschétzung.

4.4.1 Markov-Ungleichung
Satz (Markov-Ungleichung)

Sei X > 0 eine nichtnegative Zufallsvariable auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P). Fiir jedes € > 0 gilt:

E[X]

P(X>¢) <

Beweis

1. Definition der Wahrscheinlichkeit P(X > ¢): Die Wahrscheinlichkeit, dass X > ¢, ist:
PX>e)= >  P).
weN, X (w)>e

2. Aufteilung der Summe der Erwartungswertdefinition: Der Erwartungswert von X

ist definiert als:
EX] =) X(w)- P(w).
weN
Wir schreiben die Summe tiber Q2 auf und trennen sie in zwei Teile:

EX]= Y Xw-Pw+ Y  Xw)-Pw).

weN, X (w)>e weN, X (w)<e

3. Abschétzung des ersten Summenanteils: Fiir w, bei denen X (w) > ¢, gilt X (w) > ¢.

Daraus folgt:
> Xw)-Pw = Y  e-Pw).
weN, X (w)>e weN, X (w)>e

4. Faktor ¢ ausklammern: Da ¢ konstant ist, kann es aus der Summe ausgeklammert

werden:
Z e-Plw)=¢- Z P(w).

weN, X (w)>e weN, X (w)>e
5. Verbindung mit P(X > ¢): Die Summe ) o x(,y>. £’(w) ist per Definition P(X >
e). Also gilt:
Y X(w)-Pw)>e-P(X >e).
WEQ,X (w)>e

6. Abschlielende Ungleichung: Setze dies in die Erwartungswertformel ein:
E[X]>e-P(X > ¢).
Umstellen nach P(X > ¢) ergibt:

P(X >¢)

IN
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Fazit

Die Markov-Ungleichung ist bewiesen. Sie zeigt, dass fiir eine nichtnegative Zufallsva-
riable die Wahrscheinlichkeit, dass sie einen Schwellenwert e iiberschreitet, durch den
Erwartungswert von X und e begrenzt wird.

4.4.2 Beweis der Tschebyschev-Ungleichung

Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E[X] = p und Varianz Var(X) = 02 < oo.
Die Tschebyschev-Ungleichung lautet:

0.2

P(X —pl=¢) < 2
Wir beweisen diese Aussage, indem wir die Markov-Ungleichung auf den Ausdruck
(X — p)? anwenden.
1. Definiere die Zufallsvariable Z = (X — p)?: Die Zufallsvariable Z ist nichtnegativ,
da (X — p)? > 0. Weiterhin gilt:

E[Z] = E[(X — p)?] = Var(X) = o°.

2. Wende die Markov-Ungleichung auf Z an: Fiir jedes ¢ > 0 gilt nach der Markov-
Ungleichung;:

3. Ersetze Z = (X — p)*:

4. Aquivalenz der Ereignisse (X — )2 > €2 und | X — p| > e: Da (X — p)? > €2 genau
dann gilt, wenn | X — p| > ¢, folgt:

02

P(|X_N|Z5)§E—2-

Fazit

Die Tschebyschev-Ungleichung ist bewiesen durch Anwendung der Markov-Ungleichung
auf (X — p)?. Sie zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit grofier Abweichungen einer Zufallsva-
riablen vom Erwartungswert durch ihre Varianz begrenzt wird.



Kapitel 5

Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Zwei Zufallsvariablen X und Y heiflen unabhéngig, wenn:
P(XeAudY eB)=P(Xe€A)-PYeB) firalle A, BCR.

Unabhéngigkeit bedeutet, dass die Verteilung von X keinen Einfluss auf die Verteilung
von Y hat.

Beispiel:

Beim zweimaligen Wiirfeln sind die Ergebnisse der beiden Wiirfe unabhéngig. Die Wahr-

scheinlichkeit, zweimal eine 6 zu wiirfeln, ist:

1 1
P(X; =6 und X, = 6) = P(X; =6) - P(X; =6) = = = = .

5.1 Faktorisierung des Erwartungswerts bei Unabhingig-
keit

Satz

Seien X und Y zwei unabhéngige Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrscheinlich-

keitsraum. Dann gilt:
E[X - Y] =E[X]-E[Y].

Beweis durch Summation iiber die Verteilung der Produktzufallsvariablen

1. Erwartungswertdefinition: Der Erwartungswert einer Funktion f(X,Y’) zweier Zu-
fallsvariablen ist definiert als:

EfY)= Y S fay) PX=aY =y).

x€Wertebereich von X y&Wertebereich von Y

Setze f(X,Y) =X .Y, dann:

EX-Y]=> ) z-y-P(X=2,Y =y).

26



KAPITEL 5. UNABHANGIGKEIT VON ZUFALLSVARIABLEN 27

2. Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen: Da X und Y unabhéngig sind, gilt:
PX=zY=y)=PX=2)-PY =y).

Einsetzen ergibt:

:ZZx-y~P(X:x)-P(Y:y).
oy
3. Aufteilen der Summation: Schreibe die Summation als Produkt zweier unabhéngiger
Summen:
:Zx~P(X:x)-Zy-P(Y:
@ y
Beachte, dass der Faktor x - P(X = z) unabhéngig von y ist und aus der inneren

Summe ausgeklammert werden kann.

4. Erkennung der Erwartungswerte: Die einzelnen Summen sind die Definitionen der
Erwartungswerte von X und Y:

Z:c P(X Zy P(Y = E[Y].

5. Ergebnis: Setze dies zusammen:

E[X - Y] =E[X]-E[Y].

Fazit

Durch Summation iiber die Verteilung der Produktzufallsvariablen haben wir gezeigt, dass
der Erwartungswert einer Produktzufallsvariablen X - Y sich bei Unabhéngigkeit von X
und Y in das Produkt der Erwartungswerte faktorisieren lasst:

E[X - Y] =E[X]-E[Y].

5.2 Kovarianz und Korrelation

Definition der Korrelation

Die Korrelation beschreibt den linearen Zusammenhang zwischen zwei Zufallsvariablen X
und Y. Sie wird durch den Korrelationskoeffizienten p(X,Y") definiert:
COV(X Y)

pXY) = V/Var(X) - Var(Y)

Hierbei ist:
e Cov(X,Y) die Kovarianz von X und Y
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]-E[Y].

e p(X,Y) ist dimensionslos und liegt im Bereich:
-1 <p(X,Y)<1.
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Interpretation der Korrelation
e p(X,Y)=0: X und Y sind unkorreliert (kein linearer Zusammenhang).
e p(X,Y) = 1: Perfekte positive lineare Korrelation.

e p(X,Y) = —1: Perfekte negative lineare Korrelation.

Zusammenhang mit Unabhingigkeit
e Sind X und Y unabhéngig, so ist Cov(X,Y) = 0 und somit p(X,Y) = 0.

e Unkorreliertheit (p(X,Y) = 0) bedeutet jedoch nicht zwangslaufig Unabhéngigkeit,
wie durch Beispiele (z. B. quadratische Abhéngigkeiten) gezeigt werden kann.

Beispiel (Forts.) Rhombische Kugelanordnung

Wir betrachten das Experiment der rhombischen Kugelanordnung. Jede Kugel hat eine
eindeutige Position (x;,y;), wie folgt:

1~ (1,0),

2 (2,1), 3 (2,-1),

4+ (3,2), 5 (3,0), 6 (3,-2),
7 (4,1), 8— (4,-1),

9 (5,0).

Die Zufallsvariablen sind definiert als:

e X: Die z-Koordinate der gezogenen Kugel.

e Y: Die y-Koordinate der gezogenen Kugel.

1. Wertebereich und Wahrscheinlichkeiten
Die Verteilungen von X und Y sind:

e Verteilung von X:

1 2 2
P(le):§, P(X:2):§, P(X:?)):g, P(X:4):§, P(X =5) =
e Verteilung von Y
1 2 3 2

e Gemeinsame Verteilung von X und Y: Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Kombi-
nationen von X und Y sind durch die Positionen der Kugeln gegeben. Zum Beispiel:
P(X=1Y=0)=

P(X=2Y=1)==, P(X=2Y=-1)=

O — O =

P(X=3Y=2=-, P(X=3Y=0==, PX=3Y=-2)=
1
P(X=4Y=-1)=¢ PX=5Y=0)

OO = O =
OO = O

P(X=4Y =1)=
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2. Erwartungswerte

Die Erwartungswerte von X und Y sind:

1
EX]=) z-P(X=2)=1--+2-2+3-244-24+5--=3
[X] mx (X =1z) + + + +5-3
2 3 2 1
E[Y] = PY=y)=(-2)-—4+ (1) =40-=+1-=+2. - =0.
Y= y-P(Y =y) = ( )gt(=1)-gH+0-g+l-g+2-5

Das Produkt der Erwartungswerte ist:

E[X]-E[Y]=3-0=0.

3. Kovarianz und Korrelation

Die Kovarianz von X und Y ist:
Cov(X,Y)=E[X Y] -E[X]-E[Y].
Zunéchst berechnen wir E[X - Y]:

EX-Y]=) z-y-P(X =2 =y).

Einsetzen der gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten:

1 1 1
EIX - YI=1-0-24+2-1-Z4+92.(=1).-Z2
X Y] g2l g2 (=) g
+3-2 1+3o 1+3( 2) 1
9 9 9
1 1
4.-1-=+4-(=1)-=4+5-0-=
+ +4 - ( )9+ 5

=0+ 2+6+0 +4 4+0
N 9 9 9 9 9 9

Damit ist:

Cov(X,Y)=E[X - Y|-E[X]|-EY]=0-0=0.
Da Cov(X,Y) =0, sind X und Y unkorreliert.

Bemerkung:

Man priift leicht nach, dass in diesem Beispiel die Zufallsvariablen U = X 4+ Y und
V = X — Y stochastisch unabhéngig sind.

4. Abhéngigkeit
Die Zufallsvariablen X und Y sind jedoch nicht unabhéngig, da die gemeinsame Verteilung
nicht als Produkt der Randverteilungen darstellbar ist. Zum Beispiel:

1
7

Q| —
[\
N
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Fazit

Die Zufallsvariablen X (die z-Koordinate) und Y (die y-Koordinate) aus dem Experiment
sind nicht unabhéngig, da ihre gemeinsame Verteilung nicht das Produkt der Randver-
teilungen ist. Sie sind jedoch unkorreliert, da ihre Kovarianz Cov(X,Y) = 0 ist. Dieses
Beispiel illustriert, dass Unkorreliertheit nicht notwendigerweise Unabhéngigkeit bedeu-
tet.

5.3 Satz von Bienaymé zur Additivitidt der Varianz

Satz von Bienaymé

Seien X und Y zwei unabhéngige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum.
Dann gilt:
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Verallgemeinerung
Fiir n paarweise unabhéngige Zufallsvariablen X, X,, ..., X, gilt:
Var (Z Xi> = ZVar(Xi).
=1 =1
Beweis

1. Die Varianz einer Summe von Zufallsvariablen ist:

Var(X +Y) =E[(X +Y)’] - E[X + Y]*.

2. Verwenden der Linearitédt des Erwartungswerts:

E[X + Y]? = (E[X] + E[Y])%.

3. Der entscheidende Schritt: Bei Unabhéngigkeit gilt:
E[XY] =E[X]-E[Y],
wodurch sich gemischte Terme in E[(X + Y)?] eliminieren.
4. Nach Vereinfachung bleibt:

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
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Gesetz der groflen Zahlen (GGZ)

Das Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass der arithmetische Mittelwert einer Folge von
unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen (X;);eny mit E[X;] = p gegen den Er-
wartungswert p konvergiert:

n
1 .
— E X, — p fir n — oc.
n
i=1
Wie man diese Konvergenz hier verstehen muss, wird wird weiter unten prézise formuliert.

Beispiel:

Bei n-maligem Wiirfeln néhert sich der Durchschnitt der Augenzahlen %Z?:l X; dem
Erwartungswert 3.5.

6.1 Satz (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)

Sei (X;)ien eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit
Erwartungswert E[X;] = p und Varianz Var(X;) = 0? < oco. Dann gilt fiir alle € > 0

1 n
P(E;Xi_u

Man sagt hierfiir auch, dass der Stichprobenmittelwert X, = %ZLI X; in Wahrschein-
lichkeit gegen den Erwartungswert p konvergiert.

>—>O fiir n — oo.

Bemerkung

Beweis

1. Definition des Stichprobenmittelwerts: Sei X,, = %Z?Zl X;. Der Erwartungswert und
die Varianz von X, sind:



KAPITEL 6. GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN (GGZ) 32

2. Nach der Tschebyschev-Ungleichung gilt fiir jedes € > 0:

Pz 0 < V)

3. Einsetzen der Varianz von X,,: Da Var(X,,) = ”—:, folgt:

4. Grenzwertbetrachtung: Wenn n — oo, dann konvergiert ;—; — 0. Somit:

P(|7n—u|2€)—>0 fiir n — oo.

Fazit
Nach Definition der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit folgt:

I~ P

Das schwache Gesetz der grofien Zahlen ist bewiesen.

Bemerkung

Wir haben hier das Gesetzt der Groflen Zahlen in der sogenannten ’schwachen Versi-
on’ formuliert und bewiesen. Das schwache Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass der
Mittelwert einer Folge unabhéingiger Zufallsvariablen mit wachsender Stichprobengrofie
in Wahrscheinlichkeit gegen den Erwartungswert konvergiert, wiahrend das starke Ge-
setz der groflen Zahlen die fast sichere (d.h. fast {iberall) Konvergenz des Mittelwerts
gegen den Erwartungswert garantiert. Das starke Gesetz ist die weitergehende Aussage,
der Beweis ist etwas (aber nicht viel) aufwindiger und beruht auf einer Anwendung des
Borel-Cantelli-Lemmas. Er soll hier nicht besprochen werden.

6.2 Anwendungen

6.2.1 Monte-Carlo-Integration

Die Monte-Carlo-Integration ist eine numerische Methode zur Approximation von Integra-
len, insbesondere in hohen Dimensionen. Sie basiert auf dem Schwachen Gesetz der grofien
Zahlen, das garantiert, dass der Mittelwert einer Folge unabhéngiger Zufallsvariablen in
Wahrscheinlichkeit gegen ihren Erwartungswert konvergiert.

Gegeben ein Integral einer Funktion f(z) iiber ein Intervall [a, b]:

1= [ s

kann dieses als Erwartungswert interpretiert werden, wenn X eine Zufallsvariable ist, die
gleichverteilt auf [a, b] ist:
I'=(b—a)-E[f(X)].
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Die Monte-Carlo-Methode approximiert E[f(X)] durch den Mittelwert:

n

wobei X7, Xo, ..., X, unabhéngige, gleichverteilte Stichproben auf [a, b] sind.
Nach dem Schwachen Gesetz der grofien Zahlen gilt:

- p ..
I, — I firn— oco.

Numerische Beispiele
Beispiel 1: Integral einer linearen Funktion

Berechne fol rdr = % mittels Monte-Carlo-Integration:
1
I:/ xdr =1-E[X],
0

wobei X ~ U(0,1). Ziehe n = 1000 Zufallsstichproben X; ~ U(0, 1) und berechne:

1000
- 1

L=—— 3 X,
1000 4
=1
Angenommen, die Stichproben ergeben einen Mittelwert von 0.4987, so ist:
T1o00 & 0.4987.

Die Schétzung néhert sich dem wahren Wert I = 0.5 mit zunehmendem n.

Beispiel 2: Integral einer nichtlinearen Funktion

Berechne fol x2dr = %:
1
I= / v?dr = E[X?], X ~U(0,1).
0

Fiir n = 1000 Zufallsstichproben X; ~ U(0,1), berechne den Mittelwert der Funktion
f(X) =X
1000
[ :

=N X2
1000 !

i=1

Angenommen, die Berechnung liefert Tiooo & 0.3332, so nihert sich diese Schatzung dem
wahren Wert [ = % ~ 0.3333 mit wachsendem n.

Fazit

Die Monte-Carlo-Integration ist eine flexible Methode zur numerischen Berechnung von
Integralen, insbesondere in Fallen, in denen analytische Losungen schwierig oder unmoglich
sind. Dank des Schwachen Gesetzes der grofien Zahlen wird der Fehler mit wachsendem
n systematisch reduziert. IThre Effizienz macht die Methode besonders niitzlich in hohen
Dimensionen und bei komplexen Integranden.
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6.2.2 Beispiel: Berechnung von 7 durch wiederholten Miinzwurf

Zur Approximation der Kreiszahl © kann man zuféllig verteilte Punkte im Einheitsqua-
drat [0, 1] x [0, 1] verwenden. Sei (X,Y") ein Punkt, dessen Koordinaten unabhéngig und
gleichverteilt auf [0, 1] sind. Berechnet man die Distanz des Punktes zum Ursprung, gehort
der Punkt in den Viertelkreis (innerhalb des Kreises mit Radius 1 und Zentrum im Ur-
sprung), wenn X?+Y? < 1. Wiederholt man dieses Experiment n-mal, dann ist der Anteil
der Punkte, die im Viertelkreis liegen, ndherungsweise gleich der Flache des Viertelkreises
(m/4). Somit kann man 7 approximieren durch:

Zu{éoll_ige Punkte im Einheitsquadrat und Viertelkreis

® % o
o, : X - % u Kreisbogen (Viertelkreis)
- . =t »  Punkte im Viertelkreis
= ® %
S s x": % Punkte auferhalb L)
x x' * *x x 2 l % . i "x’:': ® E
08 r = ¥ % % x ® »
% ® x . x® % %
pe ® » % ot ® "
» x zx
* :’c‘It i *% . * = - X KX Lx )
® = XK . . *
® ®
x P g * xR ‘a %, ®
0.6} x x x & "t o x *
- " % ® < ® ® ® x . F A N ®
% ‘g =t xx  *y ': * N *
> x . ox ™ x x x*
. ® - ® s X%, x %
t x ® X ¥ x x
*® LS x » » x X ® %
L = % o LI "
0.4F.> b 1 P b % ® x*  x %
x x ux x ®_x * * » R
= * * . SR &
k o * e ® w *
x %™ o Tu® xx x ® » ®
% *ux % » ko, o xx
1 % % ® b . * * xx % xy
*® - ® x . fe % x%
L, ® L * =
0.2 xR . - . . ~ # ‘8 . ® " ® x
* x % » *® < 2 x’
x x e Bk % » * x
* 'u L x = x
5 g s %% it N L |
L o ® x x x
* * o n % x =
t ‘ £ ® kel
O % x % * 1 x 1 2 e 1 X % 1
.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Mit wachsendem n wird die Schiatzung préziser, da die Monte-Carlo-Methode auf dem
Gesetz der groflen Zahlen beruht.

4 Anzahl der Punkte im Viertelkreis

T
Gesamtanzahl der Punkte

Erzeugung zufilliger Punkte auf dem Einheitsquadrat durch Miinzwiirfe

Man kann zufillige Punkte (X,Y’) im Einheitsquadrat [0, 1] x [0, 1] mithilfe einer Folge
unabhéngiger Wiirfe einer fairen Miinze erzeugen, indem man die Bindrdarstellung der
x- und y-Koordinaten aus den Miinzwiirfen konstruiert. Dies basiert auf der dyadischen
Darstellung.
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Schrittweises Vorgehen

1. Dyadische Darstellung: Jeder Punkt z € [0, 1) kann als eine unendliche Reihe in der
Form -
xr = Z BZ . 272‘,
i=1

dargestellt werden, wobei B; € {0, 1} die Binérziffern von « sind.

2. Erzeugung der z-Koordinate: - Verwende die Ergebnisse einer unendlichen Folge
von Miinzwiirfen By, By, Bs, ..., um die Binérziffern fiir die x-Koordinate zu erzeugen. -
Falls die Miinze 'Kopf’ zeigt, setze B; = 1; andernfalls B; = 0.

3. Erzeugung der y-Koordinate: - Nutze eine unabhéngige Folge von Miinzwiirfen
C1,Cs, Cs, ..., um die Binérziffern fiir die y-Koordinate zu erzeugen. - Auch hier entspricht
"Kopf’ der Ziffer 1 und "Zahl’ der Ziffer 0.

4. Kombinieren der Koordinaten: - Die z-Koordinate wird aus der Folge (B, Bo, . . .)
gebildet:

r=DB -2 '+ By-27%4 ...

- Die y-Koordinate wird aus der Folge (C1,Cs, ... ) gebildet:
y=0C -2 +Cy- 2724 ...

5. Ergebnis: - Der zufillige Punkt im Einheitsquadrat ist dann:
(X,Y) = (Z B;-27) Ci- 2-i) .
i=1 i=1

Eigenschaften

Da die Miinzwiirfe unabhéngig und gleichverteilt sind, sind die resultierenden x- und y-
Koordinaten ebenfalls unabhéngig und gleichverteilt auf [0, 1). - Die Punkte (X,Y") sind
somit gleichverteilt auf dem Einheitsquadrat [0, 1] x [0, 1].

Anwendung

Dieses Verfahren verdeutlicht, wie man durch eine Sequenz von diskreten Zufallsentschei-
dungen (Miinzwiirfen) kontinuierlich verteilte Zufallsvariablen und mehrdimensionale Zu-
fallsvektoren erzeugen kann. Es wird oft als Grundlage fiir Simulationen in Monte-Carlo-
Methoden verwendet.
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Mehr zu Verteilungen von
Zufallsariablen

7.1 Vektorwertige Zufallsvariablen
Der Begriff der Zufallsvariablen verallgemeinert sich auf vektorwertige Abbildungen
Z:Q— R

mit d > 1. Entsprechend redet man auch hier von Verteilungen: Sei Z eine diskrete Zufalls-
variable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), die Werte im zweidimensionalen
Raum R? annimmt. Die Verteilung von Z ist definiert als die Menge:

DZ = {(Zapz) | z e Z(Q)v Pz = P<Z = Z)}7
wobei:

e 2 = (x,y) die moglichen Werte von Z (auch Realisationen oder Trager der Vertei-
lung) sind,

e p. = P(Z = z) die Wahrscheinlichkeit ist, dass Z den Wert z annimmt,

e die Wahrscheinlichkeiten die Eigenschaften erfiillen:

p, >0 fiir alle z, und sz =1.

Analog zum reellwertige Fall d = 1 defininiert man Erwartungswert und Varianz einer
Vektorwertigen Zufallsvariablen

E(Z)= Y z-p.=myz R’
z€Z(Q)

V(Z)= ) |2l pe —Imal,
2€Z(Q)

wobei |z| = y/300, 22 die euklidische Linge des Vektors z € R? bezeichnet.

36
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Bemerkung.

Sind die Koordinaten von X, jeweils aufgefasst als reellwertige Zufallsvariablen, paarweise
unkorreliert, so ist die Varianz von Z gleich der Summe der Varianzen der Koordinaten.
Im Allgemeinen gilt diese Gleichheit jedoch nicht.

Beispiel:

Es werden zwei faire Wiifel gleichzeit geworfen, die Zufallsvariable Z bezeichne das Paar
aus Augensumme und Augendifferenz (Absolutwert) der beiden Wiirfel.

Wahrscheinlichkeit

B
o
=
=
=+
I\

AN AN AN AN TN AN AN AN N AN N N N TN TN N
© © 00 00 0 1 1O O O OOt = WD
W B DNOUTWHF ER=BRDNOOWFENDO O

N N N e e e e e e e e N N N S e

B e S S S S S S -

(10,0)
(10,2)
(11,1)
(12,0)

35

E[Z) = (7,2
2] <7,18),
2555

(2) =551

7.2 Gemeinsame Verteilung

Es seien X7, -+, X} Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P)
gegeben. Dann heifit die Verteilung Dy der vektorwertigen Zufallsvariable Z = (X, -+, Xj) :
) — R* die gemeinsame Verteilung von X, -, X}.

7.2.1 Spezallfall £ = 2: Kreuztabellen

Im Fall d = 2 ist es haufig praktisch, die gemeinsame Verteilung in Form von Kreuztabel-
len anzugeben. Durch Summmation entlang den Zeilen bzw. Spalten lassen sich hieraus
Verteilungen der beiden eingehenden Zufallsvariablen bei isolierter Betrachtung ermitteln.
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Beispiel: Rhombische Kugelanordnung (Forts.)

Fiir X als z-Koordinate und Y als y-Koordinate einer zufillig aus der rhombischen An-
ordnung gezogenen Kugel ergibt sich die folgende Kreuztabelle.

X\Y |y==2|y=—-1|y=0|y=1|y=2| P(X =12)
r=1 0 0 5 0 0 2
_ 1 1 p
1 1 1
x=4 0 5 0 5 0 2
z=5 0 0 Lo | o 1
PU=9p| 3 | 2 [+ 121+ 1
y  Randverteilung P(X)
3 @ @ @ & o
O W ©
2 & O
1 @ @ (D
4 4 o
0 @ & S C) Randverteilung P(Y))
1 @ @ (D
4 4 O
-2 & o

1 2 3 4 ) 6 X

3D-Zylinderdarstellung der gemeinsamen Verteilung von X und Y mit Randverteilungen

o o
N W
u o
eit

o
N
o

Wahrscheinlichk
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7.2.2 Produktverteilung und Stochastische Unabhéngigkeit

Die stochastische Unabhéngigkeit von X7, --- X, ldsst sich mithhilfe der gemeinsamen
Verteilung durch die Eigenschaft

p:=p., ...DL

fiir alle z = (21, - , z,) € Z(£2) ausdriicken, wobei p! = P(X; = z;). Die Wahrscheinlich-
keiten der gemeinsamen Verteilung in R¥ ergeben sich also einfach aus der Multiplikation
der zugehorigen Wahrscheinlichkeiten der betrachteten reellwertigen Zufallsvariablen, man
spricht in einem solchen Fall von einer Produktverteilung.

Im Fall £ = 2 heif}t das, dass sich bei Unabhéngigkeit die Eintrége in der Kreuztabelle
gerade durch Produktbildung der entsprechenden (’Rand’-)Wahrscheinlichkeiten ergeben.

Beispiel: Rhombische Kugelanordnung (Forts.)

Bei der Rhombischen Kugelanordnung sind die z- und y-Koordinate als Zufallsvariablen
nicht stochastisch unabhéngig, wie etwa das Beispiel z = (2, 1) zeigt in der Tabelle oben
zeigt. Betrachtet man hingegen die Zufallsvariablen U = X +Y und V = X — Y so sind
diese beiden stochastisch unabhéngig:

U\V [V=1|V=3|V=5]PU=u)
U=1 1 1 T 1
_ i i i i
b I N I T
e T
PV=v)| 3 3 5 !
v Randverteilung P(U)
¢ @B Y Y
@ @ @
5 @ Py @ (O
@ @ o U
4
3 @ o S <> Randverteilung P (V)
2
1 @ P o (O
@ @ ® U
2 4 5 6 U
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7.3 Diskrete Verteilungen als Wahrscheinlichkeitsma-
e auf R?

Aquivalenz von diskreten Verteilungen und diskreten Zufallsvariablen

Wir definieren eine diskrete Verteilung D auf R? als eine abzihlbare Familie von Punkten
im Raum, versehen mit nichtnegativen Gewichten, welche sich zu eins summieren, d.h.

D = {(zi,pi)|z € R, p; € ]0,1),i € N’Zpi = 1}.
i=1

D kann aufgefasst werden als eine Beschreibung eines Zufallsmechanismus, welcher einen
Punkt im Raum zuféllig wéhlt. Hierbei werden nur Punkte aus der Menge {p;} gewéhlt,
und zwar jeweils mit Wahrscheinlichkeit p; € [0, 1].

Wir haben gesehen, dass eine vektorwetige Zufallsvariable Z : 2 — R? eine diskrete
Verteilung D = Dy induziert. Umgekehrt l&sst sich jede diskrete Verteilung so gewinnen.
Dazu setzt man zu gegebener diskreter Verteilung D als Q = {z;|(z;, p;) € D} C R? und
definiert ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2 durch

Pp(A) = ) p; fir ACR®

1:2; €A

Die identische Abbildung Z : Q — RY, w = 2 — Z(w) = x, aufgefasst als vektorwertige
Zufallsvariable hat dann D = D, als Verteilung. Fiir diese Zufallsvariable gilt dann

P(Z € A) = Z pi = Pp(A).

1:2;€EA

In der Tat definiert diese Vorschrift ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf ' = RY versehen
mit der o-Algebra F' = QRd, welches auf einer abzéhlbaren Menge konzentiert ist. Diskrete
Zufallsvariblen lassen sich also als diskrete Verteilungen bzw. Wahrscheinlichkeitsmafle auf
R? interpretieren und umgekehrt, beides sind dquivalente Konzepte zur mathematischen
Beschreibung der Wahl eines zufélligen Punktes im Raum, sofern die Menge der moglichen
Punkte hochtens abzahlbar ist.

Insbesondere kann man jeder Verteilung kann man einen Erwartungswert, die Vari-
anz etc. nach den bekannten Formeln zuweisen. Anschaulich ist der Erwartungswert der
Schwerpunkt des Ensembles {(z;, p;)} von Masseteilchen, die in den Punkten z; mit Ge-
wicht p; platziert sind.

7.4 Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen

Die Verteilungsfunktion Fx : R — [0, 1] einer diskreten Zufallsvariablen X beschreibt
die kumulative Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert kleiner oder gleich x annimmt:

wobei {z;} die moglichen Werte von X und p; = P(X = z;) deren zugehorige Wahr-
scheinlichkeiten sind.
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Eigenschaften

e Fx(x) ist monoton wachsend: Fx(z1) < Fx(z2) fir 27 < xo.
e Fy(x) ist rechtsseitig stetig.

o lim, , o Fx(z)=0und lim,_ ,,, Fx(z)=1.

Beispiele
1. Endlicher Wertebereich (Wurf eines fairen Wiirfels):

1
X €{1,2,3,4,5,6}, P(X =zx)= 5
Die Verteilungsfunktion ist:
0, z<1,
Fx([p): %’ kf§$<k5+1,k‘€{1,2,,6},
1, z>6.
Verteilungsfunktion: Fair Dice
1.0t Fair Dice
Discontinuities
0.8}
0.6
- 0.4t
0.2t
0.0
0 1 2 3 7 5 6 7

2. Unendlicher Wertebereich (Geometrische Verteilung):
XeN, PX=k=(0-p)"'p 0<p<l1.
Die Verteilungsfunktion ist:

Fx(z)=1—-(1-p)=, z>1.

41



KAPITEL 7. MEHR ZU VERTEILUNGEN VON ZUFALLSARIABLEN 42

Verteilungsfunktion: Geometric Distribution

1of P
Geometric Distribution

Discontinuities

0.8

0.6

F_X(x)

0.4r

0.2

0.0

3. Binomialverteilung B(20, {):

X e{01,.. 20}, P(X =k = (i?) Gl)k G)QH.

Die Verteilungsfunktion summiert die Wahrscheinlichkeiten bis x:

Fx(z) =) P(X=k).

k<z

Verteilungsfunktion: Binomial Distribution B(20, 1/4)

1.0F Binomial Distribution
Discontinuities

0.8

0.6

F_X(x)

0.4r

0.21

0.0f

7.5 Verteilungsfunktion einer diskreten vektorwerti-
gen Zufallsvariablen

Sei X = (X1, Xs,...,X,) eine d-dimensionale diskrete Zufallsvariable auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F, P). Die Verteilungsfunktion von X ist definiert als:

Fx(x) = P(X1 <21, X5 < 9,..., X4 < 14),
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wobei X = (21, o, ..., 74) € R%. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass jede Komponente
von X den entsprechenden Wert aus x nicht iiberschreitet.

Eigenschaften

e [x(x) ist monoton wachsend in jedem Argument z;.
o lim,, o Fx(x)=0.
e lim, ,,, Fx(x) =1, wobei die Grenze in jedem Argument genommen wird.
e Esgilt Fx(x) = H?=1 Fx,(x;) fur allex = (2, - - - , z4) genau dann, wenn Xy, --- , X,
stochastisch unabhéingig sind.
Beispiel

Betrachten wir die gemeinsame Verteilung von X; und X5, den Ergebnissen zweier Wiirfe
eines fairen Wiirfels. Die Zufallsvariable X = (X7, X») hat folgende Verteilungsfunktion:

Fx(x1,29) = P(X; <21, Xo < x9).

Da X, Xy € {1,2,3,4,5,6} gleichverteilt und unabhéngig sind, ergibt sich:

0, falls 1 < 1 oder x5 < 1,
Fx(l‘l,xg) = % : %7 falls 1 < T1,T2 < 6,
1, falls x; > 6 und z > 6.
X2
6
5
4 .................................
Fx(3,4)
3 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
3.4 _ 1
6 6 3
2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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7.6 Beispiel: Empirische Verteilung von Stichproben

Die empirische Verteilung einer Stichprobe ldsst sich in direkter Analogie zur Ver-
teilung einer diskreten Zufallsvariablen definieren. Sei {X;, X, ..., X,} eine Stichprobe,
wobei jede Beobachtung X; = (Xi1, Xia,..., Xiq) € R? ein d-dimensionaler Vektor ist.
Hieraus leitet sich die die empirische Verteilung

1.,
DX:{(Xluﬁ)’l:177n}

mit zugehoriger Verteilungsfunktion F.

1 n
Fx(x) =~ D lixisxts
=1

wobei 1;x,<x} die Indikatorfunktion ist, die 1 annimmt, wenn X;; < x; fiirallej = 1,...,d,
und 0 sonst.

Erwartungswert und Varianz dieser Verteilung entsprechen dann dem empirsichen Mit-
tel bzw. der mittleren quadratischen Streuung der Stichprobe.

7.7 Zufallsvariablen mit Dichtefunktion

7.7.1 Kontinuierliche vs. Diskrete Zufallsvariablen

Zufallsvariablen lassen sich in zwei Hauptkategorien einteilen: diskrete und kontinuierliche
Zufallsvariablen. Allgemein nennen wir eine Zufallsvariable diskret, wenn es eine abzihl-
bare Menge Z = {21, 29, -+ } = {z;|i € N} C R gibt, so dass P(X € Z) = 1. Kénnen wir
eine solche abzdhlbare Menge nicht finden, so nennen wir X eine kontinuierliche Zufalls-
variable.

7.7.2 Beispiel: Gleichverteilung auf [0,1] C R

Die natiirliche kontinulierliche Erweiterung etwa eines Laplace-Experimentes auf den Fall
eines Zufallsexperimentes mit iiberabzédhlbar vielen ’gleichwahrscheinlichen’ Ausgéingen
ist im einfachsten Fall die sogenannte Gleichverteilung auf dem Einheitsintervall.
Demnach ist eine Zufallsvariable Z uniform auf [0, 1] verteilt, falls

P(Z € [a,B]) =B -«
fiir 0 < a < < 1. Aus dieser Forderung ergibt sich dann sofort, dass allgemein
1
B(/(2) = [ (o
0
fiir jede stetige Funktion f gelten muss. — Intuitiv stellen uns Z als 'Grenzwert’ von

Zufallsvariablen Z,, vor, die jeweils uniform, d.h. Laplace’sch auf der Menge §2,, = {% Il =
1,---,n} verteilt sind. Und in der Tat zeigt die elementare Theorie des Integrals, dass

B(U(Z) = > 15) — [ s
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fiir alle stetigen Funktionen f. In der Sprache der zugehorigen Verteilungen von 7,

[ 1
Dy={(=)l=1,-,
(o) n}

sagen wir hierfiir, dass

D, = U,

wobei U das uniforme Wahrscheinlichkeitsmaf8 auf [0, 1] beizeichnet und das auf Inter-
vallen der Form [a, b] durch
U(la,b]) =b—a

festgelegt ist. In der Mafltheorie lernen wir ¢/ als das 1-dimesionale Lebesgue-Mass auf dem
Einheitsintervall kennen, das den naiven Lingen- bzw. Volumenbegriff auf von Intervallen
bzw. Quadern auf allgemeinere 'messbare’” Mengen erweitert.

Um eine Zufallsvariable mit Verteilung U direkt zu konstruieren, wéhlen wir

7= &
k=1

wobei (£%)en eine Folge von stochastisch unabhingigen Bernoulli—%—Zufallsvarmblen ist,
d.h. mit P(§" = 1) = P(¢"¥ = —1) = ;. Die Zufallsvariable Z nimmt iiberabzéhlbar viele
Werte an, gleichzeitig gilt P(Z = t) = 0 fiir jedes t € [a, b]. Die Eigenschaft

P(Z € o, f]) =8 -«

Jsisst sich mit elementairen Uberlegungen leicht iiberpriifen.

7.7.3 Kontnuierliche Zufallsvariablen mit Dichtefunktion

Bisher haben wir ausschlieflich diskrete Zufallsvariablen behandelt. Diskrete Zufallsva-
riablen nehmen nur abzéhlbare Werte an, wie z. B. ganze Zahlen. Ihre Verteilung wird
durch eine Wahrscheinlichkeitsmassefunktion (PMF, probability mass function) beschrie-
ben, die jedem moglichen Wert der Zufallsvariablen eine Wahrscheinlichkeit zuordnet,
z.B. P(X = k). Ein klassisches Beispiel ist die Anzahl geworfener Sechsen beim Wiirfeln.

Kontinuierliche Zufallsvariablen hingegen koénnen grundsétzlich jeden Wert aus einem
Intervall annehmen, z.B. X € [a,b] oder X € R. Da in diesem Fall die Wahrscheinlich-
keit eines einzelnen Werts typischer Weise P(X = z) null ist, kann die Verteilung nicht
durch eine Massefunktion beschrieben werden. In den meisten Féllen kann man dann die
Wahrscheinlichkeit iiber Intervalle mithilfe einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (PDF,
probability density function) angegeben. Diese Dichtefunktion f(x) ist so definiert, dass
die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable in einem Intervall liegt, durch das Integral
berechnet wird:

P(aSXSb)—/bf(:U)dx.

Falls die Beschreibung der Zufallsvariablen X mithilfe einer solchen Funktion méglich
ist, sprechen wir von einer Zufallsvariablen mit Dichte.

Eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (PDF, probability density function) beschreibt
die relative Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallsvariable einen bestimmten Wert annimmt.
Fiir stetige Zufallsvariablen ist die PDF so definiert, dass das Integral iiber einen Bereich
die Wahrscheinlichkeit liefert, dass die Zufallsvariable in diesen Bereich féllt.
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Zufallsvariable: Abbildung von Menge Q auf die reelle Achse

0.8 /

/ Dichtefunktion der Zufallsvariablen

‘ Wahrscheinlichkeit fiir Werte im Intervall
‘ \ [ Menge Q

06 (

0.4 \ X

V

Dichtefunktion

0.0

-0.2

=10 -8 -6 -4 -2 0 2
Reelle Achse

7.7.4 Die Verteilungsfunktion und ihr Zusammenhang mit der
Dichtefunktion

Die Verteilung einer kontinuierlichen Zufallsvariablen kann auch durch die Verteilungs-
funktion (CDF, cumulative distribution function) F(x) beschrieben werden. Diese ist
definiert als die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X hochstens den Wert « an-
nimmt:

Flz) = P(X <) = /_ F(#)dt.

Hierbei ist f(t) die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Zufallsvariablen X.
Der Zusammenhang zwischen der Dichtefunktion f(z) und der Verteilungsfunktion
F(z) ergibt sich aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung:

f(@) = P(a),

Das bedeutet, dass die Dichtefunktion die Ableitung der Verteilungsfunktion ist, wihrend
die Verteilungsfunktion das Integral der Dichtefunktion darstellt.

Anschaulich gesprochen beschreibt die Dichtefunktion die ’lokale Anderungsrate’ der
Verteilungsfunktion. Die Verteilungsfunktion selbst gibt die kumulierte Wahrscheinlichkeit
bis zu einem bestimmten Wert z an, wihrend die Dichtefunktion die Wahrscheinlichkeit
beschreibt, dass die Zufallsvariable X in der unmittelbaren Néhe dieses Werts liegt.

Durch diese Beziehung kénnen sowohl die Wahrscheinlichkeit fiir bestimmte Intervalle
als auch die gesamte Verteilung der Zufallsvariablen einheitlich beschrieben werden.

Bemerkung zur Allgemeinheit der Verteilungsfunktion

Es ist hervorzuheben, dass die Verteilungsfunktion F'(z) fiir alle Zufallsvariablen existiert,
unabhéngig davon, ob sie diskret, kontinuierlich oder eine Mischung aus beiden sind. Auch
diskrete Zufallsvariablen, die keine Dichtefunktion besitzen, haben eine Verteilungsfunk-
tion, welche die kumulierte Wahrscheinlichkeit F'(x) = P(X < x) beschreibt.

Im Folgenden betrachten wir einige klassische Beispiele fiir reelle Zufallsvariablen mit
verschiedenen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen: die Standardnormalverteilung, die Ez-
ponentialverteilung und die Beta- Verteilung.
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7.7.5 Beispiele

Gleichverteilung auf dem Einheitsintervall

Die Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1] hat die folgende Wahrscheinlichkeitsdichte-

funktion:
1, 0<zx <1,

J(x) = {O, sonst.

Diese Verteilung beschreibt den Fall, dass alle Werte im Intervall [0, 1] mit gleicher
Wahrscheinlichkeit auftreten. Die Graphen von Dichte- und Verteilungsfunktion sehen wie
folgt aus.

Uniform Distribution (0, 1) - PDF and CDF (x in [-0.1, 1.1])

1.0f— PDF e
--- CDF s
g
L
,/
0.8} L
: .
,/
-
L
/,,
0.6 s
i -
.
B
g //
0.4} /'
L
-
L
g
,/
0.2 i
L
,/
P
L
/,,
0.0 i
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wir kénnen 100 Punkte zuféllig entsprechend dieser Verteilung als Stichprobe ziehen
und das Histogramm der zugehorigen empirischen Verteilung erstellen. Das ergibt zum
Beispiel das folgende Resultat

orm Distribution (0, 1) - Histogram with Sample Crosses (100 Points, Ne\

I Histogram
»  Sample Points (Crosses)

Value
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Standardnormalverteilung

Die Standardnormalverteilung hat die folgende Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

1 22
T) = ez, zxzelkR
Die Zufallsvariable X folgt der Verteilung X ~ N(0,1), wobei der Mittelwert 0 und die
Varianz 1 ist. Die Graphen der Dichte- und Verteilunsfunktion sehen wie folgt aus.

Standard Normal Distribution - PDF and CDF

1.0H= D B e s s S
--- CDF sl

0.8

0.6

Value

0.4

0.2

0.0F

Wir kénnen 100 Punkte zuféllig entsprechend dieser Verteilung als Stichprobe ziehen
und das Histogramm der zugehorigen empirischen Verteilung erstellen. Das ergibt zum
Beispiel das folgende Resultat

Standard Normal Distribution - Histogram with Sample Crosses (100 Pc

Il Histogram
0.40 = Sample Points (Crosses)

Die eindimensionale Normalverteilung ist eine Verallgemeinerung der Standard-
normalverteilung. Wihrend die Standardnormalverteilung eine spezielle Normalvertei-
lung mit Erwartungswert g = 0 und Varianz o = 1 ist, beschreibt die allgemeine Nor-
malverteilung N (u, 0%) Zufallsvariablen mit beliebigem Erwartungswert x4 und Standard-
abweichung . Ihre Dichtefunktion lautet:
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1 (z—p)?
x) = e 202
f(x) I

Dichtefunktionen von Normalverteilungen

Standardnormalverteilung A0, 1)
== NM2,2)
\ —: M-1,025)

Man kann zwischen der Standardnormalverteilung und einer beliebigen Normalver-
teilung durch Verschiebung (Translation) und Skalierung (Streckung/Kompression) von
Zufallsvariablen wechseln. Ist Z ~ N (0, 1) standardnormalverteilt, dann gilt:

X=0Z+p = X~N(u,do?).

Umgekehrt kann man eine normalverteilte Zufallsvariable X ~ AN (u, 0?) standardisie-
ren, indem man den Standardisierungsprozess anwendet:

X —p
g

7 —

= Z~N(0,1).

Dieser Zusammenhang ist von zentraler Bedeutung fiir viele statistische Verfahren, da
er die Nutzung von Standardnormalverteilungstabellen und -eigenschaften fiir beliebige
Normalverteilungen ermdoglicht.

Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung hat die folgende Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

—A\x
) = {)\e , x>0,

0, x <0,

wobei A > 0 der Rate-Parameter ist. Die Zufallsvariable X folgt der Verteilung X ~
Exp(A). Im Beispiel verwenden wir A = 1.
Die Graphen der Dichte- und Verteilunsfunktion sehen wie folgt aus.
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Exponential Distribution (A=1) - PDF and CDF

1.0f

0.81

0.6

Value

0.4F

0.2

0.0F

Wir kénnen 100 Punkte zuféllig entsprechend dieser Verteilung als Stichprobe ziehen
und das Histogramm der zugehorigen empirischen Verteilung erstellen. Das ergibt zum
Beispiel das folgende Resultat

Exponential Distribution (A=1) - Histogram with Sample Crosses (100 Pc

08 B Histogram

= Sample Points (Crosses)

Beta-Verteilung
Die Beta-Verteilung hat die folgende Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

w‘lfl(l—w)ﬁfl
f(x) — B(a’ﬁ) Y O S € S 17
0, sonst,

wobei B(aq, 5) die Beta-Funktion ist und «, 5 > 0. Fiir @« = § = 0.5 lautet die Dichte-

funktion: )
flz)= —F/———, O0<z<l.

m/x(l—x)

Die Graphen der Dichte- und Verteilungsfunktion sehen wie folgt aus.
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Beta(0.5, 0.5) Distribution - PDF and CDF (x in [-0.1, 1.1])

— PDF
--- CDF

1.501

0.00 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wir kénnen 100 Punkte zuféllig entsprechend dieser Verteilung als Stichprobe ziehen
und das Histogramm der zugehorigen empirischen Verteilung erstellen. Das ergibt zum
Beispiel das folgende Resultat

Beta(0.5, 0.5) Distribution - Histogram with Sample Crosses (100 Poin

4.0 Bl Histogram
= Sample Points (Crosses)

351

Value

Aus dem Gesetz der Grofien Zahlen folgt, dass sich die Histogramme von immer gréfleren
Stichproben von wiederholten Ziehungen zu gegebener Dichte dem Graphen der Dichte-
funktion asymptotisch angleichen.

7.8 Konstruktion bzw. Simulation einer Zufallsvaria-
blen zu gegebener Verteilungsfunktion

Sei U eine Zufallsvariable mit einer gleichméBigen Verteilung auf dem Intervall [0, 1], also
U~ U(0,1). Um eine Zufallsvariable X mit einer gegebenen Verteilungsfunktion Fx(z)
zu konstruieren, verwendet man die verallgemeinerte rechtsstetige Inverse der Verteilungs-

funktion, definiert als:
Fil'(u) = inf{x € R | Fx(z) > u}.
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Dann setzt man:
X = F ().
Diese Konstruktion garantiert, dass X die Verteilungsfunktion Fx(x) besitzt, da fiir jede
x € R gilt:
P(X <) = P(Fy'(U) < z) = P(U < Fx(2)) = Fx(),
weil U gleichverteilt ist. Diese Methode ist insbesondere in der Simulation von Zufallsva-

riablen niitzlich, da sie eine einfache Transformation einer leicht generierbaren uniformen
Zufallsvariable erlaubt.

Beispiel 1. Verteilung mit endlichem Wertebereich

Fiir eine diskrete Zufallsvariable mit Werten {xi, zs,...,x,} und Wahrscheinlichkeiten
P(X = x;) = p;, ergibt sich:

z1, 0<u<p,

T2, p1 < u<p;+po,

—1

Fx (u) =
Ty Suipi<u<l

Beispiel 2: Erzeugung einer geometrisch verteilten Zufallsvaria-
blen

Der graph der verallgemeinerten Rechtsimversen einer nicht-fallenden Funktio ergibt sich
wie bei invertierbaren Funktionen durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden. Im Fall
der Verteilungsfunktion der Geometrischen Verteilung ergibt sich der folgende Graph fiir
Fit.

Generalized Right-Continuous Inverse of the Geometric CDF

Generalized Right-Continuous Inverse

12

10t

Hu)

Fx
o

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
u (Uniform random variable)

Falls U uniform auf [0, 1] verteilt ist, ergibt sich fiir die neue Zufallsvariable Z = F;*(U)
dann eine geometrische Verteilung.
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Beispiel 3: Exponentiell Verteilte Zufallsvariable

Im Fall von Verteilungen mit strikt positiver Dichte ist die Verteilungsfunktion inver-
tierbar. Im Fall der Exponentialverteilung kénnen wir pdf, cdf und inverse cdf in einen
gemeinsamen Plot eintragen.

Exponential(1) - PDF, CDF, and Inverse CDF (Solid Lines)

5 — Exponential PDF
—— Exponential CDF
— Exponentia I Inverse CDF

Wir erhalten eie exponentiell verteilte ZufallsgroBe Z = Fy'(U), wenn U gleichverteilt auf
dem Einheitsintervall gewéhlt wird. Die untenstehende Grafik verdeutlicht das am Beispiel
von 100 unfiform auf [0, 1] gew#hlten Punkten (griin) und den zugehorigen Bildpunkten
unter F5' (gelb). Fiir die mithilfe der Funktion F5' aus den griinen konstruierten gelben
Punkten ergibt sich eine Exponentialverteilung.

Histogram of x-coordinates
10.0 == x-coordinates
7.5
5.0
2.5

0.0

Inverse CDF with Random Points and Coordinate Markers  Histogram of y-coordinates

7 ® Random Points y-coordinates
—— Inverse CDF

X x-coordinates

y-coordinates

of X XKEOO0000K K XK X XXX NOIOHAI0E MK X J0CHIK X HKXIOMK

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 10 20
X



Kapitel 8

Der Zentrale Grenzwertsatz

8.1 Aussage

Der Zentrale Grenzwertsatz (ZGS, engl. 'Central Limit Theorem’) ist eines der funda-
mentalen Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie. Er besagt, dass die Summe (oder der
Mittelwert) einer groflen Anzahl unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen,
unabhéngig von ihrer urspriinglichen Verteilung, approximativ einer Normalverteilung
folgt.

Formalisiert gilt: Seien X3, X,...,X,, unabhéngige und identisch verteilte Zufalls-
variablen mit Erwartungswert pg und Varianz 2. Dann konvergiert die Verteilung des
normierten Mittelwerts "

7 > i1 Xi —np

" o\v/n

gegen die Standardnormalverteilung N(0,1), wenn n — oo.

Die genaue Bedeutung dieser Aussage sowie die zum Versténdnis erforderlichen Details
werden etwas spéater erldutert. Wir beginnen mit einer Reihe von Vorbemerkungen und
praktischen Illustrationen, um die Tragweite dieses sehr grundlegenden Resultates zu
beleuchten.

8.2 Anschauliche Bedeutung

Die zentrale Aussage des Satzes ist, dass sich durch Mittelung einer grofien Anzahl un-
abhéangiger Zufallsvariablen eine Normalverteilung ergibt, selbst wenn die urspriinglichen
Zufallsvariablen nicht normalverteilt sind. Dies erklart die allgegenwértige Bedeutung der
Normalverteilung in der Statistik, Naturwissenschaft und Technik.

Unabhéngigkeit von der Ursprungsverteilung

Eine bemerkenswerte Eigenschaft des zentralen Grenzwertsatzes ist seine Unabhéngigkeit
von den genauen Eigenschaften der Ausgangsverteilung. Die einzige Voraussetzung ist,
dass die Zufallsvariablen eine endliche Varianz besitzen. Beispielsweise konvergieren die
Mittelwerte von Zufallsvariablen aus einer Gleichverteilung, einer Exponentialverteilung
oder einer Beta-Verteilung gleichermafien gegen eine Normalverteilung, wie es in Simula-
tionen und empirischen Daten zu beobachten ist.

o4
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Diese Eigenschaft macht den Zentralen Grenzwertsatz zu einem universellen Prinzip,
das eine zentrale Rolle bei der Modellierung und Analyse von Daten spielt, insbesondere
bei groflien Stichproben.

8.3 Simulationsbeispiele zur Illustration des Zentra-
len Grenzwertsatzes

Um die Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes anschaulich zu verdeutlichen, betrachten
wir drei Beispiele, die jeweils eine unterschiedliche Ausgangsverteilung der Zufallsvaria-
blen verwenden: die Gleichverteilung, die Exponentialverteilung und die Beta(0.5, 0.5)-
Verteilung. Fiir jede dieser Verteilungen betrachten wir die Mittelwerte von Stichproben
unterschiedlicher Gréfe und analysieren deren Verteilung.

1. Gleichverteilung auf [0, 1]

Die Gleichverteilung beschreibt eine Zufallsvariable, bei der alle Werte im Intervall [0, 1]
die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen. Sie ist eine typische Verteilung mit konstanter
Dichte. Bei kleinen Stichprobengréfien sind die Mittelwerte relativ gleichméfig verteilt
und spiegeln die Form der urspriinglichen Verteilung wider. Mit zunehmender Stichpro-
bengrofle wird die Verteilung der Mittelwerte jedoch schmaler und néhert sich der Glo-
ckenform einer Normalverteilung an.

Uniform Distribution (0, 1) - lllustration of CLT

Sample size = 1 Sample size = 2 Sample size =5 Sample size = 30

040 045 050 055 060 065
Sample Mean

Erlduterung am Beispiel n = 5.

Im Fall n = 5 (dritter Plot oben) wurden 1000 unabhéngige Stichproben vom Umfang
n = b aus der Gleichverteilung [0, 1] erzeugt. D.h. jede Stichprobe besteht hierbei aus 5 un-
abhéngigen, gleichverteilten Zufallszahlen. (Insgesamt wurden also 5 * 1000 Zufallszahlen
unabhéngig geméfl der Gleichverteilung auf [0, 1] erzeugt.) Fiir jede der 1000 Stichproben
vom Umfang 5 wurde der Mittelwert der 5 zugehorigen Einzelbeobachtungen berechnet.
Dadurch ergibt sich eine neue Datenreihe mit 1000 Mittelwerten. Die Mittelwerte wurden
in einem Histogramm dargestellt. Dabei wurde die Anzahl der Bins (Intervalle) auf 30 ge-
setzt, um die Verteilung der Mittelwerte iibersichtlich zu visualisieren. Das Histogramm
wurde normiert, sodass die Hohe der Balken eine Wahrscheinlichkeitsdichte reprisentiert.
Analog gehen wir in den anderen Féllen n = 1,n = 2 bzw. n = 30 vor, um die drei
restlichen Histogramme der emprischen Stichprobenmittelwerte zu erstellen.
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2. Exponentialverteilung (A = 1)

Die Exponentialverteilung wird héufig zur Modellierung von Wartezeiten verwendet und
hat eine stark asymmetrische Dichtefunktion, die bei x = 0 ihren Hoéhepunkt erreicht und
exponentiell abfillt. Wir gehen vor wie im vorausgehenden Beispiel, wobei die Zufallszah-
len zu jeder Stichprobe jetzt gemafl der Exponentialverteilung erzeugt sind. Trotz dieser
asymmetrischen Ausgangsverteilung zeigt sich, dass die Verteilung der Mittelwerte mit
wachsender Stichprobengréfie symmetrisch wird und sich ebenfalls der Normalverteilung
annéhert. Dies unterstreicht die Unabhéingigkeit des Zentralen Grenzwertsatzes von der
urspriinglichen Form der Verteilung.

Exponential Distribution (A=1) - lllustration of CLT

Sample size = 1 Sample size = 2 Sample size =5 Sample size = 30

5 05 10 15 20 25 3.0 “ 06 08 1.0 12 14 16 18
Sample Mean Sample Mean

3. Beta(0.5, 0.5)-Verteilung

Die Beta(0.5, 0.5)-Verteilung ist eine Verteilung, die ihre Dichte an den Réndern x = 0
und x = 1 konzentriert. Sie ist daher eine Verteilung mit sehr spezifischen Eigenschaf-
ten und stark ausgeprigten Extremen. Die Mittelwerte kleiner Stichproben reflektieren
zunéchst diese Eigenschaft, da sie héufiger Werte nahe 0 oder 1 annehmen. Mit wach-
sender Stichprobengrofie wird die Verteilung der Mittelwerte jedoch immer glatter und
nahert sich schliefflich der Normalverteilung an.

Beta(0.5, 0.5) Distribution - lllustration of CLT

Sample size = 1 Sample size = 2 Sample size = 5 Sample size = 30

0.4 05 0.6 0.7
Sample Mean

Fazit

Diese drei Beispiele zeigen eindrucksvoll, dass die Ausgangsverteilung der Zufallsvaria-
blen keinen Einfluss auf das asymptotische Verhalten der Verteilung der Mittelwerte hat,
solange die Grundvoraussetzungen des Zentralen Grenzwertsatzes erfiillt sind. Die Form
der Normalverteilung tritt unabhéngig davon auf, ob die urspriingliche Verteilung sym-
metrisch, asymmetrisch oder extrem ist. Dies verdeutlicht die universelle Anwendbarkeit
des Zentralen Grenzwertsatzes in der Praxis.
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8.4 Prazise Formulierung vom Zentralen Grenzwert-
satz

Seien X7, Xy, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[X;] = p und
Var(X;) =02 > 0. Sei S,, = > 7, X; die Summe der ersten n Zufallsvariablen. Dann gilt

Sn_n,u d
U—\/ﬁ—>./\/(0,1),

im Sinne der Konvergenz in Verteilung, was bedeutet, dass fiir jedes abgeschlossene In-
tervall [a,b] C R gilt:

Sp—np L B
Pla<2—" <y /2 q
(a_ oyn T >—>/a \/27re o

wenn n — 0o. Die Verteilung der normierten Summe néhert sich also der Standard-
normalverteilung N (0, 1).

8.5 Beweis vom Zentralen Grenzwertsatz (Stein’sche
Methode)

Die historisch ersten Fassungen vom ZGS gehen auf de Moivre (1733) und Laplace (1812)
zuriick und behandeln den Spezialfall einer Folge von binomialverteilten Zufallsvaria-
blen. Wir fithren hier den Beweis im allgemeinen Fall nach der heutzutage sehr beliebten
Stein’schen Methode (Charles Stein, 1970). Der Beweis verwendet neben der Unabhéngig-
keit nur elementare analytische Argumente.

Wir gehen dabei in zwei Schritten vor, wobei wir uns zum Zweck einer kompakten
Darstellung auf den Fall beschrinkter Zufallsvariablen (d.h. |X;| < C' < oo fiir alle k)
konzentrieren wollen.

8.5.1 1. Schritt: Konvergenz von Erwartungswerten

Wir zeigen im ersten Schritt, dass fiir jede Funktion f : R +— R, die einschlieBlich aller
ihrer Ableitungen stetig und beschrénkt ist, dass

E(f(£,)) = / F(Eyy(t)dt

fiir n — oo, wobei,

€ = S —np
" oyn
und
1 22

(1) \/ﬁe :

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir dabei im Folgenden davon aus-
gehen, dass 4 = 0 und ¢ = 1, denn andernfalls konnten wir einfach iibergehen zu der
Folge der zentrierten und standardisierten Zufallsgroen Xj = (Xj — p)/o und den Be-
weis hiermit fithren. Auch kénnen wir annehmen, dass [, f(¢)y(t)dt = 0, denn andernfalls
argumentieren wir einfach mit f = f — Jg F(t)(t)dt anstelle von f.
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Mit dem gegebenen f definieren wir die neue Funktion h

1 v 1 °
hx::—/ t tdt:——/ t)y(t) dt.
@) = | renma=—— [ rno
Dann erfiillt i die Differentialgleichung

W(z) = f(x) + zh(z),

da 7/(x) = —x7y(z). Weiterhin macht man sich mit elementaren Argumenten klar, dass h
und A’ beschrinkt und gleichméaBig stetig auf R sind, d.h. insbesondere gilt, dass

im sup |1/ (z + ) — W' (z)| = 0.

1
0—0 zeR

Unter Verwendung der oben stehenden Differentialgleichung fiir A kénnen wir nun

) G )

Aufgrund der Symmetrie der Summe S, = Z?:l X; in den GroBen X, Xo, -+, X,
schreiben wir den letzten Term auf der rechten Seite als

i ()] = v o ()

und weiter mit S,, = Sn + X1, wobei gn = Z?:Q X;, und dem Hautsatz der Differential-

rechnung
) . .
Sn + SX1 Sn

XP [ W | ———]ds| —vnE | Xih | —=
wobei der zweite Term infolge der Unabhéngigkeit von X; und S, und da nach Voraus-
setzung E(X;) = m = 0 verschwindet, denn

S
h| =2

S
Xih| —=
Insgesamt erhalten wir als Zwischenergebnis, dass
1 ~n X
X2 / B SntsXy ds| .
0 Vn
Wegen der Unabhingigkeit von X; und S, und 0% = E[X?] = 1 gilt ferner

(- ()
¢(58)] - e ()

so dass wir nach Ergénzung der Null zu der Darstellung gelangen

PN G ()] ol () (2) ]

Aus der GleichméfBigen Stetigkeit von A’ und der Beschranktheit von X; folgt aus dieser
Darstellung, dass in der Tat E [f (j—%)} — 0 fiir n — oo wie behauptet.

=K

E —E[X|]-E = 0.

0=E —E

—-E
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8.5.2 2. Schritt: Konvergenz von Wahrscheinlichkeiten

Die Aussage des ZGS im Hinblick auf die Wahrscheinlichkeiten ergébe sich formal direkt
aus der Konvergenz der Erwartungswerte, wenn man als Funktion f die Indikatorfunktion
[ = Xa fiir das Intervall [a, b] einsetzen kénnte, d.h.

1 falls x € [a, b],
Xla:b) () = 0 sonst,

doch das ist aufgrund mangelnder Stetigkeit nicht zuléssig.
Um diese Beschrankung zu iiberwinden, wéhlt man sich zu gegebenen € > 0 geeignete
Approximationen x,. und x¢ von unten bzw. von oben

Xe < Xla,b] < XE;

)

0 2 4 6 8 10

die jeweils die Voraussetzungen vom ersten Schritt erfiillen mit und so dass

/R IXe(t) = X“@)y(t)dt < e

Man iiberzeugt sich leicht, dass solche Funktionen existieren. (Hierbei geht insbesonde-
re ein, dass das Integral iiber immer kleinere Intervalle der Gauss’schen Glockenfunktion
als Dichte gegen Null konvergiert.)

Sei nun ¢ eine standardnormalverteilte Zuvallsvariable, d.h. es gelte P(§ € [u,v]) =
f; ~(t)dt fiir alle u < v, so konnen wir unter Verwendung des Ergebnisses aus dem ersten
Schritt folgern, dass

limsup P(&, € [a,b]) — P(€ € [a,0]) <Timsup E(x“(§n)) — E(xe(£))

n—oo n—o0

=mx@»—wn@»sénqw—fwwwws6

und analog
lim sup (P(¢ € [a, b]) — P(&n € [a, b])) < lim sup (B(x*(£)) — E(xe(&n)))

= BOC(E) ~ BOul©) < [ Tl = x0hidr <
so dass also insgesamt

limsup |P(¢ € [a,b]) — P(&, € [a,D])] < e,

n—oo

wobei € > 0 beliebig ist, d.h. also in der Tat erhalten wir

lim P&, € [a,b]) =P(€ € [a,b]).

n—0o0
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8.6 Anwendungsbeispiel: Riickstellungssumme bei ei-
ner Kfz-Versicherung

Problemstellung

Eine Versicherung mdochte den Betrag bestimmen, den sie vorhalten muss, um mit einer
Wahrscheinlichkeit von 95 % die jéhrlich anfallenden Schiden regulieren zu kénnen.

Annahmen

e Anzahl der Kunden: n = 10, 000.

e Erwartungswert des Schadens pro Kunde: F(X;) = pu = 1,500 Euro.

Varianz des Schadens pro Kunde: V(X;) = o2 = 250,000 Euro?, also ¢ = 500 Euro.

Maximaler Schaden pro Kunde: X,,., = 10,000 Euro.

Schidden der Kunden sind unabhingig.

Berechnung des Betrags fiir 95-%-Deckung mit dem
7ZGS

Der Gesamtschaden S, = > | X; ist nach Verschiebug und Normierung gemifl ZGS

approximativ normalverteilt:

Sp—np

o Frwartungswert:

E[S,] = nu = 10,000 - 1,500 = 15,000, 000 Euro.

e Standardabweichung:
\/Var(S,) = v/no = /10,000 - 500 = 50, 000 Euro.

e Der Betrag Kritische Bertag L, der mit 95 % Wahrscheinlichkeit nicht {iberschritten
wird, ergibt sich dann aus der Standardnormalverteilung in der Weise

L = np+ zo.95 - v/no,
wobei 2995 = 1.645 der 95-%-Quantilwert, der Standardnormalverteilung ist, d.h.
2005 = sup{z € R| P(¢ < z) < 0.95},

wobei £ eine standardnormalverteilte Zufallsvariable sei.
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95%-Perzentil der Standardnormalverteilung
0.40 Standardnormalverteilung i

I 95%-Perzentilbereich
=== 95%-Perzentil (z = 1.64)

o
N
w

=3 = 1 0 1 2 3
z-Werte
Einsetzen ergibt:

L = 15,000,000 + 1.645 - 50,000 = 15, 082, 250 Euro.

Die Versicherung muss also 15,082,250 Euro vorhalten, um mit einer Wahrscheinlich-
keit von 95% samtliche in Verlaufe eines Jahres evtl. auftretenden Schiden regulieren
zu koénnen.

Vergleich mit Worst-Case-Szenario

Die theoretische obere Schranke Sy, fiir den Gesamtschaden tritt ein, wenn jeder Kunde
den maximal moglichen Schaden verursacht:

Smax = N+ Xmax = 10,000 - 10,000 = 100, 000, 000 Euro.

Ergebnisse
e Erwartungswert der Gesamtschéiden: 15,000, 000 Euro.
e Betrag fiir 95 %-Deckung: 15,082, 250 Euro.
e Obere Schranke(Worst Case Szenario): 100,000, 000 Euro.

Fazit

Die Versicherung sollte 15,082,250 Euro vorhalten, um mit 95 % Wahrscheinlichkeit alle
jéhrlichen Schéden regulieren zu konnen. Die theoretische obere Schranke von 100,000,000
Euro ist jedoch ein Worst-Case-Szenario, das praktisch nicht auftritt.
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Alternative Berechnung einer Riickstellungssumme mit
der Tschebyschev-Ungleichung

Die Tschebyschev-Ungleichung garantiert, dass mindestens 1 — k% der Werte innerhalb
von k-Standardabweichungen vom Mittelwert liegen.
Fiir ein 95%-Konfidenzniveau setzen wir:

1 1
1-—==09 = k=/—==V20~r4472
k? 1-0.95

Die Riicklage wird berechnet als:
R=E[S|+k-os
Einsetzen der Werte:
R = 15,000,000 + 4.472 - 5,000,000 ~ 15,223,607 Euro

Die Riicklage basierend auf der Tschebyschev-Ungleichung ist hoher, da sie weniger
spezifische Annahmen macht (z. B. keine Normalverteilung voraussetzt) und fiir beliebige
Verteilungen gilt. Diese Methode ist allgemeiner, aber weniger prizise als die Normalver-
teilungsannahme.

8.7 Nachtrag: Poisson’scher Grenzwertsatz und An-
wendung im Mobilfunk

Der Poisson’sche Grenzwertsatz ist eine andere aber weniger tiefliegende Aussage zur
Asymptotik von Summen von Zufallsvariablen, hier allerdings im Spezialfall von Bino-
mialvertelungen im Fall von sehr grofien n und sehr kleiner Erfolgswahrsceinlichkeit p:
Er besagt, dass in diesem Parameterbereich die Binomialverteilung B(n, p) approximativ
durch die Poisson-Verteilung mit Parameter A = n - p beschrieben werden kann:

A=A

k!

kE € Ny.

Dies Néherung ergibt sich direkt aus er expliziten Formel fiir die Wahrscheinlichkeiten
einer Binomalverteilung und eine Anwendung der Stirling’schen Naherung fiir die auftre-
tedenen Binomialkoeffizienten. Wir verzichten auf den Beweis und gehen direkt zu einer
praktischen Anwendung iiber.



KAPITEL 8. DER ZENTRALE GRENZWERTSATZ 63

Illustration der Poisson-Approximation der Binomialverteilung

mmm Binomialverteilung (n=50, p=0.1)
0.175+ mmm Poissonverteilung (A=5.0)

0.150

o o
= =
o N
= w

o
o
~
o

Wahrscheinlichkeit

0.050

0.025f

0.000

20 30 40 50

Praktische Anwendung:

Ein Mobilfunkanbieter mochte die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass in einer Minute
genau k Anrufe in einer kleinen Zelle eingehen. Gegeben sei, dass im Durchschnitt A = 2
Anrufe pro Minute eintreffen. Nach der Poisson-Verteilung ergibt sich:

2ke—2
k!

Fiir £ = 3 (genau 3 Anrufe) ist die Wahrscheinlichkeit:

2302 8. -2
P(X =3) = ; - 66 ~ 0.180.

Dies ermoglicht eine einfache Planung von Kapazitdten und Ressourcen im Netzwerk.

Vergleich zur exakten Berechnung im Binomialmodell

Im urspriinglichen Beispiel wird angenommen, dass Anrufe in einer Mobilfunkzelle ein-
treffen. Fiir eine exakte Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass genau k& = 3 Anrufe in
einer Minute eintreffen, kann ein Binomialmodell verwendet werden.

Annahmen

e n: Maximale Anzahl von Anrufen, die in einer Minute moglich sind.

e p: Wahrscheinlichkeit, dass ein einzelner Kunde in einer Minute einen Anruf tétigt.

Die Anzahl der Anrufe X folgt der Binomialverteilung;:

P(X =k)= (k>pk(1 —p)" % ke{0,1,...,n}

Erwartungswert: E[X| =n - p.

Damit die Poisson-Approximation gilt, setzen wir A =n-p = 2.
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Exakte Berechnung

Fiir die Wahrscheinlichkeit P(X = 3) setzen wir die Binomialformel ein:

P(X =3) = (g)p3<1 e

Um die Poisson-Bedingung zu erfiillen (p klein und n grof}), wihlen wir n = 1000 und
p = 0.002, sodass A = n - p = 2. Einsetzen ergibt:

}%){::3)::(12?0)(0002P(1—-0002f”?

Die Binomialkoeffizienten und Wahrscheinlichkeiten berechnen wir:

1000) 1000 - 999 - 998
3 ) 3.2-1

= 166, 167, 000,

(0.002)* = 0.000000008, (1 — 0.002)*" ~ 72,
Daraus folgt:

P(X = 3) ~ 166, 167,000 - 0.000000008 - 0.1353 ~ 0.180.

Vergleich mit der Poisson-Approximation

Die exakte Berechnung im Binomialmodell liefert nahezu denselben Wert wie die Poisson-
Approximation (P(X = 3) ~ 0.180). Der Unterschied ist minimal, da die Annahmen der
Poisson-Néherung hier gut erfiillt sind.



Kapitel 9

Elemente der schlieflenden Statistik

9.1 Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik als Teil-
gebiete der Stochastik

Die Stochastik ist die mathematische Lehre vom Zufall, die in zwei zentrale Teildiszipli-
nen untergliedert wird: die Wahrscheinlichkeitstheorie und die Statistik. Wahrend
die Wahrscheinlichkeitstheorie die Grundlage bildet, auf der statistische Verfahren auf-
bauen, unterscheidet sich der Fokus beider Disziplinen deutlich.

Wahrscheinlichkeitstheorie: Die Grundlage der Stochastik

Die Wahrscheinlichkeitstheorie befasst sich mit der (mathematisch idealisierten) Model-
lierung zufilliger Phdnomene, beginnend mit den bereits behandelten Konzepten von
Wahrscheinlichkeitsraum, Zufgallsvariablen, Verteilungen etc.

Ein Miinzwurf wird z. B. durch Q = {Kopf, Zahl} beschrieben, mit P(Kopf) = p
und P(Zahl) = 1 — p. Die Zufallsvariablen X, die den Ausgang eines Miinzwurfs (z. B.
X =1 fiir Kopf, X = 0 fiir Zahl) oder die Anzahl der Képfe in mehreren Wiirfen model-
lieren, erlauben eine prézise mathematische Beschreibung. Im Beispiel des wiederholten
Miinzwurfs (einem Bernoulli-Experiment) interessiert man sich z. B. fiir:

e die Wahrscheinlichkeit, dass bei n = 10 Wiirfen genau k& = 7-mal Kopf erscheint,
e die Verteilung der Anzahl der Képfe nach n Wiirfen (Binomialverteilung).

Die Wahrscheinlichkeitstheorie liefert hier die Grundlagen fiir die Berechnung von
Wahrscheinlichkeiten und weitergehende Analysen im Rahmen der eingefithrten mathe-
matischen Modelle, bei denen praktische Erfahrungen 'nur’ idalisierend den Hintergund
als Motivation bilden.

Statistik: Riickschluss aus Daten

Die Statistik baut auf den Konzepten der Wahrscheinlichkeitstheorie auf, wendet diese
jedoch an, um aus beobachteten Daten Riickschliisse auf unbekannte Wahrscheinlichkei-
ten oder Verteilungen zu ziehen. Dabei wird von empirischen Beobachtungen in Form von
Daten bzw. 'Stichproben’ ausgegangen und im ersten Schritt die Frage gestellt, welches
wahrscheinlichkeitstheoretische Modell zu Erklarung der gegebenen Bobachtung am bes-
ten geeignet ist. Im Miinzwurf-Beispiel bedeutet das, dass es mit der Beobachtung eines

65
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wiederholten Miinzwurfes zu tun hat, deren Erfolgsparameter p — die Wahrscheinlichkeit
fiir Kopf — nicht bekannt ist. Typische grundlegende Fragestellungen der Statistik im
Miinzbeispiel etwa sind:

e Wie kann p geschétzt werden, wenn bei 100 Wiirfen 62-mal Kopf beobachtet wurde?
e Ist die Hypothese Hy : p = 0.5 (die Miinze ist fair) mit den Daten vereinbar?

Die Statistik verwendet Werkzeuge wie die Maximum-Likelihood-Schitzung, um
Parameter wie p zu schéitzen, oder Hypothesentests, um Annahmen iiber p zu iiber-
priifen. Hierbei spielen die von der Wahrscheinlichkeitstheorie bereitgestellten Konzepte
— wie Wahrscheinlichkeitsraume, Zufallsvariablen und Verteilungen — eine zentrale Rolle.

Zusammenhang der Teilgebiete

Die Wahrscheinlichkeitstheorie bietet das mathematische Fundament der Stochastik, in-
dem sie zuféllige Prozesse prizise modelliert. Die Statistik nutzt diese Modelle, um aus
Daten Schliisse zu ziehen und Ungewissheit zu quantifizieren. Wahrend die Wahrschein-
lichkeitstheorie von idealisierten Wahrscheinlichkeitsmafien ausgeht, beschaftigt sich die
Statistik mit der umgekehrten Aufgabe: den zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum
aus empirischen Beobachtungen zu rekonstruieren. Gemeinsam erméglichen beide Diszi-
plinen eine umfassende mathematische Beschreibung und Analyse zufélliger Phdnomene.

9.2 Beispiel: Das Schéitzproblem fiir den Erfolgspa-
rameter einer Miinze

Beim Schétzproblem fiir den Erfolgsparameter p eines wiederholten Miinzwurfs wird un-
tersucht, wie der unbekannte Wert p = P(Kopf) aus Beobachtungen geschétzt werden
kann. Dabei wird die Miinze n-mal geworfen, und die Zufallsvariable X, die die An-
zahl der Kopfe zdhlt, spielt eine zentrale Rolle. X kann als Summe von n unabhingigen
Bernoulli-Zufallsvariablen X5, X5, ..., X,, aufgefasst werden, wobei jede Zufallsvariable X;
den Wert 1 annimmt, wenn der i-te Wurf Kopf ergibt, und 0, wenn er Zahl zeigt. Formal

ist: .
X=> X,
=1

wobei P(X; =1) =pund P(X; =0)=1—p.
Die Verteilung von X ist dann eine Binomialverteilung mit Parametern n und p,
d. h.:

P(X =k) = (Z)pk(l —p)" ™ k=0,1,....n.

Der Schatzer fiir den Erfolgsparameter p ist der relative Anteil der Kopfe:

X

p="
n

Dieser Schétzer entspricht der empirischen Héufigkeit von Kopf und ist intuitiv, da er den
beobachteten Anteil der Erfolge an der Gesamtzahl der Wiirfe angibt.
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9.2.1 Verbindung zum Schwachen Gesetz der Groflen Zahlen

Das schwache Gesetz der grofien Zahlen besagt, dass p mit wachsendem n gegen den
wahren Wert p konvergiert. Da X als Summe unabhéngiger Zufallsvariablen geschrieben
werden kann, gilt fiir den Erwartungswert und die Varianz:

E[X] = Z]E[XZ] =np, und Var(X)= ZVar(Xi) =np(l — p).
i=1 i=1
Der Erwartungswert von p ist:
E[X]

E[ﬁ]ZE[—] =—— =,

und die Varianz von p ist:

n? n

Var(p) = Var (%) _ Var(X) _ p(1—p)

Da die Varianz mit zunehmendem n gegen 0 geht, konzentriert sich p immer stdrker um
p, und wir erhalten:
P(lp—p|>¢€ —0 fiirn— oco.

Illustration am Beispiel

Angenommen, wir werfen eine Miinze n = 10-mal, und die wahre Wahrscheinlichkeit fiir
Kopfist p = 0.6. Jeder Wurf ist ein unabhéngiges Bernoulli-Experiment mit P(X; = 1) =
0.6 und P(X; = 0) = 0.4. Eine mogliche Beobachtung kénnte X = 7 Kopfe sein. Der

Schétzer wére dann:

X T o

b= "1™ 7"
Da n klein ist, weicht p vom wahren p ab, was eine hohe Varianz des Schétzers wider-
spiegelt. Wenn jedoch n = 1000 Wiirfe durchgefithrt werden und z. B. X = 598 Kopfe

beobachtet werden, ist:

. 998

und p liegt sehr nahe an p = 0.6. Dies illustriert die Konvergenz von p gegen p geméfl
dem schwachen Gesetz der groflen Zahlen, da die relative Haufigkeit stabiler wird, wenn
die Anzahl der Versuche wéchst.

9.2.2 Berechnung der bensétigten Anzahl von Wiirfen bei gege-
bener Fehlertoleranz und maximal zugelassener Irrtums-
wahrscheinlichkeit

In der Praxis ist eine vollstindig prézise Schédtzung von p unmoglich, da der wahre Wert
von p nur bei unendlich vielen Wiirfen exakt bestimmt werden konnte. Stattdessen wird
der Schétzer p verwendet, der mit einer gewissen Unsicherheit behaftet ist. Diese Unsi-
cherheit wird durch zwei Groflen charakterisiert: die Fehlertoleranz A, die angibt, wie
stark p vom wahren p maximal abweichen darf, und die Irrtumswahrscheinlichkeit ¢,



KAPITEL 9. ELEMENTE DER SCHLIESSENDEN STATISTIK 68

die die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass diese Abweichung A iiberschreitet. Praktisch
wird n so gewihlt, dass die Wahrscheinlichkeit

P(lp—pl>A)<e

erfiillt ist, wodurch eine kontrollierte, jedoch niemals perfekte Anndherung an p erreicht
wird. In der praktischen Durchfithrung gibt man die Fehlertoleranz A und die Irrtums-
wahrscheinlichkeit ¢ vor, und fragt, ob man einen Schétzer p konstruieren kann, der die
Genauigkeit im Sinne der obigen Forderung hat. Im Falle der Miinzwurfes lduft das auf
die Bestimmung einer minimalen Anzahl n von Wiederholungen hinaus.

Variante 1: Tschebyschev-Ungleichung

Um die notwendige Anzahl von Wiirfen n zu bestimmen, damit der Schéatzer p den Er-
folgsparameter p mit einer Fehlertoleranz von A = 0.1 und einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von maximal 5% (also € = 0.05) abschéitzen kann, verwenden wir die Tschebyscheff-
Ungleichung. Diese lautet:

. Var(p)
P(p—pl=A) < —5—
Die Varianz von p ist gegeben durch:
1—
Var(p) = p—( " p)'

Setzen wir dies in die Tschebyscheff-Ungleichung ein:
. p(1—p)
P(lp—p >A) <—XF=.
(Ip—pl24) ==
Damit die Irrtumswahrscheinlichkeit < e = 0.05 bleibt, muss gelten:

p(1—p)
——=2 < 0.05.
nA?  —
Um die Berechnung unabhingig von der Kenntnis des wahren Werts von p zu machen,
nutzen wir die Ungleichung:

Y

-

p(l—p) <

die fiir alle p € [0, 1] gilt (das Maximum von p(1 — p) wird bei p = 0.5 erreicht). Damit
konnen wir die Abschétzung fiir n vereinfachen:

‘»&Il—\

1
<005 = n=>

2 T 4-e- A2

>

n

Numerisches Beispiel

Setzen wir die Werte € = 0.05 und A = 0.1 ein, ergibt sich:

S 1 1 1
n —
—4-0.05-0.12

= 2005001 ooz 0

Somit sind mindestens n = 500 Wiirfe erforderlich, um sicherzustellen, dass der Schétzer
p den Erfolgsparameter p mit einer Fehlertoleranz von A = 0.1 und einer Irrtumswahr-
scheinlichkeit von hochstens 5% approximiert. Dieser Wert ist unabhéngig vom tatséchli-
chen p, da die Abschitzung fiir p(1 — p) < 1/4 allgemeingiiltig ist.
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Variante 2: Zentraler Grenzwertsatz

Alternativ zur Tschebyscheff-Ungleichung kann der Zentrale Grenzwertsatz (ZGS)
verwendet werden, um die benétigte Anzahl von Wiirfen n zu bestimmen. Der ZGS besagt,
dass fiir grofle n die standardisierte Zufallsvariable

~

p—Dp
/p(1—p)

approximativ standardnormalverteilt ist, d. h. Z ~ N(0,1). Wir kénnen damit die Wahr-
scheinlichkeit abschéitzen, dass p vom wahren p um nicht mehr als A abweicht:

7 —

P(lp—pl <A)m P (=202 < Z < 24)2) ,

wobei 2,/ der kritische Wert der Standardnormalverteilung ist, der a = 0.05 beschreibt
(fllI' Oé/2 = 0.025 ist 20.025 ~ 196)

0.40

I e« o

Um diese Wahrscheinlichkeit zu garantieren, fordern wir:

> 20.0255
p(1-p)
n

was nach Umstellen zu: )
n> Z5.005 - P(1 — D)
P AQ M

Verwendung der konservativen Schranke fiir p(1 — p)

Wie im vorherigen Abschnitt nehmen wir die maximale Schranke p(1 — p) < 1/4 an, um
keine Vorabinformation {iber p zu benotigen. Einsetzen liefert:

1

2
20.025 3

n > A2
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Numerisches Beispiel

Fiir A = 0.1 und 2025 ~ 1.96 ergibt sich:

1.96° - ;  3.8416-0.25  0.9604
- 012 001 001

n = 96.04.

Da n ganzzahlig sein muss, bendtigen wir mindestens n = 97 Wiirfe. Dies ist deutlich
weniger als bei der Tschebyscheff-Ungleichung, da der ZGS prézisere Annahmen {iber die
Verteilung von p fiir grofle n erlaubt.

Vergleich der Ansétze

Wahrend die Tschebyscheff-Ungleichung allgemeingiiltig ist und keine Annahmen iiber
die Verteilung von p macht, ist der Zentrale Grenzwertsatz fiir groe n genauer, da er
die Normalverteilungsndherung nutzt. Daher liefert der ZGS in diesem Fall eine deutlich
kleinere Anzahl von Wiirfen, ohne die Zuverléssigkeit der Schitzung zu beeintrichtigen.

9.3 Allgemeine Schitzprobleme

Im Falle von Beobachtungen eines zufallsbehafteten Vorgangs spricht man auch von einer
Stichprobe X. Grundaufgabe der Statistik ist, aus den beobachteten Daten X auf eine
unbekannte Eigenschaft des zugrundeliegenden Zufallsmechanismus zu schliefen. Wird
die gesuchte Eigenschaft durch einen unbekannten Parameter beschrieben, der moglichst
genau ermittelt werden soll, spricht man von einem Schétzproblem.

9.3.1 Kenngrioflen einer Verteilung

Der interessierende Parameter wird dabei auch als Kenngrofle ¢ bezeichnet. Eine Kenn-
grofle beschreibt eine charakteristische Figenschaft der Verteilung der Zufallsvariablen.
Zu den wichtigsten Beispielen von zu schéitzenden Kenngréfien gehoren:

e Erwartungswert ¥ = p: Gibt die mittlere Lage der Verteilung an und beschreibt den
durchschnittlichen Wert der Zufallsvariablen.

e Standardabweichung 9 = ¢ bzw. Varianz ¥ = o% Misst die Streuung der Werte
um den Erwartungswert und gibt an, wie stark die Beobachtungen voneinander
abweichen.

e Schiefe ¥ = vy = E[(Xg—;m: Charakterisiert die Asymmetrie der Verteilung. Eine
positive Schiefe bedeutet, dass die Verteilung einen ldngeren rechten Schwanz hat,
wéahrend eine negative Schiefe auf eine Linksverzerrung hindeutet.

Ziel des Schétzproblems ist es, diese unbekannten Kenngroflen auf Basis der Stichpro-
benwerte moglichst genau zu bestimmen.

9.3.2 Schitzer fiir eine Kenngrofie

Ziel ist es, aus den gemachten Beobachtungen X einen Schéatzwert 0 = 19(26’ ) fiir die
gesuchte Kenngrofle 6 zu konstruieren, die den gesuchten Parameter, wie beispielsweise
den Erwartungswert oder die Varianz, moglichst genau approximiert.
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Der systematische Fehler (Bias) des Schétzers ist definiert als:

~

Bias(f) = E[0] — 0

Er gibt an, um wie viel der erwartete Wert des Schétzers systematisch vom wahren
Parameterwert abweicht. Haufig interessiert man sich fiir Schétzer ohne systematischen
Fehler, in dem Fall spricht man von einem erwartungstreuen Schétzer.

9.3.3 Erwartungstreue Schéitzer fiir Mittelwert, Varianz und Schie-
fe

Gegeben sei eine Stichprobe X = { X, X5, ..., X,,} von unabhingigen und identisch ver-
teilten Realisierungen einer reellen Zufallsvariablen X mit Erwartungswert p = E[X] und
Varianz 0? = Var(X). Erwartungstreue Schitzer fiir die wichtigsten KenngréBen einer
Verteilung lauten wie folgt:

Schatzer fiir den Mittelwert

Der erwartungstreue Schétzer fiir den Erwartungswert p ist das Stichprobenmittel:

N
u:X:E;Xi

Dieser Schétzer ist erwartungstreu, da:

n

%ZXz] = %ZE[XZ] = b

=1

E[X] =E

Schatzer fiir die Varianz

Ein erwartungstreuer Schiitzer fiir die Varianz o2 ist die korrigierte Stichprobenvarianz:

&= 1 D (X - X)?

T n-—1

Dieser Schétzer ist erwartungstreu, da:

E[6?] = 0%

Schatzer fiir die Schiefe

Ein erwartungstreuer Schétzer fiir die Schiefe v, ist:

= (n—1;n—2)§; <¥)3

Dieser Schétzer kompensiert die Verzerrung, die bei kleinen Stichproben durch die
Schétzung des Mittelwerts und der Varianz entsteht.
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Schiatzung der Kenngrofle ¥ = 1 einer Exponentialverteilung

Sei X1, Xy, ..., X, eine Stichprobe unabhanglger und identisch verteilter Zufallsvariablen
aus der Exponentialverteilung mit Parameter A > 0. Die Kenngrofie ¢ = % entspricht dem
Erwartungswert der Verteilung, also E[X| = ¢. Ein natiirlicher erwartungstreuer Schitzer
fiir ¥ ist das Stichprobenmittel:

J=X= ZX

Zusammenfassung
e Mittelwert: i = 3 X;
e Varianz: 6% = -5 37 (X; — X)?

N3
e Schiefe: 4, = (n_l)nw > <Xic;X>

Diese Schétzer sind erwartungstreu und liefern konsistente Schiatzwerte fiir die zugrunde
liegenden Kenngroflen der Verteilung.

9.3.4 Mittlerer quadratischer Fehler eines Schéitzers

Der mittlere quadratische Fehler (Mean Squared Error, MSE) eines Schiitzers 0 fiir
einen unbekannten Parameter 0 ist definiert als:

MSE(§) = E [(é - 9)2]

Er misst die durchschnittliche quadratische Abweichung des Schétzers von dem wahren
Wert 6.

Die Tschebyschev-Ungleichung ermoglicht eine allgemeine Fehlerabschétzung fiir be-
liebige Verteilungen, indem sie eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit liefert, dass
der Schiitzfehler | — 6| eine gegebene Schwelle iiberschreitet:

MSE(6)

g2

Diese Ungleichung zeigt, dass ein kleiner MSE sicherstellt, dass der Schétzfehler mit
hoher Wahrscheinlichkeit klein bleibt. Dies ist besonders niitzlich in Situationen, in denen

keine genauen Verteilungsannahmen getroffen werden kénnen, aber dennoch eine verléss-
liche Fehlerkontrolle erforderlich ist.

P(lf—6>¢) <

9.3.5 Fehlerzerlegung des mittleren quadratischen Fehlers

Die Streuung (Varianz) eines Schiitzers 6 ist gegeben durch:

Var(d) = E [(é - E[é]ﬂ

Sie misst die Variabilitiat des Schétzers um seinen Erwartungswert. Der MSE lasst sich
in zwei Fehleranteile (Streuung und Varianz Zerlegen);
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~ A

MSE(#) = Var(0) + <Bias(é)>2

Beweis

Durch Einsetzen der Definition des MSE:

MSE(§) = E [(é - 9)2]

A

Umformen durch Einftigen und Subtrahieren von E[6]:
E |(0— E[0) + E[f] - 0)?]
Anwendung der Quadratformel (a + b)* = a® + 2ab + b*:
E [(é —E[0))* + 2(0 — E[0)(E[0] — ) + (E[f] — 9)2]
Da der Erwartungswert des mittleren Abweichungsterms null ist, folgt:

E[(9 — E[6])*] + (E[4] - 0)°

Dies entspricht genau:

]

9.3.6 Beispiel: Vergleich zweier Schitzer im ’Gameshow’-Problem

Gegeben sei eine Stichprobe von n = 10 unabhéngigen Beobachtungen einer Zufallsva-
riablen, die gleichverteilt auf der Menge {1,2,..., L} ist. Wir betrachten die folgenden
beiden Schétzer fiir L:

1. Schatzer 1:

. 2
Ly =— X, —1
2. Schatzer 2: R
L2 :maX<X1,X2,...,Xn)

Fir L = 10 ergeben sich die folgenden Werte fiir Bias, Varianz und den mittleren
quadratischen Fehler (MSE):

Kenngrofle | Ly Lo
Bias 0.00 | —0.91
Varianz |3.30 | 0.69
MSE 3.30| 1.52
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Interpretation

- Bias: Der Schiitzer Ly ist erwartungstreu (Bias = 0), wéhrend Ly eine leichte Un-

A

terschétzung von L aufweist. - Varianz: Der Schitzer Lo besitzt eine deutlich geringere
Streuung als L. - Mittlerer quadratischer Fehler (MSE): Da Ly eine kleinere Varianz
hat und der Bias nur gering ist, fithrt dies zu einem insgesamt besseren MSE-Wert im
Vergleich zu L.

Fazit

Obwohl L, erwartungstreu ist, zeigt Loy aufgrund seiner geringeren Varianz einen besseren
MSE-Wert. Damit ist Ly insgesamt der bevorzugte Schétzer fiir L.

9.4 Konfidenzintervall fiir eine Kenngrofie 1

Ein Konfidenzintervall ist ein Intervall, das mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
(dem Konfidenzniveau 1 — «) die wahre, aber unbekannte Kenngroéfie ¢ einer Grundge-
samtheit enthélt.

Formale Definition

Ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir eine Kenngrofie ¢ ist ein Intervall [L, R], das aus einer
Stichprobe X konstruiert wird (d.h. L = L(X) und R = R(X)) und das die folgende
Eigenschaft erfiillt:

PL<YV<R)>1—-«
wobei:

e [, und U die untere und obere Intervallgrenze sind, die aus den Stichproben-
daten berechnet werden.

e o das Signifikanzniveau ist (z. B. 5%, also o = 0.05).
e 1 — a die Konfidenzwahrscheinlichkeit ist (z. B. 95%).

Interpretation

Das Intervall gibt einen Bereich von plausiblen Werten fiir ¢ an. Es wird aus einer
Stichprobe X abgeleitet und ist somit zufallsbehaftet, im Gegensatz zur gesuchten aber
unbeannten Kenngréfle of. Die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ von diesem Intervall iiberdeckt
wird, betrdgt mindestens 1 — a.

9.4.1 Beispiel: Ermittlung eines 95%-Konfidenzintervalls bei ei-
ner Meinungsumfrage

In einer Meinungsumfrage wurden n = 1000 Personen befragt, und x = 520 von ihnen
auBerten sich zustimmend. Der geschétzte Anteil der Zustimmenden betréigt somit:

€T 520
p= L = 2% 50
P =T 1000
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Die Konstruktion eines Konfidenzintervalls basiert auf der Stichprobenverteilung des
Schétzers p = ﬁ Z;ﬂﬁo X;, wobei X; € 0,1 die Antwort der i-ten Person in der Meinungs-
umfrage bezeichnet. Unter der Annahme, dass die Antworten stochastisch unabhénig sind,
folgt dieser Schéitzer aufgrund des Zentralen Grenzwertsatzes (ZGS) ndherungsweise einer
Normalverteilung.

Um ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir ¥ = p zu bestimmen, standardisieren wir 6,
indem wir den Erwartungswert subtrahieren und durch die Standardabweichung teilen:

7=C"L _ N0,1),

9p

wobei
1

op = 1 -
" /1000 p(1 =)
die Standardabweichung von p. Da Z n&dherungsweise einer Standardnormalverteilung

folgt, kénnen wir die kritischen Werte z,/, bestimmen, die den zentralen Bereich mit
Gesamtwahrscheinlichkeit 1 — a der Verteilung einschliefen:

0.40

I ] o«

6—0
P (—za/g < < za/2> =1-a.
T

Zu gegebenem o kann z,/, aus der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
t — ®(t) bestimmt werden

(6]
(I)(ZQ/Q) =1- 5
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1
1.0 _____ B e e S S hee—————— .
0.8}
s 0.6 — Verteilungsfunktion ®(z)
o) -z
©

-—-1-2

0.4r
0.21
1.p6
0.0
-4 -3 -2 -1 0 1 3 4
z-Wert

Fiir a = 5% ergibt sich beispielsweise
20.025 = CI)_1(0975) ~ 1.96.

Durch Umstellen ergibt sich das Konfidenzintervall fiir p:
P F Zaj2 - Op.

Um hieraus im letzten Schritt konkrete Zahlwerte zu erhalten, verwenden wir im letzen
Schritt die Approximation

1 1

~

05 = 1— ~
P /1000 p(1 =) 100

Einsetzen der Werte liefert:

p(1 —p)

:

0.52 £1.96 - 0.0158. = 0.52 £ 0.031.
Daraus ergibt sich das Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 95%
[0.489, 0.551].

Das bedeutet, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% der wahre Zustimmungsanteil
der Gesamtbevolkerung in diesem Intervall liegt.

Vergleich der Konfidenzintervalle fiir 95% und 99%

Das 95%-Konfidenzintervall fir den Zustimmungsanteil betrégt [0.489,0.551], wahrend
das 99%-Konfidenzintervall [0.478,0.562] ist. Es ist deutlich zu erkennen, dass das 99%-
Intervall breiter ist als das 95%-Intervall. Dies liegt daran, dass ein hoheres Konfidenz-
niveau eine groflere Sicherheit gewahrleisten soll, wodurch das Intervall weiter wird. Der
Unterschied ergibt sich aus den kritischen Werten der Standardnormalverteilung: Fiir
ein 95%-Intervall betrigt der kritische Wert 2025 = 1.96, wihrend fiir ein 99%-Intervall
20.005 = 2.576 gilt. Dadurch wird die Standardabweichung stéarker gewichtet, was zu einem
grofleren Vertrauensbereich fiihrt.
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Standardnormalverteilung mit kritischen Werten

Dichte

-4 -3 -2 -1 0 1

9.4.2 Beispiel: Konstruktion eines Konfidenzintervalls fiir den
Mittelwert unter Normalverteilungsannahme (bekannte Stan-
dardabweichung)

Angenommen, wir haben eine Stichprobe X, X, ..., X,, aus einer Normalverteilung mit
einem unbekannten Mittelwert x4 und einer bekannten Standardabweichung o. Unser Ziel
ist es, ein (1 — «)-Konfidenzintervall fiir © zu bestimmen.
Der Stichprobenmittelwert ist gegeben durch
x=lyx
= i
=1
Bestimmung des kritischen Werts z,/: Unter der Annahme einer Normalverteilung
folgt ~
X —p
Z =——=n~N(0,1).

Der Wert z,/, wird aus der Standardnormalverteilung bestimmt, sodass

X—n
P —Z2a <—<a :1— .
(72on < S < 2on) 10

Umgestellt ergibt sich das Konfidenzintervall fiir p:
- o - o
X —zZapp—=, X+ zap—|.
{ RV ﬁ}

Dieses Intervall enthélt den wahren Mittelwert @ mit Wahrscheinlichkeit 1 — a.

Beispiel

Angenommen, wir messen die Kérpergrofie von n = 25 Personen und erhalten eine durch-
schnittliche Korpergrofie von

X =175 cm.
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Wir nehmen an, dass die Standardabweichung der Grundgesamtheit bekannt ist mit
o =10 cm.
Wir wollen ein 95%-Konfidenzintervall fiir die durchschnittliche Koérpergrofie in der Po-
pulation berechnen.
Berechnung

- Signifikanzniveau: o = 0.05 - Kritischer Wert fiir 95%: 29,025 ~ 1.96
o 10 10
vnoo /25 5

- Berechnung des Konfidenzintervalls:

175 F 1.96 x 2.

175 T 3.92.
[171.08,178.92].

Interpretation

Wir kénnen mit 95% Wahrscheinlichkeit davon ausgehen, dass der wahre Durchschnitt
der Korpergréfe in der Population zwischen 171.08 ¢cm und 178.92 cm liegt.

9.5 Einfithrung in die statistische Testtheorie

9.5.1 Das Miinzhindler-Problem’

Ein Miinzhédndler mochte sicherstellen, dass er nur faire Miinzen kauft, also Miinzen,
die mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% Kopf und 50% Zahl zeigen. Ihm wird eine
Miinze zum Kauf angeboten, und er mochte testen, ob sie wirklich fair ist oder ob sie
moglicherweise manipuliert wurde.

Hypothesenaufstellung

In der statistischen Testtheorie formulieren wir zwei Hypothesen:

e Nullhypothese (Hj): Die Miinze ist fair, d.h. die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf
betragt p = 0.5.

e Alternativhypothese (H;): Die Miinze ist nicht fair, d.h. p # 0.5.

Durchfiihrung des Tests

Der Miinzhandler entscheidet sich, die Miinze n = 100 Mal zu werfen und die Anzahl der
Kopfwiirfe zu zéhlen.

e Falls die Anzahl der Kopfwiirfe sehr stark von 50 abweicht, konnte er die Miinze
ablehnen.

e Falls die Ergebnisse im erwarteten Bereich liegen, wird er sie akzeptieren.
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Mogliche Fehler bei der Entscheidung

Der Miinzhéndler kann bei seiner Entscheidung zwei Arten von Fehlern begehen:

1. Fehler 1. Art (’peinlicher’ Fehler: Hy wird zu unrecht verworfen)

e Dieser Fehler tritt auf, wenn der Héndler eine eigentlich faire Miinze ablehnt.

e Da die Miinze tatséchlich fair ist, hétte er sie kaufen sollen — die Ablehnung
war unberechtigt.

e Ein solcher Fehler ist fiir den Héndler peinlich, weil er moglicherweise eine gute
Miinze verpasst und unnotig misstrauisch war.

2. Fehler 2. Art (’peinlicher’ Fehler: H, wird zu unrecht beibehalten)

e Dieser Fehler tritt auf, wenn der Héndler eine manipulierte Miinze akzeptiert,
weil die Stichprobenergebnisse zufillig im erwarteten Bereich lagen.

e Die Miinze ist in Wahrheit unfair, aber der Test konnte dies nicht eindeutig
nachweisen.

e Dies ist ein verzeihlicher Fehler, da eine einzelne leicht manipulierte Miinze fiir
das Geschéft meist weniger schédlich ist als das systematische Ablehnen fairer
Miinzen.

In der Konstruktion einer Entscheidungsregel priorisiert man die Vermeidung des Fehlers
1. Art gegeniiber dem Fehlern 2. Art, d.h. man ist ggf. bereit, h6here Wahrscheinlichkeiten
fiir Fehler 2. Art in Kauf zu nehmen, solange die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art
begrenzt ist.

Signifikanzniveau und Entscheidungsregel

Um zu einer Entscheidung zu gelangen, legt der Héndler zunéchst fest, welche Wahrschein-
lichkeit « fiir einen Fehler 1. Art er zu akzeptieren bereit ist, z.B. a = 5%. Dann testet
er die Miinze durch wiederholten Wurf und bestimmt die Menge der Beobachtunten, die
unter der Annahme, dass Hy zutrifft, im Konfidenzbereich zum Niveau 1 — « liegen. D.h.

e Er berechnet unter der Annahme, dass H = 0 zutrifft, ein Konfidenzintervall zum
Niveau 1 — « fiir die erwartete Anzahl der Kopfwiirfe (z.B. mit der Normalapproxi-
mation der Binomialverteilung).

e Falls die beobachtete Anzahl von Kopfwiirfen aulerhalb dieses Bereichs liegt, ver-
wirft er Hy und lehnt die Miinze ab.

Um ein Konfidenzintervall fiir die erwartete Anzahl der Kopfwiirfe zu bestimmen,
verwenden wir die Normalapproximation der Binomialverteilung geméfl dem Zentralen
Grenzwertsatz (ZGS).

Unter der Nullhypothese Hy gilt fiir die Anzahl der Erfolge X bei 100 Wiirfen, dass

X —p
g

~ N(0,1)

wobei
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mit
pw=mn-py=100-0.5 =50

o=+/n-py-(1—po) =V100-05-0.5=v25=5

Ein zweiseitiges Konfidenzintervall fiir X mit Konfidenzniveau (1 — «) hat die Form:

[M_Za/2'0_7 ,U+Za/2'0—:|

Dabei ist z, /o der kritische Wert aus der Standardnormalverteilung, welcher festgelegt
ist durch

CI)(ZQ/Q) =1- Za/g.
Bei 100 Wiifen mit einer fairen Miinze (Hypothese Hy) ergibt sich mit o = 5%

e Kiritischer Wert: zg 025 =~ 1.96

e Konfidenzintervall:

[50 —1.96-5, 50+ 1.96-5] = [40.2, 59.8]

Arbeitet man mit o = 1% ergibt sich

o Kritischer Wert: zpg05 ~ 2.58

e Konfidenzintervall:

[50 — 2.58-5, 504 2.58-5] =[37.1, 62.9]

Abhéngig davon, wie sehr der Héandler einen Fehler 1. Art zu vermeiden bestrebt ist
(zulédssige Fehlerquote 5% bzw.1%), wird er die Miinze nach 62 beobachteten Erfolgen
demnach zuriickweisen (o = 5%) bzw. nicht zuriickweisen (o = 1%).

9.5.2 Grundlegende Methodik bei statistischen Tests

Diese gerade beschriebene Vorgehensweise des Miinzhéndlers veranschaulicht das Prinzip
eines statistischen Tests:

e Wir formulieren eine (Null-)Hypothese H, iiber die Eigenschaften eines zu un-
tersuchenden zufélligen Vorgangs (hier Miinzwurf, bzw. Erfolgsparameter p einer
gegebenen Miinze).

e Wir setzen ein Signifikanzniveau « fest.

e Wir definieren, in welcher Weise wir eine Stichprobe X nehmen und daraus abge-
leitete Teststatistik Z = Z(X') bilden wollen bzw. kénnen, die uns Riickschliisse
auf die in Hy formulierten Eigenschaften erlaubt (im Beispiel X = (X3, Xs, -+, X},)
und Z(X) =130 X;).

e Wir bestimmen unter Verwendung der in Hy behaupteten Eigenschaften einen Kon-
fidenzbereich I, zum Niveau (1 — «) fiir die Realisierungen der Teststattisik Z.
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e Wir gewinnen eine Stichprobe X von X in Form einer Messung bzw. Ziehung
und hieraus eine Realisierung von Z = Z(X)

e Wir verwerfen die Nullhypothese nur in dem Fall Z ¢ I, d.h. dass die beobachtete
Stichprobe aulerhalb eines unter der Annahme H, geltenden Konfidenzbereichs
zum Niveau 1 — « liegt. Liegt die Stichprobe jedoch im (1 — «)-Konfidenzbereich,
d.h. falls Z € I, wird die Nullhypothese nicht verworfen.

Der Parameter « beschreibt dabei die Wahrscheinlichkeit, dass H, zu Unrecht
verworfen wird, d.h. eines Fehlers 1. Art.

Bemerkung zum Fehler 2. Art

Es gibt im Allgemeinen mehr als nur einen Test zu einer gegebenen Nullhypothese und
gegebenem Konfidenzniveau 1 — «. In diesem Fall sind Tests zu bevorzugen, bei denen
die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art moglichst gering ausfallt.

9.5.3 Beispiel: Zweiseitiger Test fiir den Mittelwertparameter
bei Normalverteilungsannahme und bekannter Standard-
abweichung

Die in der allgemeinen Testbeschreibung eingefiihrte Sprechweise ermdoglicht es uns, einen

Hypothesentest fiir den Mittelwertparameter p einer normalverteilten Zufallsvariablen bei
bekannter Standardabweichung systematisch zu formulieren.

1. Formulierung der Hypothesen

Wir betrachten eine normalverteilte Zufallsvariable mit unbekanntem Mittelwertparame-
ter © und bekannter Varianz o

Ho : o= po

gegen die Alternativhypothesee
Hy:p# po

Festlegen des Signifikanzniveaus «

Das Signifikanzniveau « gibt die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art an, d.h. dass Hy
falschlicherweise verworfen wird, obwohl es wahr ist. Ubliche Werte sind:

a=10.05 (95%-Konfidenzniveau)
a=0.01 (99%-Konfidenzniveau)

3. Wahl der Stichprobe X und Definition der Teststatistik Z

Wir betrachten eine Stichprobe X = (X, Xs,..., X,,) der Grofle n, bestehend aus un-
abhéngigen normalverteilten Zufallsvariablen mit unbekanntem Mittelwert x4 und bekann-
ter Standardabweichung o.

Als Teststatistik verwendet man den standardisierten Stichprobenmittelwert
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wobei

Diese Grofle ist standardnormalverteilt unter Hy und erlaubt uns, Wahrscheinlichkei-
ten aus der Standardnormalverteilung zu berechnen.

4. Bestimmung des Konfidenzbereichs I, fiir Z

Der Konfidenzbereich I, ist das Intervall, in dem die Teststatistik Z mit Wahrscheinlich-
keit 1 — o unter Hj liegt. Fiir einen zweiseitigen Test bestimmen wir die kritischen Werte
Zo/2 aus der Standardnormalverteilung, sodass:

P (_Zoz/2 <Z< za/2) =1-a,
d.h. wir erhalten als Konfidenzintevall fiir Z
I, = [_Za/27 Za/Z]-
Typische Werte fiir die Standardnormalverteilung sind

20.025 ~ 1.96 (fur 95%—Konﬁdenz)

20.005 =~ 2.58  (fiir 99%-Konfidenz)

5. Gewinnung einer Stichprobe X und Berechnung von 7

Nach Ziehung einer konkreten Stichprobe X erhalten wir den gemessenen Stichproben-
mittelwert X. Hieraus berechnen wir den Realisierungswert der Teststatistik:

_X—Mo

Z ="

6. Entscheidungsregel: Vergleich mit [,

e Falls Z € I, wird Hy nicht verworfen.

e Falls Z ¢ I,, wird Hy verworfen, und wir nehmen H; an.

7. Beispielrechnung

Gegeben:
o Hy:p=100, Hy : p # 100 (zweiseitiger Test)
e 0 = 15 (bekannte Standardabweichung)

e n = 25 (Stichprobengrofe)
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e X =107 (beobachteter Mittelwert)
e o = 0.05 (95%-Konfidenz)
Berechnung der Teststatistik:

X —po 1072100 T,

~o/vn 15/V25 3

Vergleich mit kritischem Wert: Fiir o = 0.05 gilt:

A

20.025 — 1.96.

Da Z = 2.33 > 1.96, liegt der beobachtete Mittelwert auflerhalb des Konfidenzbereichs
1.
Entscheidung:

e Da Z ¢ 1, wird Hy verworfen.

e Wir haben signifikante Hinweise darauf, dass der wahre Mittelwert nicht po = 100
ist.

9.5.4 Beispiel: Einseitiger Hypothesentest im Gauss-Modell mit
bekannter Standardabweichung

Problemstellung

Ein Siiwarenhersteller gibt an, dass in jeder 100-g-T{ite Gummibérchen durchschnitt-
lich mindestens 50 Stiick enthalten sind. Ein Verbraucher hat jedoch den Verdacht,
dass die Anzahl der Gummibérchen in den Tiiten systematisch geringer ist.

Um diese Behauptung zu iiberpriifen, wird eine Stichprobe von n = 30 Tiiten zufillig
ausgewihlt und die Anzahl der Gummibérchen gezéhlt. Es ist bekannt, dass die Anzahl
der Gummibérchen in einer Tiite annihernd normalverteilt ist mit einer bekannten
Standardabweichung von ¢ = 5 Gummibéirchen.

Wir wollen auf einem Signifikanzniveau von a = 0.05 testen, ob die durchschnitt-
liche Anzahl der Gummibérchen tatsédchlich unter 50 liegt.

1. Formulierung der Hypothesen

Da die Behauptung des Herstellers ist, dass mindestens 50 Gummibéarchen pro Tiite
enthalten sind, lautet die korrekte Nullhypothese:

Hy: > 50

Das bedeutet, dass die durchschnittliche Anzahl der Gummibérchen pro Tiite min-
destens 50 betragt.
Die Alternativhypothese formuliert die gegenteilige Annahme:

Hy:p <50

Das heifit, wir testen, ob die Anzahl signifikant unter 50 liegt. Da wir priifen, ob
der Mittelwert kleiner als 50 ist, handelt es sich um einen einseitigen (linkseitigen)
Test.
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2. Wahl des Signifikanzniveaus

Wir setzen das Signifikanzniveau auf:

a=0.05

Das bedeutet, dass wir bereit sind, mit einer Wahrscheinlichkeit von 5 % die Nullhy-
pothese filschlicherweise abzulehnen, falls sie tatséchlich wahr ist (Fehler 1. Art).

3. Definition der Stichprobe und Teststatistik

Wir ziehen eine Stichprobe von n = 30 Tiiten und berechnen den Stichprobenmittel-
wert:

— 1

Da die Standardabweichung o = 5 bekannt ist, verwenden wir den Z-Test mit folgen-
der Teststatistik:

X — o
og/\v/n
Hierbei ist: - X der gemessene Stichprobenmittelwert, - j1o = 50 der in der Nullhypo-

these angenommene Erwartungswert, - o = 5 die bekannte Standardabweichung, - n = 30
der Stichprobenumfang.

Z =

4. Bestimmung des Konfidenzbereichs [,

Aquivalent zur Konstruktion von I, kénnen wir stattdessen den kritischen Bereich (Ab-
lehnungsbereich) R, = R\ I, festlegen, in den die Teststatistik Z unter der Nullhypothese
mit Wahrscheinlicheit von hochstens o féllt, d.h. so dass unter H, gilt

P(Z € R,) <.

Da es sich um einen linksseitigen Test handelt, wihlen wir einen Ablehnungsbereich
rechtsseitig beschrianktes Invervall,

Roc :} - OO,Za],

d.h. wir verwerfen wir die Nullhypothese, wenn der Testwert Z zu klein wird. Der kritische
Wert z, fir a = 0.05 wird aus der Standardnormalverteilung bestimmt:

az, = —1.645
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Standardnormalverteilung: PDF und CDF mit Z-Alpha

1
1.0 f — Dichtefunktion (PDF) !
—=-- Z-Alpha (1.64) X
Ablehnungsbereich :
= o0gl— Verteilungsfunktion (CDF) 1
[T _ I
X X F(Z-Alpha) = 0.95 H
< 1
= 1
< i
‘0 0.6 1
< 1
2 1
= 1
s i
= 04} !
8 i
S i

)

0 0.2 :
1
[
0.0f i

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

z-Wert

(Aquivalent dazu ist, das Konfindenzintervall I, zu wihlen als
I, = [—1.645, 0.
Das bedeutet, dass wir die Nullhypothese verwerfen, wenn
Z < —1.645

bzw. gleichbedeutend falls
X < Mo + 2o -

ER

_ 5
X <50+ (—1.645) - —

V30

X < 48.497

Das heifit: Wenn der Stichprobenmittelwert kleiner als 48.497 ist, verwerfen wir die Null-
hypothese.

5. Durchfiihrung des Tests

Angenommen, die Stichprobe ergibt einen Mittelwert von:

X =48.2
Nun berechnen wir den Z-Wert:

48250
5//30
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6. Entscheidung & Interpretation

Da der berechnete Wert Z = —1.97 kleiner ist als der kritische Wert —1.645, liegt er im
Ablehnungsbereich:

Z < —1.645 =  H, wird verworfen.

Schlussfolgerung: Mit einem Signifikanzniveau von 5% gibt es geniigend statistische
Evidenz, um die Nullhypothese zu verwerfen. Das bedeutet, dass die mittlere Anzahl
an Gummibérchen pro Tiite signifikant unter 50 liegt.

Bemerkung zur Teststatistik unter der Nullhypothese

In der Berechnung haben wir angenommen, dass unter der Nullhypothese die Teststatistik
Z einer Standardnormalverteilung A/ (0, 1) folgt. Allerdings besteht hier eine Ungenauig-
keit: Die Nullhypothese lautet Hy : ;1 > 50, was eine Ungleichung ist. Die exakte Vertei-
lung von Z unter Hj ist daher nicht genau bestimmt, weil p theoretisch auch gréfer als 50
sein konnte. Die Standardnormalverteilung gilt nur genau dann, wenn Hy mit Gleichheit
zutrifft, also = 50. D.h. der oben konstruierte Ablehnungsbereich zum Konfidenzniveau
1 — 5% hat die gewiinschte Eigenschaft, selbst wenn die genaue Verteilung von Z unter
Hy nicht bekannt ist.

9.5.5 Beispiel: Untersuchung der Wirksamkeit eines Medika-
ments mit dem y?-Test auf Unabhingigkeit

Angenommen, wir fithren eine klinische Studie durch, um die Wirksamkeit eines neuen
Medikaments gegen eine bestimmte Krankheit zu bewerten. Dazu werden 200 Patienten
zufillig in zwei Gruppen aufgeteilt:

- Behandlungsgruppe: 100 Patienten erhalten das neue Medikament. - Kontrollgruppe:
100 Patienten erhalten ein Placebo.

Nach einer bestimmten Zeit wird iiberpriift, ob die Patienten genesen sind oder nicht.
Die Ergebnisse werden in einer Kontingenztabelle dargestellt:

Genesung | Keine Genesung | Gesamt
Medikament 60 40 100
Placebo 45 5} 100
Gesamt 105 95 200

Nun méchten wir untersuchen, ob die Genesung vom erhaltenen Medikament abhéngig
ist oder ob sie zufillig verteilt ist. Dazu verwenden wir den y2-Test auf Unabhiingigkeit,
um die folgende Fragestellung statistisch zu priifen:

- Nullhypothese Hy: Es gibt keinen Zusammenhang zwischen der Genesung und der
Medikamenteneinnahme. Die Verteilung der Genesungen in beiden Gruppen ist zufillig.
- Alternativhypothese H;: Es gibt einen Zusammenhang, d.h. das Medikament hat eine
Wirkung auf die Genesung.

y?-Test auf Unabhiingigkeit

Der x2-Test auf Unabhéngigkeit ist ein statistischer Test, um zu iiberpriifen, ob zwischen
zwel kategorialen (d.h. nicht-numerischen) Merkmalen ein Zusammenhang besteht. Wir



KAPITEL 9. ELEMENTE DER SCHLIESSENDEN STATISTIK 87

analysieren hierbei eine Kontingenztabelle, die die Haufigkeiten der Merkmalsausprigun-
gen enthélt, und testen, ob die beobachteten Werte signifikant von den erwarteten Werten
unter der Annahme der Unabhéngigkeit abweichen.

1. Formulierung der Hypothesen

Wir betrachten zwei kategoriale Merkmale:

- Merkmal 1 (A): Medikamentenverabreichung (Medikament vs. Placebo) - Merkmal
2 (B): Genesung (Ja vs. Nein)

Die Nullhypothese lautet:

Hy : Die Genesung ist unabhéngig von der Medikamentenverabreichung.

Die Alternativhypothese lautet:

H; : Die Genesung hiingt von der Medikamentenverabreichung ab.

Dies bedeutet, dass es unter H; eine systematische Abhéngigkeit zwischen der Be-
handlungsmethode und der Genesung gibt.

2. Festlegen des Signifikanzniveaus «

Das Signifikanzniveau « gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass Hj féalschlicherweise verwor-
fen wird (Fehler 1. Art). Typische Werte sind:

a=0.05 (95%-Konfidenzniveau)
a=0.01 (99%-Konfidenzniveau)

3. Wahl der Stichprobe X und Definition der Teststatistik Z

Wir betrachten eine Stichprobe X in Form einer zweidimensionalen Kontingenztabelle,
die die Haufigkeiten fiir jede Kombination der Merkmalsauspriagungen enthélt.
Die Teststatistik fiir den y2-Test ist definiert als:

(05 — Ey)?
zZ=Y" TE

wobei:

- O;; die beobachteten Haufigkeiten in der Kontingenztabelle sind. - £;; die erwarteten
Héaufigkeiten unter der Annahme der Unabhéngigkeit sind.

Die erwarteten Werte berechnen sich nach:

> Zeilensumme X Spaltensumme
ij = .

Gesamtsumme

Als Konsequenz des zentralen Grenzwertsatzes und der Definion der Familie der y?-
Verteilungen! ergibt sich, dass die Teststatistik Z unter der Nullhypothese niherungs-
weise einer x2-Verteilung mit (r —1)(s—1) Freiheitsgraden folgt (r, s sind die Zeilen- bzw.
Spaltenanzahlen der Tabelle). Hiermit kénnen wir eine Entscheidungsregel ableiten.

Thttps://de.m.wikipedia.org/wiki/Chi-Quadrat-Verteilung
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4. Bestimmung des Konfidenzbereichs [, fiir Z

Der kritische Wert X(Qx,df wird aus der y2-Verteilung bestimmt und gibt an, ab welchem
Wert die Nullhypothese verworfen wird.
Fiir unser Beispiel (2 x 2-Tabelle) betrégt die Anzahl der Freiheitsgrade:

df =(2-1)(2—-1) =1.

Konfidenzbereich in der y?-Verteilung

4.0 i —— x?-Verteilung (df=1)
i B o =0.05 Bereich
3.5¢ : a=0.01 Bereich
! -=- X3os=384
301 | X3on =663
1
251 i
o i
£20 i
2 1
a 1
15¢ |
1
1.0 i
1
0.5} i
I
0.0p — : - .
0 2 4 6 8 10

X2-Wert

Typische kritische Werte fiir die y2-Verteilung:

Xg,os,l = 3.841

X011 = 6.635
Der Konfidenzbereich I, ist dann:

I, =10, Xi,df]

5. Gewinnung einer Stichprobe X und Berechnung von 7

Aus der obigen Kontingenztabelle berechnen wir die erwarteten Werte:

(100 x 105) (100 x 95)
Ey=- " 5985 B,=- T2 y7.
1 200 025, Ei 200 7o
. _(100><105)_525 . _(100><95)_475
) Y T

Berechnung der y?-Teststatistik:
(03 — Eyy)?
7 N~ Wi T Bij)
3O

(60— 52.5)2 (40 —47.5)% (45— 52.5)2 (55— 47.5)>

7 —
52.5 + 47.5 + 52.5 + 47.5

Z =4.5.
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6. Entscheidungsregel: Vergleich mit [,

- Fiir a = 0.05: Da Z = 4.5 > 3.841, wird H, verworfen. - Fiir « = 0.01: Da Z = 4.5 <
6.635, wird Hy nicht verworfen.

7. Interpretation und Fazit

- Bei einem Signifikanzniveau von 5% gibt es signifikante Hinweise, dass das Medikament
wirkt. - Bei 1%-Signifikanzniveau sind die Beweise nicht stark genug, um die Nullhypothese
zu verwerfen.

Dies zeigt, dass die Wahl von « die Testentscheidung beeinflusst und sorgfiltig abge-
wogen werden muss.



