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Ergénzung zur Vorlesung
Verallgemeinerte Inverse

3 Anwendungen und Verallgemeinerungen

3.1 Elektronische Schaltkreise

Man kann sich einen elektronischen Schaltkreis vorstellen als einen (zusam-
menhingenden) Graphen, dessen Kanten die Bauteile und dessen Knoten die
verbindenden Dréhte reprisentieren. Wir betrachten hier nur Widerstandsnetz-
werke mit zusétzlichen Gleichstrom- und Gleichspannungsquellen.

Sei

(3.1) V=_{nili=1,...,m}
die Menge der Knoten und
(3.2) E={elj=1,...,n}CVxV

die Menge der Kanten des Graphen. Die Struktur des (gerichteten) Graphen
kann dargestellt werden mittels der sog. Inzidenzmatrix M € {—1,0,+1}""
definiert durch

+1  fiiri =k,
(3.3) mi; = -1 fiir ¢ = l, €j = (nk, nl).
0 sonst,

Zu jedem Knoten n; gehort ein Potential p; und zu jeder Kante e; ein Strom ;.
Weiter sei z; = pr, — p; der Spannungsabfall langs der Kante e; = (ng, ny).

Es wird angenommen, dafl das Netzwerk den beiden Kirchhoffschen Ge-
setzen geniigt. Das erste besagt, dafl die Summe aller Strome in einem Knoten
verschwindet, d. h.

(3.4) > miy; =0 bzw. My=0.
j=1

Das zweite besagt, dafl die Summe der Spannungsabfille in einer Masche ver-
schwindet. In der vorliegenden Formulierung ist dies erfiillt durch die Definition
von z; iiber die Potentiale p; der Knoten. Es gilt per Definition

m
(3.5) Zmijpi =z; bzw. z=M"p.
i=1



Schlielich soll eine Kante e; = (ng,n;) das Bauteil

) R; >0
Pk t Yi m
(3.6) . 1 I
ng I ny
S5
reprasentieren. Mit Hilfe des Ohmschen Gesetz bedeutet dies
(3.7) Rj(y; —vj) = x5 — uj.
Setzt man nun noch
_ p—1 _ A
(3.8) (a) aj_RZl, A = diag(ay, ... ,an),
(b) bj :Rj u; — vy, b:VGC(bl,... ,bn),

so erhilt man mit L = M7 das Problem

x € bild MT =bild L,

(3.9) AT =y =b " kern M = cobild L,

entsprechend zu (1.60).

Satz 3.1
Es gibt eine zum Problem (3.9) gehérige Bott-Duffin-Inverse A” von A.

Beweis:
Nach Satz 1.44 ist zu zeigen, daB ALL™ + (I — LL™") nichtsingulér ist. Sei ein z
gegeben mit

(ALLT 4+ (I — LL™))z = 0.
Man kann z aufspalten geméfl z = x + y mit « € bild L und y € cobild L, d. h.
LLtz =z, LLTy=0.
Da A= diag(Rfl, ..., R1) symmetrisch und positiv definit ist, erhilt man
Ar+y=0 = AxccobildlL = LTAz=0
— 2TAL=0 — 2TALLT2=0

— 2TAz=0 = z=0

sowie y = —Ax =0,d. h. z=0.



Damit wird (3.9) gelost durch

r=Alb, y=—(I—-AAY)b, b= Au—v,

u=vec(uy,... ,uy), v=vec(vi,...,vy).

(3.10)

In der Physik interpretiert man gerne den Zustand, den ein System ein-
nimmt, als den Zustand, der eine bestimmtes Energiefunktional minimiert. Im
folgenden verwenden wir dazu M nur noch in der Bedeutung von Satz 1.44.

Satz 3.2
Die Grofen (3.10) 1osen die Minimierungsprobleme

(x —u)TA(z — u) + vl'z = min s. t. 2 € bild L,

' (y —v)TA Y (y —v) +uly = min s. t. y € cobild L.

Beweis:

In der Notation von (1.11) fiir die zu L gehérigen Rédume ist statt (3.11) zu
16sen

p(w) = %(Zw —w)TA(Zw — u) + v Zw = min

und
G(w) = 3(Zw —v)TA (Zw —v) + wT Zw = min .

Fiir das erste Problem erhilt man mit 2 = Zw in der Notation von Satz 1.44

P(w)=Zw—-uwTAZ+TZ=0
—  ZTAZw=Z"T(Au—v)
—  Z27TAZw = 22T (Au —v)
— LLYALL"Zw = LL*(Au—v)
— Az = LL*"(Au—)
= z=AYLLT(Au—v) = A (Au — ),

letzteres da AL eine gleichungslésende Inverse von A ist und die rechte Seite in
bild A liegt, vgl. Satz 1.39. Wegen

ZT(A(z —u) +v) =

ZT(AAY Au — AAMY — Au +v) = Zr=z"rLt
=ZT(LLYAAY Au— LLT Au— LLTAAL v + LLT0) =

. =LL* =LL*
ZT(LLYAu— LLYAu— LLY v+ LL v) =0

ist w = ZTx tatséchlich Nullstelle der Ableitung und eindeutiges Minimum, da
ZT AZ positiv definit im quadratischen Funktional ist.

Das zweite Problem wird analog gelost.



3.2 Markov-Ketten

Gegeben ist ein System, das sich in n verschiedenen Zusténden si,... ,s, be-
finden kann. In einer Zeiteinheit geht Zustand s; in Zustand s; mit einer Wahr-
scheinlichkeit a;; iiber. Man interessiert sich dann fiir das langfristige Verhalten
einer so festgelegten sogenannten homogenen Markov-Kette.

Fafit man die a;; in einer Matrix A € R™" zusammen, so gilt

(3.12) Ae=¢e, A>0, e=(1,..., 17T
Man nennt solche Matrizen auch stochastische Matrizen.

Satz 3.3
Es gilt

(a) Mit Aq,...,A;r € R™ sind auch Ay - --- - A und %(Al + -+ Ap)
stochastisch.

(b) Ist A stochastisch, so ist o(A) = 1 Eigenwert von A.

(c) Ist A stochastisch und A Eigenwert von A mit |A| = 1, so sind algebraische
und geometrische Vielfachheit von A gleich.

(d) Ist A stochastisch, so existiert der Grenzwert limy_; oo %(A+A2 4 AF)
und ist ebenfalls stochastisch.

Beweis:
(a) Sind Ay, ..., A € R™" stochastisch, so ist offensichtlich A; ---- - A >0
und £(A; + -+ Ay) > 0. AuBerdem gilt
Al ..... Ake o Al ..... Ak,‘—le = pry Ale = e
und

T(A1+ -+ Ap)e=f(Are+ -+ Ape) = 1ke = e.

(b) Wegen Ae = e ist A = 1 Eigenwert von A mit Eigenvektor e, d. h. es gilt
0(A) > 1. Gemifl Lemma 1.28 gilt aber auch

n
o(A) < [ Ao = max Y layl = max (Ae); =1
1:1,...,nj:1 i=1,...,n

und somit o(A) = A = 1.
(c) Sei J eine Jordansche Normalform von A gemé&f

TYAT = J = diag(Jy, ... , J,),
0 ng)

Ji=MI+ N, N;= R el e 0,1},



(d)

wobei A\; # A; fiir ¢ # j. Gibt es ein k € {1,...,r} mit [\g] = 1 und
Nj # 0, d. h. sind algebraische und geometrische Vielfachheit von Ay
verschieden, so gilt
!
l .y
Jh=MI+Np)' =" ( .)AL"N,@.
. i
1=0
Wegen Nj # 0 enthélt Ni mindestens eine 1. Damit folgt fiir beliebiges
leN
1Tklloo = Akl + 1A =1+ 1
und somit
I4+1< [T oo < 17 loe = IT2AMT || oo <
< T sl A oo T floe = condoo T

im Widerspruch zur Beschranktheit von cond,, T

Durch Transformation auf Jordansche Normalform geniigt es, einzelne
Jordanblécke zu untersuchen.

1. Fall: A=1
Nach Teil (c) gilt fiir den zugehorigen Jordanblock
J=AM+N=1
und damit
lzkjﬂ = lzkjf— "=
k= ok i=1 N .

2. Fall: A =1, A#1
Nach Teil (c) gilt fiir den zugehorigen Jordanblock

J=MN+N=A

und damit i i
1 o1 TR
- JI==N NI=2—_"1"30
k Z: k Z: E A—1 ’
=1 =1
letzteres wegen

1Ak+1—1‘ N A S R =

- 0.
Fa—1 KA—1] k-1

3. Fall: |\ <1
Fiir den zugehorigen Jordanblock gilt o(J) < 1. Dies ist aber dquivalent

— 00

zu JFRF200. Dal — J nichtsingulér ist, folgt die Behauptung aus

&L 1 o
I 3T =T~ Jhryk2eoq
=1

Also existiert der Grenzwert limp_,oo %(A + A% 4 ... 4 AF) und ist sto-
chastisch, da jedes Folgeglied stochastisch ist.



Korollar 3.4
Sei A € R™" stochastisch. Dann gilt

(3.13) mnlf;mzz—u—Axf—Aﬁ.
=1

k—oo k —

Beweis:

Da algebraische und geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A = 1 von A
nach Teil (¢) von Satz 3.3 gleich sind, gibt es eine Jordansche Normalform
von I — A der Form

_ C 0
T7YI - AT = l 0 o]

mit C nichtsingulédr. Die Matrix I — A besitzt also eine Gruppeninverse

[ -1
(I—-A* =T CO S]T_l.

Da aber

-1 .
T AT = 0 I

[ 1-C 0]

ist und I — C keinen Eigenwert 1 besitzt, folgt nach Teil (d) von Satz 3.3

lim T—l(;iAi)T: l 8 ?

k—o0 Pt

Die Behauptung folgt nun aus

e et e e | A e F

3.3 Differentiell-algebraische Gleichungen

Bei der Motivation der Drazin-Inversen wurde mit (2.12) schon die allge-
meine Losung der speziellen impliziten Differentialgleichung (2.11) angespro-
chen. Hier soll eine geschlossene Darstellung von Lésungen sogenannter linearer
differentiell-algebraischen Gleichungen mit konstanten Koeflizienten

(3.14) Ei = Az + f(t),

wobei E, A € C™" und f € C([a,b],C"), zumindest fiir den Fall, da§ man durch
Angabe eines Anfangswertes

(3.15) x(to) = xo, to € [a,b], z9e€C"



die Losung eindeutig machen kann, angesprochen werden. Dies impliziert, dafl
das homogene Problem

(3.16) Ei = Az, x(ty) =0
nur die triviale Losung besitzen soll.

Lemma 3.5
Seien E, A € C™™ und A € C derart, dal AE — A nichtsingulér ist. Weiter seien

(3.17) E=0ME—-A)TE, A=0\E—-A)'A.
Dann gilt

(3.18) EA = AFE.

Beweis:

Es gilt A\E — A = I und somit

EA=EW\E—-1)=(\E—-1)E = AE.

Satz 3.6
Seien E, A € C™". Das Problem (3.16) besitzt genau dann nur die triviale
Losung, wenn es ein A € C mit AE — A nichtsingulér gibt.

Beweis:
Sei A € C derart, daB AE— A nichtsingulér ist. Seien £, A durch (3.17) festgelegt.
Das Problem (3.16) hat die gleichen Lésungen wie

Ei = Az, xz(tg) =0.
Transformation von F auf Jordansche Normalform gemif

TIET:lC 0 1

0 N

mit C nichtsinguléir und N nilpotent liefert wegen A = NE — T

i [xe=1 0
T AT_[ 0 owv_r1l

Setzt man noch
Tz = 1
i) ’
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so kann man das transformierte Problem

Cil = (/\C — I)xl, xl(to) = 0,
N:i’g = ()\N — I)l‘z, 172(250) =0

betrachten. Da C nichtsingulér ist, ist die erste Gleichung &quivalent zu ei-
ner (homogenen) gewohnlichen Differentialgleichung. In diesem Fall folgt sofort
x1 = 0 als Losung. Mit £k = ind N = ind £ folgt aus der zweiten Gleichung
durch Multiplikation mit N*~1, daB

0= NI - AN)zy = N¥ 1oy
und damit auch N¥~i, = 0. Multiplikation mit N*=2 liefert dann
0= NF"2(I = AN)zy = N* 2,
usw. bis o = 0. Also gibt es nur die triviale Losung. Man beachte, dafl die

Anfangsbedingung z2(typ) = 0 nicht benutzt wurde.

Sei andererseits AF — A singuldr fiir alle A € C. Zu n + 1 paarweise verschie-
denden \; € C gibt es Vektoren v; € C" \ {0} mit

(AZ‘E — A)UZ =0.
Da die Vektoren v, ... ,v,11 linear abhéngig sind, gibt es ay,... ,an+1 € C
mit
n+1

Z ;U = 0
i=1
und o. E. ap41 # 0. Wéhlt man die Funktion x geméaf

n+1
a(t)=> aeiltTto)y,
i=1

so ist x # 0, auBerdem z(tp) = 0 und

n+1
Bi(t) — Ax(t) = > 0T (NE — Ay, = 0,
=1

sodafl = eine nichttriviale Losung von (3.16) ist.

Definition 3.7
Seien E, A € C™". Man nennt das Paar (F, A) regulir genau dann, wenn das
charakteristische Polynom

(3.19) p(A) = det(AE — A)

nicht identisch verschwindet.



Satz 3.8

Seien E, A € C™" derart, da} (E, A) reguldr ist, mit E, A entsprechend Lem-
ma 3.5 sowie k = ind E. Alle Lésungen des zu (3.14) gehorigen homogenen
Problems haben die Form

(3.20) x(t) = eEDA(t_tO)EDEc, ceCm.

Es ist z( ein konsistenter Anfagswert fiir das homogene Problem (d. h. es exis-
tiert eine Losung des Anfangswertproblems) genau dann, wenn

(3.21) zo € bild E* = bild(EPE).

Ist f € C*([a,b],C"), so hat das inhomogene Problem (3.14) die spezielle Li-
sung

k—1
(3.22) x(t):/ EPAG=) D f(s) ds — (I — EPE) S (EPA) AP f) (1),
=0

to

wobei f = (AE—A)~!f. Es ist 2 ein konsistenter Anfangswert fiir (3.14) genau
dann, wenn

(3.23) 2o € @ + bild(EPE)
mit
k—1 R o
(3.24) W =—(1—EPE)S (EPAAP fO) ().
=0

Die zugehorige eindeutige Losung ist gegeben als Summe von (3.20) mit ¢ = zg
und (3.22).

Beweis:
Wie oben betrachten wir statt (3.14) die Gleichung

Ei = Az + f(t),

die genau die gleichen Lésungen besitzt.

Transformation auf Jordansche Normalform von E wie im Beweis zu Satz 3.6
liefert als zu losendes homogenes Problem

Ci‘lz()\C—I)wl, Ni‘QZ()\N—I){L'Q

Wie dort schon gezeigt hat die zweite Gleichung nur die triviale Losung. Die
erste Gleichung hat die allgemeine Lsung

:L‘l(t) _ eCfl(AC—I)(t—to)Cl‘

Zusammen kann man das in der Form

omren([§ 2] w4 8]



darstellen. Wegen exp(T~'AT) = T 'exp(A)T folgt (3.20). Umgekehrt ist
(3.20) wegen

Ei(t) — Ax(t) = E7At-0)(EEP AEPE — AEPE) =0

nach Lemma 2.4 Losung des homogenen Problems. Mogliche Anfangswerte sind
nun also solche zg € C™ mit

zo=EPFEe, ceC”

und damit (3.21). Fiir (3.22) erhilt man unter Verwendung von

(I—EDE)ADA:T[S ?HO (ANEI)*H* 0 ]T—lz

:T[O O]T—lzf—EDE

schliefllich

Letztendlich ergibt sich (3.23) entsprechend durch Auswerten von (3.22) gemifl
x(tp) = w dann zusammen mit (3.21).
|

3.4 Verteilungsfunktionen

Definition 3.9 (Wahrscheinlichkeitsraum)
Sei  eine nichtleere Menge und A C P() eine o-Algebra, d. h. gelte

(a) Qe A,
(3.25) (b) Ae A = A°=Q\Ac A,
(C) A;eA ielCN = UieIAiEAv
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so heifit (2,.A) ein meBibarer Raum. Ist weiter P : A — [0, 1] eine Funktion mit

(a) P(A) >0 fiir alle A € A,
' (c) AiEA,Z’EIQN,AZ’mAj:@fﬁI"Z’%j

= P(Uier Ai) = Xier P(Ai),

so heifit (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und P ein Wahrscheinlichkeits-
maf} auf (£2,.4). Die Mengen A € A heifien Ereignisse.

Wir beschriinken uns hier auf den Fall Q = R, A = B, wobei B die sogenannte
Borelsche o-Algebra ist, d. h. die kleinste o-Algebra, die alle Intervalle der Form
(a, b] enthilt.

Definition 3.10 (Verteilungsfunktion)
Eine Funktion F : R — [0,1] heifit Verteilungsfunktion, wenn F' rechtsstetig
und monoton wachsend ist und lim,_,_~ F(z) = 0 und lim,_, o F(x) = 1 gilt.

Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (R, B) mit P(R) = 1, so erhélt man durch
(3.27) F(z) = P((—o0,2]) fir x € R

sowie F'(—oo0) = 0 und F(400) = 1 eine solche Verteilungsfunktion. Man be-
achte, dal man P aus F' wegen

(3.28) P((—00,a]) + P((a,b]) = P((—o0,b])
bzw.
(3.29) P((a,b]) = F(b) — F(a)

zuriickerhalten kann.
Man wiirde nun gerne das Wahrscheinlichkeitsmafl P durch Transformation
der Gleichverteilung auf ([0, 1], By j)) realisieren.

Satz 3.11
Sei F' eine Verteilungsfunktion. Durch

(3.30) F(y)=inf{x e R| F(z) > y}

wird eine (innere und duflere) Inverse F~ : [0,1] — R von F definiert. Diese ist
linksstetig und monoton wachsend und hat die Eigenschaften

(a) Fo(F(2)) <,
(b) y < F(F~(y)),

(3.31) (c) F(F™(F(x)) = F(x),
(d) F(F(F~(y) = F~(y),
() F(y)<z & y< F(z)



Beweis:
Ist y1 < yo, so gilt

P(y) = int{z € K| F(z) > 1} <
=inf{z e R| F(z) > y2} = F~ (v2).

Also ist '~ monoton wachsend.

Setzt man in (3.30) speziell y = F(z) fiir z € R, so ist  in der Menge und es
gilt (3.31a).

Gegeben sei y € [0, 1]. Setzt man x = F~ (y), so gibt es per Definition des Infi-
mums eine Folge z,, |  mit F(z,) > y. Da F rechtsstetig ist, folgt F'(x) >y
bzw. (3.31b).

Sei x € R. Wegen der Monotonie von F folgt aus (3.31a)
F(F™(F(x))) < F(x)

und fiir y = F(z) in (3.31b)
Fx) < F(F~(F(x))),

also (3.31c), analog (3.31d). AuBerdem gilt (3.31e) wegen

F(y) <z = F(F (y) < F(z)
— y < F(x)
= F(y) < F (F(x))
= F (y) <z

Zu zeigen bleibt die Linksstetigkeit von F'~. Sei dazu y, T wo, es gelte aber
F~(yn) T 24 < 20 = F~(y0). Dann folgt mit (3.31b)

yn < F(F~(yn)) < F(xp)

bzw. im Grenzwert
yo < F(xg).

Mit (3.31a) ergibt sich daraus
ro = F"(yo) < F~ (F(xp)) < g

im Widerspruch zur Annahme.
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Man kann also F'~ nach (3.30) auffassen als spezielle innere und duflere Inverse
von F'. Das spezielle dabei sind hier die Monotonie-Eigenschaften. Man beachte,
dafl im vorliegenden Fall zum ersten Mal eine verallgemeinerte Inverse einer
nichtlinearen Abbildung behandelt wurde.

Beispiel 3.12

X
A
14 14
—)
0 % - 0 —
0 F 1 v 0 p- 1Y
X
A
11 14
—)
0 > 0 % -
0 fpop- 1Y 0  p-oF 1
O

Definition 3.13

Seien (2, .A) und (£, A") zwei mefibare Rdume. Eine Funktion X :  — Q' heifit
mefbar genau dann, wenn X ~1(A4’) € A fiir alle A’ € (V. Eine Zufallsvariable
ist eine auf der Stichprobenmenge 2 eines Wahrscheinlichkeitsraumes definierte
mefibare Funktion. Ist (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R
eine Zufallsvariable, so heifit die Funktion F : R — [0, 1] definiert durch

(3.32) Fx(y) = P(X <y) = Pw e Q| X(w) <y})

Verteilungsfunktion von X.

13



Definition 3.14

Sei X eine Zufallsvariable bezogen auf die Rdume (R, B, P) und ([0, 1], Bio,11, A)s
wobei A das Lebesgue-Maf ist. Man nennt X in [0, 1] gleichverteilt genau dann,
wenn

(3.33) P(X7Y(B)) = A\(B) fiir alle B € By ;.

Satz 3.15

Sei X : R — [0, 1] gleichverteilt in [0, 1]. Sei F die zu P gehérige Verteilungsfunk-
tion mit verallgemeinerter Inverser F'~. Dann hat die Zufallsvariable F'~(X)
ebenfalls F' als Verteilungsfunktion.

Beweis:
Sei Y = F~(X). Dann gilt
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