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Ergénzung zur Vorlesung
Verallgemeinerte Inverse

1.6 Verallgemeinerungen und Nebenbedingungen

Zwei mogliche Verallgemeinerungen der Moore-Penrose-Pseudoinversen sind so-
fort denkbar. Zum einen kann man gewisse Axiome (1.13) weglassen. Zum
anderen kann man auch das Problem (1.1) oder (1.4) in eine grofere Klasse
einbetten.

Satz 1.39

Sei A € C"™"™ und A~ € C™™. Es ist x = A7 fiir jedes b € bild A Losung von
Az = b genau dann, wenn AA~ A = A gilt, d. h. wenn A~ dem Axiom (1.13a)
geniigt. In diesem Fall 148t sich jede Losung von Az = b in der Form

(1.56) r=A"b+(I—-A Ay, vel"

schreiben.

Beweis:
Sei x = A7b fiir jedes b € bild A Losung von Ax = b, d. h. sei AA™b = b fiir
jedes b € bild A. Da jede Spalte von A in bild A liegt, folgt sofort AA~A = A.

Sei umgekehrt AA~™A = A. Zu b € bild A gibt es ein v € C" mit b = Au. Dann
gilt AA~Au = Au bzw. AAb=0>b,d. h. Ax =b fir z = A™b.

Fiir z aus (1.56) gilt mit b = Au
Ar = AA T Au+ A(I — A" A)v = Au=b.

Jedes solche x ist also Losung. Sei nun zo eine zweite Losung neben 1 = A™b.
Dann gilt A(xe — x1) = 0. Wihlt man nun v = z9 — x1, so gilt

xo=x1+ (k2 —21) =A"b+ (I — A" A).

Lemma 1.40
Sei A € C™"™ und geniige A~ € C™™ dem Axiom (1.13a), so gilt

a) rang A~ > rang A,

(1.57) b) rang(AA~) =rang(A~A) = rang A,
' c) A~ A =1, falls rang A = n,

d

) AA™ = I, falls rang A = m.



Beweis:
Fiir (a) schliet man

rang A = rang(AA™ A) <rang A™.
Fir (b) schlieBt man

rang(AA™) <rang A = rang(AA~A) < rang(AA™),
rang(A~A) <rang A = rang(AA~A) < rang(A~A).

Fiir (c) schlieBt man aus A—A € C%" rang(A~A) = n und (A~A)? =
ATAA"A=AA daB A=A =I,.
Fiir (d) schlieBt man aus AA~ € C™™, rang(AA~) = m und (AA™)? =
AATAA™ = AA~, daBB AA™ = [,.

U

Satz 1.41
Sei A € C"™"™ und geniige A~ € C™™ den Axiomen (1.13a,b), so gilt

(a) kern A @ bild A~ = C",

(1.58) (b)  bildA®kern A~ = C™.

Seien X1, X5 zwei solche Inversen von A mit

(1.59) kern X; = kern Xo, bild X; = bild X,

so folgt X1 = Xs, d. h. durch Vorgabe von Kern und Bild legt man eindeutig
eine solche Inverse fest.

Beweis:
Ist rang A = r, so liefert (1.13a,b) entsprechend (1.57)

rang A = rang A~ =rang(A~A) = rang(AA™) =r.

Insbesondere sind P = A~ A und @) = AA~ Projektoren auf bild A~ bzw. bild A.
Daraus folgt, da I — P = I — A~ A ein Projektor ist mit bild(I — P) D kern A.
Da aber rang(I — P) = n —r = dimkern A ist, gilt bild(/ — P) = kern A.
Entsprechend folgt bild(I — Q) = kern A~. Also

C™ = bild P @ bild( — P) = bild A~ @ kern A,

C™ =bildQ @ bild(I — Q) = bild A ® kern A™.

Seien X1, Xo € C™™ jeweils mit (1.13a,b) sowie (1.59). Aus
kern X; = kern Xy = bild(I — AX>)

schlieffit man Xl(I — AXQ) = 0 bzw. X1 == XlAXQ oder AX1 = AXlAXQ =
AXs5. Aus
bild X7 = bild X5 = bild(X3A)
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schliefit man X1 AX>A4 = XA oder X1 A = XsA. Damit gilt dann
X1 = X1AX = Xo0AX] = Xo0AXs = X,

Satz 1.42
Sei A € C™"™ und A~ € C™™. Es ist x = A7) fiir jedes b € C™ Losung von
||Az — bl|2 = min genau dann, wenn A~ den Axiomen (1.13a,c) geniigt
Beweis:
Sei x = A~b fiir jedes b € C™ Losung von ||Ax — b|jz = min, d. h. von A7 Az =
AHp. Dann gilt fiir alle b € C™

ATAAD = ATp
und damit A7 AA~ = AY. Daraus schlieBt man (AT)7 AT AA- = (AT)HAH
bzw. AA~ = AA™T, was sofort (1.13a,c) impliziert.
Sei nun A~ € C™™ mit (1.13a,c). Dann gilt fir b€ C™ und . = A™b

A Ag = AHAATD = AH(AT)HATD = (AA~A)Hb = AHD.

Satz 1.43
Sei A € C™™ und A~ € C™™. Es ist + = A7) fiir jedes b € bild A Losung
von Az = b mit minimalem ||z||2 genau dann, wenn A~ den Axiomen (1.13a,d)
genigt
Beweis:
Sei x = A™b fiir jedes b € bild A die kiirzeste Losung von Ax = b. Dann gilt fiir
alle b € bild A
A b= A%

bzw. fiir alle u € C"

A”Au = At Au,
d. h. A=A = AT A, was sofort (1.13a,d) impliziert.
Sei nun A~ € C™™ mit (1.13a,d) und sei b = Au. Dann ist x = A~b nach
Satz 1.39 Losung von Ax = b und fiir jedes v € kern A gilt

|z +vl|3 =282 + 2o + oz + oo =
=z + (A7 Aw)T + o (A~ Au) + oo =
_ .H H - H pH/ A—\H H,  _
=z'z+u'A é%—i—v 1;4 (A7) " u+v7v =
= ll2ll3 + Ivll3 > /3.



Satz 1.44 (Bott/Duffin)
Sei A € C™" und L € C*»" mit M = ALL" + (I — LL™") nichtsingulir. Dann
hat das beschrénkte Problem

(1.60) Ar+y=0b, wzebildL, vy € cobildL

fiir jedes b € C™ die eindeutige Losung

(1.61) x =AM, y=(I—-AAD,

wobei die sog. Bott-Duffin-Inverse A" von A gegeben ist durch
(1.62) Al =Lrtmt

Diese erfiillt

(a) LLt=AVALL*Y = LLTAAL,

(1.63) (b) Al =LLYAL = ALLL*

und ist die eindeutige verallgemeinerte Inverse von A = LLTALLt mit
bild A” = bild L und kern A = cobild L, die den Axiomen (1.13a,b) geniigt.

Beweis:
Setzt man z = x +y, soist x = LLTz und y = (I — LL")z und (1.60) wird zu
Mz = b mit der einzigen Losung z = M ~!b. Beriicksichtigt man

(I —LLYYM ' = (M - ALLY) M~ =1 — AAL,
so ergibt sich daraus sofort (1.61). Multiplikation der obigen Beziehung von links
mit LLT liefert LLY = LLYAAL. Aus MLLT E"ALLT und ALM“2LL*

folgt
LLT =LLYLLY = APMMYALLT = AYALLT.

An (1.62) erkennt man sofort, da LLT A" = A ist. SchlieBlich gilt
AWI —LLT) = AY(M — ALLT) = ALM — AYALLT = LLY — LLT =0
und damit A¥ = AYLL*. Aus (1.63) erhilt man nun

=LL* =LLt+
- - /_/% - - /_/_
AAYA=LLYTALLTAYLLTALLT = A, AVAAY = APLLT ALLT A" = A",
—AL —AL

Daf bild A” = bild L, entnimmt man sofort (1.62). AuBierdem gilt
kern AL = kern(AYLL™) = cobild(LLT (AL)H) D
D cobild(LL*') = cobild(LLTM™1) = cobild A%,
Da bei einer quadratischen Matrix Dimension von Kern und Kobild gleich sind,

gilt sogar
kern AY = cobild AY = cobild L.



Satz 1.45
Sei Ae C™" beC™, CeCP" deCPund THT = I mit bildT = kernC.
Das Minimierungsproblem

(1.64) |z]|]2 = min s. t. ||[Az — b|]2 = min s. t. ||[Cz — d||2 = min
besitzt die eindeutige Losung

(1.65) r=CYd+T(AT)"(b— ACTd).

Beweis:
Alle Losungen von ||Cx — d||2 = min haben die Form

r=0C%Yd+Tw.
Der Vektor w ist dann aus dem Problem
|CTd+ Twl|z = min s. t. |ACTd + ATw — b||2 = min
zu bestimmen. Wegen

|CTd+ Tw|3 = d(CcHCrd+ dT(CHITw + wITHCT d+ wHTHTw =
=d"(CcHCrd + whw = [|CTd|3 + w3
ist dieses dquivalent zu

w2 = min s. t. |ATw — (b — AC"d)||2 = min

mit der Losung
w= (AT)*(b— ACTd),

was dann (1.65) liefert.

Bemerkung 1.46
Setzt man mit den Bezeichnungen des vorigen Satzes E =1 —CTC = TTH, so
gilt mit

(1.66) (AT)" = (TH AT AT)TTH AH
nach (1.18h) und

(1.67) T(THATAT)*TH = (EAY AE)T,
daB x in (1.65) dargestellt werden kann als

(1.68) x=CTd+ (EATAE)T(AHb — A ACTa).



Dies kann dazu benutzt werden zu zeigen, dafl man x auch auffassen kann als
erste Komponente von

H H H vgl. orma. eichung
(1 69) . = A A C A b . biivANKuhn—l'gI;‘luck}er—l\/gIatrix
Yy C 0 d

Setzt man

(1.70)  A° = (AE)* = T(AT)" = (EAY AE)"EAH = (EAY AR)T A,
letzteres wegen TH E = TH und (1.67), so ergibt sich

(1.71) == (AE) b+ (I — (AE)TA)CtTd = A% + (I — AA)Ctd, v&- 159

weswegen AC auch als bzgl. C eingeschrinkte Pseudoinverse von A bezeichnet
wird.



