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Ergänzung zur Vorlesung

Verallgemeinerte Inverse

Satz 1.22

Mit den Bezeichnungen von Lemma 1.21 gilt

im Fall z 6= 0, t 6= 0

(A+ uvH)+ = A+ −A+uz+ − (t+)HvHA+ + d(t+)Hz+,(1.39a)

im Fall z = 0, t 6= 0, d = 0

(A+ uvH)+ = A+ − (A+u)(A+u)+A+ − (t+)HvHA+,(1.39b)

im Fall z = 0, d 6= 0

(A+ uvH)+ = A+ + (dH)−1t (A+u)HA+ − dHσ−1p qH ,(1.39c)

wobei p = A+u + (dH)−1‖A+u‖22 t, q
H = vHA+ + (dH)−1‖t‖22 (A

+u)HA+ und
σ = ‖A+u‖22 ‖t‖

2
2 + |d|2,

im Fall z = 0, t = 0, d = 0

(A+ uvH)+ = A+ − (A+u)(A+u)+A+ −A+(vHA+)+(vHA+) +
+ (A+u)+A+(vHA+)+(A+u)(vHA+).

(1.39d)

Beweis:
Sei X die rechte Seite von (1.39a). Dann gilt

(A+ uvH)X
(1.37b)
= AA+ −AA+u

︸ ︷︷ ︸

=u−z

z+ + uvHA+ − uvHA+uz+ −

− u vH(t+)H
︸ ︷︷ ︸

=1

vHA+ + du vH(t+)H
︸ ︷︷ ︸

=1

z+ =

(1.37c,d)
= AA+ − uz+ + zz+ + uvHA+ − uvHA+uz+ −

− uvHA+ + uz+ + u vHA+u
︸ ︷︷ ︸

=d−1

z+ =

= AA+ + zz+ hermitesch

und

X(A+ uvH)
(1.37a)
= A+A− (t+)H vHA+A

︸ ︷︷ ︸

=vH−tH

+A+uvH −A+u z+u
︸︷︷︸

=1

vH −

− (t+)HvHA+uvH + d(t+)H z+u
︸︷︷︸

=1

vH =

(1.37c,d)
= A+A− (t+)HvH + (t+)HtH +A+uvH −A+uvH −

− (t+)HvHA+uvH + (t+)HvH + (t+)H vHA+u
︸ ︷︷ ︸

=d−1

vH =

= A+A+ (t+)HtH hermitesch.
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Daraus folgt

(A+ uvH)X(A+ uvH) = (A+ uvH)(A+A+ (t+)HtH) =

(1.37b)
= A+ u vHA+A

︸ ︷︷ ︸

=vH−tH

+ u vH(t+)H
︸ ︷︷ ︸

=1

tH =

(1.37c,d)
= A+ uvH − utH + utH = A+ uvH

und
X(A+ uvH)X = X(AA+ + zz+) =

(1.37a)
= A+ − (t+)HvHA+ −A+uz + d(t+)Hz+ = X.

Sei X die rechte Seite von (1.39b). Dann gilt

(A+ uvH)X
(1.37b)
= AA+ −A(A+u)

︸ ︷︷ ︸

=u−z

(A+u)+A+ + uvHA+ −

− u vH(A+u)
︸ ︷︷ ︸

=−1

(A+u)+A+ − u vH(t+)H
︸ ︷︷ ︸

=1

vHA+ =

(1.37c,d)
= AA+ − u(A+u)+A+ + uvHA+ + u(A+u)+A+ − uvHA+ =

= AA+ hermitesch

und

X(A+ uvH) = A+A− (A+u)(A+u)+A+A− (t+)H vHA+A
︸ ︷︷ ︸

=vH−tH

+

+A+uvH − (A+u)(A+u)+A+uvH − (t+)H vHA+u
︸ ︷︷ ︸

=−1

vH =

(1.37c,d)
= A+A− (A+A(A+u)(A+u)+)H − (t+)HvH + (t+)HtH +

+A+uvH −A+uvH + (t+)HvH =

= A+A− (A+u)(A+u)+ + (t+)HtH hermitesch.

Daraus folgt

(A+ uvH)X(A+ uvH) = AA+(A+ uvH) =

(1.37c,d)
= A+AA+u

︸ ︷︷ ︸

=u

vH = A+ uvH

und
X(A+ uvH)X = XAA+ = X.

Sei X die rechte Seite von (1.39c). Für u = 0 ist die Behauptung trivial. Sei
also u 6= 0. Zunächst gilt wegen z = 0, d 6= 0 nach (1.38)

rang(A+ uvH) = rang

[

A 0
tH −d

]

− 1 = rangA .

Außerdem ist u ∈ bildA wegen z = 0. Zusammen ergibt das bild(A + uvH) =
bildA und somit

(A+ uvH)(A+ uvH)+ = AA+,
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da es nur einen orthogonalen Projektor auf bildA gibt. Wegen qHAA+ = qH

folgt dann

X(A+ uvH)(A+ uvH)+ = XAA+ = X

und die erste Voraussetzung von Lemma 1.20 ist erfüllt. Um auch die zweite
Voraussetzung nachzuweisen, betrachten wir die hermitesche Matrix

S = A+A− (A+u)(A+u)+ + pp+.

Wegen A+Ap = A+u und

(A+u)(A+u)+p = [pH(A+u)(A+u)+]H =
= [uH(A+)H(A+u)(A+u)+]H =
= (A+u)(A+u)+(A+u) = A+u

gilt

S2 = A+A− (A+u)(A+u)+A+A+ pp+A+A−
−A+A(A+u)(A+u)+ + (A+u)(A+u)+ − pp+(A+u)(A+u)+ +
+A+App+ − (A+u)(A+u)+pp+ + pp+ =

= S + F + FH ,

wobei

F = A+App+ − (A+u)(A+u)+pp+ =
= A+App+ − [(p+)HpH(A+u)(A+u)+]H =
= A+up+ − [(p+)H(A+u)H(A+u)(A+u)+]H =
= A+up+ −A+up+ = 0 ,

d. h. S ist idempotent. Also gilt nach Lemma 1.19

rangS = spurS = spur(A+A)− spur((A+u)(A+u)+) + spur(pp+) =
= rang(A+A)− rang((A+u)(A+u)+) + rang(pp+).

Wegen

p = 0 ⇒ Ap = AA+Au = 0
z = 0
⇒ u = 0 ⇒ A+u = 0 ⇒ p = 0

folgt aus u 6= 0 sofort p 6= 0 und A+u 6= 0, d. h.

rang((A+u)(A+u)+) = rang(pp+) = 1

bzw.

rangS = rang(A+A) = rangA = rang(A+ uvH).
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Damit gilt

(A+ uvH)S = A−A(A+u)
︸ ︷︷ ︸

=u

(A+u)+ + Ap
︸︷︷︸

=u

p+ +

+ u vHA+A
︸ ︷︷ ︸

=vH−tH

− u vH(A+u)
︸ ︷︷ ︸

=d−1

(A+u)+ + uvHpp+ =

= A− u(A+u)+ + up+ + uvH − utH −

− du(A+u)+ + u(A+u)+ +

+ u vHA+u
︸ ︷︷ ︸

=d−1

+ u(dH)−1 ||A+u‖22

=v
H
t

︷︸︸︷

‖t‖22
︸ ︷︷ ︸

=σ−|d|2

p+ =

= A+ uvH + up+ − utH − du(A+u)+ +

+ dup+ − up+ + u(dH)−1σp+ − dup+ =

= A+ uvH − u(tH + d(A+u)+ − (dH)−1σp+) =

= A+ uvH ,

letzteres wegen

pHp = ‖A+u‖22 + |d|−2‖A+u‖42 ‖t‖
2
2 = ‖A+u‖22 |d|

−2σ 6= 0

und

(dH)−1σp+ = (dH)−1σ (pHp)−1pH =

= (dH)−1|d|2‖A+u‖−2
2 (A+u+ (dH)−1‖A+u‖22 t)

H =

= tH + d (A+u)+.

Da S ein orthogonaler Projektor ist, bedeutet die obige Beziehung wegen der
Gleichheit der Ränge, daß

cokern(A+ uvH) = bildS

bzw.

(A+ uvH)+(A+ uvH) = S .

Für die zweite Voraussetzung von Lemma 1.20 bleibt also X(A+ uvH) = S zu
zeigen. Mit

qHu = vHA+u+ (dH)−1 ‖t‖22 ‖A
+u‖22 =

= d− 1 + (dH)−1(σ − dHd) = (dH)−1σ − 1
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erhält man

X(A+ uvH) = A+A+ (dH)−1t (A+u)HA+A− dHσ−1pqHA+

+A+uvH + (dH)−1t (A+u)HA+uvH − dHσ−1pqHuvH =

= A+A+ (dH)−1t (A+u)H − dHσ−1pqHA+

+ pvH − pvH + dHσ−1pvH =

= A+A+ (dH)−1t (A+u)H − dHσ−1p (qHA− vH) =

= A+A+ (dH)−1t (A+u)H −

− dHσ−1p (−tH + (dH)−1‖t‖22 (A
+u)HA+A) =

= A+A+ (dH)−1t (A+u)H −

− dHσ−1p (d ‖A+u‖−2
2 (A+u)H − d ‖A+u‖−2

2 pH +

+ (dH)−1‖t‖22 (A
+u)H) =

= A+A+ (dH)−1t (A+u)H −

− dHσ−1p (d (A+u)+ − d (dHd)−1σ (pHp)−1pH +

+ (dH)−1‖t‖22 ‖A
+u‖22 (A

+u)+) =

= A+A+ (dH)−1t (A+u)H + pp+ −

− σ−1p (dHd+ ‖t‖22 ‖A
+u‖22) (A

+u)+ =

= A+A+ (p−A+u) ‖A+u‖−2
2 (A+u)H + pp+ − p(A+u)+ =

= A+A− (A+u)(A+u)+ + pp+ = S .

Sei X die rechte Seite von (1.39d). Wegen

d = 0 ⇐⇒ vHA+u = −1

verschwinden weder u noch v. Mit z = 0 und t = 0 verschwinden dann auch
weder A+u noch vHA+. Die Matrix A+A− (A+u)(A+u)+ ist ein orthogonaler
Projektor, für den nach Lemma 1.19 gilt

rang(A+A− (A+u)(A+u)+)
(1.35d)
= rangA− 1

(1.38)
= rang(A+ uvH).

Wegen

(A+ uvH)(A+A− (A+u)(A+u)+) =

= A−A(A+u)
︸ ︷︷ ︸

=u

(A+u)+ + u vHA+A
︸ ︷︷ ︸

=vH

− u vH(A+u)
︸ ︷︷ ︸

=−1

(A+u)+ =

= A− u(A+u)+ + uvH + u(A+u)+ = A+ uvH

gilt

(A+ uvH)+(A+ uvH) = A+A− (A+u)(A+u)+,

(A+ uvH)(A+ uvH)+ = AA+ − (vHA+)+(vHA+),

letzteres aus Symmetriegründen. Mit XAA+ = X sowie

X(A+ uvH)(A+ uvH)+ = X(AA+ − (vHA+)+(vHA+) =

= X −A+(vHA+)+(vHA+) + (A+u)(A+u)+A+(vHA+)+(vHA+) +

+A+(vHA+)+(vHA+)− (A+u)+A+(vHA+)+(A+u)(vHA+) = X
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sowie

X(A+ uvH) = A+A− (A+u)(A+u)+A+A−A+(vHA+)+vH +

+ (A+u)+A+(vHA+)+(A+u)vH +A+uvH −

− (A+u)(A+u)+A+uvH −A+(vHA+)+(vHA+)uvH +

+ (A+u)+A+(vHA+)+(A+u)(vHA+)uvH =

= A+A− (A+u)(A+u)+ = (A+ uvH)+(A+ uvH)

folgt die Behauptung nach Lemma 1.20.
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