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4. Die Kohomologische Brauer-Gruppe

Wir verwenden jetzt die im vorigen Kapitel entwickelte Kohomologie-Theorie zur
Untersuchung der Brauer-Gruppe. Wir missen jedoch vorher eine etwas modifizierte
Konstruktion einflhren, welche beriicksichtigt, daf3 die absolute Galois-Gruppe durch
ihre endlichen Faktoren bereits vollstandig festgelegt ist. Mit anderen Worten, wir haben
zunachst noch die Kohomologie-Theorie der proendlichen Gruppen zu entwickeln. Als
Ergebnis unserer Bemihungen wird sich herausstellen, daf? man die Brauer-Gruppe mit
einer zweiten Kohomologie-Gruppe (disemal mit Koeffizienten in einem G-Modul)
identifizieren kann. Dies wird uns in die Lage versetzen, einfache Beweise fur die
grundlegenden Tatsachen bezuglich der Brauer-Gruppe anzugeben, zum Beispiel der
Tatsache, dal3 es eine Torsionsgruppe ist. Wir werden auch die Grundlagen der Index-
Theorie und der Perioden von zentralen einfachen Algebren mit Hilfe der Kohomologie-
Theorie behandeln. Schliel3lich wird hier eines der Hauptobjekte fur die Untersuchungen
in diesem Buch auftreten: das Galois-Symbol.

Die Kohomologie-Theorie der proendlichen Gruppe ist von John Tate in den spaten
Funfziger Jahren eingefuhrt worden und war durch die Garben-theoretischen
Betrachtungen von Alexander Grothendieck motiviert. Tates urspringliches Ziel bestand
in der Entwicklung eines geeigneten Formalismus fur die Klassenkdrper-Theorie. Tate
selbst hat seine Arbeit nie veroffentlicht, sodal3 diese erst durch den Artikel [4] von
Serre, der auch viele eigene Beitrage enthalt, einer grol3eren mathematischen
Gemeindschaft zugéanglich wurde. Es war Brauer selbst, der die Brauer-Gruppe unter
Verwendung seiner Faktorsysteme als zweite Kohomologie-Gruppe beschrieben hat.
Serre verdanken wir die Einsicht, daf3 die Abstiegstheorie benutzt werden kann fur einen
mehr begrifflichen Beweis. Das Galois-Symbol ist von Tate in Zusammenhang mit der
algebraischen Theorie des Potenzreste-Symbols definiert worden, einem Gegenstand,
welcher in den sechziger Jahren intensiv von Bass, Milnor, Moore, Serre und anderen
untersucht wurde.

4.1. Proendliche Gruppen und Galois-Gruppen

Es wird keine Uberraschung sein, dal3 die Hauptanwendung der im vorigen Kapitel
entwickelten kohomologischen Techniken im Fall auftritt, da? G die Galois-Gruppe
einer endlichen Korpererweiterung ist. Es wird jedoch nitzlich sein, auch den Fall
unendlicher Galois-Erweiterungen zu betrachten, und insbesondere die Erweiterung
k /K,
s

wobei kS eine separable Abschliel3ung von k bezeichnet.

4.1.1 Wiederholung zur Galois-Theorie

Eine moglicherweise unendliche Korper-Erweiterung
K/k

heil3t Galois-Erweiterung, wenn folgende Bedingungen erfillt sind.

1. Klkist algebraisch, d.h. jedes Element von K ist Nullstelle eines nicht-konstanten
Polynoms mit Koeffizienten aus k.

2. K/ ist separabel, d.h. die irreduziblen Polynome aus k[x] mit einer Nullstelle in K
besitzen keine mehrfachen Nullstellen (in einer algebraischen Abschliel3ung von
K).



3. K/kist normal, d.h. die irreduziblen Polynome aus k[x] mit einer Nullstelle in K
zerfallen Uber K in Linearfaktoréen.

Die Gruppe der k-Automorphismen¥- K wird dann mit

Gal(K/k)
bezeichnet.
Bemerkungen
() Ein grundlegendes Beispiel fir eine unendliche Galois-Erweiterung ist die
Erweiterung
kS/k

falls k eine endliche Erweiterung v@ oder ein endlicher Kérper ist.
(i) Jede Ghois-Erweiterung K/k ist Vereinigung von endlichen Galois-
Erweiterungen. Fir jedes Element
aeK
gilt namlich

aE ka C K,
wenn l& den Zerfallungskoérper des Minimalpolynoms wofiber k bezeichnet,

und
ka/k
ist eine endliche Teilerweiterung von K/k (welche Galois ist).
(i) Das in (ii) beschriebene Phanomen hat eine weitreichende Konsequenz fur die
Galois-Gruppe Gal(K/k). Die Gruppe ist namlich bereits durch ihre endlichen
Faktorgruppen festgelegt. Wir werden dies demnéachst beweisen, nachdem wir far

diese Aussage eine genauere Formulierung gegeben haben.
(iv) Zur Motivierung dieser prazisierten Aussage betrachten wir einen Korperturm

kCLCM
endlichen Galois-Teilerweiterungen (tber k) in der unendlichen Galois-

Erweiterung K/k. Nach Definition des Begriffs Galois-Erweiterung ist die
Abbildung

CDML: Gal(M/k) — Gal(L/k), 0 0|L,

wohldefiniert. Fir jede weitere Galois Teilerweiterung N/k mi€ML gilt
offensichtlich

PNL T PML v

Es istnaheliegend, zerwartendal’} dieGruppe Gal(K/Kk) inirgendeinemSinne
der Limesder Gruppen Gal(M/k),wenn M gegen Kgeht,ist. Die Gruppen
Gal(M/k) sollten danrFaktorgruppen de6Gruppe Gal(K/k)werden.Wir gehen
jetzt zur konkreteren Beschreibung der Situation tUber.

4.1.2 (Filtrierte) inverse Systeme von Gruppen
Ein (filtriertes) inverses Systemon Gruppen odeauch projektive$Systembesteht aus
1. einer halbgeordneten Mendg ), welchegerichtetist in dem Sinne, daf3 es fur

je zwei Elementet,EA einyeEA gibt mita< yundp <.

L Fur je zwei Nullstellen eines solchen irreduziblen Polynoms gibt es dann einen k-Automorphismus K
— K, der diese Nullstellen ineinander Uberfiihrt.

Aquivalente Bedingungen:

1. K/Kk ist Zerfallungskorper einer Familie von Polynomen mit Koeffizienten in k.

2. Jeder k-Homomorphismus4- K mit Werten in einer algebraischen AbschlieRung von K
hat das Bild K.



2.  Aus einer Gruppe O((BfUr jedesEA.

3. Auseinem Gruppen-HomomorphismpJa%:GB—>GG fur je zweia, BEA mit
a=p.

Dabei gelte

(m (pay - (pO(BOCPBV

fur je dreia, 3, yE A mita=B=y.

Derinverse Limeglieses inversen System oder apotjektiver Limesst definiert als
die folgende Untergruppe des direkten Produkts %(er G

lim o _ . .
OE\ Ga = {(ga)aE/\ SN Ga |(paB(gB) = 9y fur allea,BEN mit a<}.
aEN

Wir werden das inverse System, d.h. die Familiepgﬁrin der Bezeichnunges Limes

nicht konkretisieren. Es id ausdem jeweiligenKontext klar sein, welches inverse
System gemeint ist.

EineproendlicheGruppeist eine Gruppe, welche inverser Limes eines invegsatems
von endlichen Gruppen ist.

Bemerkung

Die angegebenKonstruktionist nicht spezifischfir die Kategorieder Gruppen. Man
kann inverse Limiten in derselben Wefse Mengen,Moduln undsogartopologische
R&aume definieren.

4.1.3 Beispiele

1. Endliche Gruppen

Jede endliche Gruppe G ist proendlich. Als Index-MekigdN kann man die
natirlichen Zahlen nehmen, fiir jedes N kann man (% := G setzen. Und als
Abblldungennbo(B

2. Die proendliche Vervollstandigung einer Gruppe

Fir jede Gruppe G kann man die Familie der Faktorgruppen G/H, welche endlich sind
wie folgt in ein inverses System verwandeln. Als Index-Mehgerwende man die

Menge aller Normalteiler

die identischen Abbildungen.

HC G
mit endlichem Index,
(G:H) < o0.
Fur je zwei Normalteiler H', H" von G mit endlichem Index schreibe man
H' < H" falls gilt H' 2O H".
Weil der Durchschnitt von jewei NomalteilernH',H" mit endlichemindex wieder ein
Normalteiler mit endlichem Indéxst, istdie halbgeordnet®lenge/A gerichtetim oben

2 Trivialerweise ist HNH" wieder ein Normalteiler. Die Endlichkeit des Indexes vgmH" erkennt
man mit Hilfe der exakten Sequenz
1— H/HNH'— GHNH' — G/H'— 1
und der Inklusion
H/H'MH" = H'H"/H" C G/H"



definierten Sinne. Fir je zwei Elemente H', H" mitHH", d.h. H' 2 H" hat man auf
Grund des Homomorphiesatzes eine natirliche Surjektion

G/H" — G/H', g mod H"» g mod H'.

Diese Surjektionerverwendetman als dieHomomorphismen degwersenSystems.
Bedingung(*) von 4.1.2ist dann offensichith erflllt. Der inverse Limesdieses
Systems heifdtroendliche Verollsténdigungvon G und wird mit

A

G
bezeichnet. Die Familie der natirlichen Surjektionen

G— G/HmitHEA
definiert einen Homomorphismus

A
GC—G.

3. Die proendliche Vervollstandigung vorZz

Die Normalteiler mit endlichem Index vahsind gerade die Untergruppe mit n #
0, wobeisich die Untergruppenicht andert, wenn man durch -nersetzt. Dielndex-
Menge/ kann man deshalb mit der Menge der natirlichen Zahlen identifizieren,

A=N.
Fir je zwei natirliche Zahlen aghlN gilt a < b im Sinne des vorigen Beispiels,
a<be d ObZ < alb,
genau denn, wenn a ein Teiler von b ist.
7= 1M 2z
= o ,
neN
wobei der inverse Limes bezuglich der natirlichen Surjektionen

717, — 7IbZ , g mod a» g mod b,
fur alle Paare (a, b) nattrlicher Zahlen mit b | a gebildet wird.

4. p-adische Zahlen
Betrachtet man nur die Normalteiler vdnbei denen der (endliche) Index eine Potenz
einer fest gewahlten PrimzahiplN ist, so hei3t der zugehérige inverse Limes
N «
_ lim n
L. = — ZIp'Z
P neN

additive Gruppe der p-adischen Zahlen. Der inverse Limes wird genommen beziglich
des Systems der naturlichen Surjektionen

(1) 71p%7 —s Z/pr, x mod '+ x mod r?

fur alle Paare(a,b) nattirlicher Zahlemmit a = b. Einep-adischeZahl kann man sich
vorstellen als eine "Potenzreihe" der Gestalt

(2) a = ozo alpi

i=0
mit ganzen Koeffizienteni& Z mit 0 < a < p. Jeder solche Ausdruclefiniert fur
jedes &N ein Element

o mod (/= az_lalpi mod € Z/p%Z .
i=0



Die so definiertenElementeder GruppenZ/p®Z gehen beiden Abbildungen (1)
ineinander Uber, d.h. die Familie

(o mod &) =N
A
ist ein Element des inversen Lirr@ps). Es ist nichtschwer, zu sehedal? marauf diese
A
Weisealle Elemente VOtZp erhalt,und daldie Koeffizienten der Reih@) durch das

A
zugehdrige Element vcilip eindeutig festgelegt sind:
Es qilt

b ap'< ¥ L (o0l = (-0 d—(p1> SR 1< R

i=0 i=0 i=0
Die Restklassen vorwei solchen Summesind deshalbgenau danrgleich, wenn die
Représentanten gleich sind,

az_lalp = Z bp modpa@ Z 8i|0 = Z blp'<=>8.|=b|fUri=O,...,a-1.
i=0 i=0 i=0 i=0

4.1.4 Die Galois-Gruppe als proendliche Gruppe
Sei K/k eine Galois-Erweiterung. Dann bilden die Galois-Gruppen der endlichen
Galois-Teilerweiterungen L/k von K/k zusammen mit den Einschrankgungsabbildungen

(DLL' Gal(L/k) — Gal(L'/k) fur L'C L

ein inverses System, dessen inverser Limes isomorph ist zur Galois-Gruppe Gal(K/k).
Insbesondere ist Gal(K/k) eine proendliche Gruppe.
Beweis Es reicht zu zeigen, der Gruppen-Homomorphismus

®: Gal(K/k) — 1 Gal(L/k),0 (GlL)L/k :
L/k
wobei rechts der Korper L alle Teilerweiterungen von K/k durchlauft, die endlich und
Galoissch sind, ist injektiv und hat als Bild gerade den inversen Limes

Im Gaw).
Tk

Beweis der Injektivitat. SeioeGal(K/k) von der identischen Abbildungrerschieden.
Dann gibt es ein Element

aeK mit o(a) # a.
Das Minimalpolynom& vona Uber k zerfallt tber K in LinearfaktorénEntstehe

LCK
durch Adjunktion der Nullstellen vonafin K zu k. Dannist L endlich tber k und als
Zerfallungskorper vonJ auch normal. Mit anderen Wortduk ist eineendlich Galois-
Teilerweiterung von K/k. Nach Konstruktion (S“_ nicht dieidentischeAbbildung, d.h.

®(0o) ist vom neutralen Element der Bild-Gruppe verschieden.

Beschreibungles Bides von®. Da die Familigb(o) aus den Einschrankunggon ein
und desselbeilomomorphismuso besteht,gehen dieGlieder dieser Familiebeim
Einschrankung ineinander Uber, d.h. es gilt

3 Weil K/k normal ist.



®(0) € <"ﬂ Gal(L/k) fur jedesoeGal(K/k).
L/k

Sei jetzt umgekehrt eine Familie aus dem inversen Limes gegeben, sagen wir

lim
Q) (GL)L Ik S m Gal(L/k).
Fur jede endliche Galois-Teilerweiterung L/k ist dann
GL: L—L

ein k-Automorphismus und fir mwvei solcheTeilerweiterungen L/lund L/k mit L C
L' gilt
o |L =0 -
Fur jedesaeK und jede endlicheGalois-Teilerweiterungen L/kon K/k mit aEL
setzen wir
o(a) := GL(O().

Wir haben zu zeigen, diese Definitiofn) ist unabhangj von der speziellenwahl der
TeilerweiteungL/k. Sei L'/k eineweitere endliche Galois-Teilerweiterung vdf/k mit

o€L'". Dann gibt es eine endliche Galois-Teilerweiterung L"/k von K/k mit
LCL"undL'C L".
Dann ist aber
oL(a) =0 (a) = oL.(a).
Wir haben damit eine Abbildung

0. K—K

konstruiert mit
0|L =0_ fur jede endliche Galois-Teilerweiterung L/k von K/K.

Insbesondere igt ein k-Automorphismus. Nach Konstruktion &b) die vorgegebene
Familie (1).
QED.

4.1.5 Bemerkung
Fur jede Galois-Erweiterung K/k sind die Projektionen

Gal(K/K) :<"£ Gal(L/k) C ] Gal(L/k)—s Gal(L/k), ©) i P oL
L/k L/k

auf die edlichen Galois-Teilerweiterungen L/k voikK/k surjektive Gruppen-
Homomorphismef.

4.1.6 Beispiel: endliche Korper
SeienlF ein endlicher Korper unlﬁ‘S eine separable AbschlieRung Bn Danngibt es
fur jede natirliche Zahl n genau einen Teilkorper
F CF mit[lF :IF]=n.
n S n
NachdemHauptsatz der Gai® Theorieist die Galois-Gruppeder Erweiterunan/]F
eine Gruppe der Ordnung

“ Die angegebene Abbildung ist gerade die Einschrankung auf L. Jeder k-Automorphismus
L—L

laRt sich zu einem k-Automrophimusm-&s K fortsetzen, weni eine algebraische AbschlieRung
von K bezeichnet. Weil K/k normal ist, ist dies aber sogar ein k-Automorphismus K.



# GaI(IFn/F) = [IFn: Fl=n
Sehenwir unsdie ElementadieserGruppenetwasgenauer anlst p die Charakteristik
der betrachteten Korper und bestBraus 5 Elementen,

#TF =

S0 istIF‘n gerade der Kérper mif' Elementen irFS.

_dn
#%—p.

Bezeichnet
FE —F, xm xP,

den Frobenius-Automorphismuss) wird die Galois-Gruppe

GalF /F) = < H>
von der f-ten Potenz von F erzeugt. Man beachte

F(x) = xpf =xfurxeF
nach dem kleinen Fermatschen Satz, d.h.
F:F —F

ist ein [F-Automorphismus Analog |aRtdie n-te Potenz M von F den Korper Fn

elementweise fest. Es ist nicht schvainzusehen, dalRedi dieersten Potenz vonf Fst,
die aquFn trivial operiert. Wir erhalten damit Isomorphismen,

1) zinz, —s Gal(Galf /IF), g mod nvs F‘°‘91|F .
n

Fur je zwei natirliche Zahlen m und n mit
m|n

gilt Fm - Fn und die Einschrankungsabbildung
GaI(IFn/IF) — GaIdFm/]F)

entspricht beim Isomorphismus (1) gerade der natirlichen Abbildung

ZiInZ, —s 7ZImZ, g mod n= g mod m.
Damit ist die Galois-Gruppe der separablen Abschliel3ung

Gallf /By = ™ 7z =7
S neN

gerade die proendliche Vervollstandigung ¥on

4.1.7 Beispiel: Laurent-Korper
Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik O und

) k(1) := Q(K[t]) » _
der Korper der formalen Laurent-Reihen in mit Koeffizienten in k (d.h. der
Quoti§nten-K6rpedes Ringsk[[t]] der formalen Potenzreihen inniit Koeffizienten
aus kj.

5 Weil k[[t]] nur ein maximales Ideal besitzt und dieses von t erzeugt wird, besteht k((t)) gerade aus den
Quotienten der Gestalt

p/t"
mit einer formalen Potenzreihe p&)k[[t]] und einer ganzen Zahl n.



Sei L/k((t)) eine endlicheKorpererweiterungdes Gradesn. Mit verschiedenen
Methoden laRt sich dann zeigen, dal3 L die Gestalt

n
(1) . L = k(O)(VD), I -
hat. Als algebraisch abgeschlossener Korper enthalt kpeméive n-te Einheitswurzel,
sagen wir

(Ek.

Aus einer Nullstelledes Minmalpolynoms T - t erhalt mardurch Multiplikation mit
den Potenzen vahalle Nullstellen. Die Abbildung

7In7, —s Gal(Lk((®)), i mod nes (Vi s 2+ o)

ist wohldefiniert und injektiv, also ein Isomorphismus. Wie im vorigelbschnitt
erhalten wir

: A
Gal(k((t))s/k((t))) = Pﬂ ZInZ =7
neN
Zum Beweis von(1). Weil k die Charaktertk O hat, hat L nach dem Satz vom
primitiven Element die Gestalt
L = k((®)(@).

Weill
. o A=K .
vollstandig ist beziglich der t-adischen Topologie ist die ganze Abschliel3ung
oCL

von K[[t] in der emllichen Kdrpererweitung Llein diskreter Bewertungsrinty.Sein
maximales Ideal

m =110
wird von einem einzigerElement erzeugt.Die Unbestimmte t laR3sich also in der
Gestalt

t = Lt

mit einer Einheit u von O. Dabei idas Produkt audem Verzweigungsindexnd dem
Grad derRestklassenkorpererweiterungerade gleichdem Grad nder BEweiterung
L/k((t)).” Weil k algebraisch abgeschlossen ist, folgt

m =n.
Die Einheit u a3t sich als Potenzreihetimit Koeffizientenaus kschreibenwobei das
Absolutglied van Null verschiedenst. Da kalgebraischabgeschlosseist, laltsich u
auch als n-te Potenz einer Einheit schréipein.

t = (ver)™.
Damit gilt

k(©)(VD C k(VD) C L.

Der Korper links ist nun aber schon vom Grad n tiber k((t)), d.h. es gilt

n

_ L = k(O)(VD) = k(@O)TUT"-1. _
Alternativ kann man den Satiber implizite Funktionen firformale Potenzreihen
verwendef oder auch Eigenschaften von Puiseux-Retfien.

® vgl. Cassels & Frohlich, Algebraic Number Theory, Chapter |, 84, Proposition 4.2.

"vgl. Cassels & Frohlich, Chapter I, 85, Proposition 5.3.

8 nach dem Henselschen Lemma.

° Firr einen Beweis siehe Kurke, Pfister, Roczen: Algebraische Geometrie und Henselsche Ringe,
Abschnitt 2.1. Das Buch ist mit Vorsicht zu geniefen, denn es ist voller Fehler.

ygl. O.-H. Keller: Vorlesungen liber algebraische Geometrie, Kapitel 5, Abschnitt 5.1.2.



QED.

4.1.8 Die naturliche Topolgie der proendlichen Gruppen

Proendliche Gruppen sind in natirlicher Weise mit einer Topologie versehen. Sei
G
inverser Limes des inversen Systems

wobei die % endliche Gruppen seien. Wir versehen die Gruppgmﬁt der diskreten

Topologie, deren direktes Produkt
NG
oq O
mit der Produkt-Topologie und schlie3lich
GCqne
o O

mit der Unterraum -Topologie.
Bemerkungen

(i) Die naturlichen ProjektionquG:G — Ga sind stetige Abbildungen.

(i) Eine Teilmeng U_ G ist genau danaffen, wennsie alsendlicherDurchschnitt
von endlich vielen vollstandigen Urbildern bei d%ngeschrieben werden kahh.

(i) Die vollstandigen Urbilder b&'pa sind die Vereinigungen von Mengen der Gestalt

g-Ker(ch() mit g=G.

Die offenen Umgebungevon 1 sind damit gerade die endlicheDurchschnitte
von Kernen decpa. Da die Index-Menge der gerichtet ist, gibt es fur jede offene

Umgebung U des neutralen Elements von Qxeimt
1€ Ker (Da C u.

Wir haben gezeigt:
(v) Die Kerne dematurlichenProjektionen G— Ga bilden eineUmgebungsbasis

von 1€ G.
(v) Man kannjedes % desinversenSystem durch den Durchschrur Bilder der

(paB - oder, wasdasselbeist, durch die Bilder der natirlichen Abbildungen
G—>Ga - ersetzenphne daf sich denverse Limesdes Systen@éndert. Man
kann also stets annehmen, daf3 die Abbildungen

cpaB: GB—>GG
des Systems (und damit die Abbildunge,n-@Ga) surjektiv sind. Es gilt dann

G=Im g,

wobei U die offenen Untergruppen durchlauft. Die Gruppen
G/U

™ Nach Definiton der Produkt-Topologie und wegen der Diskretheit der Topologie%der G
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heiRen auch die endlichen natirlicHesktoren odeauchStandard-Faktoreder
proendlichen Gruppe G.

4.1.9 Lemma: Die Abgeschlossenheit der inversen Limiten im Produkt
Sei

ein inverses System von diskreten Gruppen. Dann ist der inverse Limes
G:=IMg
q O

eine abgeschlossene Untergruppe des direkten Prqquﬁé.
a

Beweis Sei g = (%() ein Element des ProduKts Ga’ welches nicht im inversen Limes
a
G liegt. Wir haben zu zeigen, es gibt eine offene Umgebung

ucnqmne
a a

von g, welche disjunkt ist zu G. Bezeichr&e Pl Ga — Ga die Projektion auf dea-
a

ten direkten Faktor. Wedg nicht iminversen Limediegt gibt eszwei Indizesa und 3
mit

(pGB(gB) > Y%
Wir setzen

-1 -1
U= py(9,) M P (Gp)-

Dannist U eineoffene Teilmengedes Produktgweil die Topolgie von C& und
diskret ist). Die Menge U bestehtisallen Familienderena-te Koordinategleich 9,
und derenf3-te Koordinatergleich gb ist. Insbesonderkat U keine EImentemit dem

inversen Limes G gemeinsam.
QED.

4.1.10 Kompaktheit und totale Zusammenhangslosigkeit

Sei G eine proendliche Gruppe. Dann gilt:

() G ist kompakt.

(i) G ist total uzusammenhigend (d.h. die einzigen zusammenhéngenden
Teilmengen sind die einpunktigen Mengen).

(i) Die offenen Untergruppen von G sind gerade die abgeschlossenen Untergruppen
mit endlichem Index.

Beweis Zu (i). Endliche Gruppen sind kompakt. Also sind direkte Produkte von

endlichen Gruppen kompakt (nach Tichonov). Als abgeschlossene Untergruppe eines

solchen direkten Produktes ist dann aber auch G kompakt.

Zu (ii). Sei G inverser Limes des Systems

{Gas (paB: GB—>GG}’
mit Ga endlich (und diskret) fir jedes
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Fir jede zusammenhangende Teilmende )G ist dann das Bild von X in&;
zusammenhangend, also einpunktig (%(adl?skret ist). Also kann auch X nur aus

einem Punkt bestehen.
Zu (ii). Sei U eine offene Untergruppe von G. Dann ist U das Komplement der
Vereinigung aller Nebenklassen

gU, ge G,

mit gU # U, also Komplement einer offenen Menge, also abgeschlossen. Die Anzahl
dieser Nebenklassen muf3 endlich sein, weil G kompakt ist, d.h. U hat endlichen Index.

Sei umgekehrt K_ G eine abgeschlossene Untergruppe mit endlichem Index. Dann ist
H das Komplement der endlichen Vereinigung aller Nebenklassen
gH, ge G,

mit gH # H, also Komplement einer abgeschlossenen Mengen, also offen.
QED.

4.1.11 Bemerkung

Die proendlichen Gruppen lassensich als diejenigen topologischen Gruppen
charaktesieren, welche kompakt und total unzusammenhéngersind, vgl. Grinberg

[1].

Wir sind jetzt in der Lage, den Hauptsatz der Galois-Theoriér unendliche
Korpererweiterungen zu formulierennd zu beweisen. Marbeachte, fur jede
Teilerweiterung L von K/k ist auch K/L eine Galois-Erweiterung, und

Gal(K/L)
ist in natdrlicher Weise eine Untergruppe der Galois-Gruppe Gal(K/k).

4.1.12 Hauptsatz der Galois-Theorie (Krull)

Seien K/k eine Galois-Erweiterung undL K eine Teilerweiterung. Dann ist Gal(K/L)
eine abgeschlossene Untergruppe von Gal(K/k). Die Zuordnung

{Teilerweiterungen von K/k}— {abgeschlossene Untergruppen von Gal(K/k)}

L 1> Gal(K/L)

ist eine Bijektion zwischen der Menge der Teilerweiterungen von K/k und den
abgeschlossenen Untergruppen von Gal(K/k) mit der Umkehrung

He KH.
Die offenen Untergruppen entsprechen dabei den endlichen Teilerweiterungen.

Beweisl. Schritt: Gal(K/L) ist offen fur jede endliche Teilerweiterung L/k von K/k.
Sei L eine endliche Teilerweiterung von K/k. Weil K/k Galoissch,, ist L separabel Uber k
und liegt in einer endlichen Galois-Teilerweiterung M/k von K/k,

LC M,
Die Gruppe Gal(M/K) ist eine der endlichen Faktorgruppen von Gal(K/k),
CDM:GaI(K/k) —» Gal(M/k),0 » 0|M.

Sei

U, = oy r(Gal(MIL))

dasvollstandigeUrbild der Untergruppe Gal(M/LY_ Gal(M/k). WEeil (DM stetig ist
und die Topologie von Gal(M/k) diskret, ist
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UL C Gal(K/k)
eine offene Untergruppe.
Behauptung 1: LJ = Gal(K/L).
Nach Definition ist die Einschrankung der Elemente V(aneuh‘ M eine Abbildung, die
L elementweise fest laf3t. Also gilt
UL C Gal(K/L).
Umgekehrt dnalt mandurch Einschranken einddements von Gal(K) auf M eine
Abbildung von Gal(M/L), d.h. es besteht die umgekehrte Inklusion.
Wir haben gezeigt, fur jede endliche Teilerweiterung L/k von K/Kk ist die Gruppe

U, = Gal(KiL)

offen.
2. Schritt: Gal(K/L) ist abgeschlossen fir beliebige Teilerweiterungen L/k von K/k.

Sei L/k eine beliebige Teilerweiterung vefik. Wir schreiben derKorper L als
Vereinigung seiner endlichen Teilerweiterung%(n L

L=U, Ly
Fur jedes a ist dann GaI(K/Ia) eine offene Untergruppeund als solche auch

abgeschlossen (vgl. 4.1.10(iii)). Also ist auch der Durchschnitt
ﬂa GaI(K/La)
abgeschlossen. Dieser Durchschnitt ist aber gleich Gal(K/L).

3. Schritt:Fur jede abgeschlossene Untergruppe H gilt Gal'('k/K H.

Sei HC G eine abgeschlossene Untergruppe. Wir bezeichnen mit
L:=kH
den Fixkorper von H. Es gilt dann trivialerweise
H C Gal(K/L).
Zum Beweis der Gleichheit betrachten wir ein Element

ocGal(K/L).

Sei
UM = Ker(CDM:GaI(K/k) — Gal(M/k))
eine der offenen Mengen deraturlichenTopologie-Basisdes neutralen Elements in

Gal(K/k).** Das Bild von HC Gal(K/L) beiqblvI liegt dann in Gal(M/L).
Behauptung ZCDM(H) = Gal(M/L).
Andernfalls WareDM(H) eine echte Untergruppe uhdtte einerfFixkdrperL', der echt

groRBer ist als L (aufGrund desHauptsatzesder Galois-Tkorie fir endliche
Erweiterungen),

LCLCM
Nach Definiton von L bleibt aber kein Element von M-L fest bei allen Elementen von H.

2d.h. M/k ist eine endliche Galois-Teilerweiterung von K/k.
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Aus der geradeéewiesenen Behauptungf@gt insbesondere, dags ein kEH gibt mit
demselben Bild wie in Gal(M/L), d.h.
th = clM :

d.h. ol e Ker(@ dh.fEaU,, , dh.

) = Uy
O'UM N H=J.
Da die "1\/| eine Umgebungsbasigler 1 in Gal(K/k) bden, bedeutet diesjede
Umgebung voro besitzt gemeinsame Punkte von H. Weil H abgeschlossen ist, folgt
ocEH.
4. schritt; KSAIKIL) = | gy jede Teilerweiterung L/k von K/k.
Trivialerweise gilt D". Beweisen wir C".

Fur jedes aeK-L besitzt dasMinimalpolynom von a Gber L mindestens zwei

Nullstellen (weil es keine mehrfachen Nullstelleesitz). Dieseliegen beide in Kwell
K normal Uber L ist), d.h. es gibt einen L-Automorphismus vow&chera in ein von

a verschiedenes Element abbildet. Also legticht in KGal(KIL),
5. Schritt:Fur offene Untergruppen H istMk eine endliche Teilerweiterung von K/K.

Sei H eineoffene Untergrupperon Gal(K/k). Weil die Untergruppen w/l mit M/k

endlich und Galoissch eine Umgebungsbasis der 1 bilden, gibt es ein M mit
UM C H.
Insbesondere gilt mit den obigen Bezeichnungen

H = Gal(K/L)
und

L - KH C KUM :13 KGal(K/M) =14 M

Insbesondere ist L/k eine endliche Teilerweiterung von K/k.
QED.

4.1.13 Bemerkung

Fur unendliche Erweiterungen K/k enthélt Geuppe Gal(K/k)viele Untergruppen, die

nicht abgeschlossesind. Zum Beispielsind zyklischeUntergruppergewdhnlich nicht
A A

abgeschlossenls Beispiel kann man die zyklische Untergruppe vonZ oder Z

nehmen, die von 1 erzeugt wird.

4.2. Die Kohomologie der proendlichen Gruppen

4.2.1 Vorbemerkung

In diesem Abschnitt ordnen wir den proendlichen Gruppen
G=Img
q a

13 nach Definition von R/I

1 Nach dem 4. Schritt.
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ein anderes System von Kohomologie-Gruppen zu, welches vom bisher konstruierten
fur unendliche G verschieden ist, die proendliche Struktur von G bericksichtigt und fur
Anwendungen geeigneter ist.

4.2.2 Definition

Unter einem (diskretertppologischen G-Modul Ader auch stetigen Moduber einer
proendlichen Gruppe

_lim
°TG
wollen wir einen G-Modul A verstehen mit der Eigenschatft, dafl3 der Stabilisator

{9€eG | ga = a}

fur jedes & A eine offene Untergruppe von G ist.

Bemerkungen

()  Wir werden stets annehmen (wenn nicht explizit anders gefordert), daf? G-Moduln
A mit der diskreten Topologie versehen sind. Die obige Forderung bedeutet dann
gerade, daf? die Operation

GxA—A (9 a)p g3
von G auf A eine stetige Abbildung iStwenn man G mit der proendlichen
Topologie versieht.

U
(i) Ist GO( = G/Ua einer der natiirlichen endlichen Faktoren von G, so i &
natdrlicher Weise ein O((BModuI. Die naturliche Surjektion
G Cu
o O p=te)
zwischen je zwei solchen endlichen Faktoren induziert eine Inflationsabbildung
i U i U
|nfg: H'(GO(, AN H'(GB, A~ Py fir jedes i = 0.
Weiter implizieren die Vertraglichkeitsbedingungen
Pay = %o Yy

dal3 die Kohomologie-Gruppen k[;a, A %) zusammenmit den Ing ein

—>Ga (mit U

direktes System bilden im folgenden Sinhe.

15 Sei A stetig. Fr jedes@ A und jedes Paar (g, GxA mit gb = a ist die Menge
{0l gb=a}{b}={g | g'b=gb}x{b}
1 '1 |'l
={9'9 "1 g'g7gb = gb}gx {b}
={9'| g'gb = gb}gx {b}
={9'| g'a = ajgx {b}
eine offene Teilmenge des Produktgs & welche das Urbild (g,b) von a bei der Produkt-Abbildung
enthalt. Mit anderen Worten, die Produkt-Abbildung/&— A ist stetig
Sei umgekehrt die Produkt-Abbildung stetig. Dann ist fur jedef\adie Menge
{(9.b) EGxA|gb =2}
offen in GxA. Das Urbild dieser Menge bei der Einbettung
GS GxA g (9.a),
ist dann aber offen in G, d.h. {(g,@)GxA | ga = a} ist offen in G.
16 Die Abbildung InE kommt im wesentlichen von einer Komplex-Abbildung
P a P,

*

B
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4.2.3 (Filtrierte) direkte Systeme von abelschen Gruppen

Ein (filtriertes)direkes System odauch induktives Systeron abelschen Gruppen
besteht aus

1. einer gerichteten halbgeordneten Meflge=< ),
2. einer abelschen Grupper& Hir jedesaEL,

3. einem Gruppen-HomomorphismuaB: BO(—>B[3 fur je zwei Elemente,EN

mita < (.
Dabei wird gefordert, daf3 fur je dieiB,yeA\ mit a<p=y qilt
Yay T ¥y Vap:

Derdirekte Limes oder aucinduktive Limeseines solchesystemsst ddiniert als die
Faktorgruppe der direkten Summe

lim - 3
o@\ Gy = ®uen By /<ba anB(bO() |a,BEN , a=(, baEBa >

aller Ba nach der Untergruppe, die von allen Elementen der Gestalt

ba - LlJaB(ba) mit baEch unda=p

erzeugt wird.” Mit anderen Worten, man identifiziert die Elemente dgr @e bei einer
der Abb|ldungenpaB

Bemerkungen
(i) Der Begriff desinduktiven Systems flirabelscheGruppenmit Zusatz-Struktur
(zum Beispiel der fur Ringe oder Moduln) wird analog definiert.

(i) Far jedes Element xlesdirekten Limes gibt es eiaEA undein xaEBa derart,

ineinander Ubergehen.

. ) ) . . 18
dalid x die Restklasse des Bildes vco)(nrx der direkten Summ@aa\ Ba ist.

(i) Sind XGEBG und )bEBB zwei Elementewie in (ii). Dann reprasentieren diese

genau dann dasselbe Element des direkten Limes, wennye\agibt mit
o= vyundf < yund X )= Xp)-
o vundb = vundi Ui =vgg:
(iv) Die direkten Systemen bilden eine Kategorie und der direkte Limes ist ein Funktor
auf dieser Kategorie mit Wertern in der Kategorie der abelschen Gruppen,
“_m) . (direkte Systeme tbé&) — Ab.
aeL

einer projektiven Auflésung des trivial@uber Gor in eine projektive Auflésung voa tber G,

B

welche die identische Abbilduy—sZ fortsetzt. Die Zusammensetzung einer solchen Komplex-
Abbildung mit einer analogen Abbildung£’_> P*y liefert aber gerade eine Komplex-Abbildung

P —P ,

* a *
die zur Berechung von gﬁﬁ/erwendet werden kann.

17 Man beachte, Minuend und Subrahend sind aus unterschiedlichen direkten Summanden.
18 Zun&chst gibt es endlich viel%(x so daf? deren Summe@ae/\ Bu das Element x reprasentiert.

Da A\ gerichtet, ist kann man aber eine obere Schrrikiediese endlich vielea in A finden. Die
Summe dquaB(xa) in BB ist dann ein Element der gesuchten Art.



16

Expliziter: sind (Ba’ L|JGB) und (Ca’ pGB) zwei induktive Systeme zur selben

Index-Menge\ und ist fir jedest€A ein Homomorphismus
)\a: Ba — Ca
gegeben, wobei gelte
)\BOLIJGB = quo)\q’
so hat man einen Homomorphismus
. lim lim
A Jen By — Gen Ca + [Ogen] » [Aq O gepl
welcherdirekter Lmesoder auchnduktiver Limesder)\a heil3t.

4.2.4 Die Kohomologie der proendlichen Gruppen

Seien G a"ﬂ Ga eine proendliche Gruppe undein stetiger G-ModulFur jedes i=
a
0 definieren wir die i-te stetige Kohomologie
i

Heon{G: A)

als direkten Limes Uber das in 4.2.2 konstruierte direkte System der
Inflationsabbildungen

B

i Ua i
Infg: H'(Gy A™%) — HI(G

U
B
g AP

Ist insbesondere

G= Gal(lgslk)
die Galois-Gruppeder separablen AbschlieBung déinesKorpers Kk, soschreiben wir
auch _
[ o
H'(k, A) := HCOm(GaI(kS/k), A)

und nennen diese Gruppe i-te Galois-Kohomologie des Korpers k mit Werten in A.

4.2.5 Beispiel
Seiein G eine proendliche Gruppe und & der triviale Modul tiber G. Dann gilt
1 _
HeonfG: Z) = 0.
Diese Gruppe ist namlich der direkte Limes
HYGIu,z) = Hom, (G/U, Z)
Uber die Normalteiler U  mit endlichemindex. DaG/U eine Torsionsgruppe ist
undZ eine torsionsfreie Gruppe, gibt es nur d@nalen Homomorphismus G/U-7Z,
d.h. die Hom-Gruppen rechts sind trivial.
4.2.6 Vergleich der stetigen mit der diskreten Kohomologie
(i)  Nach Definition ist
0 lim Ugy _ lim U
Hoonf®: A) =203 H(GIU,, A7) = 25 (A%
(i)  Ebenfalls nach Definition gilt fir endliche Gruppen G
i o
HeonfG: A) = H(G, A).
(i) Furi > 0 und G unendlich sind die Gruppen

G/U
& =AC=HIG, A).
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HL o (G, A) und HEG, A).

im allgemeinen verschieden.

A
Zum Beispiel hat man fiir i = 1, GZund den trivialen G-Modul A £€)) :
1 2 lim
H. (Z, Q)= Hom,, (z/nz, Q) = 0,
cont( nEN Ab
weil QQ torsionsfrei ist. Andererseits ist

® HY(Z, Q) = Hom, (2, Q)

A
die Gruppe der HomomorphismetZ —s Q. Nun ist aber Q eine teilbare

abelsche Gruppe (d.h. die Gleichung nx = y méilN und yeQQ ist stets l6sbar
in Q). Deshalb 4Rt sich jeder Homomorphismus

C— @
einer Untergruppe C einer GrupBestetsfortsetzen zteinemHomomorphismus
B — @ (vgl. Weibel[1], S. 39, odelCartan & Eilenbey [1], S.8, marbeachte,

der Beweis benutztlasLemma vonZorn). Indem man dies anwendetauf die
nattrliche Einbettung
ASSW)

A
der Untergrupp&. vonZ, sieht man, daf3 (1) nicht-trivial ist.

4.2.7 Vereinbarung

Von jetzt an wollewir automatischunter denkKohomologie-Gruppen voproendlichen
Gruppen stetddie stetigenKohomologie-Gruppenverstehenund den Index'cont’
weglassen.

Wir kommenijetzt zur grundlegendeikigenschaft deKohomologie dermproendlichen
Gruppen.

4.2.8 Torsion in der proendlichen Kohomologie
Fir jede proendlichen Gruppe und jeden stetigen G-Modul A ist

H(G, A) fir jedes &> 0
eine Torsionsgruppe.

Ist p eine Primzahlind Geinepro-p-Grupped.h. inverser Limes von Gruppen von p-
Potenz-Ordnung, so sind diese Kohomologie-Gruppen sogar p-Torsionsgruppen.
Beweis Nach 3.3.9 werden die Kohomologie-Gruppen

H'(GIU, A)
der endlichen Faktoren G/U von der Gruppen-Ordnung # G/U annulliert. Durch

Ubergang zum direkten Limes erhalt man die Behauptlng.
QED.

4.2.9Q-Vektorraume mit stetiger Gruppen-Operation

Seien G eine proendliche Gruppe und V@#/ektorraum mit einer stetigen G-
Operation. Dann gilt

¥ weil jedes Element VOJIJIT) ch im Bild eines der Homomorphismer&B—>“_m> ch liegt.
a a
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Hi(G, V) =0 fir jedes & 0.
Beweis Aus der Definition derkKohomologie egibt sich, dal3 die Kohomologie-
Gruppen inder beschriebenen Situatiofi)-Vektorraume sind. Da sie gleichzeitig
Torsionsgruppen sind (im Falk 0), missen sie Null sein.
ED.

Bemerkung

Wir erinnerndaran, dieflr die letztenErgebnissezentrale Aussage3.3.9, dal3 die

Kohomologie endlicher Grupparon der Gruppen-Ordnun@gnnulliertwerden, war die

Folgerung auseiner Aussage zur Zusammensetzungn Restriktions- und

KorestriktionsabbildungenWVir passerjetzt die Definition dieser Abbildungen an die
proendliche Situation an.

4.2.10 Restriktion, Corestriktion und Inflation

Seien G eine proendliche GruppeCHG eine abgeschlossene Untergruppe und A ein
stetiger G-ModulDie stetige Restriktion _
Res: H(G, A) —s H'(H,A)
ist dann definiert als direkter Limes der gewohnlichen Restriktionen
i Ua i Uay 20
H(GU  A™H) — H(HHNU , A7),
Dabei wird derdirekte Limesuber die natirlichen endlicheRaktoren G/l& von G

erstreckt.

Sei HC G eine offene Untergruppe von G. Dann istalatige Corestriktion
Cor: HH, A) — H'(G,A)

definiert als direkter Limes der gewohnlichen Corestriktionen

- U : U
H'(H/HﬂUa,A O‘)—)H'(G/UG,A o,

Sei schlieBlich H_ G ein abgeschlossener Normalteiler. Dann isstditge Inflation

Inf. H(G/H, AH) — HI(G, A)
definiert als direkter Limes der gewdhnlichen Inflationsabbildungen

HI(GIU )I(HU /U ), AHY s Hi@GIU_, A9,
a a a a

Bemerkung
Ist G eine endliche Gruppe, ssiimmen die eben definiertestetigenVarianten von
Restriktion, Korestriktion und Inflation mit den gewohnlichen Varianten Uberein.

4.2.11 Koinduzierte Moduln

Seien G eine proendliche GruppeCHG eine abgeschlossene Untergruppe und A ein
stetiger H-Modul. Dann definiert man den Modul

G, ny . lim Uqg
MG(A) = ? HomH/HﬂUa(Z[G/Ua]’ A ™)

als direkten Limes Uber die offenen Untergrupp%ern G. In Analogie zu 3.3.1

Operiert G wie folgt auf den Elementen des direkten Limes.
Ist @ ein Element des direkten Limes un@G, so wahlen wir einen Reprasentanten

2 Die Durchschnitte FDUO( durchlaufen eine Umgebungsbasis von offenen Untergruppen der 1 von G.

Der direkte Limes Uber diese Durchschnitte ist deshalb derselbe wie der tber alle endlichen Faktoren von
H.
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Ug
(pa:Z[G/Ua] — A

von @ (mit einem geeignetem). Das Element

(o 20)
des direkten Limes wird dann reprasentiert durch die Abbildung

: Ua
0@y Z[G/Ua] — A Y Xp (pa(xoo()

Dabeibezeichneoa die Restklasse voo in G/Ua' Die Operationist wohldefiniert*

und stetig’.
Bemerkungen

()  Wir verwenden hier in Analogie zu Vereinbarung 4.2.7 eine alte Bezeichn&pg M

(A) fur einen neuen Modul.
(i) Jedes Element eines stetigenG-Moduls A wird von einer der offenen
Untergruppen L& stabilisiert, d.h. es gilt

U
A=UA 9
Die Auswertungsabbildung » (1) definiert deshalb einen Isomorphismus

G
MgA) =A.
(i) Der Isomorphismus von Shapiro,
H'(G, MC(A)) = HI(H, A),
gilt auf Grund sehr&hnlicher Argumentewie im Fall der nicht-stetigen
koinduzierten Moduln.
(iv) Man kann die stetigen Restriktions- und Korestriktionsabbildungen auch mit Hilfe

des Shapiro-lsomorphismuafinieren, indem man di€onstruktion vonKapitel
3 immitiert.

4.2.12 Die Zusammensetzung von Restriktion und Korestriktion
Seien G eine proendliche GruppeCHG eine offene Untergruppe mit dem Index n
und A ein stetiger G-Modul. Dann ist die Zusammensetzung

CorRes: H(G, A) — H'(G, A)

fur jedes i= gerade die Multiplikation mit n (vgl. 3.3.8).
Insbesondere ist

Res: H(G, A) —s HI(H, A)

inlgktiv auf der Untergruppe der Elemente vd(fH A), deren Torsion teilerfremd ist zu
n.

A Sei(pB ein weiterer Repréasentant vgnDann gibt es eig mit a<y undf3=<y und

o "Nyt
Dabei bezeichne o G/UV—> G/Uor die naturliche Abbildung undyB sei analog definiert
Dann gilt aber auch
o(O = o(O ,
L (09,) L ( qJB)
d.h. o(pa undcr(p[3 reprasentieren dasselbe Element des direkten Limes.

2 \/erwendet man zur Definition vase@ den Représentanthy&, so liegt Ua im Stabilisator vory.

2 d.h. die von einer natiirlichen Zahl annulliert werden, die teilerfremd ist zu n.
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Beweis Nach Konstruktion von Res und Cor als direkte Limiten von Abbildungen
bestehen kommutative Diagramme

i Uy. CorRes U
H'(G/UG,A 0" H'(G/UG,A )

l l

i Cor-Res i
H'(G,A) — H'(G,A)

Dabei sind die vertikalenAbbildungen die natirlichen Abbildungen in den direkten
Limes. Jede Element vorl (&,A) kommt voneinemElement von I'—(G/Ua, A% (mit

einem von Elemerau Elementverschiedenen). Nach3.3.8ist die obereZeile gerade
die Multiplikation mit n. Also mul3 das auch fir die untere Zeile gelten.

Der zweite Teil der Behauptung kommt von @atsachedal? einElement,welches von
zwei verschiedenen teilerfremden natirlichen Zahlen annulliert s&ithst schon Null
ist.

QED.

4.2.13 Kriterium fur die Injektivitat der Restriktion

Seien G eine proendliche Gruppe, p eine Primzahl yndHeine abgeschlossene

Untergruppe mit der Eigenschatft, dal’ das nattrliche Bild von H in jedem endlichen
Faktor von G einen Index hat, der teilerfremd zu p ist.
Dann ist flr jeden stetigen G-Modul A die Restriktion

H'(G, A) — H'(H, A)

injektiv auf der p-Torsionsuntergruppe vok@l, A).
Beweis Sei

x € H\(G, A)
ein Element von p-Potenzordnung mit _
Res(x) = 0 in l(H, A).
i U

Fur jede offene Untergruppeaulon G liegt dann das Bild von x ir1'¢EB/UG, A O‘) im
Kern der Restriktion

i Ug i Ug
(1) H (G/Ua’ A YY) —H (HUa/Ua A
Der Index n von HUa/Ua in G/Ua ist nach Voraussetzurtgilerfremd zu pMit x

hat auch das nattrliche Bilabw x im Definitonsbereich vo(iL) eine p-Potenzordnung,
d.h. eine Ordnung die teilerfremd ist zum Indgx Nach 4.2.13 (angewandt auf (1)) ist

das Bild von x in
: U
H'(G/Ua, A%

gleich Null fir jedesx. Also ist x selbst schon Null.
QED.

4.2.14 Definition: pro-p-Sylow-Gruppen

Seien G eine proendliche Gruppe unéime Primzahl. Ein&Jntergruppe S= G heif3t

pro-p-Sylow-Untergruppewenn S einepro-p-Gruppeist (d.h. inverser Limes von
Gruppen von p-Potenzordnungit der EigenschaftdalRdasnattrlichen Bildvon S in
jedem endlichen Faktor von G einen Index hat, der teilerfremd ist zu p.
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4.2.15 Die Existenz der pro-p-Sylow-Untergruppen

Seien G eine proendliche Gruppe und p eine Primzahl. Dann besitzt G mindestens eine
pro-p-Sylow-Untergruppe. Je zwei solche Untergruppen sind konjugiert.

Zum Beweis benotigen wir das folgende Lemma.

4.2.16 Projektive Limiten von nicht-leeren Mengen
Der projektive Limes eines Systems von nicht-leeren Mengen ist nicht leer.
Beweis Sei
X a’ (paB: XB_>X0(} aEN
ein projektivesSystem vonnicht-leerenMengen )& . Falls die Abbildungen (paB
surjektiv sind, so ist der inverse Limes trivialerweise nichtZeer.
Betrachterwir denallgemeinerfall. Well XO( endlich ist,gibt es in derTeilmengen-
Familie
{0,g(Xp) IB=0}
ein minimales Element bezlglich der Inklusion, sagen wir
Y CX..
a a
Dann ist
¥ a’ (paﬁl Xa}O(E/\
ein inverses System von Mengen, dessen Abbildungen surjektiv sind und welches

denselben inversen Limes besitzt.
QED.

4.2.17 Beweis von 4.2.15
Wir schreiben G als inverses System von endlichen Grupgen G
g=Im g
acA ¢

Fur jedesx bezeichne

S
a

die Menge der p-Sylow-Untergruppen voa.(Zur Theorie der p-Sylow-Untergruppen,
siehe S. Lang [1]. DieaSbiIden ein projekves System wo Mengen.Nach 4.2.16gibt
es mindestens ein Element in inversen Limes, sagen wir
selm g
aEN
Nach Konstruktionist dasnattrliche Bild von S in %(5 ein p-Sylow-Untegruppe von

Ga (fur jedesn), und S &Rtsich mit deminversen Limeglieserp-Sylow-Untergruppe
identifizieren. Insbesondere hat S die Struktur einer pro-p-Sylow-Untergruppe von G.

Sind S und S' zwei pro-p-Sylow-Untergruppen @nso gehemerennatirliche Bilder
in GO( ineinander Uber bei der Konjugation mit einem geeigneten Element

X eG .
a o

% Man fixiere ein Element in einemO(),(wéhIe Urbilder bei deqvo(B fur allep =a und dann noch

Bilder dieser Urbilder bei allen weiter@n
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Bezeichne )& - Ga die Menge aller dieser EIementg.Dann bilden die Mengenax

ein inversesSystem von Mengen. Dessawverser Limes Xst nichtleer nach4.2.16.
Fur jedes x= X gehen S und S' ineinander Uber bei der Konjugation mit x.

4.2.18 Die Restriktionen auf die pro-p-Sylow-Untergruppen

Seien G eine proendliche Gruppe und_S5 eine pro-p-Sylow-Untergruppe. Dann
sind die Restriktionen . .
Res: H(G, A) — H'(S, A)
injektiv auf den p-Torsionsuntergruppen fur jedes i = 0 und jeden stetigen G-Modul A.
Beweis Die Untergruppe & G gentigt den Bedingungen von 4.2.13.
QED.

4.2.19 Das stetige Cup-Produkt
Seien G eine pro-endliche Gruppe und A, B zwei stetige G-Moduln. Dann bezeichne
A®B
das Tensorprodukt Gb&rmit der G-Operation
o+(a®b) = (0-a)®(o+b) fur cEG, a&=A, beB.
Auf dieseWeise wird AXB zum stetigerG-Modul?® Fir jedes offenUntergruppe U
von G definiert das Cup-Produkt eine Paaffing
Hi(GIU, AY)xHI(GIU, BY) — HIYl(GIU, (a®B)Y), (a,b)m> d_b.
Dabei qilt
Inf(al_b) = Inf(a)|J Inf(b).
fUr je zwei offene Untergruppen U, V mit& U und die Inflationsabbildungen zur

natirlichen Surjektion G/\— G/U. Durch Ubergang zum direkten Limes erhalt man

die Cup-Produkt-Abbildung
H'(G, A)xH/(G, B)—s H')(G, A®B), (a,b)» d_b.

Bemerkungen

(i) Es folgt unmittelbar aus den Eigenschaften des gewohnlichen Cup-Produkts, daf3
das stetige Cup-Produkt assoziativ und graduiert kommutativ ist.
Wie das gewohnliche Cup-Produkt gentigt es den Vertraglichkeitsformeln mit
Restriktion, Korestriktion und Inflation wie in 3.4.12.

(i)  Wie wir sehen werden, ist es auch mit den Zusammenhangshomomorphismen im
Sinne von 3.4.10 vertraglich. Um das einzusehen, mussen wir jedoch zunéchst die
lange Kohomologie-Sequenz konstruieren.

4.3 Die Vertrdglichkeit des Cup-Produkts mit den
Zusammenhangshomomorphismen

4.3.1 Die exakte Kohomologie-Sequenz
Seien G eine proendliche Gruppe und

0—A—B—>C—0

% Jedes Element von@®B ist Summe von endlich vielen Elementen der Ges®ilt. Die Elemente a

und b werden jeweils von einer offenen Untergrupge_ G stabilisiert. Der Stabilisater eines jeden
Elements von B enthalt somit den Durchschnitt von endlich vielen offenen Untergruppen, also eine
offene Untergruppe, und ist somit selbst offen.

26 Wir verwenden die natirlichen Abbildund‘JA BY (A®B)U.
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eine exakte Sequenez von stetigen G-Moduln. Dann besteht eine lange exakte Sequenz
von abelschen Gruppen

.— H(G, A) — HI(G, B)— HI(G, C)—s H*L(G, A) —s ...
(Welche mit I—Q(G, A) beginnt).

Zum Beweis bendtigen wir zunachst einige formale Eigenschaften direkter Limites.

4.3.2 Exaktheit des direkten Limes-Funktors
Seien (A () B) (B LIJGB) und (C p B) drei direkte Systeme zur selben Index-

MengeA\. Weiter sei fur jedegEA eine exakte Sequenz
A
A S8 Y
von stetigenG-Moduln geben mit der Eigenschaft,dal} das fdgende Diagramm

kommutativ ist fur je zwei Indizes, BEA mita < (.

A
A, JB “Aca

O(Bl A GB‘I’ paBl
A B C
a
Dann ist auch die Limes- Sequenz
im A 2 Imp B M
a a a
exakt.
Beweis Das Lemma folgt unmittelbar aus der Beschreibung der Elemente des direkten
Limes in den Bemerkungen 4.2.3 (ii) und 4.2.3 (iii).
QED.

Fur die nachfolgende Aussage bendtigen wir einige im Anhang A2 bewiesenen
Eigenschaften direkter Limites.

4.3.3 Vertraglichkeit der Kohomologie mit direkten Limites
Seien G eine proendliche Gruppe un(&('@aﬁ) ein direktes System von stetigen G-

Moduln. Insbesondere sollen d[bgB G-Homomorphismen sein. Dann gilt:

() I'_m>A ist ein stetiger G-Modul.
a

(i) Die Gruppen IJI(G, AO() bilden zusammen mit den durch ¢'§B induzierten

Abbildungen ein direktes System von abelschen Gruppen.
(iii). Es besteht ein naturlicher Isomorphismus

"mH(GA) H(G, "mA)

a a
Beweis Zu (i). Seixe I|_m> A . Wir haben zu zeigen, der Stabilisator von X,
a

Stab(x) :={gx | gx = x},
ist eine offene Teilmenge von G. Sei

X EA
a a
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ein Reprasentant von »ach Definitiondes stetigenG-Moduls gibt es danneinen
offenen Normalteiler I_G mit*’

Uxa = {Xa}'
Dann gilt aber auch Ux = {x}, d.h. (U Stab(x). Weil Stab(x) eine Untergruppe von G

ist, ist damit Stab(x) sogar offen.
Zu (ii). Jede der Abbildungen

cpaB: AO(—>AB mita<f3

ist ein ein G-Homomorphismus, induziert also Abbildungen
(1) ma%yﬁH@A&
Fur je drei Indizes mit< 3 < y haben wir weiter ein kommutatives Diagramm

A

a
g’ NPy
By A
A
B Y

von Moduln tber G. Durch Ubergang zur Kohomologie erhalten wir die Kommutativitat
von

HIG, A)
4 N\
H'(G, A — H(G A)
Mit anderen Worten, die Abbildungen (1) bilden ein projektives System.
Zu (iii). Seien UC G ein offener Normalteiler von G und

Pvl\-J —Z—0
die projektiveStandard-Auflésunglestrivialen Moduls Z uber G/U (vgl. 3.2.1). Fir
jeden offenerNormalteiler VC. G mit V C U ist dies aucleine exakte Sequenz von

Moduln Uber G/V und die natirlichenSurjektion G/V. — G/U induziert einen

(surjektiven) Komplex-Morphismus

\/ U
Px — Px

Uber der identischen Abbildurfy—Z . Fiir je drei offene Normalteiler U, V , \&C G
mit

wCvVvCu
ist das Diagramm

Py

v N\

PY—) Py

kommutativ. Wir wenden den Funktor H&nﬁ? : Aa) an und erhalten ein kommutatives

Diagramm

27 Weil die offenen Normalteiler von G eine Umgebungsbasis & Qilden.
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W
Hom (P« ,A )
G
/! ’ N

\% U
HomG(P* ’A(x) “— HomG(P* ’Aa)

Die Komplexe HorE;(P,&J , Aa) bildenalso (fur jedes feste) ein direktesSystem von
abelschen Gruppen. Es folgt

lim U _ im U
U) HomG(P* ’Aa) = Horr1G(<U P« ’A(x)'
und
lim lim U _ lim U lim _lm U lim
? U) HomG(P* , Aa) = Hon’b(v Px ,? Aa) —U) HomG(P* ,? Aa)

Als exakterFunktor kommutiertder direkteLimes mit der Bildungvon Kernen und
Kokernen, also auch mit dem Ubergang zur Kohomologie. Wir erhalten

I M Highom (P, A ) =M HiHom (PP, 1M A ),
G a G a
a U U a
d.h. o | |
Im 1M MG, A ) = I HE 6o, MM A ),
a U U a
d.h.
. .
M H(G, Ay =H (G, m Ay
a a
QED.

4.3.4 Beweis von 4.3.1
Die Homomorphismen _ _ _
H'(G, A) — H'(G, B) und H(G, B)—s H'(G, C)
ergeben sich aus dem endlichen Fall, . .
H'(G/U, AY) — HI(G/U, BY) und H(G/U, BY) — HI(GIU, V)
(U offener Normalteiler) durch Ubergang zum direkten Limes.

1. Schritt. Konstruktion des Zusammenhangshomomorphismus
1) 9: H(G, ©)— H*L(G, A)
betrachten wir einen offenen Normalteile€DG und setzen

KU = Koker(BU — CU).

Da B und C stetige G-Modulist, lassen sie sich aMereinigungaller BY bzw. aller
cY schreiben. Aus der Exaktheit der Sequenz
BY »cV KU — 0
erhalten wir durch Ubergang zum direkten Limes
B— C— M K, —0.
U

Weil B— C nach Voraussetzung surjektiv ist, folgt

2) Im g =o.
5 U
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Aus der langen Kohomologie-Sequenz zur kurzen exakten Séguenz

0— BU/AU—>CU—>KU—>O

erhalten wir durch Ubergang zum direkten Limes die exakte Sequenz

lim |_|| LGk )_>I|m H'(GIU, BU/AU)_>“m H'(G/U, CU)—>“_m> H'(GIU K U
v U o

U
Wegen (2) sindlie Limitesrechtsund linksgleich Null,*® die mittlereAbbildung also
ein Isomorphismus:

3) M iy, 8YaY) = His, o).
v

Die kurze exakte Sequenz

O—)AU—> BU—> BU/AU—>O
liefert fur jeden offenen Normalteiler U den Zusammenhangshomomophismus
@) H(G/U, BY/AY) — HITL(GIU, AY).

Mit Hilfe von (3) wund (4) definieren wir jetzt wie folgt den
Zusammenhangshomomorphimus (1). Fir vorgegebenes

yEH'(G, C)
wahlen wir einUrbild bei der Abbildung (3). Dieses wirdreprasentiertdurch ein
Element

ye H(G/U, BYAY) fur ein U.
Das Bild von y' bei der Abbildung(4) reprasentiert eirElementdes zugehdrigen

direkten Limes. Dieses definieren wir als das Bild wvon vy beim
Zusammenhangshomomorphismus (1).

gyelm Hi+lgu, AY) = HHLG, A).
U

2. Schritt:Korrektheit der Definiton der Abbildung (1).
Fur je zwei Reprasentden y des Urbilds vony bei (3) gibt es einen offenen

Normalteiler V van G derartdal? die Bildedieser Reprasentanten iﬁ(GN, BV/AV)
Ubereinstimmenlhre Bilder bei (4) reprasentiererdeshalb dasselb&lement des
direkten Limes.

Damit ist die lange Kohomologie-Sequenz konstruiert. Wir haben noch Beaétheit
zu beweisen.

3. Schritt: Exaktheit an der Stellé(8, B).
Die Komposition
A—B—C
ist nach Voraussetzung Null. Also gilt dasselbe auch fur die Kompositionen
AU—> sY — cY
und _ _ _
H'(G/U, AY) — H(G/U, BY) — HI(GIU, V).
Durch Ubergang zum direkten Limes erhalten wir, die Komposition

2 Wir identifizieren A mit einem Teilmodul von B. Dann gilt
Kern(BY — cY) = ker(8—s c)BY = ANBY =
2 Wir ordnen die Menge der Produkte<M von je zwei offenen Normalteilern von G mi€U durch

Inklusion. Die Mengen der Produkte der GestattlLiist dann kofinal in dieser Menge. Deshalb gilt

M WG, K= Imim e, K PR M WG, "_”lK y="" HiGn, 0)=0

U vV U \Y, U \Y,
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H'(G, A) — HI(G, B)— HI(G, C).
ist Null, d.h. das Bild der linke Abbildung liegt im Kern der rechten. Wir haben noch die
umgekehrte Inklusion zu beweisen. Sei

yeH'G, B)
im Kern derrechtenAbbildung. Das bedeutet, eifReprasentant vony liegt im Kern
einer der Abbildungen _ _
H'(G/U, BY) — Hi(GIU, Y).
Jede dieser Abbildungen faktorisiert sich ibKGA, BU/AU). Wegen (3) ist daBild
von Y in einer dieserletzterenKohomologie-Gruppen Null. Deshalb kamnan den

Reprasentantep so abéndgrn, dafd erim BiIc_I einer der Abbildungen
H'(G/U, AY) — H!(GIU, BY).
liegt (wegender langenKohomologie-Sequenz zu—O->AU—>BU—>BU/AU—>O).

Das zugehorigeUrbild reprasentiert im direktehimes I—i(G, A) das @suchte Urbild
vony.

4. Schritt: Exaktheit an der Stelld(8, A).
Zeigen wir zunachst, die Abbildung

5) H-1(G, ©)— HI(G,A) — HI(G, B)
ist die Null-Abbildung. Se'yEHi'l(G, C) ein vorgegebenes Element und
Yer G, BYaY)
ein Reprasentant von(vgl. (3)). Die Zusammensetzung
H-1Gu, BYAY) — HiGIU, AY) — HI(GIU, AY)
ist die Null-Abbildung (wegender Exaktheitder Kohomologie-Sequenz zu 0— AU

—BY BU/AU—>O). Das Bild von y bei dieser Abbildung ist aber ein
Reprasentant des Bildes vpbei (5). Also ist (5) die Null-Abbildung.

Wir haben noch zaeigen,der Kernderrechten Abbildung vorf5) liegt im Bild der
linken Abbildung. Sei also

a€ Ker(H(G,A) — H!(G, B)).

Dann gibt es einen Reprasentantanvon a, welcher imKern einer Abbildung der
Gestalt

H-1(G/u, AY) — Hi(GIU, BY).
liegt, also im Bild von (4). Sei _
a e H'(GIU, BYIAY)
ein Urbild vona. Da reprasentiett’ ein Element von i:il(G, C) (vgl. (4)), desserBild

in Hi(G, A) gerade das vorgegebene Elenteist.

5. Schritt: Exaktheit an der Stellé(8, C).

Wir haben zu zeigen, _ _

(6) H-1(G, B)— H"1(G, 0)— H'(G,A)
ist die Null-Abbildung. Sei

e HL(G, B)
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beliebig. Wir wahlen einen Reprasentanten

B e Hl(c, BY).
von 3. Dessen Bild bei
@) H-1(Gu, BY) — HL (G, BY/AY) — HiGIU, AY).
reprasentiert geraddas Bild von 3 bei (6). Die Abbildung (7) ist aber die Null-
Abbildung (wegen defExaktheitder Kohomologie-Sequenz zu-0» AU—> gY —
BYaY_0).
Es bleibtnoch zuzeigen,der Kernder rechten Abbildung vor§6) liegt im Bild der

linken Abbildung.
Sei

yE Ker(H (G, c)— HI(G,A)).
Dann gibt es einen Reprasentantane Hi'l(G/U, BU/AU), welches imKern der

Abbildung (4) liegt (mit_i-l anstelle von i). Dann liegt aﬁeauch mit Bild von
H-1Gu, BY) — H-1(G/u, BY/AY).

Siey ein Urbild von V Diesereprasentierein Element von i:ll(G, B), desserBild
gerade das vorgegebene Elemast.
QED.

4.3.5 Bemerkungen

() Eine elegantere Methode, das obige Ergebnis zu beweisen, besteht darin, die
stetigen Kohomologie-Gruppen direkt als Ext-Gruppen in der Kategorie der
stetigen G-Moduln zu konstruieren. Die lange exakte Kohomologie-Sequenz ist
dann eine formale Konsequenz, genau so wie im vorigen Kapitel. Wir haben den
obigen etwas muhseligeren Weg gewéahlt um zu betonen, dal alle grundlegenden
Fakten zur Kohomologie der proendlichen Gruppen aus dem endlichen Fall durch
Ubergang zum Limes folgen.

(i) Man beachte die wichtige Tatsache, im Spezialfall, dal? die exakte Sequenz

O-)A—)BLC—>O

zerfallt, d.h. es gibt einen G-Modul-Homomorphismus-s:£B mit pes = Id, so
gilt auf Grund der Funktorialitat der Kohomologie dasselbe auch fur die
induzierten Abbildungen _ _

p,: H'(G, B)— H'(G, C) und j: H'(G, C)— H'(G, B),
d.h. die lange Kohomologie-Sequenz zerfallt in kurze exakte Sequenzen

0— H'(G, A) — H'(G, B)— H'(G, C)—s 0.
Wir werden dies im folgenden haufig anwenden.
(i) Die exaktenSequenzerdes vorigenKapitels, welchen Inflationund Restriktion

miteinander verbinden(vgl. 3.3.18), bestehen auch im Fall der stetigen
Kohomologie:

4.3.6 Folgerung: Die Inf-Res-Sequenzen

Seien G eine proendliche GruppeCHG ein abgeschlossener Normalteiler und A ein
stetiger G-Modul. Weiter sei i > 1 eine naturliche Zahl mit der Eigenschatft, dal3 die
Gruppen _

HH, A =0firj=1,2,..,i-1
trivial sind. Dann gibt es einen nattrlichen Homomorphismus
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o, o H(H, ACH LG/, AM),
welcher Bestandteil der folgenden exakten Sequenz ist
i Inf . Res ; i Inf .
0—sHI(GH, AN —H(G,A)=HH, A)CH_H*L(GH, A H LG A).
Beweis Die Aussage eligt sichaus 3.3.18ind derTatsache,dal? der direkte Limes-

Funktor exakt ist (vgl. 4.3.2).
QED.

4.3.7 Folgerung: Kummer-Theorie

Seien k ein Kdrper und m eine natirche Zahl, die teilerfremd zur Charakteristik von k
ist. Dann besteht ein naturlicher Isomorphismus

KM = 1k, T
Dabei bezeichnetum die Gruppe der m-ten Einheitswurzeln(in einer fixierten
separablen AbschlieBung %on k) mit der Operatation der Galois-Gruppe G :Sﬂiﬁk
welche von der Operation von G aléﬂdommt.

Zum Beweis bendtigen wir eine stetige Version des Satzes 90 von Hilbert:
4.3.8 Der stetige Satz 90 von Hilbert

Hl(k,k;) = 0 fur jeden Korper k.

Beweis Sei K/k eine endliche Galois-Erweiterung m@ks. Dann bestehen flr

U = Ker(G := G(kS/k) — G(K/K)) = G(kS/K)
die naturlichen Isomorphismen
HY(G1U, KY) = H{(G(KK), k;ﬂkg)

= Hl(G(K/k), k;( MK) (Galois-Theorie,4.1.12)

= HY(G(K/K), K*)
=0 (Satz 90 von Hilber).
Die Behauptung folgt durch Ubergang zum direkten Limes.
QED.

4.3.9 Beweis des Satzes von Kummer 4.3.7
Wir betrachten die exakte Sequenz von stetigen Moduln tber GS#kIS(k

X m X

1—>Hm—>ks —>kS — 1,
wobei hier das m liber dem Pfeil den Ubergang zur m-ten Potenz bezeichne. Man
beachte, letztere Abbildung ist surjektiv, weil m teilerfremd zur Charakteristik von K ist:
xM - a ist deshalb ein separables Polynom Ugﬁﬂrkjedes Eks, hat also in der
separablen AbschlieBung &ine Nullstelle. Auf Grund der zugehdrigen langen
Kohomologie-Sequenz erhalten wir die Exaktheit von

m

HOK, KX) — HOK, k) — H1(k, b —> H1(k, k).

Die Kohomologie-Grupperechts ist Null nach4.3.8. Die beiden Kohomologie-
Gruppen links sind gleich
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HO, k) = ()C = K
und die Abbildung links besteht gerade im Erheben in die m-te Potenz.
4.3.10 Bemerkung
Man beachte, es war an dieser Stelle wesentlich, dal3 wir die separable Erweéterung k

und die Galois-Kohomolgie verwendet haben: im endlichen Fall steht uns eine kurze
exakte Sequenz wie die obige nicht zur Verfigung.

Als Folgerung aus dem obigen Satz von Kummer geben wir Kummers urspringliche
Formulierung der Aussage an.

4.3.11 Folgerung: Kummer-Theorie Il

Seien k ein Kérper und m einer zur Charakteristik von k teilerfremde nattrliche Zahl.
Wir nehmen weiter an, k enthalt eine primitive m-te EinheitswaszBlann hat jede

endliche Galois-Erweiterung von k mit einerzimz isomorphen Galois-Gruppe die
Gestalt

k(a)/k;‘ undaMek™
mit aEk.
Beweis Eine Galois-Erweiterung der angegebenen Art entspricht einer Faktorgruppe
von
G= G(kS/k),
die isomorph ist z&/mZ. Betrachten wir die zugehorige Surjektion
A G — ZIMmZ.

Nach Voraussetzung gilltm C k™, also

Hom(G,Z/mZ) = Hl(G,Z/mZ) (weil G trivial operiert au?Z/mZ7.)
= Hi(k, p 0.
Die zweite Isomorphie hangt von der Wahl voab. Nach 4.3.7 entsprichtgerade der

Restklasse eines@k™ modulo K'™. Wir wahlenfir o eine m-te Wurzehus a. Die
Definition des Zusammenhangshomomorphismus

k* — Hl(k, um), ap ap (0 a/o(a))
zeigt dann,
Ker(\) = {o€G | a/o(a) = 1} = {0€G | G|k(a) =Ild}= G(kS/k(a)),
Die zugehdrige Korpererweiterung ist also
(ks)Ker()\) = k().
QED.

4.3.12 Folgerung: Artin-Schreier-Theorie

Seien k ein Korper der Charakteristik p > 0 und bezeighten Endomorphismus
- k— K, X xP - x,

der additiven Gruppe von k. Dann besteht ein natirlicher Isomorphismus
kip(k) = Hi(k, Z/pz).
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Zum Beweis benigen wir das folgende Lemma, welches manchmahuch additive
Version des Satzes 90 von Hilbert genannt wird, dertregachtet diedditive Gruppe
des Korpers é((betrachtet als Gg«)-ModuI) anstelle der multiplikativen.

4.3.13 Der additve Satz 90 von Hilbert
Fur jeden Korper k und jede naturliche Zahl i (> 0) gilt
H(k, k) = 0.
Beweis Sei K/k eine Galois-Erweiterung des endlichen Grades n mit der Gruppe
G = G(K/k) ={1 :01,...,0n}.

Nach dem Satz Gber die Normalbasis gibt ess@ment xcK mit der Eigenschaft, dai3
die Elemente

ol(x), ,on(x) eK
eine k-Vektorraumbasis von K bilden. Mit anderen Worten, &sdModul ist K
isomorph zu
K = k®,Z[G] = MC(A)
Die zweite Isomorphieergibt sichdabeiaus 3.3.5(iii). Nun sind aber koinduzierte
Moduln kohomologisch trivial (nach dem Lemma von Schapiro 3.3.3), d.h. es es gilt

H'(G(K/K), K) =0
fur jede endliche Galois-Erweiterung. Viehenzum direkten Limes tbearnd erhalten
so die Behauptung.
QED.
Bemerkung
In der Charaktestik 0 kommt manohne den Satz Ubeatie Normalbasis aus: der

Koeffizienten-Modul léist in diesem Fall eifQ-Vektorraum.Man kann also 4.2.9
anwenden. Wir bendtigen hier aber den Fall der Charakteristik p > O.

4.3.14 Beweis von 4.3.12

Der Endomorphismug laf3t sich auf die additive Gruppe der separablen Abschliel3ung
fortsetzen,

(2) p:k;—>k;,x|->xp-x.
Sein Kern ist gerade der Primkoérper
F =7lpzZ
p
mit p Elementen. AuR3erdem ist die Abbildung (1) surjektiv, dénjedes &ks ist das

Polynom ¥ - x - a separabel, hat alstne Nullstelle in kS. Wir erhalten sceine exakte
Sequenz
+ +
0—F — ks LN ke —0
von stetigenG-Moduln. Aus der zugehdrigelangen Kohomologie-Sequenand dem
additiven Satz 90 von Hilbert erhalten wir die Behauptung.

4.3.15 Bemerkungen
(i) In analoger Weise wie beim Beweis von 4.3.11 zeigt man, dal} jede endliche
Galois-Erweiterung von k mit der GrupgéZ die Gestalt kf)/k hat mit einer

Nullstellea eines Polynoms der Gestalt xx - a mit ac k.
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(i) Es gibt eine Verbgemeinerung des Artin-Schreier-Theorems auf den Fall von
Potenzen von p, welche auf Witt zurtickgeht. Die Beweis-ldee ist dieselbe wie
oben. Anstelle der additiven Gruppe vosrhbt man sogenannte Witt-Vektoren zu

verwenden (vgl. Serre [2]).

4.4 Eine alternative Beschreibung der Brauer-Gruppe
Das Hauptziel dieses Abschnitts besteht darin, die Brauer-Gruppe eines Korpers k mit

der Galois-KohomoIogie-Gruppe2(-k, k;() zu identifizieren - einer Kohomologie-

Gruppe, welche zuganglicher ist als die Grupﬁekl—J PGLOO), welche in Kapitel 2

aufgetreten ist. Zu diesem Zweck haben wir zunéchst die nicht-kommutative exakte
Sequenz von 2.6.1 fortzusetzen.

4.4.1 Eine nicht-kommutative exakte Sequenz
Seien G eine Gruppe und
1 -A—>B—C—1

eine exakte Sequenz von Gruppen mit G-Operdliabei seien B und C nicht
notwendig kommutativ. Von A setzen wir voraus, dal3 es sich um eine kommutative
Gruppe handelt, die ganz im Zentrum von B liegt,

A C C(B).
Dann besteht eine exakte Sequenz von punktierten Mengen
1—AC 86, cC_ HG, A)— HlG, B)— H(G, ©)— HEG A).

Beweis Abgesehen vom letzten Glieeurde die Sequenz berekenstruiertund deren
Exaktheit bewiesen (vgl. 2.6.1).

Konstruktionder Abbildung ?: H(G, C)—» H%(G,A).
Seien [c]e Hl(G, C) eine beliebige Kohomologie-Klasse und

c.G—Copr Cy
ein reprasentierender 1-Kozyklus. Fur jedg@@ wéahlen wir ein Urbild
b €B
o
bei dergegebenen Surjektion B— C. Weil cein Kozyklus ist, liegt fir je zwei
Elementao, 1 €G das Element
-1
bcyc(bT)bOT

im Kern derAbbildung B— C, also im Bild von A— B. Weil letztere Abbildung
injektiv ist, kdnnen wir A mit einer Untergruppe von B identifizieren und annehmen,

— -1
I bco(br)bOT eA.

Die Abbildung

hangt nur vorder Kohomolgie-Klasséc] von cab: wennwir namlichdenKozyklus ¢
ersetzen durch den Kozyklus

oOpP y'lcoo(y)
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(mit y=C), so erhalten wir anstelle von %ein Element
(B o o(B)o(B o TE)(BE b, ot(@)
= 5l _o(b T(B)oT(B)bgrp
- -1
= glb_o(b )by
-l
=p'a,; B

mit einer Anhebun@ vony entlang B—s C3° Weil A im Zentrum von B liegen soll, ist
der letzte Ausdruck gleichca[ :

Durch direktes Nachrechnén sieht man, die Abbildung ist ein 2-Kozyklus, d.h.
-1 -1
G(at,v)aOT,Vao,waO, =1
(vgl. 3.2.3 Beispiel 2), d.h. (1) reprasentiert ein Element
2, J€ H2(G, A)

Wir haben noch zu zeigediesesElementéndertsich nicht, wenn wirdie Anhebungen
bo der ¢ durch andere Anhebungen, sagen wir durch
b’ :=ab mita €A
o oo o
ersetzen. Der zugehdrige 2-Kozyklus ist dann

a__ :=abo@b)a b )l
0,1 oo ‘tTTvot ot
-1.-1
= aoboo(aT)o(bT)bGTao-[
Weil A im Zentrum von B liegt, kbnnen wir den letzten Ausdruck auch schreiben als
a__ = ao@)aeb ob )b
or =~ o ‘U O0lg vt

=a o(a )ao-['la
B it + 0,1
f . . 1 '1 . .
d.h. {ao,t} unterscheidet sich von g_a'._[} um denKorand {cr(at)ao-[ac}, reprasentiert

also dasselbe Element vorJr(IEB, A).

Exaktheit arder Stelle Hl(G, C):
Die eben konstruierte Abbildung ? ist trivial fir die Elemente im Bild von

2 HY(G, B)— HY(G, ©).
Liegt n&mlich [c] indiesem Bildso kannmanftr die oben konstruierte Familie deBb

einen 1-Kozyklus G— B wahlen, also(% =1 fur allec und allet.

Sei [c]E Hl(G, C) umgekehrt ein Bteent aus derKern der Abbildung ?Wir wahlen
einen reprasentierenden 1-Kozyklus

% Wir haben hier eine sehr spezielle Anhebung der zweiten Kozyklus entlang® gewahlt. Wir

werden jedoch gleich die Abhangigkeit des Ergebnisses von der Wahl der Anhebung
untersuchen.
3L A ist kommutativ
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c.G—C, 0|—>C0,
fur [c]. Die Familie der oben konstruierten ElemergeTa bocr(bT)bgylT € A bildet dann

einen 2-Korand 8G — A, d.h. es gibt ElementOEA mit

-1 -1
boc(br)bor = o(aT)aOTaG,
Weil A kommutativist und im Zentum von Bliegt, kbnnenwir dieseldentitat in der
folgenden Gestalt schreiben.

-1 -1 -1 -
3 b, 0(a b)(@Gb,,) 1-4
Mit anderen Worten, ersetzen wir die Anhebugg/bn bR durch dieAnhebung élbo ,

so erhalterwir einenKorand G— B. Die Fanmilie der %1b0 reprasentiert eitrbild
von [c] bei der Abbildung (2).
QED.

4.4.2 Warnung
Die Aussage von 4.4.1 ist im allgemeinen falsch, wenn A nicht im Zentrum von B liegt.

4.4.3 Konstruktion von Abbildungen 5m

Seien K/k eine endliche Galois-Erweiterung mit der Gruppe
G = G(K/K)
und m eine nattrliche Zahl. Wir wenden Aussage 4.4.1 auf die exakte Sequenz
1— K* — GL(m, K)— PGL(M, K)— 1
an und erhalten eine exakte Sequenz punktierter Meggen
HY(G, GL(M, K))—s HY(G, PGL(M, K)-1 H(G, K*).

Bemerkung
Unsernachsteiel ist es dieZusammenhangshomomorphisnferﬂ in Beziehung zu

setzen zu den in 2.4.7 konstruierten Abbildungen
A n:Hl(G, PGL(m, K))— HY(G, PGL(mn, K)).

4.4.4 Eine Familie von kommutativen Vierecken

Seien K/k eine endliche Galois-Erweiterung mit der Gruppe
G = G(K/Kk)
und m, n nattrliche Zahlen. Dann bilden die Abbildundervon 4.4.3 und\m nvon

2.4.7 ein kommutative Diagramme 5
HY(G, PGL(M,K)) =M HZ(G,K)

)\m’nl Jd

HY(G,PGL(mn,K) M H2(G K X)
Beweis Seien [ce]EHl(G, PGL(m,K)) ein Element und
(1) c.G— PGL(m,K),0|->c0,
ein reprasentierender 1-Kozyklus. Das Bild von [c]&n(]eivvird dann reprasentiert
durch den 2-Kozyklus
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: x : - -1
aaGxG—K",(0,7)» ao,r mit ao,r Idm.— boc(bT)bOT .

Dabei bezeichne cl?EGL(m,K) einen Reprasentanten von, and Idm die mxm-

Einheitsmatrix. Einen Représentanten fir das Bild
A {CD
erhéalt man, indem man in (1) Représentangemdn ol durch die Block-Matrix

00
o

b'0: e e e
0 Ob

o
ersetzt die aus BExemplarerder Matrix bo auf der Hauptdiagonaloamd sonstauter

Null-Matrizen besteht. Das Element

8 D)

wird also reprasentiert durch den 2-Kozyklus
o1’
wobei ac'y . den Eintrag auf der Hauptdiagonalen der Skalarmatrix

a:GxG—K”™, (0,7) » a

, |

boo(br)bo.[

bezeichnet,d.h.a'_=a_ _.
o,T 0O,T1
QED.
4.4.5 Konstruktion der Abbildungen 500
Sei K/k eine endliche Galois-Erweiterung. Indem wir die Vereinigung der punktierten
Mengen I4'(G, PGL(m, K)) bezuglich der Abbildung@\nm N (d.h. deren direkten
Limes), erhalten wir aus 4.4.4 eine Abbildung ’
5_: HY(G, PGLE0, K)) — H2(G, KX)

(deren Einschrénkung auI'l(G, PGL(m,K)) geradém ist).

Bemerkung
Wir erinnern daran, dafd der Definitionsbereich dieser Abbildung nach 2.4.12 die
Struktur einer Gruppe besitzt.

4.4.6 Relationstreue der Abbildun96oo

Die Abbildung
5 HY(G, PGLE0, K)) — HA(G, KX)
von 4.4.5 ist ein Gruppen-Homomorphismus.

Beweis Nach 2.4.6 wird die Gruppen-Struktur VOI]I(B, PGL (o, K)) durch die
Abbildungen

HY(G, PGL(n, K))x HL(G, PGL(M, K))—s HY(G, PGL(mN, K)).
definiert, die induziert werden durch Abbildungen
PGL(n, K) x PGL(m, K)— PGL(nm, K), (], [W]) » [¢DU],

der Koeffizienten-Gruppen, die ihrerseits vom Tensorprodukt
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GL(n, K) x GL(m, K) — GL(nm, K), @, 1)) » ¢,
linearer Endomorphismen kommen.
Seien jetzt

[c] € HY(G, PGL(n, K)) , [dIE HXG, PGL(m, K))
vorgegebene Elemente. Wir haben zu zeigen,

8 ([c]+[d) = & ([c])+3_([d])
Wir wahlen reprasentierende 1-Kozyklen
G — PGL(n, K),o [co], und G— PGL(m, K)o [dc],

fur [c] bzw. [d]. FUr jede®EG seien 8EGL(n,K) und dGEGL(m,K) geeignete lineare

Automorphismen, die die entsprechenden Elemente der projektiven linearen Gruppen
reprasentieren. Dann wird

[c]+[d] € HYG, PGL(mn, K))
reprasentiert durch den 1-Kozyklus
0 [c ®d € Aut(K"@KM/K* = Aut(K "M/K* = PGL(mn, K).
Nach Defnition (vgl. erster Teil des Beweises von 4.4.1) werden die Elemente
8 ([c]) = [al, 8_(d]) = [b] und3__ (c]+[d]) = [X]
reprasentiert durch die 2-Kozyklen
) _ -1 X 14 o~ X
aop ac,T = COG(CT)CCT ekK Idn =K",
. _ -1 X, ~ X
b:ow bo,r = doo(dr)dcr eK Idm =K"7,

X

. — -1 X, ~
X:0 B XO',T = (CG®dG)G(CT®dT)(C0T®dGT) eK Idmn_ K™.

(wennwir die Gruppe K mit deren naturlichemBildern in GL(n,K), GL(m,K) und

GL(mn,K) identifizieren, d.h. die Elemente von K mit den zugehorigen
Skalarmatrizen). Die Endomorphismené:und o_I[ operieren auf unterschiedlichen

Tensor-Faktoren, d.h. diese Operationen kommuti@r@eshalb gilt
Xg 1 = (c,®d Jo(c ®d ) ®d )™t
:coo(ct)c;,lT@)dOo(dT)d;,lT.
= aO’T®b0’T in GL(mn,K)
Fur die zugehdrigen 2-Kozyklen erhalten wir

[X] = [a][b] in HYG, K*),

Sel-ldl) = 3 ([c]) - 3, ([d].

d.h.

QED.

%d.h. (c ®1)(1®d ) =c ®d_ = (1®d )+(c_®1). Die Eintrage ¢ der Matrix zur EinheiteK®, K
o T o 1 T o ] k
sind durch die Bedingung
a-(wi®1) = g cjioooj®1

71
gegeben. Ersetzen wirdurcha(a), so lauft dies darauf hinauslj, durcho(cij) Zu ersetzen.
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4.4.7 Theorem: Bijektivitat der Abbildung 600
Die Abbildung

5_: HY(G, PGLEs, K)) — HA(G, K*)
von 4.4.5 ist ein Gruppen-lsomorphismus.

Beweis Da die punktierte Menge]i(G, PGL (o, K)) die Vereinigung der punktierten
Mengen I-?-(G, PGL(m,K)) ist, reicht es zu zeigen, der Kern aller Einschrankungen
Olhl(G,PGL(M:K) ™ Om

ist trivial. Wegen der Exaktheit der Sequenz 5
HYG, GL(M, K))—s HY(G, PGL(M, K))=-1 H4G, K*)
von 4.4.3 reicht es zu zeigen
HLG, GL(m, K))
ist trivial. Das ist aber gerade die Aussage des Satzes 90 von Hilbert (vgl. 2.3.8).

Wir haben noch die Surjektivitat v@noo zu beweisen, d.h. wir haben zu zeigen, jedes

Element von I%(G, K™) liegt im Bild von mindestens einer der Abbildunden Wir
m

werden hier sogar zeigen, die Abbildung
5 HY(G, PGL(M,K)— HG, K¥)
ist surjektiv, falls

m=#G
die Ordnung von G ist.

Zum Beweis betrachten wir den K-Vektorraum

K®kK

mit der G-Modul-Struktur? die durch die Operation von G auf dem zweiten Faktor
gegeben ist,

o+(cC’'®c”) := c’'®a(c”).
Durch Wahl einer k-Vektorraum-Basis fur den ersten Tensor-Faktor (d.h. eines
Isomorphismus des letzteren mitxwird das Tensor-Produkt isomorph z[I'K

~ M
K®kK_K .

Die Multiplikation mit einem umkehrbaren Element vo@iéK definiert einen K-

linearen Automorphismus®;, K — K®, K und man erhélt so einen Gruppen-

k Kk

Homomorphismus
(K®,K) * —s GL(m, K), x> Multiplikation mit x.
Dieser laRt sich wie folgt in ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen einfiigen.

1—K* — (K®kK)X — (K®kK)X/KX —1

] l l

1—K*— GLMK) — PGL(MK) —1

33 K-Vektorraum-Struktur komme ebenfalls von der K-Vektorraum-Struktur des zweiten Tensor-Faktors.
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Dabei soll Abbildunglinks oben vonder Einbettung in demzweiten Tensor-Faktor
kommen,

K* — (K®kK)X, Cr 1®c.

Alle Abbildungung den Diagramms sind dann vertragiiahder Operatiorder Galois-
Gruppe G* Wir gehen zur Kohomologie Ubeund erhalten einkommutatives
Diagramm mit exakter oberer Zeile:

1 X, xy A& 2 X 2 X
H (G,(K@kK) IK") — H9(G,K") — H (G,(K@kK) )

l I
o
HYG,PGLMK)) — HAGK™)
Zum Beweis der Surjektivitat vcﬁnm reicht es, die voo zu beweisen. Wegen der

Exaktheit der oberen Zeile wiederum reicht es zu zeigen,
HA(G, (K®,K)™) = 0.

Dazu wiederum reicht es zu zeigen, da@&K) * ein koinduzierter G-Modul ist.

Zum Beweis schreiben wir die endliche Galois-Erweiterung K/k als einfache
Erweiterung
K = K[x]/(f)

mit einem irreduziblen PolynonEk[x]. Ist aEK eine Nullstelle von f, so gilt

)= (x-0(a).

oetG
wobei diec(a) paarweise verschieden sind (denn K/k ist separahal) schreibenetzt
den erstenTensor-Faktor (d.hden mit der trivialen Operation) von K, K in der

k
Gestalt k[x]/(f) und erhalten

K®kK = KI[x]/(f)
=KX/ N (x-o(@))
oetG
= ®0€G KIX])/(x - o(a))
= ®0€G Ko

wobei die vorletzte Isomorphie nach dem Chinesischen Restesatz besteht. Die Operation
von G auf dem Tensorprodukt entspridabei der folgenden Ogion auf der direkten
Summe

Gx (® Ko) — ®O'€G Ko, (0, S C_[T) DY O(CT)OT \-

(=€] (=€]

oG

Die Multiplikation der Tensor-Algebra entspriclmach demChinesischen Restesatz
gerade der "koordinatenweisen" Multiplikation

3 Fir die mittlere vertikale Abbildung kommt das von der Tatsache, dafR zu der fixiertemPasis
..... W - von K dber k, die zugehdrige Basﬁ@l,...mm(@l von K®kK Uber K invariant beziglich

der Operation von G ist.
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(> CTT)°( S dTT)= S chTT.
1€G 1€G 1€G

Insbesondere behenfir die multiplikativen Gruppendie mit den G-Operationen
vertraglichen Isomorphien

X __ X _ X — X
(K®K)* =@__. K -0=K*®, Z[G] = Hom, (Z[G], K*)

Mit anderen Worten, (&, K) " ist ein koinduzierter G-Modul.

QED.

Bemerkung

Wir halten hier fest, der obige Beweis zeigt sehr viel mehr als im Theorem angegeben,
namlich die Injektivitat der Abbildungen

5 HL(G, PGL(M, K)—s HZ(G, KX)

von 4.4.3 fur jedes m und die Surjektivitat im Fall, dal3 m die Ordnung der Galois-
Gruppe G(K/K) ist.

4.4.8 Folgerung: die Abbildungen}\m N und 6m sind Gruppen-Isomorphismen

Sei K/k eine endliche Galois-Erweiterung des Grades n mit der Galois-Gruppe
G = G(KI/K).
Dann sind die Abbildungen

Ao HiG, PGL(n, K))—s HYG, PGL(MN, K))

von 2.4.7 bijektiv fur alle m.
AulRerdem besitzt die punktierte Menge

HY(G, PGL(n, K))
eine Gruppen-Struktur mit der Multiplikation

HY(G, PGL(n, K))x HYG, PGL(n, K))— HY(G, PGL(F, K)) = HL(G, PGL(n, K))

und die Abbildung
5 HY(G, PGL(n, K))— HEG, K)

ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

BeweisWir betrachterdaskommutative Diagamm von4.4.4mit m und nvertauscht.
Die linke vertikale Abbildung istdann geradelie uns interessierendeynd die obere
horizontale ist die Bijektiofi 5n' Die unterehorizontale Abbildungst injektiv nach der

obigen Bemerkungalso aufGrund der Bjektivitat von 6n ebenfallsbijektiv. Also sind

A__undd__ zueinander inverse Bijektionen.
n,m nm

Der verbleibende Teil der Aussage falgin aus Theoreh.4.7: die Einschrankung von
600 auf Hl(G, PGL(n, K)) ist geradén und die Einschrankung deMultiplikation von

Hl(G, PGL (o, K)) auf Hl(G, PGL(n, K)) nach Definitiogerade dieobenangegebene
Multiplikationsabbildung.
QED.

% Die Projektionen auf die einzelnen direkten Summanden sind Ring-Homomorphismen.
% vgl. die obige Bemerkung zu 4.4.7.
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4.4.9 Die Brauergruppe als zweite Kohomologie-Gruppe
Seien k ein Kc‘jrper,skeine separable Abschlie3ung von k und K/k eine endliche Galois-

Erweiterungen. Dann bestehen natirliche Isomorphien von abelschen Gruppen
Br(K/k) = HZ(G, K*) und Br(k)= H2(k, k).

Beweis Die erstelsomorphiefolgt ausTheorem4.4.7 und2. 4 13.Die zweiter erhalt
man aus der ersten (und 2.4.13) durch Ubergang zum direkten Limes.

QED.

Bemerkung

Dieser Satzhat einige Konsequenzen. Dienachfolgende Aussage istiemlich
aufwendig, wenn marsie sie direkt im Kontext derentralen einfachen Algebren
beweisen wollte, und beinahe trivial im kohomologischen Kontext.

4.4.10 Die Torsionsgruppen-Eigenschaft der Brauer-Gruppe

Sei K/k eine Galois-Erweiterung der Ordnung so<Dann ist die Ordnung jeden
Elements von

Br(K/Kk)
ein Teiler von n. Insbesondere ist Br(k) fir jeden Korper k eine abelsche
Torsionsgruppe.

Beweis Das folgt aus der Aussage 3.3.9, daf3 die Kohomoldg@,Ab einer endlichen
Gruppe von der Gruppen-Ordnung annulliert wird (ftr i > 0).
QED.

4.4.11 Die Torsionsteile der Brauergruppe

Seien k ein Kdrper und m eine zur Charakteristik von k teilerfremde natirliche Zahl.
Dann ist der m-Torsions-Untergruppe der Brauergruppe isomorph zu

Br(k) = H2(k, p -
Dabeibezeichnetvie bisherum C kS die Gruppeder m-ten Einheitswurzelmit der
natirlichen Operation der Galois-Gruppe G ::S(B(k
Beweis Wir verwenden die exakte G-Modul-Sequenz

1— —>kxﬂ>kx—>1
Hm S S !

des Beweises 4.3.9 des Satzes von Kummer, wobei die mit m bezeichnete Abbildung der

Ubergang zur m-ten Potenz ist. Diese Abbildung ist surjektiv, weil fiir je&ek;él das

Polynom X" - a separabelst, also eine Nullstelle in k;( besitzt. Wir gehen zu
Kohomologie tber und erhalten die exakte Sequenz

H1k, k) — — H2(k, 1 )—>H2(k k) — ™ K2k, k) .
Die Gruppe linksist trivial nach dem stetigen Satz 90 von Hilb¢4t3.8). Die
Abbildung links kommtvom erheben deElemente von E in die m-tePotenz.Dies

entspricht dem Ubergang zum-ten Tensor-Penz der zugehorigen k-linearen
Automorphismen von Sk und damit der Multiplikation mit m auf der additiv

geschriebenen Gruppe
H(k, KX) = Br(k).

Es folgt die Behauptung.
QED.
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4.4.12 Die relative Brauer-Gruppe fir zyklische Erweiterungen

Sei K/k eine zyklische Galois-Erweiterung (endlicher Ordnung). Dann besteht eine
naturliche Isomorphie

Br(K/k) = kX/NK/k(KX).
Beweis Nach 4.4.9 ist

Br(K/k) = H(G, K).
Weil G zyklisch ist, hat die Kohomologie-Gruppe rechts die Gestalt

H2 (G, K*) = (K*)CIN-K* = N (K ).

(vgl. 3.2.9), wenn N die Summe#jG] der Elemente von G bezeichnet.
QED.
Bemerkungen

() ImFall k=R und K =C ist besteht I&lk(KX) = {|z|2 : z€(C} geradeaus den
positiven reellen Zahlen, d.h.

Br(R) = Br(C/R) :]RX/(]R>O)" = {+1,-1}.

Es gibt alsobis auf Isomorphie genau zwei Divisionsalgebren iibelR, die

hamiltonschen Quaternionéfi undR selbst.
(i) Fur jeden algebraischabgeschlossenerKorper k ist k/k die separable
AbschlieRung, die Normabbildung ist die identische Abbildung, also
Br(k) = {1},
d.h. k ist die einzige Divisionsalgebra utber k.

4.4.13 Eine Exakte Sequez von Brauer-Gruppen
Sei K/k eine endliche Galois-Erweiterung. Dann besteht eine exakte Sequenz

Inf Res
0 — Br(K/k) — Br(k) — Br(K).
Beweis Nach 4.3.6 besteht eine exakte Sequenz
Inf Res Inf
(1) 0—HAGMH, A H%G,ASHAH, ASH L H3GH, AH)— H3G A).

fur jede proendlicheGruppe Gjede abgeschlossene Untergruppe@d G undjeden
stetigen G-Modul A mit

(2) HH, A) = 0.
Wir betrachten den Fall

G :=G(k/K), H:=G(k/K)und A=K".
S S S

Bedingung (2) ist dann erfullt (hach dem stetigen S8txon Hilbet 4.3.8).Nach dem
Hauptsatz der Galois-Theorie ist

G/H = G(K/K) und (k;()H = K*
Die linke Kohomologie-Gruppe der Sequenz (1) ist somit

HAG/H, AT = H(G(K/K), K*) = Br(K/K).
Fir die zweite erhalten wir

H2G,A) = HK, K¥) = Br(k).
Die dritte Kohomologie-Gruppe ist offensichtlich eine Untergruppe von
HAH A) = HAK, k) = Br(K).

QED.
Bemerkung
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Die Sequenz besteht auch im Fall, dal’ K/k nicht Galoisch ist: die Elemente im Kern von

R
Br(k) —e>SBr(K)
sind gerade die zerdlen einfachenk-Algebren, welche Uber K zerfallend.h. die
Elemente von Br(K/K).

4.5 Index und Periode

In diesem Abschnitt verwenden wir die kohomologische Theorie der Brauer-Gruppe
zum Beweis der grundlegenden Ergebnisse, die sich auf zwei wichtige Invarianten der
zentralen einfachen Algebren beziehen. Wir werden hier durchgehend annehmen, dal
der Grundkorper

k unendlich
ist. In Kapitel 6 werden wir sehen, die Brauergruppe eines endlichen Korpers ist trivial,
so dal3 die nachfolgende Untersuchung in diesem Fall gegenstandslos wéare. Wir
beginnen mit der Definition der ersten der beiden Invarianten.

4.5.1 Der Index einer zentralen einfachen Algebra

Seien k ein endlicher Kérper und A eine zentrale einfache k-Algebra. Der Index von A
Uber k ist definiert als Grad derjenigen Divisionsalgebra D Uber k, fir welche A
isomorph ist zu einem Matrizen-Ring Uber D,

indkA = deq( D, D Divisionsalgebra mit A= Mn(D) fur ein n.

Bemerkungen

(i) Die Divisionsalgebra D existieund ist bis auf Isomorphieindeutigbestimmt auf
Grund des Satzes von Wedderburn 2.1.5 .

(i) Fur jede Divisionsalgebra ist der Index gleich dem Grad.

(i) Der Index einer zentralen einfachenMAtgebra A hangnur vonderenKlasse in
der Brauer-Grupp@&r(k) ab: er hanghur von derdsomorphie-Klasser der zu A
gehdrigen Divisionsalgebra Bb,und diese istflr je zwei Brauer-aquivalente k-
Algebren bis auf Isomorphie dieselbe.

(v) Es giltgenau dann

indk(A) =1,
wenn A zerfallt.

4.5.2 Kriterium fur das Zerfallen tber einer Erweiterung

Sei D eine zentrale Divisionsalgebra tiber dem endlichen Kérper k. Wir nehmen an, D
enthalt einen Teilkdrper

KCD
dessen Grad Uber k gleich dem Index von D ist,
[K:K] = indk(D).
Dann zerféllt D Gber K.

Beweis Bezeichne BP die zu D entgegengesetzte k-AlgebEann bestehteine
Isomorphie

Op"_’ o
(1) D®, D%P = End, (D), a®b 1 p_oA

(vgl. denBeweis von2.4.10§". Ist K C D ein Teilkorper, so besteliuf Grund der
Kommutativitat von K auch eine Inklusion

K C DOP,

X bxa,

und wir erhalten eine Injektion

1:D®, K — Encl((D).

k

%7 Dabei bezeichneaFUie Multiplikation mit a von rechts un%Ldie mit b von links.



43

Die Abbildungsvorschrift von (1) zeigt, das Bild volegt sogar in Enlg(D),

Im(1) C Enck(D)
(auf Grund der Kommutativitat von K). Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
es giltsogar dassleichheitszeicherdenn dann ist @kK = Enok(D), d.h. Dzerfallt

tber K. Zum Beweides Gleichheitszeichens gentigs zuzeigen,beide Algebren
besitzen dieselbe Dimension tber K,

dim D®kK = dimK Enq((D).
Zum Beweis identifizieren wir ErlgD) mit der Matrizen-Algebra

End, (D) = M (K)

Dabei ist
(2) n="dim, D = dim DIKK] = (deng)Z/[K:k] =39 (inde)2/[K:k] =**ind, D.
Wir erhalten
dim, End, (D) = N2
und
dim, D® K = dim D = dim D-[K:k] =** reind (D) = N2
QED.

4.5.3 Der Grad separabler Zerfallungskorper
Jede zentrale einfache k-Algebra A zerfallt Gber einer separablen Korper-Erweiterung
K/k des Grades irkd\.

Der Beweis verwendet den Begriff des reduzierten charakteristischen Polynoms
verwendet.

4.5.4 Reduziertes charakteristisches Polynom
Seien k ein Korper, A eine zentrale einfache k-Algebra uBd\ain Element. Dann
heil3t das Polynom
Pa(T) = Nrd(T-a)e K[T]
reduziertes charakteristisches Polynaon a. Dabei bezeichne

Nrd: A— k

die reduzierte Norm 2.5.1 der Algebra A.
Bemerkungen

() Istk eine algebraische AbschlieBung von k, so wird A kkisomorph zu einer
Matrizen-Algebra

A AR K =M (K).

Die reduzierteNorm ist danngerade dieEinschrankung auf A ddbeterminante
auf der Matrizen-Algebra und das reduzierte charakteristische Polynomaiah a
zum charakteristischen Polynom der zu a gehdrigen Ma'%rlix M

% Die Endomorphismen-Algebra eines n-dimensionalen K-Vektorraums ist gerade die Algebra-der n
Matrizen Uber K.

% Fur Divisionsalgebren stimmen die Begriffe Grad und Index iiberein.

40 Nach Voraussetzung soliK D eine Teilkérper sein, mit [K:k] = iq(d).

“1 Weil nach Voraussetzung [K:k] = iEE gelten soll.
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(i) Insbesondere sindie Koeffizienten von g(T) Polynome in den Etrégen von

M
a

4.5.5 Existenz von Elementen mit separablen reduzierten charakteristischen
Polynom (Fehler}?

Seien k ein unendlicher Korper, A eine zentrale einfache k-Algebra. Dann gibt es ein

Element &A, dessen reduziertes charakteristisches Polynom keine mehrfachen
Nullstellen besitzt.

Beweis Bezeichné eine algebraische AbschlieBung von k. Wir wahlen einen
Isomorphismus

o A®kE — Mn(E)
und identifizieren das reduzierte charakteristische Polynééﬂf) Bt der Determinante
von Teld - M_€ M _(k). Sei
a n

D(a) := Res(g,P' )
die Diskriminante von g? Dies ist ein Polynom in den Koeffizienten vor()ﬂhoaelches
genau dann Null ist, Wennal?nehrfache Nullstellen besitzt. Die Menge der a, fur welche
Pa keine mehrfachen Nullstellen besitzt ist gerade die durch D gegebene Zariski-offene
Menge
{a:D(a)# 0}

_ _ 2
desk-Vektorraums /@kk = AE und Dist dort ein nicht-trivialesPolynom. Weil k

2
nach Voraussetzungnendlichist, ist die Einschrankung von D auf A ;&L‘ nicht

identisch Null,d.h. esgibt ein &A mit D(a) #0, d.h. Fa hat keine mehrfachen

Nullstellen.
QED.

4.5.6 Beweis von 4.5.3

Wir konnen annehmen, Aist eine Divisionsalgebra.Nach A3.12% gibt es einen
maximalen Teilkdrper

kC KCA,
welcher separabel tiber k ist. Nach A3gilt

“2Sei ac A - k und K := k[a]. Dann ist K_ A eine echte Teilalgebra von A (weil K kommutativ ist).
Nach Konstruktion ist K invariant bei der Multiplikation mit a. Die Matriéhr/ljr k-linearen
Abbildung
A— A Xp ax,
ist die direkte Summe von Exemplaren der Matrix N zur Multiplikation mit a auf K,
M= N mitr> 1.
Das charakteristische Polynom von, Mt somit eine r-te Potenz.

* vgl. Herstein, Noncommutative rings, Theorem 4.3.3.
* Nach Herstein, Theorem 4.2.2 gilt
(1) [K:K] = dimK A.
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dika = dimKA = deq( A= indk A
Der Korper K gentgt also den Bedingungen von 4.5.2. Also zerfallt A tber k.

QED.

4.5.7 Die relative Brauer-Gruppe als Kern
Seien Iéeine separable Abschliel3ung des Kdrpers k und K/k eine endliche

Teilerweiterung von é{k des Grades n. Dann induziert der
Zusammenhangshomomophismus
5 Hik, PGL(, ) —> Br(K)
eine bijektive Abbildung
Ker(Hl(k, PGL(n, ) Res HiK, PGL(n, ) — Br(K/K).

Zum Beweis bendtigen wir das folgende Aussage der Galois-Theorie

4.5.8 Der koinduzierte Modul zu einer endlichen Galois-Erweiterung
Seien Iéeine separable Abschliel3ung des Kdrpers k und K/k eine endliche

Teilerweiterung von é{k des Grades n. Wir betrachten die Galois-Gruppen
G:= G(kS/k) und H := G(Ié/K).

Die Gruppe G operiere auf

K®kks

vermittels des zweiten Faktors, d.h.
0+(c®d) = a®a(d) fur oeG, =K, dEkS.
Dann besteht eine Isomorphie von G-Moduln
(K® k)" = Mﬁ(k;‘)
Beweis Nach dem Satz vom primitiven Element hat K die Gestalt
K = k(a) fur einaEK.

Bezeichne f das MWimal-Polynom von a Uber k (so daR K gerade der

Zerfallungskoérper von f Uber k ist). Wir wahlen ein Reprasentantensystem
1=01,02, ,GnEG

fur die Restklassen von G modulo Bie Einschrankungen deri auf K sind dann

gerade die Elemente von G(K/R)d.h. die Nullstellen von f sind gerade diltea),

Sei n der Index der k-Algebra A, d.h.

H —44 — — 1
|ndk A= deq( A=nund A®kk = Mn(k).
Dann gilt
2 _ 4 — A L] — 44 e 2
n- = d|mk A= dlmKA [K:k] =** [K:K]
also
[KikKl=n= indk A.

4 Es sind gerade die Bilder dezirbei der naturlichen Surjektion

G = G(k/k) — G(K/K), o 0|K
mit dem Kern H = G(ISdK).
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f(x) = (x - ol(a))-...-(x - on(a)).
Wir erhalten einen G-Modul-Isomorphisnitis
K® k= KX/ ® kg

= ks[x]/(f)

= @inzl ks[x]/(x - O, (a)) (Chinesischer Restesatz)
=k ®,Z[G/H]

=47 HomH(Z[G] ’ks)

= ME(k J.

“6vgl. die analoge Rechnung am Ende des Beweises von 4.4.7.
4T Wir schreiben A := Ié identifizieren I§®ZZ[G/H] mit einer direkte Summe von Exemplaren von A,

_ A(G/H)
k ®, ZIGIH] = A

(je ein direkter Summand fur jedels) und betrachten die Abbildung

| (GIH) -1
aHom (2[G] A) — AP, T (010 Dy

Ein H-Homomorphismus f auZ[G] ist festgelegt, wenrman seienWert auf jeder H-
Nebenklasse aeiner Stellekennt, also zum Beispielwenn man dieWerte f(oi).

Umgekehrt kann digVerte fir jeein ElemenjederNebenklassefestlegen Dann gibt
es genau eineH-Homomorphismusnit diesenWerten.Das bedeutet abegerade, die
Abbildunga ist bijektiv.

Far jedeS@HomH(Z[G] ,A) und jedesEG isto-f die Abbildung die Abbildung mit

(0:N(X) = x-0
(vgl. die Definition in 3.3.1). Berechnen wir die i-te Koordinate+f). Dazu schreiben wir
coj = oihi.

Die i.-te Koordinate vouu(o-f) ist dann gleich
-1
(x(o-f)i =0, (o+f)(5;")

= oif(oi'lo)

_ -1

= (Iif(hicrj )

= Gihif(cj'l) (weil f ein H-Homomorphismus ist)
= o0, f(cjfl)

= O"G(f)j

Mit anderen Worten, auf die j-te Koordinate () wird 0 angewandt und das Ergebnis wird in die i-te
Koordinate geschrieben.

Wir sehen, dieugehorige Operatiomon oG auf A(G/ H) besteht daring auf jedeKoordinate des
Elements von AG/H) anzuwendenund aulRetem die Koordinaten so zu permutieren, wie die

Multiplikation mit o die H-Nebenklassemon G permutiert. Mitanderen Worten, st geade die G-
Operation von IS@ZZ[G/H].
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Durch Ubergang zu den umkehrbaren Elementen erhalten wir die Behauptung.
QED.

4.5.9 Beweis von 4.5.7
Wir haben bereits die Injektivitat VGBF] gezeigt (sogar die vo?moo -vgl.4.4.7. Es

reicht also die Surjektivitat der Abbildung zu beweisen. Dazu betrachten wir die exakte
Sequenz von G-Modul-Homomorphismen

X X X X
1— kS — (K®kks) — (K®kks) /kS — 1,
wobei die Injektion links durch e 1®c gegeben ist undie Operation von G auf dem

mittleren Modul von deGalois-Operation auflem zweitenTensor-Faktokommt. Wir
gehen zur Kohomologie beziglich G = gj(d& uber und erhalten die exakte Sequenz

a
1) H(G, (K®, k)™ 1kX) —> H2(G, ) — H2(G, (K®,k)™).
Fur Gruppe rechts erhalten wir mitife desvorhergehenden Abschnits5.8 und des
Lemmas von Schapiro 3.3.3:

2 X\ — 112 G, X\ _ 42 Xy
HAG, (K®kJ™) = H(G, M{j(kJ)) = H(H, k) = Br(K)
Die Gruppe in der Mitte ist
HAG, ) = Br(k)

die Brauer-Gruppe von k. Auf Grund der exakten Sequenz von Brauer-Gruppen
4.4.138 liefert damit die linke Abbildung von (1) eine Surjektion

a:HG, (K®, k)™ 1k ) — Br(K/K).

Der Rest des Beweises wiederholt im wesentlichen die Argumentation des Beweises von
4.4.7.

Die Multiplikation mit einem umkehrbaren Element vo@t((kS definiert einen K-

linearen Automorphismus des n-dimensionalsehlkktorraums Ko kS—> K® kS

k k

und man erhalt so einen Gruppen-Homomorphismus
(K®kK)X —> GL(n, k), x » Multiplikation mit x.
Dieser laf3t sich wie folgt in ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen einfligen.

X X X X
1— kS — (K®kks) — (K®kks) /kS —1

] l l

X
1— kS — GL(n,kS) — PGL(n,kS) —1

Dabei solldie Abbildunglinks oben vorder Einbettung in demweiten Tensor-Faktor
kommen,

X X
k2 — (K® k)™, crs 1®C.

Alle Abbildungung den Diagramms sind dann vertragtiuhder Operatiorder Galois-
Gruppe G Wir gehen zur Kohomologie (beund erhalten einkommutatives
Diagramm mit exakter oberer Zeile:

“8ygl. die Bemerkung in Anschluf® an den Beweis von 4.4.13.
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HYG,K® k) Kk) s HAGKS) —s HE(G,(K® k)™)
’ k S "s ’ k

l I
o)
HYGPGLINK) —> HAGK)
Wie wir gerade gezeigt haben ist das Bild der linken oberen Abbitaluig relative

Brauer-Gruppe Br(K/K). Jedes Element Br(K/k) kommt deshalb von einem Element
v aus der linken unteren Gruppe,

VE Hl(G, PGL(n, Ié)), én(v) = u€ Br(K/k) C HZ(G, k;().
Wir haben noch zu zeigen, v liegt sogar im Kern der Restriktion (von G auf H).
Nun ist der Zusammenhangshomomorphisﬁ}]ueaertragIich mit den Restriktionen

Res: H(G, PGL(n, ) — HiH, PGL(n, )

Res: H(G, ) — H2(H, K)

Brlk) B1(K)
d.h.
6n(Res(v)) = ResYn(v)) =Res(u)=0

Das Gleicheitszeiclken rechtsgilt dabei wegen &@Br(K/k) (vgl. die exakteSequenz
4.4.13). Es folgt

Res(v)E Ker(3 Hi(H, PGL(N, Q) — H2(H, K.
Aus dem Beweis von 4.4.7 wissen wir, die Abbildungr%rsind fur alle m injektiv (vgl.

die Bemerkung hinter dem Beweis von 4.4.7), d.h. es gilt
Res(v) =0,
d.h.
v € Ker(Res: H(G, PGL(n, ) — HiH, PGL(, 0))-

QED.

4.5.10 Charakterisierung des Index | (als ggT)

Sei A eine zentrale einfache k-Algebra. Dann ist
indk(A) = ggT{ [K:K] | K/k endlich separabel, A zerfallt Gber K}

der grof3te gemeinsame Teiler der Grade endlicher separabler Kérpererweiterungen Kk,
fr welche A zerfallt Gber K.
Beweis Nach 4.5.3 gibt es eine separable Korper-Erweiterung des Grades
i:=ind (A)
k 1

Uber welcher A zerfallt. Es reicht deshalb zu zeigen:

(*) Ist K/k eine endliche separable Korpererweiterung, tber welcher A zerfallt, so gilt
i | [KiK]..

Sei K/k endlich und separabel des Grades n und derart, dal3 A Uber K zerféllt. Die

Klasse von A in Br(K/k) kommt von einem Element vo?‘(lk—] PGL(n, ks))' Nach

“9 Fir die mittlere vertikale Abbildung kommt das von der Tatsache, daR zu einer fixiertemPasis
..... W - von K dber k, die zugehdrige Ba@i@l,...mmébl von K®kK Uber K invariant beziglich

der Operation von G ist.
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Theorem 2.4.4 komm dieses Element von einer zentralen einfachen k-Algebra A’ des
Grades n, welche uiber K zerfallt. Insbesonder? gilt
indkA' | deq( A =n.
Da die Algebren Aund A' dasselbé&lementder Brauergruppeeprasentierenst ihr
Index jedoch gleich (vgl. Bemerkung 4.5.1(iii)), d.h.
i= indkA = indk A deq( A'=n.
QED.

4.5.11 Charakterisierung des Index Il (als Minimum).

Sei A eine zentrale einfache k-Algebra. Dann ist
ind(A) = min {[K:K] | K/k endliche separabel, A zerfallt Gber K}
der kleinste Grad einer endlichen separablen Korpererweiterung von k , tber welcher A
zerfallt.
Beweis Folgt aus 4.5.10 und 4.5.3.
QED.

4.5.12 Der Index von Algebren die in Br(k) dieselbe Untergruppe erzeugen

Seien A und B zentrale einfache Algebren Gber dem Korper k, welche in Br(k) dieselbe
Untergruppe erzeugen. Dann gilt
ind, A=ind B.
k Kk
Beweis Bezeichnerwir mi “~” die Brauer-AquivalenzNach Voraussetzungibt es
eine nattrliche Zahlen m mit

d.h. die beiden Algebren besitzen isomorphe Matrizen-Algebren,
@My ~
(1) M AT =M, (B)

flr geeignet gewahlte natirliche Zahlen a und b.
Nach 4.5.11 gibt es eine separable Korper-Erweiterung K/k derart, dafd

[K:K] = ind, A

ist und Auber K zerfallt, d.h. Aist isomorph zweiner Matrizen-Algebra tGber Rann
gilt aber letzteres auch furM und wegen (1) auch fUrlI)\(B). Nach Bemerkung 4.5.1

ist damit
—_ —51;
1= |nq< Mb(B®kK) = de B®kK,
d.h. Bzerfallt tber K AufGrundder Beschreibunges Index alMinimum in 4.5.11

folgt

|ndk B<[KKK] = |ndk A.

Aus Symmetrie-Grinden besteht auch die umgekehrte Ungleichung.
QED.

4.5.13 Teilbarkeitsrelationen

Seien K/k eine endliche separable Korper-Erweiterung und A eine zentrale einfache k-
Algebra. Dann gilt

Vst A'= Mm(D‘) mit einer Divisionsalgebra D', so ist
. 2 .
dim A'=m~dim D'
My My
also
deg A' = mdeg D' = mind A".
*1 Brauer-aquivalente Algebren haben denselben Index (nach Bemerkung 4.5.1(ii)).
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ind, A® K | ind, (A) | [K:K]+ind, (A®, K).

Beweis Die linke Teilbarkeit folgt aus derCharakterisierungles Indexals grof3ten
gemeinsamemeiler in 4.5.103 Zum Beweisder rechtenwahlen wir eine endliche
separable Korper-Erweiterung K'/K mit

[K:K] =ind K A® K,

k

uber welcher '®kK zerfallt. Eine solche existiert nach 4.5.3. Dann ist aber K’ auch ein

Zerfallungskoérperfir A. Die Charakterisierungles Indexals grof3tengemeinsamen
Teiler in 4.5.10 liefert

indk A | [K:K] = [KiK] +[K":K] = [K:K] -indK A®kK
QED.

4.5.14 Erweiterungen mit einem zum Index teilerfremden Grad

SeienK/k eine endliche separable Korper-Erweiterung und A eine zentrale einfache k-
Algebra mit

indkA teilerfremd zu [K:K].

Dann gilt

mdkA = |ndK(A®kK).

Insbesondere ist@ K eine Divisionsalgebra, falls A eine ist.

k
Beweis In der zweiten Teilbarkeitsbeziehung von 4.5.13 kann man den Faktor [K:k]
auf der rechten Seite weglassen (wegen der Teilerfremdheit).

QED.

Wir wenden uns jetzt der zweiten angekindigten Invarianten zu.

4.5.15 Die Periode einer zentralen einfachen Algebra

Die Periode oder auch der Exponeinter zentralen einfachen Algebra A Gber dem
Kdrper k ist definiert als die Ordnung von deren Aquivalenzklasse in Br(k). Sie wird mit
per(A)

bezeichnet.

4.5.16 Die Teiler von Index und Periode (Brauer)

Seien k ein Korper und A eine zentrale einfache k-Algebra. Dann gilt:

@ per(A) | mcl((A).

(i) In den Primfaktorzerlegungen von per(A) undki(m kommen dieselben
Primzahlen vor.

Zum Beweis von (ii) bendtigen wir die folgende Aussage.

45.17 Lemma

Seien A eine zentrale einfache k-Algebra und p eine Primzahl welche die Periode von A
nicht teilt. Dann zerfallt A tGber einer endlichen separablen Korper-Erweiterung K/k mit
einem zu p teilerfremden Grad.

Beweis Sei L/k eine endliche Galois-Erweiterung mit der Eigenschatt, daf? Br(L/k) die
Klasse der Algebra A enthalt

52 Jeder Korper-Erweiterung, Gber welcher A zerfallt, ist auch einer Erweiterung, tber We&khér A

zerfallt.
%3 2.B. kann man fiir L einen Zerfallungskorper von A wéhlen.
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[A] € Br(L/K).
Bezeichne weiter
PC G(L/K)
eine p-Sylow-Untergruppe und
— P

K:=L",

deren Fixkorper. Dann ist
Br(L/K) = H2(G(L/K), L) = H(P, L).
Weil die Ordnung von Pnach Konstruktion eine Potenz von gst, ist diese Brauer-
Gruppe eine p-Torsions-Grupfeach 3.3.9). Di€Ordnung desildesvon [A] bei der
Restriktionsabbildung
Res:Br(L/k)— Br(L/K)

mul3 also eine p-Potenz sein. Nach Voraussetzung soll aber per(A) teilerfremd zu p sein.
Das Bild von [A] bei der Restriktion ist also trivial. Mit anderen WorterzeHallt Gber
K. Nach Konstruktion ist der Grad
[K:Kk] = [L:K])/[L:K] = #Gal(L/k)/#Gal(L/K) = #Gal(L/K)/#P
teilerfremd zu p.
QED.

4.5.18 Beweis von 4.5.16

Zu (i). Nach 4.5.3 gibt es eine separable Korper-Erweiterung K/k des Grades
[K:K] = indk A,

sodald A Uber K zerféllt. Nach 4.5.7 liegt 8r(k) im Kern der Restriktionsabbildung
Res: Br(k)— Br(K).

einen separablen Zerfallungskoérper von A dessen Grad Uber k qu(iéhimd\lach

Wir setzen mit der Korestriktion Cor: Br(K)}— Br(k) zusammen und sehen so, daf3

[A] annulliert wird bei der Multiplikation mit dem Index

n = (G(k/l):G(kJK)) = [K:K] =*% ind) A

(vgl. 4.2.12):
ne[A] = 0.
Die Ordnung von [A] ist also ein Teiler von n, d.h. es gilt die Aussage von (i).
Zu (ii). Sei p eine Primzahl, welche teilerfremd zu per(A) ist. Nach Lemma 4.5.17 gibt es
einen separablen Zerfallungskorper K von A (tber k) mit
[K:K] teilerfremd zu p.
Auf Grund der Charakterisierung von iQdA als grofRtengemeinsamemTeiler (vgl.

4.5.10) ist damit

** Sei L/k eine Galois-Erweiterung, welche den Korper K enthélt. Dann gilt
G(kJL)) = Ker(G(k/K) — G(LIK), a0, )

G(kS/L)) = Ker(G(kS/K) — G(L/K), o|->0|L)
also
[L:K] =# G(L/K) = # G(kS/k)/G(kS/L))
[L:K]=# G(L/IK) = # G(kS/K)/G(kS/L))
und damit
[K:K] = [L:K)/[L:K] = #(G(k S/k)/G(kS/K)) =n

% nach Wahl von K.
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indk A teilerfremd zu p.

Zusammen mit der Aussage von (i), per(A) l(ihdiefert dies die Behauptung von (ii).

4.5.19 Ein Problem
Es ist eine interessante und im hohem Mal3e offene Frage, welches die mdglichen Werte
des Quotienten
ind(A)/per(A) =?
fur eine zentrale einfache Algebra A sind. M. Artin [1] vermutet zum Beispiel,
indk(A) = per(A) fur Korper k einer kohomologischen Dimension 2.

(zur Definiton der kohomologischen Dimension siehe 6.1.8).

Von dieser Vermutung weil3 man, dal3 sie in den folgenden Fallen richtig ist.

. fur arithmetische Korper (siehe 6.3.10 und 6.5.5 und 6.5.6)

. fur Funktionenkérper von komplexen Flachen (de Jong [1])

. fur Vervollstandigungen letarer in den glatten Punkten (Colliot-Thélene-
Ojanguren-Parimala [1]).

Ein anderes interesantes Ergebnis in diesem Kostaxtmtvon Saltman[4]: Ist k der
Funktionen-Korper einer Gber den p-adischen Za@erdefinierten Kurve, so gilt

ind(A)/per(A)< 2
fur jede zentrale einfache k-Algebra A mit per(A) teilerfremd zu p.

4.5.20 Dekompositionssatz von Brauer

Seien k ein Kdérper und D eine zentrale Divisionsalgebra tber k, deren Index die
Primfaktorzerlegung

ind (D) = 1 r
n p. Le..op
! k( ) 1 r

besitzt. Dann gibt es bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte zentrale Divisionsalgebren

D.,...,.D Uber k mit
1 r

m.
ind D.=p !fari=1,..,r
kK i i

und

D= Dl®k"'®kDr'

Beweis Die Brauer-Gruppe ist eine Torsionsgruppe (vgl. 4.4.10). Sie zerfallt deshalb in
eine direkte Summe ihrer p-primaren Torsionsuntergru%’pen,

m m
% Sei x€ Br(k) ein Element der Ordung n = .....p T. Wir definieren
1 r

a
I

m, m,
als das Produkt aller g mit j # i. Dann ist ?x ein Element der Ordnung p,
j i

m,
ord(a}x):p_ I
i
Weiter sind die iateilerfremd, d.h. es gilt
1= i a’ial fur geeignete zIaEZ,

i=1
d.h.
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Br(k) = ®p PrimzahlBr(k)(p)'
Die Klasse von D laR3t sich entsprechend als Summe
(2) [D] = [D1]+"'+[Dr]

schreibenmit Divisionsalgebren P , derenKlassen [IIl)]EBr(k)(pi) eine Ordnung
besitzen, welche gleich einer Potenz einer Primzlailat.pDas Tensorprodukt

A= D1® . ® Dr

k™ k

hat den Grad
r .
deq( A= i_|‘|1 'ndk(Di)
und den Index
(2) indk(A) = deq((D)

(da letztererfur Brauer-aquivalemt Algebrenderselbeist, vgl. Bemerkung 4.5.1(iii)).
Insbesondere ist der Index von D,

3) ind (D) | [] ind, (D))
k =1 k'l
eine Teiler des Produkts der Indizes dFr D

Nach 4.5.3erféllt jede zentrale einfache k-Alga Uler einerseparablerErweiterung,
derenGrad gleich demindex derAlgebraist. Durch wiederholtesAnwendendieser
Tatsache finden wir fir jedes i eine endliche separable Erweiterung

Ki/k mit [Ki:k] teilerfremd zu p

Uber welcher alle JDmitj # j zerfallen?” Wegen (1) haben dann aber
D®kKi und D|®Ki
dieselbe Klasse in Brglx Insbesondere gilt

indKi(Di®Ki) = inolKi (D®, K. ) | ind, (D).

X= i a’ialx
i=1
und deri-te Summand hat als @mung eine Peinz von ﬁ) Wir habennoch die Eindeutigkeit der

Zerlegung zu beweiseh\ngenommen die Zexjung ware nicht eindeutiPann gébe es eine nicht-
triviale Zerlegung der Null,

m.

() 0=x_+..+x mitord(x)=p I.
1 r I i

Weil aI teilerfremd zu Pist, ist die Multiplikation mit ?auf den Etmenten von iraPotenzordnung

injektiv. Es reicht also zu zeigen,
alxi =0 fir jedes i.

Bei Multiplikation von (*) mit al.werden aber alle Summanden der rechten Seite von (*) annulliert (mit

eventueller Ausnahme des i-ten Summanden).

5" Nach Wahl von IJDhat DJ als Periode eine Potenz vojn Passelbe gilt anch 4.5 dann aber auch far

den Index (nach 4.5.16 (ii)).
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(nach4.5.13).Die Algebren D|®Ki sind nachwie vor Divisionsalgebren Uber inm
Index inci(Di = pI-Potenz (weil der Grad vonilﬁber k teilerfremd zu diesemdexist,

vgl. 4.5.14), d.h.
ind, (D) | ind, (D).

Zusammen mit (3) erhalten wir damit

: _r. cg
4) mdk(D) = i:|‘|1 mdk(Di) = |ndkA.
Die Algebren D und A haben dieselbe Brauer-Klasse (nach (1)). Au3erdem gilt

H —-59 r. —60 r —61
mdkA = i:|‘|1 mdk(Di) = i:|‘|1 deq((Di) = deq(A
Insbesondere ist auch A eine Divisionsalgebra. Als Brauer-aquivalente
Divisisonsalgebren sind D und A aber isomorph,

D=A,
d.h. es existiert die behauptete Zerlegung.

Umgekehrt erhalt man aus einer Zerlegung der behaupteten Art eine Summen-Zerlegung
(). Aus deren Eindeutigkeit folgt dann aber die Eindeutigkeit (Ijb'rsDauf Isomorphie

(weil es nach Wedderburn in jeder Brauerklasse genau eine Divisionsalgbra gibt bis auf
Isomorphie).
QED.

4.6 Das Galois-Symbol
Die Untersuchung des Galois-Symbols ist einer der wichtigsten Gegenstéande dieses

Buches. Das Galois-Symbol ist eine Abbildung
n M
e Ky (k) —> Hk, 1M

von der n-ten MiInor-K-Gruppe%(k) des Kdrpers k mit Werten in der n-ten Galois-

Kohomologie von k mit Werden in der n-ten Tensor-Potenz der Gruppe der m-ten
Einheitswurzeln. Wir beginnen mit der Definition der K-Gruppen von Milnor und
beschreiben dann die Konstruktion dieser Abbildung.

Bemerkung

Wir erinnern daran,

uo ={Cek 1T =1

war definiert als die Gruppe der m-ten Einheitswurzeln in einer fixierten separablen
Abschliel3ung
Kk

s
des Korpers k und ist mit der Operation der Galois—GruppglG@tersehen, die durch

Einschranken der natirlichen Operation dieser Gruppesalrftkteht.

4.6.1 Die K-Gruppe von Milnor des Koérpers k

Seien k ein Korper und n > 1 eine natirliche Zahl. Die n-te K-Gruppe von Milnor des
Korpers k,

8 Wegen (2).
* nach (4).
o Weil die DI Divisionsalgebren sind.

® Weil A das Tensorprodukt deri Bt
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KM )
ist definiert als die Faktorgruppe des n-fachen Tensorprodukts
X X
k ®Z"'®Zk
nach der Untergruppe, die von allen Elementen
al®...®an
erzeugt wird, fur welche es Indizes i und j gibt mit
a.|+a] =1.

Far al,...,anekx bezeichnen wir die Restklasse des Elemq@s.@an in der n-ten K-

{al,...,an}.

Die Elemente dieser Restklassen-Gruppe werden wir Symbole nennen.
Wir setzen aul3erdem

Gruppe mit

K (k) =7 und KY'(K) = K*
und nennen diese Gruppen auch 0-te bzw. 1-te Milnor-K-Gruppe.

4.6.2 Konstruktion

Seien k ein Korper und m eine nattrliche Zahl welche teilerfremd zur Charakteristik von
k ist,

ggT(m, char(k)) = 1.
Das Cup-Produkt definiert dann eine Abbildung

H1k, um))®...®H1(k, u ) — H(Kk, pﬁ”), ¢,®..®c r c,U..Uc

desn-fachenTensorprodukts von Hk, um)) UberZ mit Werten inder n-tenGalois-

Kohomologie von k. Die Gruppe Gsfk) operiert dabei aqifﬁn vermittels

0(x1®...®xn) = 0(x1)®...®0(xn) far O'EG(kS/k) und X € Koy

Auf Grund des Satzes von Kummer (vgl. 4.3.7) gilt
H k) = /)™,
d.h. es besteht eine Surjektion
9: k™ —» HY(k, 1)

mit demKern (K)™M, welche wir imfolgenden Kummer-Abbildung nennemollen.
Durch Zusammesetzen dieseBurjektion mit dem Cup-Produkterhalten wir eine
Abbildung

n. , x X n ®
Mk ®,.® k" — HK, pm”), ¢,®..8c + a(c)U..Jalc).

Bemerkung

Unser nachsteZiel ist es zuzeigen,diese Abbildung faktorisiert sich Ubdie n-te K-
Gruppe von Milnor. Die auf der Milnor-Gruppe induziefgbildung wirddann das zu
konstruierende Galois-Symbol sein.

4.6.3 Einige Elemente aus dem Kern vod
Seien k eine Kérper, m eine zur Charakteristik von k teilerfremde natirliche Zahl und



a,...8 € k™
n

mit der Eigenschatt, dal3 es Indizes i,j,

<i<j<n
gibt fur welche

q+g=1
ist. Dann gilt

6”(a1®...®a ) =0,

wennd" die in 4.6.2 konstruierte Abbildung bezeichnet.
Zum Beweis bendtigen wir die folgende Aussage.

4.6.4 Zwei kommutative Diagramme

Sei K/k eine endliche separable Kdrper-Erweiterung. Dann sind die folgenden beiden
Diagramm kommutativ.

. 0

o 2K HY o) K B Hikp )
] |Res Nicsel |cor
0

KB Hlop ) < HY )

Dabei bezeichne i k—sK ™ die natiirliche Einbettung.

Beweis Im Kontext der Definitonen von Restriktiaomd Korestriktion haben wir
gesehen, daf? diese Abbildungait den Zusammenhangshomomorphismerexakten
Sequenzen der Koeffamten-Guppenkommutieref?. Das gilt insbesondere fir die
kurze exakte (Kummer-) Sequenz

1— —>kxﬂ>kx—>1
Hm S S )

Mit anderen Worten, man erhdbommutative Diagrammewenn man die linken
vertikalen Abbildungen i bzw. k‘/k durch die Abbildungen

Res Cor
H, ksx)—>H0(K, k) und e k;‘)—>H0(k, k)

| | | [
K™ K> K™ K™
ersetztNun ist aberRes furdie 0-teKohomologiegeradedie nattrliche Einbettung i,

d.h. dadinke Diagranm ist tatsdchlichkommutativ. Die Korestriktion wirdmit Hilfe
eines Reprasentantensystems

OpreOp € G(ks/k)
der Restklassen modulo %(K) definiert (vgl. 3.3.7). Fir di@-te Kohomologie ist sie
gerade durch die Abbildungsvorschrift (vgl. 3.3.7)

. J .
=1 =1
gegeben (wender Koeffizienten-Modul Aeine additive Gruppe ist).Speziellfir die

o 3 oj-cb(o-'ll) = ¢ 0

multiplikative Gruppe A = K erhalt man gerade die Norm-Abbildung.

%2 yvgl. 3.3.11 Beispiel 1.
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QED.

4.6.5 Beweis von 4.6.3
Auf Grund der Superkommutativitat des Cup-Produkts kdnnen wir annehmen, es gilt

i=lundj=2.
Auf Grund der Assoziativitat des Cup-Produkts kdnnen wir annehmen
n=2,

d.h. es reicht zu zeigen, fiir jede=ka ist

92(a®(1-a))=a(a)_Ja(1-a)
die triviale Kohomologie-Klasse.
Zum Beweis betrachten wir die Zerlegung

xM_a= |§|fgek[x]
(=1
des Polynoms "R-a in irreduzibleFaktoren ZEk[x]. Fur jedes? fixieren wir eine
Nullstellea ,in k_,
(" s

fé(aé) = O’GKEks’

und setzen
K (= k(@ Z)'

Wir erhalten

1-a=[] f(1) = I Ny (1)
(=1 (=1

Weil 82 ein Gruppen-Homomorphismus ist, folgt

)
04(a®(1-a)) =d(@)J ¥ AN, , (101 ).
/o1 K Ik ¢
Auf Grund des zweitekommutativenDiagramms vor#t.6.4 konnerwir den Ausdruck
rechts auch schreiben als

0(a®(1-a)) =d(a)J §cOrEfa(1-ag) =3 CorEé(Re{é a(2) a1, ).
(=1 ¢=1

Das Gleichhkitszeiclen rechtkommt vonder ProjektionsformeB.4.12.Zum Beweis
der Behauptung reicht es zu zeigen, das Bild von a beim
Zusammenhangshomomorphismus

e X 1
0: KZ —H (KZ’ um)
zur Kummer-Seque ist Null. Der Kern dieses Zusammenhangshomomorphismus

besteht gerade aus dem m-ten Potenzé(r)'(kWegen

a :a? undO(gEKe liegt a tatséchlich im Kern dieser Abbildung.

& Man denke sichétx) in Linearfaktoren zerlegt. Einer dieser Linearfaktoren ism(?.-Die Ubrigen

erhalt man, indem maon, durch seine Konjugierten ersetzt, déilj ist das Produkt der Konjugierten

¢

von 14 ,.

4
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4.6.6 Das Galois-Symbol

Seien k ein Kdrper und m eine nattrliche Zahl welche teilerfremd zur Charakteristik von
K ist,

ggT(m, char(k)) = 1.
Die in 4.6.2 konstruierte Abbildung

" K*®,,.® kK — HK, pﬁn), ¢,®.-®c_ s dc)U-.Jac).

faktorisiert sich nach.6.3 Uberdie n-te Milnorsche K-Gruppe des Korper k. Die
induzierte Abbildung

n M
i Ky (k) —> Hk, 1M
heil3t n-tesGalois-Symbolon k.

4.6.7 Bloch-Kato-Vermutung

Seien k ein Kérper und m eine nattirliche Zahl welche teilerfremd zur Charakteristik von
k ist,

ggT(m, char(k)) = 1.
Dann induziert das Galois-Symbol einen Isomorphismus

kM ezmz — WK, )

Bemerkungen

(i) Der Fall, dal? m eine Potenz von 2 ist, wird auch als Milnor-Vermutung bezeichnet.
Die Verknupfungder Vermutungmit den Namen von Blochind Katoist nicht
sicher aber allgemein akzeptiert.

(i) Farn =0 ist die Behauptung trivial.

(i) FOrn=1ist das gerade der Satz von Kummer.

(iv) Der Fall n = 2 ist Gegenstand von Kapitel 9 dieses Buches.

(v) Der Fall n beliebig und m eine Potenz von 2 wurde von Voevodsky [1] bewiesen.

(vi) Ein BeweisdesallgemeinerfFalls ist van Voevodskyund Rostangekindigt, die
Einzelheiten sind jedoch nur teilweise zuganglich.

4.6.8 Satz von Merkurjev-Suslin

Die Bloch-Kato-Vermutung ist richtig fur n = 2.

Bemerkung

Im nachfolgenden Abschnitt werden wir den Zusammenhang dieser Aussage mit der in
2.5.7 formulierten erklaren, die wir ebenfalls Satz von Merkurjev-Suslin genannt haben.

4.7 Zyklische Algebren und Symbole

4.7.1 Die Situation

Wir setzen hier die Untersuchungen des vorigen Abschnitts fort, konzentieren uns
jedoch auf den Fall,

n=2.

Wir nehmen firs erste an, dal’ der Grundkérper k eine zu m teilerfremde Charakteristik
besitzt und eine m-te primitive Einheitswurzel enthalt,
m teilerfremd zu char(k)

wek, w primitive m-te Einheitswurzel.

Das Symbol 6m nimmt Werte in Ig(k, L%Z) an. Wir fixieren einen Isomorphismus

Mo S ZIMZ, o 1,
und identifizieren auf diese Weise den Wertevorrat dieses Symbols,
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1) H2(K, U%Z) = H2(k, Z/mZ) = H2(k, 1 = Br(K),

mit den m-Teilungspunkten der Brauergruppe Br(k), vgl. 4.4.11. Wir weisen darauf hin,
diese Folge von Isomorphismen hangt von der Wahl der Einheitswuatel

4.7.2 Symbole von %/I(k) und zyklishen k-Algebren

Seien a, IE k™. Dann entspricht bei den Isomorphismen von 4.7.1(1) das Element
2
hie mdabh EHA(k, n®?)
gerade die Brauer-Aquivalenz-Klasse
(@bl e Bk
der zur zyklischen Algebra (a£)10n 2.5.5 entgegengesetzten k-Algebra.

Bemerkungen
() Wie wir in 2.5.3 und 2.5.6 gesehé&aben, zerfallt die Algebra (a£)Uber einer

Galois-Erweiterung K/k des Grades m, d.h. des gilt (nach 4.5.16 und 4.5.10)
per((a,bzo| ind (a,b20| m,

d.h diese Algebra repréasentiert tatsachlich ein Elemenrtn B(k).
(i) Aus der Aussage 4.7.2 ergibt sich, dal3 der Satz von Merkurjev-Suiinyir ihn
in 2.5.7 formuliert haben aus der Surjektivitat VQZJ‘M'Ifolgt (unter derAnnahme,

wek). Im folgenden wollen wir deshalmterdem Sataon Merkurjev-Suslin die

allgemeinere Aussage von 4.6.6 verstehen.
(i) Bevor wir uns demBeweisder obigenAussagezuwendengrinnernwir an einige
Konstruktionen im Zusammenhang mit dem Satz von Kummer 4.3.7.

4.7.3 Eine Beschreibung der Kummer-AbbiIdung?:kx—) Hl(k, um)

Sei k ein Korper, welcher eine primitive m-te Einheitswurzel

wek
enthalt. Identifiziert man

Hik, p = HL(k, Z/mz) =55 Hom(G(k/K), ZImZ),

so entsprichfvgl. denBeweisvon 4.3.11) dasBild d(a) von &k™ bei der Kummer-
Abbildung gerade einem Charakter

N:G(kJK) — ZImZ.
mit A(0) = 1°° wobeio einen k-Automorphismus

5 Wir identifizierenpm mit Z/mZ indem wirw in die Restklasse der 1 abbilden.
S Weil G = G(kS/k) aufZ/mZ trivial operiert, sind die 1-Kozyklen von G gerade die Homomorphismen

und die 1-Korénder sind alle identisch Null
¢ Der zu a gehdrige Charakter ist nach dem Beweis von 4.3.11 die Abbildung

G(k/K) — 1,0 > alo(a),

Speziell fur den angegebenen Automorphis erhalten wir als Bild die Einheitwyidiel gerade dem
Erzeuger 1 voiZ/mZ entspricht.
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o: ks—>ks,n'\]/5 Hw%

bezeichnetder eine m-te Wirzel ”Q/a aus a er‘/a abbildet.Den Kern dieses
Charakters haben im Beweis von 4.3.11 berechnet, es ist
Ker(A) = G(kS/k(a)),

d.h.A induziert einen Isomorphismus

X:G(K(@)/k) = G(k /K)/G(k k(@) = oz

Nach 2.5.6 ist dann die k-Algebra (a(l*,)b'ysomorpl"i7 zur zyklischen k-AlgebraX, b),
@b),= . b)

4.7.4 Die zyklische Algebray, b) als Cup-Produkt
Seien k ein Korper, m > 0 eine nattrliche Zahl und
K/k
eine zyklische Galois-Erweiterung des Grades m mit der Gruppe G. Weiter seien
X: G = 7imz

ein Isomorphismus und

X: G(kJk) — ZImZ
eine Anhebung voRr zu einem Charakter auf der absoluten Galois-Gruppe von k.
Schliel3lich sei

& Hi(k, Zimz) — H2(k, 7)

der Zusammenhangshomomorphismus zur kurzen exakten Sequenz

m
0—7Z—7—7ZImZ — 0.

Dann ist firr jedesdék ™ das Bild von é(f)\(), b) beim Cup-Produkt
H2(k, Z) x HO(K, KX) — H2(K, K<) = Br(K)
gerade die Brauer-Aquivalenz-Klasse der zyklischen k-Algetia) (
&(X)Ub = [(x, b)]
Beweis Wir erinnern ardie Konstruktionder k-Algebra X,b) in 2.5.3 mit Hilfe des

Galois-Abstiegssatzes 2.3.7.
Der Isomorphismug definiert einen injektiven Homomorphismus

2(b): G5 ZImzZ —s PGL(m, K),
wobei die zweite Abbildung diRestklasse von 1 adlie Klasse F(b)der umkehrbaren
mxm-Matrix

0..0b
0..00
F):=r01..00
0..10

m m m m
57 Weil x den Automorphismus: k( ‘\/51)-) k( ‘\/;1) , ‘\/;1 B We ‘\/;1, in die Restklasse von 1 abbildet.
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abbildet. Weil die Eintrageder Matrix F(b) im Grundkoérper Kiegen, bleibt F(b)
invariantunter der Operationon G auf PGL(m,K),d.h. z(b) I&B sich 1-Kozyklus
ansehen und definiert ein Element von

HY(G, PGL(M,K))
und damit eine zentrale einfache k-Algely#) des Grades m. Genauer,
(X b) = Gy M (),
wenn,, (b)M m(K) die Matrizen-Algebra tiber K mit der durch z(b) getwisteten Operation
bezeichnet. Wie wir in 2.5.3 gesehen haben, gilt
(1) Fby"= old
Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen.

1— 7 ﬂ) 7 — ZIimzZ —1
b F(b)| F(b)|
1— K — GL(M,K) — PGL(M,K) —1

Dabei sollen diemit b, F(b) und F(b)bezeichnetenAbbildungen die Gruppen-
Homomorphismenbezeichnen,welche den Erzeuger lbzw. 1 mod m in das
entsprechendElement abilden®® Die Kommutativitatdes rechtenQuadratsfolgt aus
der Identitat (1), die des linken Quadrats aus der DefinitorF¢@on Wir gehen zu den
langen exakten Kohomologie-Sequenzen tber und erhalten ein kommutatives Diagramm

HY(Gz/mz) N H4(GZ)
F(b), | b,

e}
HL(G,PGL(M,K)—3 HAG,K™)
dessen horizontale Abbildungen Zusammenhangshomomorphismesind. Den
Isomorphismug lafdt sich als Element

xEHom(GZ/mz) =*° HY(G, z/mz)
der linken oberen Kohomologie-Gruppe auffassen und wird bej F(loie Klasse des
Kozyklus z(b) abgebildét,
F(b), (x) = [z(b)].
Deshalb ist
8, (F(0)(x)) = [2(/b)] = [(Xb)]

gerade diKlasseder durch z(b)efinierten zentralen einfachen k-Algebpgbl. Auf
Grund der Kommutativitat des Vierecks folgt

(2) [(x,b)] = b, (3(X))-

Wir haben jetzt die rechtgeite diesetdentitatals Cup-Produkt zunterpretieren. Dazu
erinnern wir an die Definiton des Cup-Produkts

H4(G, Z) x H(G, K*) — HA(G, K), (KL.Y)) + [XIUW]
in 3.4.9: man wéhle Reprasentanten

% Die rechte vertikale Abbildung ist wohldefiniert wegen (1).
% G operiert trivial auZ/mZ.
" nach Definition von z(b) (und der durch F(b) induzierten Abbildung, I(b)
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X: Z[GXxGl—Z, y: Z—sK™
der Klassen [x], [y], bilde das zugehorige Tensorprodukt der Abbildungen,
X®Y: Z[GxG] — K™
und gehe zurugehodrigegKohomologie-Klasse tbehm Fall y = b ist X®y gerade das
Produkt der Abbildung x mit b, d.h. [x]J[b] = b, ([x]). Die Identitat (2) erhalt damit die
Gestalt
[(X.0)] =8(x)Ub

in HZ(G, K™) = Br(K/k). Wir wendenauf dieseldentitat dielnflationsabbildung zur
naturlichen Surjektion

p:G':= G(/k) — G = G(K/K),0 > O, .
mit dem Kern H' := Kegf) = G(kS/K) an,
Inf: HAG'/H, (k;‘)H) — HZ(G',kSX)
| |
H(G, K) Br(k)

Br(K/K)
welche die relative in die absolute Brauer-Gruppe einbettet und erhalten in Br(k):

[(x.b)] = Inf(3(x)Ub)
=" Inf(3(x))UInf(b)
="2 &(Inf(x))UInf(b)

Die beiden Inflationsabbildung&rder letzten Zeile lassen sich explizit beschreiben.
Inf: H3(G,ZIMZ ) —» H&(G' ZImZ)
Inf: HY(G,K*) — HO(G',k;()
Il |
(K9)C (k)C
I |
k™ k™
Die zweite ist die identische Abbildung,

[(x.0)] =3&(Inf(x))Ub,

die erste wird induziert durch die Abbildung, welche jedem Homomorphismus
G— ZImz

auf dessen Zusammensetzunggrabbildet. Wegeep = X, erhalten wir

[(x.b)] =3(X)Ub
wie behauptet.
QED.

" Vertraglichkeit der Inflation mit dem Cup-Produkt, vgl. 3.4.12(ii).
2 Vertraglichkeit der Inflation mit Zusammenhangshomomorphismen, vgl. 3.3.11 Beispiel 2
s Samtlich hier auftretenden Inflationsabbildung gehéren zur SurjgktiGh—G.
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4.7.5 Beschreibung der Norm-Reste-Abbildung

Seien k ein Kérper, m > 0 eine naturliche Zahl,
K/k
eine zyklische Galois-Erweiterung des Grades m mit der Gruppe G und

X: G i ZImZ
ein Isomorphismus. Dann wird der Isomorphismus
HYG, K*) = N (K )
von 4.4.12 induziert durch die Abbildung
kK — H3(G, KX), b [(x,b)].

Beweis Nach 3.4.13 (iii) wird der Isomorphismus von 4.4.12 imeltiziurchdie Cup-
Multiplikation

K* — H(G, K*), b 3()Ub
mit dem Bildé(x)EHz(G, 7)) vonxeHom(G,Z/mZ) = Hl(G, ZImZ) beim Zusammen-
hangshomomorphismus Hl(G, ZInZ) — HZ(G, Z) zur exakten Sequenz

n
0—7Z—7— ZInNZ — 0.

Wie wir gerade bien Beweisvon 4.7.4 gesehehaben ist abed(x)|_b gerade die

Brauer-Aquivalenz-Klasse der zyklischen Algebya).
QED.

4.7.6 Kriterium fur das Zerfallen der zyklischen Algebra (X,b)
Die Brauer-Aquivalenz-Klasse der zyklischen k-Algely®) zur Galois-Erweitrung

K/k ist genau dann trivial, wenn b im Bild der Norm-Abbildung K* — k™

liegt.
Beweis Die Aussage folgt unmittelbar aus 4.7.5.
QED.

4.7.7 Folgerung

Seien k ein Kérper, m > 0 eine naturliche Zahl,
K/k

eine zyklische Galois-Erweiterung des Grades m mit der Gruppe G und
A

eine zentrale einfache k-Algebra, die Uber K zerfallt. Dann gilt:

() Es gibt einen Isomorphismus

X: G — ZImZ

und ein Elementdk ™ mit der Eigenschaft, daR A Brauer-Aquivalent gibY ist,
[A] = [(X.)].
(i) Hat A au3erdem den Grad m, so gilt sogaEAx,b).

Beweis Zu (i). Weil A tber K zerfallt, liegt die Brauer-Aquivalenz-Klasse von A in der
relativen Brauer-Gruppe,

[A] € Br(K/K) = H3(G, K*).
Die Behauptung folgt damit aus der Surjektivitat der Abbildung

K — HAG, K*), bis [(X,b)]-
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von 4.7.5 (wobei der Isomorphismus beliebig vorgegeben werden kann).

Zu (ii). Die zu A nach (i) gehorige zyklischen k-Algebyg b) hatdann denselbeGrad
wie A. Brauer-Aquivalente k-Algebren desselben Grades sind aber isoffiorph.
QED.

4.7.8 Beweis von 4.7.2

Wir verwenden die Bezeichnungen von 4.7.4. Auf Grund der dortigen Beschreibung der
Brauer-Klasse der zyklischen Algebya b),

3(X)Ub = [(x, b)] in Br(k) = H(k, K)),
reicht es zu zeigen,
(1) -3(x)Ub =X Ua(b)
wobei das Cup-Produkt rechts gerade die Abbildung
Hi(k, z/mz) x Hk, u ) — Hk, urC;)Z) = Br(K).

sei undd: k™ — Hl(k, um) die Kummer-Abbildung. Der Isomorphismus

X: G — ZImZ,

der in4.7.4 leliebig gewahlt werden kanrsei dabegerade detsomorphismus\ von
4.7.3, d.h.

d(a) =X und (a, b), = (X (X, b)

Dle zu beweisende Identitat ist aber ein Spezialfall der allgemeinen Identitat 3.4.11 (mit i
= bzw. die proendlicheVariante davon. Wir verwenden hierdal3 & bzw. 9
Zusammenhangshomomorphismen zu den exakte Sequenzen

0572 N7 s 7imZ—s0
1 N ]
— U, — K — Kk —
sind und die Paarung
Z@Zkg — k;(, X®cC 1 ¢,
trivial ist mZ@um.

4.7.9 Folgerung
Seien k ein Korper, der eine primitive m-te Einheitswuszehthalt und

a,b€ k™. Dann sind die folgende Aussagen aquivalent.

() Das Bild I‘ﬁ m({a.b}) des Symbols {a,b} ist trivial.
(i) Die zyklische k-Algebra (a,laz zerfallt.

4 Beide k-Algebren sind nach Wedderburn (bis auf Isomorphie) Matrizen-Algebren iber der einzigen
Divisionsalgebra D in ihrer Brauer-Klasse, sagen Wzia(m bzw. Mb(D). Da sie denselben Grad, also

dieselbe Dimension, tber k besitzen, mul3 a = b gelten, d.h. sie sind isomorph.
Svgl. 4.7.1(2).

6 d.h. die rechte Seite von (1) ist gerade das Bild des Symbols {a,b} bei der BIoch-Kata-Abbﬁdmung h
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(i)  Das Element b liegt im Bild der Normabbildun%hl(: K:= k(r%)—> K.

Bemerkungen
() Man beachte, die Aquivalenz (& (iii) verallgemeinert die Aquivalenz & (iv)

von 1.1.11.
(i) Dadie ersten beiden Aussagen symmetrisch in a und b sind, ist b genau dann

Norm eines Elements von %), wenn a Norm eines Elements vomk_().
Aussage dieses Typs heil3t gewohnlich Rezifitsgesetz.
Beweis (i) « (ii). Ergibt sich aus der Beschreibung voﬁ Rin 4.7.2.

(i) < (iii)). Ergibt sich aus der Beschreibung der Norm-Reste-Abbildung in 4.7.5.
QED.

Aufgaben

1 Die Topologie proendlicher Gruppen

Man zeige, der einer proendlichen Gruppe zugrunde liegende topologische Raum ist ein
Hausdorff-Raum.

2 Hauptsatz der Galois-Theorie

Man zeige, in der Korrespondenzu des Hauptsatzes der Galois-Theorie 4.1.12
entsprechen die in K/k enthaltenen Galois-Erweiterungen L/k den abgeschlossenen
Normalteilern von G(K/k).

3 Stetige Koketten

Seien G eine proendliche Gruppe und A ein stetiger G-Modul. Man definiere die
Gruppe
d
CeonfG: A)
der stetigen i-Koketten als die Untergruppe derjenigen Abbildungen von

HomG(Z[G'+1], A),

deren Einschrankunguf g+l stetigist, wennman G*1 mit der Produkt-Topologie
versieht.Man zeige, die Korand-Operatore'* des KomplexesC*(G, A) von 3.2.1

bilden cltonﬂe' A) in C'CJ;%H(G, A) ab, und die Kohomologie-Gruppe des so

*
entstehenden Komplexeg £+ (G, A) sind isomorph zur stetigen Kohomologie
*
HeonfGA)-

4 Die Einheiten modulo der m-ten Potenzen
Seien m>0 eine naturliche Zahl und k ein Kdrper mit einer primitiven m-ten

Einheitswurzetock. Wir betrachten die zyklische Erweiterung

K := k('"Va)
des Grades m von k.
() Man zeige, die Gruppe
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wird von K* und r% erzeugt (Hinweis: man verwende die exakte Inf-Res-Sequenz
3.3.15).
(i)  Man finde eine explizite Beschreibung des Kokerns der Abbildung

kx/kxm — (KX/KXm)G(K/k)

5 Satz 90 von Hilbert

Geben Sie einen Beweis des verallgemeinerten Satzes 90 von Hilbert 2.6.5 an unter
Verwendung der Injektivitat des Gruppen-Homomorphismus

5 ; HY(G, PGLE0, K)) —s HX(G, K*).

6 Satz von Frobenius

Man zeige, BIR) = Z/27Z, wobei die nicht-triviale Klasse von den Hamiltonschen
Quaternionen reprasentiert wird.

7

Seien p eine Primzahl und k ein Korper der Charakteristik O mit der absoluten Galois-
Gruppe

G(k/k) = ZIpZ.

(i) Man zeige Br(k) = Br(k)/pBr(k) = k™/k*P man verwende die
Kummer-Sequenz und die Periodizitat der Kohomologie zyklischer Gruppen).
(i) Durch Berechnung von Br(k) in einer anderen Weise zeige man,

&) = KP
N, (K7) = kP,

(i) Man zeige, die obige Situation ist nur méglich im Fall p = 2 ki k@/-1).

(iv) Man zeige aufRerdem, ider obigenSituation kanrman k mitder Struktureines
geordnetenKorpers versehen (Hinweis: mawahle die Quadrate als positive
Elemente).

8 Kaorper mit endlicher absoluter Galois-Gruppe
Unter Verwendung der vorangehenden Aufgabe beweise man den folgenden Satz von
E.Arting und O.Schreier: ist k ein Korper der Charakteristik 0, dessen absolute Galois-
Gruppe endlich ist, so gilt

k = k(y-1),

und k hat die Struktur eines geordneten Korpers. (Hinweis: man nehme eine p-Sylow-
Untergruppe der Galois-Gruppe und verwende die Tatsache, dal3 p-Gruppen auflésbar
sind).

Anmerkung: Artin und Schreier haben sogar gezeigt, dal3 die Voraussetzung der
Charakteristik 0 weglassen kann.

9 Zyklische Algebren
()  Man zeige, fur zyklische k-Algebren gilt
(XD)D(xb") = (x, bb") und , b°P= (b7,
(i) FolgendeAussagen sind aquivalent:
1. Die zyklischen k-Algebrerx(b") und §,b") sind isomorph.
2. Der Quotient b'/b" istNorm einesElementsder zux gehdrigen zyklischen
Erweiterung.
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5. Severi-Brauer-V arietaten
5.0 Vorbemerkungen

5.0.1 Zum Gegenstand des Kapitels
In Kapitel 1 haben wir jeder Quaternionen-Algebra tGber einem Korper k der

Charakteristik= 2 einen Kegelschnitt zugeordnet mit der Eigenschaft, dal3 dieser
Kegelschnitt genau dann einen k-rationalen Punkt besizt, die die Algebra tber k zerfallt.

Wir wollen jetzt die Korrespondenz auf den Fall beliebiger Dimensionen (und
Grundkdrper) verallgemeinern: jeder zentralen einfachen k-Algebra A des Grades n
wollen wir eine Uber k definierte Varietat X der Dimension n-1 zuordnen, die genau dann
einen k-ratiionalen Punkt besitzt, wenn die Algebra A zerfallt.

Beide Objekte, A und X, werden einer Klasse i'r(@i PGL(n,K)) entsprechen, wobei K
ein Galoisscher Zerfallungskorper von A ist mit der Gruppe G.

Die so entstehenden Varietaten heiRen Severi-Brauer-Varietaten. Sie sind durch die
Eigenschaft gekennzeichnet, dal3 sie Uber der algebraischen Abschliel3ung von k zu
einem projektiven Raum isomorph sind. Diese Tatsache wird uns in die Lage versetzen
eine alternative geometrische Konstruktion der Brauer-Gruppe anzugeben.

Ein anderes zentrales Ergebnis dieses Kapitels ist der Satz von Amitsur, welcher besagt,
daf fur Brauer-Severi-Varietaten X mit dem Funktionenkorper k(X) der Kern der
nattrlichen Abbildung

Br(k) — Br(k(X))
eine zyklische Gruppe ist, die von der Klasse von X erzeugt wird. Dieses scheinbar
technischen Ergebnis (welches das in Kapitel 1 bewiesenen Satz von Witt
verallgemeinert) hat sehr fruchtbare Anwendungen.

Am Ende des Kapitels stellen wir eine dieser Anwendungen vor, weche auf Saltman
zurtickgeht und besagt, dafd man alle zentralen einfachen k-Algebren eines festen Grades
n, die die n-ten Einheitswurzeln enthalten, zyklisch machen kann durch Uberganng zu
einer grol3en Korpererweiterung von K.

5.0.2 Zur Geschichte des Gegenstands

Severi-Brauer-Varietaten wurden in der bahnbrechenden Arbeit von Chatelet[1]
eingefuhrt unter dem Namen Brauer-Varietaten. Praktisch alle Ergebnisse in der ersten
Halfte dieses Kapitels stammen aus dieser Arbeit. Die Bezeichnung 'Severi-Brauer-
Varietat' wurde von Beniamino Segre in seiner Note [1] gepragt, wo er sich unzufrieden
damit zeigte, dal3 Chatelet Severis Vorarbeiten zu diesem Gegenstand ignoriert hatte.

Tatsachlich werden Severi-Brauer-Varietaten in der Arbeit [1] von Severi in einem
klassischen geometrischen Kontext untersucht, und der Satz, welcher heute als Satz von
Chatelet bekannt ist, wird dort in einigen Féllen bewiesen. Amisanterweise nennt Severi
die betrachteten Varietaten Segre-Varietaten. Diese Bezeichnung bezieht sich jedoch
nicht auf Benjamino sondern auf dessen Onkel zweiten Grades Corrado Segre. Die
grundlegende Arbeit von Amitsur [1] war die erste, welche die Bedeutung des
birationalen Standpunkts im Kontext der Severi-Brauer-Varietaten fiir die Untersuchung
der zentralen einfachen Algebren betonte. Diese Beobachtung war ein Meilenstein auf
dem Weg, der schlie3lich zum Beweis des Satzes von Merkurjev-Suslin flhrte.

5.1 Grundlegende Eigenschaften

In Kapitel 2 haben wir als eine Folge des Satzes von Wedderburn gesehen, daf3 wir die
zentralen einfachen k-Algebren als endlich-dimensionalen k-Algebren definieren
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koénnen, die Uber einer endlichen Kérper-Erweiterung K/k isomorph werden zu einer
vollen Matrizen-Algebra.

Als Folgerung aus der Abstiegstheorie haben wir gesehen, fur den Fall, dal3 der
Zerfallungskorper K eine Galois-Erweitrung ist, kann man die zentrale einfache Algebra
mit Hilfe der Automorphismen-Gruppe PGL(n,K) vonn(‘K) beschreiben.

Nun ist aber PGL(n, K) auch die Automorphismengruppe des (n-1)-dimensionalen

projektiven RaumePE'1 (wenn man diesen als algebraische Varietéat betrachtet). Dies
motiviert die folgende Definition.

5.1.1. Definition

Eine Severi-Brauer-Varietéber dem Koérper k ist eine projektive algebraische Varietat

X Uber k mit der Eigenschatt, dal3 es eine endliche Korper-Erweiterung K/k gibt, so daf3

X Uiber K isomorph wird zum projektiven Raum,

XK = Xka ist isomorph ZLIPE 1.

Der Korper K heif3t imdieser Situation Zerfallungskorpesn X.

Bemerkungen

() Eine k-Varietat X ist genau dann eine Severi-Brauer-Varietat, wenn

n-1
gilt, wobeik eine algebraische Abschliel3ung des Koérper k bezeichne. Die
Notwendigkeit dieser Aussage ist klar. Sie ist auch hinreichend, weil die
Koeffizienten der endlich vielen Polynome, die den Isomorphismus definieren in
einer endlichen Korper-Erweiterung von k liegen.

(i)  Auf Gruind vonallgemeinen Betrachtungen der algebraischen Geometrie ist eine
Severi-Brauer-Varietat glatt. Die Annahme, daf3 X projektiv ist, ist Uberflissig:
man kann zeigen, eine algebraische Varietéit ein separiertes Schema endlichen
Typs) uUber k, welche Uber einer endlichen Koérper-Erweiterung isomorph ist zu
einer projektiven Varietat, ist selbst schon projektiv.

(i) Beispiele fur Severi-Brauer-Varietaten sind die in Kapitel 1 aufgetretenen ebenen
Kegelschnitte der projektiven Ebene. Im nachsten Abschnitt beschreiben wir eine
allgemeine Methode zur Konstruktion von Beispielen.

(iv) Wir kommen jetzt zum grundlegenden Ergebnis in Bezug auf Severi-Brauer-
Varietaten. FUr seine Formulierung verwenden wir die folgende
Bezeichnungsweise. Eine Uber k definierte abgeschlossene Teilvarietéat

YOS X
der k-Varietat X heif3t getgtet-lineare Teilvarietat von X, falls Y eine Severi-

Brauer-Varitat ist und auBerdem uiber der algebraischen AbschlieRuamgk die

Einbettung
YEQ XE
isomorph wird zur Einbettung einer lineare Teilvarietat in den projektiven Raum
n-1
PE :

5.1.2 Satz von Chéatelet

Sei X eine Severi-Brauer-Varietat der Dimension n-1 tber dem Korper k. Dann sind
folgende Aussagen aquivalent.

() X ist Uber k isomorph zum projektiven Ralﬁﬁﬁ'-l.

(in) X ist Uber birational isomorph zum projektiven Rallﬁﬁ'l.
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(i) X besitzt einen k-rataionalen Punkt.

(iv) X enthélt eine getwistet-lineare Teilvariet&:X der Kodimension 1.

Bemerkungen )
()  Gewohnlich wird die Aquivalenz

(i) < (iii)
als Satz von Chatelet bezeichnet.
(i) Die einzige Implikation, deren Beweis nicht mehr oder weniger Klar ist, ist die

Implikation (iii) = (iv). Den unten angefuhrten sehr schonen Beweis haben wir

von Endre Szabé erhalten. Dieser Beweis verwendet einige elementare Begriffe der
algebraischen Geometrie.

(i) Far weniger geometrisch orientierte Leser verweisen wir auf Abschnitt 5.3, wo ein
alternativer Beweis unter der Voraussetzung, dafl3 X einen Galoisschen
Zerfallungskorper besizt, angegeben wird. In 5.1.5 werden wir sehen, dies
Bedingung ist stets erfullt.

Beweis (i) = (ii). Trivial, denn jeder Isomorphismus ist auch ein birationaler
Isomorphismus.

(i) = (ii). Nach Voraussetzung besitzen X Jﬂa'l Uber k isomorphe Zariski-offene

Teilmengen. Eine Zariski-offene Teilmenge des projektiven Raﬂ?ﬁ'elsbesitzt aber
stets einen k-rationalen Punkt. Also gilt (iii).

(iv) = (i). Die nach Voraussetzung existierende Teilvarietat D von X ist ein Divisor. Wir

betrachten das zugehorige lineare System
DI,
welches eine rationale Abbildung

_ m
mit Wertenin einem projektiverRaum definiertUber k D zueinerHyperebene.
Die zu D gehérigeationaleAbbildung ist somit(iiberk) ein Isomorphismusnit dem

n-1
(n-1)-dimensionalerp)rojektivenRaumIP’E . Insbesonderest m =n-1 und(pD ist in

allen Punkten von X definiert und adér Menge der Punkte voniKjektiv. Aul3erdem
induziert(pD auf den lokalen Ringen Isomorphismen und ist damit ein Isomorphismus.

(i) = (iv).
QED.

A0 Algebraische Geometrie
AO0.1 Affine und quasi-projektive Varietaten

A0.1.1 Affine und projektive Varietaten

Eine (Uber k definierte affine) Varietdt V im affinen RaumAE ist definiert als
Nullstellenmenge einer Menge
MCA:= k[xl,...,xn]

von Polynomen: fur jede Korpererweiterung kskdie Mengeder K-rationalerPunkte
dieser Varietat definiert als
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V(K) :={(c, . ¢) € K| f(c,, ..., ¢) =0 fur jedes EM}

Die zu M gehdrigevarietat wird mitV(M) bezeichnetDie Menge ihrerK-rationalen
Punkte also mit V(M)(K).

Eine (projektive)Varietat V im projektivenRaumIP’E ist definiert als Nullstellenmenge
einer Menge
MCA:= k[xo,..., Xn]

von nenPolynomenfur jede Kérpererwerweiterundk/k ist die Menge der K-
rationalen Punkte dieser Varietat definiert als

V(K) := {(co, s cn) EIP’E | f(c, ..., cn) =0 fur jedesE M }.

Die zu M gehorigev/arietat wird mitV(M) bezeichnetDie Menge ihrerK-rationalen

Punkte also mit V(M)(K). Die Varietat V = V(M) selbst werden wir mit der Abbildung
K =V(K)

auf der Menge der Korpererweiterungen K/k identitizieren.

Bemerkungen
@ st
K:=k
die algebraische AbschlieBung von k, so nennt man
V(K)

auch dieMenge dergeometrischerPunkte deVarietat V. Oft kann man eine
Varietat V einfach mit der Menge ihrer geometrischen Punkte identifizidfenn
in den nachfolgenden Bemerkungenrigiétenwie Mengen beharedt werden -
zum Beispiel, wenrvon Vereinigungenund Durchschnittendie Rede ist - so
beziehensich diese Aussagen zunachstr aufdie Mengen dergeometrischen
Punkte.
Bei dieser Betrachtungsweiseely jedoch Informationverloren (namlich die
bezlglich des Teilkdrpers k). Wirerden deshalten Begiif des Punktesoweit
verallgemeinern, das solche Aussagen auch fur K = k gelten.

(i) Ersetzt man die Menge M durch das von M erzeugte Ideal

<M> = {alm totam | ml,...,mrEM, g, s a}EA},

1
so gilt
V(M) = V(<M>),
d.h. mankann von deMenge derdefinierenden Gleichungemmer annehmen,
daf sie ein Ideal bilden.
(ii) der Polynomring A noethersch ist, hat jedes Ideal ein endliches
Erzeugendensysteomd mankann daddeal <M> durch ein Erzeugendensystem
des Ideals ersetzen, zum Beispiel also durch eine endliche Teilmenge. Fir jedes M

gibt es also endlich viele Polynonhe f. fr € A mit
V(M) = V(f 17 fr)'

(iv) Es ist leicht zu zeigendald der Durchschniteiner beliebigen Familie von
Varietaten eind/arietatist unddal3die Vereinigung endliclvieler Varietaten eine
Varietat ist:

AVa,) = V(g o und V(1) U V(1) = V(T 1) = V(1 Ny fir Ideale |

i Il-I2 bezeichnet daBrodukt-Idegld.h. das von den Produkten
al-a2 mit alel1 und aZEI2

erzeugte Ideal.
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(V) at  heiRRt(geometrischy irreduzibel, wenrsie nichtVereinigung von
zwei echten abgeschlossenen Teilmengen ist.
Zum Beispiel ist die Hyperflache

genau dannirreduzibel, wenn fein irreduzibles Polynom ist. Ein Kreis ist
irreduzibel. Die Vereinigung zweier unterschiedlicKeeise ist esnicht. Elipsen,
Hyperbeln und Pabkeln sindirreduzibel. Die Vereinigungweier Geraden ist es

nicht.
(vi) Jede Varietat istereinigung von endlich vielen irreduziblen.
(vi) Im Fall
K:=k
konnen wir fur jede affiné Varietat
V = V(l)

ein Ideal definieren:
(V) :={f €= K[Xl’""xn] | f(p) = O fUr jeden PunktgpV}.
Es gilt dann
(V) = \l:= {f € k[Xl’""Xn] | fM e | fur eine natirliche Zahle m }

Diese Aussage istine Variantedes sogenannten Hilbertschéyullstellensatzes.
Man beachte, trivialerweise gilt fir jedes Ideal

. . V() = V(D). .
Wir bekommen auf diese Weise eine bijektive Abbildung

{ afffine Varitaten imAy} —s { Ideale 1C K[x X I mith =41}V = V),

mit der Umkehrabbildung | = V(I).
(vii) Eine Varietat V = V(I) ist genau dann irreduzibel, wenn das Radikal des
definierenden Ideals | ein Primideal ist:

V irreduzibele /1 ist Primideal.

(iX) Eine affine VarietatV/(l) hei3t reduziert, wenn wenthas definierende Ideal | mit
seinem Radiél UbereinstimmtEine projektiveVarietat heiRreduziert, wenn sie
Vereinigung affiner reduzierter Ylataten ist (die mit offenen Teilmengen
identifiziert werden kénnen - siehe unten).

(x) Fur jedes irreduzible Polynom f ist

V()
reduziert und irreduzibel. Fir jedes Primideal | ist V(1) irreduzibel.

A0.1.2 Die Zariski-Topologie

Sei V eine affine (bzw. projektive) Varietat. Die Menge der in V enthaltenen affinen
(bzw. projektiven) Varietaten bilden die abgeschlossenen Mengen einer Topologie,
welcheZariski-Topologie heil3t. Dieffenen Mengen von V sind von der Gestalt

V-W
mit einer affinen (bzw. projektiven) Varietat. Eine Menge dieser Gestalt, wobei W durch
ein einziges Polynom f definiert ist, heil3t offene Hauptmenge und wird mit

8 Der Zusatz ‘geometrisch’ soll darauf hinweisen, daR wir uns auf die Menge der geometrischen Punkte
der Varietat beziehen. Ohne diesen Zusatz sind die ‘verallgemeinerten Punkte’ der Varietat gemeint.

" Eine analoge Konstruktion ist auch im projektiven Fall méglich: 1(V) ist dann das Ideal, das von

allen homogenen Polynomen erzeugt wird, die auf V identisch Null sind. Allerdings gilt dann fur das
definierende Ideal | von V im allgemeinen nicht mehr

vy = V.

Beispiet die Ideale (1) und 8(...,xn) haben dieselbe Nullstellenmenge (namlich die leere Menge) aber

verschiedene Radikale: das zweite Ideal ist ein Primideal, stimmt also mit seinem Radikal Gberein.
Letzteres ist somit vom gesamten Ring, d.h. von (1) verschieden.
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D(f) = D, ()

bezeichnet. Eine offene Teilmenge einer projektiven Varietat heil3t auch quasi-projektive

Varietét.

Bemerkungen

() Die offenen Hauptmengen bilden eine Topologie-Basis der Zariski-Topologie,
d.h. jede offene Menge ist Vereinigung endlich vieler offener Hauptmengen. Zum
Beispiel ist

Ap- V(fy £ ) = DU UD(E )
(i) Die Mengen
U, = ]PE-V(xi) ={[Xg-X] ePy |x = 0}

sind offene Hauptmengen im projektiven Raum. Jede von ihnen lafhisidem
affinen Raum identifizieren vermittels

n _
Ay — Uis (%peeeiX ) = XX 001X X 1.

Da jederPunkt im projektiven Raum eine vonNull verschiedeneprojektive
Koordinate besitzt, gilt

Py = UU U U, .
Der projektive Raunwird alsovom afinen RaumeriiberdecktAnalog siehtman,
dal3jede projektiveVarietatiberdeckt wirddurch affine Varietaten.Insbesondere
sind affine Varietaten quasi-projektiv.

(i) Die affinenund die projektiven Varietaten sind (quasi-)kompakt beztglich der
Zariski-Topologie.

A0.1.3 Regulare Funktionen und Abbildungen

Seien
vV C A
eine affine Varietat und
f,g€E k[Xl""’Xn]
zwei Polynome, wobei g auf V nicht Ser{}l(sgc;h Null sein soll. Dann ist

eine nicht-leere offene Menge und
V- V(@) =k x> S,

eine wohldefinierte Abbildung. Eine auf einer offenen Teilmenge

ucyv
definierte Abbildung

U—k,
welchelokal von derGestalt (1) ist, heif3t reguldreFunktion. Der Ring der auf U
regularen Abbildungen wird mit

0,/V)

bezeichnet. Im Fall U = V schreibt man auch
K[V] := OV(V).

Die Definition der regularefunktion istauch aufdie offenen Teilmengen projektiver
Varietaten anwendbar (da sich diese durch offene affine Teilmengen tberdecken lassen).

Eine regulée Abbildung

fU— U
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affiner Varietaten ist ein@bbildung, deren KoordinatenfunktionemregulareFunktionen
sind. Solche Abbildungen sind stetig beziglich der Zariski-Topologie.

Eine regulée Abbildung

fU— U
guasi-projektiver Varietaten ist eine stetigebildung mit derEigenschaftdai3fir jeden
Punkt peU’, jede affine offene Umgebung WU’ jeden Punkt
pe f'l(p’) und jede affine offene Umgebung @& f'l(W’) die Einschrankung
f|W: W— W

eine regulére Abbildung affiner Varietaten ian beachte, wihaben eirkommutatives
Diagramm

C

f
—

U
Uf
W —
w

p

'U_EEC

Bemerkungen
(i) Man kann zeigen, fir jede affine Varietat/ AE sind alle reguléaren Abbildungen

V —k
von der Gestalt

V —k, X p(x),
mit einem Polynom p € k[xl,...,xn]. Mit anderen Worten, die

Einschrankungsabbildung
k[xl,...,xn] —k[V],p= pl\/ :

ist surjektiv. Im Fall k & ist der Kern dieser Abbildung gerade das Radfkales
definierenden Ideals vovi (nach Bemerkund..4.1 (ii)). Wir kénnenalso k[V]
mit dem Faktorring

(1) KX oo01X n]/\/T

identifizieren.

(i)  Um infinitesimale Betrachtungen zu ermdglich¢éand Zugang zu den Methoden
der modernen algebraischen Gedme zubekommen) wrdenwir statt desssen
den Ring

) KIV] = KX e X T

als den Ring deregularenFunktionen auf deWarietat V =V(I) ansehen(und
zwar fur beliebigeKorper k, die nichtalgebraischabgeschlossen semissen).
Dieser Ring heil3tich Koordinatenringler affinen Varietat V = V(I).

(i) Beispiel. Um den Unterschie@wischenden beiden Ringer{l) und (2) zu
verstehen, betrachten wir die Ideale

1= (v) C KIxy] und J = () C Kix, yl.
Es ist nicht schwer zu zeigen, dal3
VI=|
gilt. Die Varietéat V(1) hat die Gleihung
y=0,
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ist alsogeradedie x-Achse imAE. Die Punkte deWarietatV(J) sind dieselben

wie die von V(I). Die beiden Varietatesind jedoch alsverschieden anzusehen, da
sie unterschiedliche Koordinatenringe haben:

KIV(D] = kIx, yl/(y) = KIx]

KIV(3)] = Kby (y2).

Die Restklasse von definertauf V(J) eine Funktion, diezwar in allenPunkten
gleich Nullist, die aberselbst als von Nulerschiederanzuseherst. Erstderen
Quadratist Null. Geometrisch kanmandasinterpretierenals die Aussage, dal3
durch die Gleichung

y=0
die x-Achse definiert ist und durch die Gleichung

y>=0
die doppelt zu zahlende x-Achse.
Die Zusammensetzurgjner regularerfrunktionemit einer regularen Abbildung
ist eineregulareFunktion.Insbesondere definiejde regulare Abbildung affiner
Varietaten

V-V
einen k-Algebra-Homomorphismus
f* k[V'] — K[V], a =acf,
die Verpflanzungsabbildung entlang f.
Die Zuordnung

(affine k-Varietateny}— k-Alg,V = k[V], f = f*,

ist ein kontravariantefunktor \on derKategorie der affinevarietaten tber Kk in
de Kategorie der (nit notwendig endlich-dimensionalen) k-Algebren.
Insbesondere gilt

(fof’)* = * of und Id* = Id.
Dieser Funktor ist sogar eine Aquivalenz von Kategorien. Insbesonder kommt (bis
auf Isomorphie) jeder k-Algebra-Homomorphismus voneiner reguléren
Abbildung von Varietaten. AulRerdem gilt (fir affine Varietaten)

f Isomorphismuss f* Isomorphismus

V=V e kV] =KV

(vi) Beispiel.Seien

Z:=V(y2-x)i>A§ =Y
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die nattrlicheEinbettung derauf derSeiten liegenden) Parabel Z die affine
Ebene Y und

Y::AigA&:: X, (X, y) = X,

die Projektion der affinenliene auf die x-Achse X. Die affinen Koordinatenringe
der beteiligten Varietaten haben dann die Gestalt

KZl = Kxyl(y?-x),

KY] = kxyl,
KIX] = Kx].

Die zur nattrlichen Einbettung i:Z— Y gehorige Verpflanzungsabbildung ist
gerade die naturliche Abbildung

i*: K[Y] = kIx.y] —> KIxyl/(y? - x) = K[Z],
die jedemPolynom px,y) auf der affinenEbene dieEinschrankung auf die
Parabel Z zuordnet. Die zur Projektion p:—¥s X gehdrige Verpflanzungs-
abbildung ist gerade die natirliche Einbettung

p*: KIX] = k[x] — K[x, y] = K[Y],

die jedes Polynom f(x) auf der affinen Geraden auf sich saltisidet, wobei das
Bild von f(x) als Polynom inzwei Unbestimmten aufgefafuird. Fir die
Zusammensetzung

¢:Z ﬂ X, (X, y) =X,
erhalten wir als Verpflanzungsabbildung den Homomorphismus
0% = (pei)*:kiX] —> KIx, YJ(y* - X), f(x) = () mod (- x).
Sei jetzt &= k. Wir fassen ¢ alBunkt der x-Achs& auf. Das Ideal der reguléaren

Funktionen I({c}) C k[x], die in c gleich Null sind, ist gerade
I=1({c}) = (x-¢)

besteht also aus den Vielfachen von x - ¢,
V:=V(l) ={c}.

Ein Punkt (x, y)E Z liegt genau dann im vollstandigen Urbild von c,

x y) €070,

wenn gilt
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d(X,y) = X = ¢ & X ist Nullstelle voro(x) = x - ¢
< O(x, y) ist Nullstelle voro
& (X, y) ist Nullstelle voroed = ¢p*(a).

< (%, Y)E V(9 (1)) = V(I <K[Z]).
Mit anderen Worten, es ditt
V(o Yv) = V(*())) = V(I +k[Z).
Wir kénnenalso kk[Z] als dasldeal des vollstandigenUrbilds vonV(l) = {c}
auffassen und
K[Z]/ -k[Z]

als Koordnatenring des vollstandigen Urbilds. Berechnen wir diesen
Koordinatenring. Es gilt

KIZVI *KIZ] = (KIX, YYy2X)/(x - Cr(KIX, YII(y?-X)
= (Klx, YJ(y2¥) / (( - ¢, Y- X)/( y*-X))
= K[x, yl/(x - ¢, Y*- X)
= K[x, yJ/(x - ¢, Y- ©)
= (KIX, Y)(x-C)) / (X - ¢, Y- C)/(x-c))
= klyl/(y-c)
Ist c % 0 undy/c € k, so gilt ¥ - ¢ = (y -\/)(y +4/c) und nach dem Chinesischen
Restesatz ist
K[Z1/1 *k[Z] = KIyJ//(y - \c) x Kyl/(y +4[c) = kx k.

Das entspricht der Tatsache, daf’ wireaner 2-punktjen Mage dieWerte einer
Funktion beliebig vorgeben koénnen: die regularen Funktionen auf der Menge

{(C! V(_:)! (C1 -V(—:)}
bilden einen zwei-dimensionalen Vektorraum.
Im Fall ¢ = 0 erhalten wir

1) K[Z)/1+K[Z] = Klyl/(y D).
Diesist ebenfalls eir2-dimensionaleiektorraum.Dies reflektiert die Tatsache,
dafl3 man das vollstéandige Urbild

{(0, 0)}

8 Dieselbe Argumentation zeigt, dies gilt nicht nur fur Varietaten, die aus einzelnen Punkten bestehen,
sondern fir beliebige Teilvarietaten. Und dies gilt fur beliebige regularen Abbildungen affiner
Varietaten.
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von 0 doppeltzéahlen sollte. Will man solche infinitesimalen Betrachtungen

ignorieren, so mul3 man das Ideé)(ﬁuf der rechten Seite vd@h) durch dessen
Radikal ersetzen (d.h. zur zugehérigen reduzierten Varietat tlbergehen):

(KIZV1 (2D = KN D) = Ky =k

Die Ubertragung der obigen Aussagen auf den Fall projektiver Varietaten stoRt auf
ein Hindernis: jede auf einer projektiven Varietat (lUberall) definierte regulare
Funktion ist konstant:

0,,(V) = k iir projektive Varietaten V tlber kic

(man vergleshe mit dem Satz vonLiouville: jede auf der Riemannschen
Zahlenkugel holomorphe Funktion ist konstabith trotzdem etwaghnliches zu

erhalten, sind wir gezwungen eine allgemeinereArt von Funktionen und

Abbildungen zu betrachten: die rationalen Funktionen und Abbildungen.

(viii) Punkte undmaximale Ideald-tr jeden geometrischeAunkt p& V = V(l) einer

affinen Varietat hat man die Auswertungsabbildung

F[xl,...,xn] — k, f=1(p).

Wegen p= V liegt dasldeal | von V imKern dieserAbbildung. Wir erhalten so
einen surjektiven k-Algebra-Homormorphismus
¢p: K[V] = k[xl,...,xn]/I — K,
also einen Isomorphismus
F[\/]/Ker(q)p) =k.

Insbesondere ist Ke%) ein maximales Ideal und

V —s Specmk[V]), p = Ker(p)

eine Abbildung vonder Menge der Punkte von V ttie Menge dermaximalen
Ideale des Koordinatenrings. Nactiem HilbertschenNullstellensatz ist diese
Abbildung eine bijektive Abbildung. Die Menge dergeometrischerPunkte laf3t

sich also mit der Menge der maximalen Ideale des Koordinatenrings identifizieren.
Laft man fur p Punkte aus einem beliebigen Erweiterungskorper zu, so ist

Ker(d p)

im allgemeinen nur ein Primideal véifiv] (wobei k-konjugiertePunkte dasselbe
Primideal liefern).
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(ix) Beispiel:
V=Vy2-xd) C A2 k=K.

Dann ist (?,t?’) € K:=k(t), t eine Unbestimmtegin K-rationalerPunkt von V. Es
ist nicht schwer zu zeigen, der Kern der Auswertungsabbildung

KIx, ] — K, p(xy) = p&.£3),
ist gerade das Ideal | :?(y X3) von V, d.h. fur f€ k[x,y] gilt

f(t23) = 0 f € (y2 - XO)-K[x.y].
Der Kern von

0y KV = KoYy 2 -x3) — K

ist deshalbdas Nullideal des koordinatenrings, also keimaximales Ideal. Ein
Punkt p mit
f(p) =0 fEI(V)

heil3t allgemeinePunktder Varietat V.
Wenn wir oben anstelle der Unbestimmten t eine Unbestimreern&ndet hatten,
so hattenwir nattrlich dasselbe Primideal des Koordinatenringserhalten:

entsprechendsind die Punkte (tz,ts) und (3,53) konjugiert: der k-Algebra-
Isomorphismus rationaler Funktionenkdrper

k(t) — Kk(s), r(t) = r(s),

uberfuihrt die Koordinaten vonz(t3) in die von (353)
(x) Allgemein werden wir die Primideale des Koordinatenrings
k[V]
einer affinenVarietatals diePunkte von V_im verallgmeinertemSinne ansehen.
Die maximalen Ideale erdenwir auch alsabgeschlossene Punkbezeichneft.
Gehtman zuralgebraischen Abschliel3uritper, soentsprichfedersolchePunkt
einer endlichen Menge geometrischer Punkte, die tber k konjugiert sind.

(xi) Unsernéchsteiel ist die Einfihrung derBegriffe derrationalenFunktion und
der rationalenAbbildung, diewir fur die Betrachtungler projektiven Varietaten
brauchen. Wir werden uns dalaeif denFall irreduziblerVarietatenbeschranken,
und weisen hier vorbereitend auf einige Eigenschaften irreduzibler Varietaen hin.

81 Es sind die Punkte p, fir welche {p} abgeschlossen ist in der Zariski-Topologie.
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(a) DerDurchschnitt von jewei nicht-leerenoffenen TdimengenU’, U” einer
irreduziblen Varietat V ist nicht |€8r

U’, U" nicht-leer und offens U’(U” nicht-leer und offen.

(b) Sind f:U’ — k und f":U” — k zwei reguléare~unktionen, dieauf offenen
nicht-leeren Teilmengeb’, U” einer irreduzibleriVarietat V definiertsind und
auf einer offenen Teilmenge WL U’(MU” Ubereinstimmen, so sinstimmen sie
uberall dort Uberein, wo beide definiert sind:
f =1 auf W C U'(U", W offen = f =f auf U'(MU".
(c) Fur jede regulare Funktione
f.U—Kk

auf eineroffenen Teilmenge eineirreduziblenVarietat V gibt es eine regulére
Abildung

¢: D(¢) — k
mit
1. UC D(¢) = offenin V undc|>|U =f.
2. Fur jederegulareFunktionf: U’ — k, die auf eineroffenen Menge
mit f Uber einstimmt gilt UC D(¢) und¢|U, =f.

Die regulareFunktion ¢ heil3t maximale Fortsetzung vonf und D) heif3t
Definitionsbereich von f.

AO0.1.4 Rationale Funktionen

Sei V eine reduzierte irreduzible (quasi-projektivajietat. Eingationale Funktion auf
V ist eine maximale Fortsetzung einer reguléaren Funktion auf V. Die Menge der
rationalen Funktionen auf V wird mit

k(V)

bezeichnet.
Bemerkungen

(i) Seienf: D(f) — k und :D(f") — K zwei rationale Funktionen auf V. Die
Einschrankungen dieser Funktionen auf

D(f) (MD(f")

8 Das ist eine unmittelbar Konsequenz der Definition der Irreduzibilitat: wfrdu)'= &, so ware
V= (V-U) UJ(Vv-Ur)
Vereinigugng echter abgeschlossener Teilmengen, also nicht irreduzibel.
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sind dann Elemente des Rings,( D(f') (\D(f")) und kénnen somit addiert und
v

multipliziert werden. Die maximalen Fortsetzungen der Summe bzw. des Produkts
werden mit

f + " bzw. f f”
bezeichnet und heillen Summe bRPnoduktder rationalen Funktionen f und f”.
Die rationale Funktionen auf V bilden mit den so definierten Operationen eine
(nicht notwendig endlich-dimensionale) k-Algebra, deren Multiplikation
kommutativ ist.
Seif: D(f) — k eine rationale Funktion auf V, welche nicht identisch Null ist.
Dann ist
U={xeD®|f(x)# 0}
eine nicht-leere offene Teilmenge von V und die Einschréankung von f auf diese
Menge ist eine Einheit von
OV(U).

Die maximale Fortsetzung des Inversen dieser Einheit wird iieizeichnet und
heif3t Inverses von f. Es gilt
fofl=rli=1,
d.h. k(V) ist ein Korper. Er heil3t rationaler Funktionen-Kérper von V.
Sein U C V eine nicht-leereffene Teilmengeder reduzierterund irreduziblen
Varietat, so definiert die Einschrankung auf U einen k-Algebra-Homomorphismus
k(V k(U), ¢ = :
Nach 1.4.3 (xi)(b) ist dieser injektiv und nach 1.4.3(xi)(c) surjektiv, insgesamt also
ein k-Algebra-Isomorphismus
k(V) = k(U).
Die Umkehrabbildung ist gerade der Ubergang zur maximalen Fortsetzung.
Ist V = V(I) eine affine Varietat, welche durch ein Primideal | definiert wird, so ist

_ _ k(V) =Q(k[V]) _
gerade der Quotientenkorper des Koordinatenrings von V.
Beispiel.Der rationale Funktionenkorper des Einheitskreises

VixZ+y?=1
Uber dem Korper k der Charakteristk 2 ist

K(V) = Q(KIX, YJ(x2+y2-1)) = KOOI/ x2+y2-1) = k(N1 D),

d.h. die quadratische ErweiterudgsrationalenFunktionenkdorpers k(xjnit dem
Minimalpolynom

T2+ %2 - 1.
Man beachte, dieses Polynom ist irreduzibel Uber k(x) (hach dem Eisenstein-
Kriterium angewandt auf den ZPE-Ring k[x] und einen der Primfaktoren x -1 und

x + 1 des Absolutgliedsle).

Die rationalen Funktionen sind das Analogon zu den meromorphen Funktionen
der komplexen Funktionen-Theorie: sie sind nicht Gberall definiert und bilden
einen Korper.

Seien U, U’ zwei quasi-projektive Varietaten mit U irreduzibel, ,VW2 cu
zwei nicht-leere offene Teilmengen und

fl: W1—> U’ und f2: W2—> U
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zwei regulare Abbildungen, die auf einer nicht-leeren offenen Teilmenge des
Durchschnitts VXﬂW2 Ubereinstimmen. Dann gilt
f 1= f2 auf Wlﬂwz.
(viii) Seien U, U’ zwei quasi-projektive Varietaten mit U reduziert und irreduzibel, W

C U eine nicht-leere offene Teilmenge und
fW—U
eine regulare Abbildung. Dann gibt es eine offene Teilmeng®Q(U und eine
reguléare Abbildung
¢: D(¢) — U’
mit folgenden Eigenschaften.
1. WC D(¢) und¢|W =f.

2. Fur jede nicht-leere offene Teilmen?g}gu und jede regulare Funktion
[ — U,
die auf einer nicht-leeren offenen Teilmenge mit f Gbereinstimmt, gilt
W C D(9) undg|z, = f.

Diese Abbildung ¢ ist eindeutig durch f fstgelegtund heif3t maximale
Fortsetzung daregularen Abildung f.
(ixX) Eine regulare Abbildung
fU—U
heil3t dominant, weniir Bild f(U) dicht liegt inU’. Man beachte jede regulére
Abbildung f: U — U’ wird dominant, wenn man Udurch die Abbschliel3ung
des Bildes von f ersetzt.

A0.1.5 Rationale Abbildungen
Seien U, U’ reduzierte undeduzible quasi-projektive Varietatdfinerationale
Abbildung

Uu—_14—-J—u

ist definiert als maximale Fortsetzung einer regularen Abbildung

W — U
mit einer nicht-leeren offenen Teilmenge@/U. Seien rationale Abildungen
(1) Uu—=ai—g—uv—_op—Jg—u

gegeben und
f: D(f) — U’ und f: D(f) — U”
die zugehorigen maximalen Fortsetzungen. Falls f dominant ist, so ist

Im(f) M D(F)
nicht leer, also f 1(D(f’)) eine nicht-leereoffene Teilmenge von Uauf welcher die
Zusammensetzung
fof: 1 1(D(f)) — D(F) —s U”
definiert undregular ist. Diemaximale Faisezung dieser reguléren Abbildung este
rationale Abbildung
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U ——— U,

welche Zusanmensetzung der beiden rationalen Abbildungen (1) heif3t und ebenfalls mit
f' of bezeichnet wird. Eine rationale Abbildung

f:U———J— U,

fur welche es eine rationale Abbildung
g: U——-I—U,
gibt mit fog = Id und gf = Id, heil3tbirationaloder auch birationaler Isomorphismus

Existiert eine solche Abbildung, so heil3en U und U’ birational isomorph oder auch
birational &uivalent.

Bemerkungen
() Die Zusammensetzung einer rationalen Funktion mit einer dominanten rationalen
Abbildung

f:U—_—J— U,

ist eine rationale Funktion. Die dominante rationale Abbildung definiert also eine
Abbildung
*k(U) — k(U), a = acf,
welcheVerpflanzungsabbildung heil3t. Es handelt sich dabei um einen k-Algebra-
Homomorphismus (welcher automatisch injektiv ist, weil die beteiligten k-
Algebren Korper sind).
(i) Die Verpflanzungdefiniert einen kontravarianten Funktor

reduzierte und irreduzible endlich erzuate
variedten ber k und E@r ererweiterun gen von@
dominante rationale Abbildung P g
V =k(V), f=f*
(i) Der Funktor von (ii) ist sogar elnAquwaIenz vonKategorien.Insbesondere sind
zwei Vaietatengenau danrbirational &quivalent Uber k, wenihre rationalen
Funktionenkorper isomorph sind tber k.

(v) Beispiel.
Sei X = V(2 - x3) C Aﬁ die semikubischBarabel. Die Abbildung

K[x, ] —s KIt], p(x, y) = p(?; £,
hat den Kerf? (y2 - x3) und das Bild kf%,te'], induziert also einen Isomorphismus

KIX] = Kix, yI(y2 - %) — K,
Durch Ubergang zu den Quotientenkdrpern erhalten wir einen Isomorphismus

K<) = QIR = k(t) = KAD.

Auf Grund der Aussage von (ii) ist die semikubische Parabel zur affinen Geraden
birational &quivalent. Konstruierenwir einen birationalerisomorphismus. Die
Abbildung

f:A&—>X, t= (12, t?’),

8 Weil (tz, t3) ein allgemeiner Punkt von X ist.
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ist wohldefiniert,und esist leicht zu seherdald siesurjektivist. Wir kénnen die
Abbildung alsoals dominanteationaleAbbildung asehen. Eseicht zuzeigen,
sie ist invers zur rationalen Abbildung

1
g:X—>Ak,(x,y):¥.

Es qilt

3
o) = g B = 5=t
t

und

2.3 3.3
f(g(x, y)) = &) = (i—z,z—g) = §—2 5—2) = (x, y).

Das vorletzte Gleichheitszeichen bestalwil auf X die Relation )2 = x3 besteht.
Wir haben gezeigt, f und g sind zueinander inverse birationale Isomorphismen.
(v) Die semikubische Parabel mir affinenGerademicht isomorph. Siast es nicht

einmal Uber denalgebraischen Abschlu® Zum Beweisnehmerwir an k =k
und betrachten das maximale Ideal von

KIX] = Klx, YJ(y2 - ),
welches zum Ursprung (0,0) gehdrt, d.h. das Ideal

m = (x, y)/ - ).
Fur dieses Ideal gilt

min? = (%, Y)Y Y2 ) 1 (0Cxy, Y ¥ -xO))
= (%, Y02, )

=84 keX + key
als k-Vektorraum. Es reicht zu zeigen, fur jedes maximale I@kﬁAl](’] = K[Xx]
ist
n/n?
1

ein eindimensionaler k-Vektorraum. Denn dann kdrdierRinge k[X]und k[Ak

] nicht isomorph sein. Die maximalen Ideale von

KIAH = KIx]

8 Man betrachte (x, y) als Menge der Polynome, deren Taylor-Entwicklung im Grad 1 beginr&,und (x

XY, y2) als Menge der Polynome, deren Taylor-Entwicklung im Grad 2 beginnt. Der Faktor I&R3t sich
also als Menge der linearen Bestandteiler aller Taylor-Entwicklungen im Punkt (0,0) aller Funktionen
auf der Kurve ansehen.
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entsprechen gerade deankten deaffinen Geradend.h. denElementen ¢ k.

Da alle Punkte der affine@eraden gleichberechtigind, konnenwir annehmen n
gehdrt zu ¢ = 0. Dann ist aber
n = (x),
also
nin? = (X)/(X®) = kex
also k-Vektorraum. Der Vektorraum ist 1-dimensional.
Geometrisché&rund dafir, dal3 diesemikubische Parabalcht isomorph ist zur

affinen Geraden besteht darin, daf3 erstere im ROnkY) eineSingularitatbesitzt,
wahrend letztere in allen Punkten nicht-singular ist.

(vii) Zwei reduzierte irreduzible quasiprojektiV@rietatensind genau danrbirational

aquivalent, wenn sie isomoprhe nicht-leere offene Teilmengen enthalten.

(viii) Ein allgemeiner &tz der algebraischen Geometrbesagt, birationadquivalente

(ix)

Kurven, die nicht-singulér singjnd isomorphDies ist geradedasAnalogon der
Aussage der komplex Funktionentheorie, dafflie Singularitaterbeschrankter
meromorphe Funktionen hebbare Licken sind.

Der Zariski-Tangentialraum

V)

an eineVarietat Vin enemabgeschlosseneBunkt =V ist gegeberdurch die

Linearisierungen der Gleichungen von V in einer affinen Umgebung von p.
Beispiel 1. DeiTangentialraum der Parabel

Vi) AL =y -2,

im Punkt p = (0,0) ist gerade

V(F) © AE mit F :%agf) X + % 83()[/)) y=y.

Beispiel 2.Den Tangentialraum des Einheitskreises

V(f)gIPi,f:X2+Y2-ZZ

im Punkt p H1,0,1] ehalt man, indem mareine affine Umgebung von fixiert,
sagen wir

peEU,={xy, 2] |z O} ={x, y, 1]}

den Teil von V(f) betrachtet, der irbL;t AE liegtj:
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X = V() MU, = {xy) € AL [ fxy.1) = 0} = {(xy)€ AF [ @+y2 =1},

und den Tangentialraum der affinen Varietat
X=V() C Ay, g=2+y?-1

im p entsprechenden Punkt

q:=(1,0)
bestimmt:

F :iag(q) (x - 1) +My =x-1.
ox dy

Die Konkrde Beschreibungles Tangentialraums hangt hieon der Wahl der
affinen Umgebung von p ab.
Beispiel 3. DeiTangentialraum der Kurve

V(f)QAE,f:xz+x3-y2,

im Punkt p =(0,0) fallt mit der gesamtemffinen Ebene zusammeber Grund
dafir ist die Tatsache, daf3 V(f) in einédmgebung von p irrsterNaherung wie
zwei sich schneidende Geraden aussieht:

X2 -y?=(x-y) (x+y) =0
und sich insbesondere im Punkingt sich selbstschneidetMan nennt solche
Punkte singulére Punktier Varietat.
Eine invariante BeschreibenudgsTangentialraum&ann man wie folgt geben.
Genauer werdenvir dessen DuabeschreibenSeien V eine quasi-projektive

Varietat und p= V ein Punkt. Weiter sei

OV,p

die Mengenaller regularen Funktionen, deuf eineroffenenUmgebung ps V

definiert sind. Zwei solche Funktionevollen wir dabei alsggleich ansehenyenn

sie auf einer offenen Umgebung von p(die im Durchschnttt derbeiden
Definitionsbereicheliegt) Ubereinstimmen.Wie betrachtenalso anstelle von
einzelnen Funktionen ganze Aquivalenzklassenftorktionen, welchevir Keime

reguldrer Funktionen imPunkt p nennen wollen. Solch&eime lassen sich
addieren undnultiplizieren,indem man dieugehdrigerFunktionenaddiertbzw.

multipliziert. Mit anderen Worten,

OV,p

ist ein Ring und heil3t lokalerRing von V im Punkt p. Ist Ueine offene
Umgebung von p und
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fU—k

eine regulareFunktion mit f(p) # 0. Dannist auch 1/f in einetUmgebung

reguldr. Der Keim von fin p ist deshalb eine Einheit im lok&erg. Umgekehrt
bilden die Keime regularer Funktionen, die in p Null sind, ein Ideal

m = n\/’p C Ov,p'

Da jedes Element, das nicht in m liegt, eine Eiheit ist, ist m ein maximales Ideal. Es

ist sogar dasinzige maximalddeal des RingsO,, . KommutativeRinge mit

V.p
genaueinem maximalen Ideal heiflbkale Ringe.Man kann zeigen, der k-
Vektorraum

m/rn2

laRkt sich mit dem Dual des Tangentialraums an V im Punkt p identifiZigren

TV = Hom( min? , k).

(xi) Eine quasi-projektive Varietat Meif3tnicht-singularoder auchglatt im Punkt pe

V, denn defTangentialraum von V inPunkt p deselbeDimension lesitztwie V
selbst. Ist V reduziert und irreduzibel, so bedeutet dies gerade
d|mk Tp(V) =tr. degk k(V).

Im allgemeinen Fall definiert man die Dimension
dim_V
Y
von V im Punkt p als Maximum der Dimension aller Komponenten von V, die den
Punkt p enthalten (wobei man di€omponenten algeduzierte Teilvarietaten

auffafit). DieVarietathei3tnicht-singular odeglatt schlechthin, wenrsie nicht-
singulér in jedem Punkt ist. Nicht singuléare Varietaten sind automatisch reduziert.

AO0.1.6 Divisoren auf Kurven

Sei X eine glatte Kurve, d.h. eine glatte quasi-projektive Varietat der Dimension 1. Wir
bezeichnen mit
%0

die Menge der abgeschlossenen Punkte von X. Die Gruppe der Divisoren von X wird
mit

Div(X)
bezeichnet und ist definiert als die vofl efzeugte freie abelsche Gruppe. Ein Divisor
von X ist also eine formale endliche Linearkombination

% Die Elemente von m repréasentieren regulare Funktionen, deren Taylor-Entwicklung im Punkt p im
Grad 1 oder spater anfangt, die vo% solche, bei denen die Taylor-Entwicklung im Grad 2 oder spater

beginnt. Der Faktorraum mﬁfneschreibt also gerade die Linearisierungen im Punkt p der reguléren
Funktione auf V. Diese Linearisierungen sind in natirlicher Weise nicht auf VV sondern auf dem
Tangentialraum definiert.
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D= nl-p1 + ...+ r}-pr
von abgeschlossnen PunkteTrEpX mit ganzzahligen Koefﬁzienter}EE Z. Der Divisor

heil3teffektiv,
D=0,
wenn alleKoeffizienten n= 0 sind.Kommt nur ein einziger vonNull versschiedener

Koeffizient n vor und ist dieser gleich &p heil3t Dauch Primdivisorwon X.

Das wichtigste Beispiel fur einen Divisist der Divisorzu einer rationaleRunktion

. X———k
(von der wir annehmen sie igt 0). Er ist definiert als

divif):= 5 ord(f)-p
o P
peX

Dabeibezeichne orlg(f) die Nullstellen-Polstellen-Ordung ed auch einfaci®rdnung

der Funktion f imPunkt p. Flrjeden Divisor D auf eingglattenirreduziblen Kurve X
bezeichne

L(D) := {f € k(X)* | div(P) + D = 0} U {0}

den Vektorraum der rationalen Funktionen, deren miellenordnungendurch D
beschrankt sind.

Bemerkungen
() Istfeinein p regulare Funktion, deren Taylor-Entwicklung im Grad m beginnt,
so gilt

ordp(f) =m.
Etwas formaler kann man das mit Hilfe des maximalen Ideals t\T)E des
lokalen Rings im Punkt p ausdriicken:
ordp(f) =sup{reZ|r=0und & mr} falls f regular ist in p.
(i)  Falls fin p nicht regulér ist, so ist es 1/f und es gilt
ordp(f) =- ordp(l/f)
(i) Beispiel. Fassen wir die regulare Funktion

Al]('—>k,X|—>X-C,

mit ¢ €k als rationale Funktion
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fPE——— K
auf der projektiven Geraden auf, in dem wir
1 1
Ay = Ulng,x:[x, 1]
mit der Teilmenge Yidentifizieren. In allen Punkten aul3er eventuel in

c=]c, 1]
und in
_=[10
ist die Ordnung von f gleich Null, d.h. es ist
div(f) = a-c +p-_.
Die Taylor-Entwicklungvon f im Punkt cbeginntmit dem Linearglied. Etwas
formaler, f liegt f im Ideal (x-cjles Punktes @ber nicht indessen Quadraglso

gilt
a= ordc(f) =1.

Zur Bestimmung delOrdnung von f im Punkt verwenden wir eineaffine
Umgebung dieses Punktes, sagen wir

1 1
Ak: Uog]P)k1y: [11y]
Der Punkt_ entsprichtdabei gerade derdrsprung der affinen Geraden. Die
Umkehrung der Einbettung (1) ist durch
_X
[X1 y] - y

gegeben. Die Einschrankung Funktion f&ﬁ = UO hat also die Gestalt
Al 1 _al

y = [Lyl
Dies ist eine rationale Funktion, deren Inverses regular ist voOrdigung 1 im
Punkt O,

U)y) =pgy=y +&f + &>+ .

Es folgt
0rd_(f)= ordo(g) =- or%(l/g) =-1.

Damit erhalten wir
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divfy=c-_.
Der Divisor einerDifferentialform mit rationalenKoeffizienten aufeiner glatten
Kurve heil3tkanonischeDivisor der Kurve.
In analogetWeise kanmman auch deivisor einer Differentialform definieren.
Zum Beispiel hat die Differentialform

dx aqu& =U;

auf A& = UO die Gestalt

1
y2

e

dy.
Entsprechend hat man
div(dx) = -2_.
Seienp(x) = x(x-1)(xA) € K[x] ein Polynom drittenGrades ohnenehrfache

Nullstellen und

X =V(y? - po)) S Af = U, C PR (xy) = [x, v, 1]

die zugehdrige Kurve dritten Grades. Ihre projektive AbschlieRung hat die Gestalt

X =V(Y2Z - z3p(§)) = V(Y2Z - X(X-Z)(X-AZ)) C IP&

Diese Kurve hat auf der Ferngeraden Z = 0 genau einen Punkt
_=[0,1,0],
d.h. es ist
X =xXU{L
Ein affine Umgebung des Punktesst

AE =U, C ]Pi x,2) =[x, 1, Z].

Der Ubergangzwischenden affinenKoordinaten von L{ und U2 ist gegeben
durch

U, — U, (¢ 2)=[x 1,2 =5 3.

Betrachten wir auf X Differentialform
ool Ox_ dy
T2y p(x
Man beachte, auf X giIto: p(x), also 2ydy = p’(x)dx. Diese Differentialform hat
auf X weder Nullstellen noch Pole: ausy = @) folgt p(x) = p’(x) = 0, was
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nicht moglich ist, weil p keine mehrfachen Nullstellen haben soll. Der Divisor von
w hat also auX die Gestalt
div(w) =a-_.

Zur Bestimmung der Ordnung inbetrachten wir die Gestalt der Differentialform

in den affinen Koordinaten von1U

1 o x1 _ 1 1
w=5d@)7 = P’ (x/z o
Wegen
X, 1 1 _zedx -xdz
d(z)— 7 dx + X'dE = 2—2
erhalten wir

w= Zedx - xdz: ___dz
z zzp’(x/z)
Diese Differentialform hat keine Nullstelle in 9 (auf Grund desAusdrucks

rechts). Ist (X, z) ein Pol, so mul3 gelten
(2) z=0.
Die Kurve hat in Li die Gleichung
0 =2z - X(X-2)(xAz),
d.h. es mul} gelten
Xx=0o0derx=z=0oderx3z=0.

Der einzige inFrage kormendePol vonw ist alsoder Punkt(x,z) = (0,0). Nun
hat%in (0,0) eine einfache Polstelle. Der Nenneixz x-dz hat aber in (0,03ine

Nullstelle. Also kanrw in (0,0) keinen Pol haben. Es folgt,
div(w) ist der Nulldivisor

(d.h. das neutrale ElIment von DX)j.

(iv) Definition von Divisoren auf projektiven Varéen durch homogene Polynome.
Wir beschranken uns hier auf das sehr spezielle Beispiel der projektiven Geraden.

Pi

im Fall k =k algebraisch abgeschlossen. Sei
FOX,Y) € K[X,Y], deg F = m,

ein homoges Polynom des Grades m. Wir schreiben F in der Gestalt
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FOXY) = YS G(X,Y) mit G(X,Y) EK[X,Y], deg G =m -,
mit einem homogenen Polynom
GX;Y)=a_ XMS+a  xXMSlkig m-S-224  + ay™s
m-s m-s-1 m-s-
welches nicht durch Y teilbar ist. Das nicht notwendig homogene Polynom

G(X,1)=a XMSig xMsliy m-s-2, 4 3
m-s m-s-1 m-s-

in einer Unbestimmten X zerfallt Gber Kkain Linearfaktoren,

G(X, 1) = (X -al)nl(x ca) 2 (- ar)nr.

o)
Damit ist aber

n n n

G(X, Y):Ym'S-G(é, 1) = (X -a,Y) 1(X-O(2Y) 2...(X-0(rY) r

Ein Polynom F des Grades m hat somit die Gestalt

.wY — VS n n2 nr . r_
FOXY)=Y -(X-alY) (X-CXZY) ...(X-arY) mits + 3 n=m.
i=1

Obwohl F keine aufP& definierte Funktion ist, kann man trotzdemdavon
sprechen, dal3 F itmi eineNullstelle der Ordnung n besitzt undiim Fernpunkt

eine Nullstelle der Ordnung?$Mit anderen Worten, man kann F den Divisor

3) div(F) = § neo; + 5.
i=1

8 Man kann F als eine rationale Funktion Rli interpretieren mit Werten in einem

VektorraumbiundelAlternative da Y in den endlichen Punkten der projektiven Geraden weder
Nullstellen noch Pole besitzt, sollte in jedem endlichen Pargelten

ord (F) = ord (FY™ = ord (X - a.Y) X - oY) 2.(X-a¥) ).
a a a 1 2 r
Rechst steht aber die Ordnung einer rationalen Funktion, die in den Pmrllktemlr Nullstellen der
Ordnungen T""’nr und in allen tbrigen endlichen Punkten weder Nullstellen noch Pole besitzt.
Anaolg erhalten wir fur den Fernpunkt
X, N2 X,\Mr

S n
ord (F) = ord (F/X™) = ord (é- & -alé) 1 -a ) a2y

B s nl n2 nr
—ord_(z -(1—0(12) (1—0(22) ...(1—arz) )

Dabei bezeichnet zé eine affine Koordinate in einer offenen Umgebung vowelche in_ gleich

Null ist. Die Ordnung von F in sollte also gleich s sein.
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Jede rationale Funktion f auf der projektiv@eraderhat aufder affinen Geraden
U1 die Gestalt

q
mit Polynomen p und g. In projektiven Koordinaten erhalten wir

¢ 2 BOXIY) _YTp(XIY)
9CY) Yy Myxryy
Wir sehen, f lalsich als Quotientan homogenen PolynomagieichenGrades
schreiben. Aus ForméB) agibt sichdamit, die Nullstellengesamtordnung von f
ist gleich der Polstellengesamtordnung von f.

f= b

mit m = max(deg p, deg q).

(v) Sei X eine glatte projektive Kurve iiber lkk=Dann ist fiirfjede rationald=unktion

f auf X die Summe der Poldlenordnungen gleich der Summe der
Nullstellenordungen, d.h. mit

div(f) =5 np, gilt y n = 0.
[ [

Das kannmman imPrinzip mit denselben Methoddoeweisenwie wir dies in (v)
fur die projektiveGeradegetanhaben.UnserZiel ist es, eineVerallgemeinerung
dieser Aussagdir den Fall zu finden, dal3 k nicht notwendig algebraisch
abgeschlossen ist. Dazu betrachten wir fur jeden abgeschlossenen Punkt

peE X0
die Menge der geometrischen Punkte
X(k),

die zu diesem Punkt gehdren. Ist U eine affine Umgebung von p,

peUC X,
S0 entspricht p einem maximalen ldea

m C Kk[U]
des Koordinatenrings von U. Die Nullstellenmenge

{x € UK) | f(x) = 0 fur jedes € m}
ist dann endlich. Wir setzen
deg p = # { x€ U(K) | f(m) = O fiir jedes € m}.
(vi) Beispiel. Sei
X = ]P(l@ =U, U U,
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die projektiveGerade Uber derationalen Zahlenkin endlicher abgeehlossener
Punkt von X ist nach Definition gerade ein maximales Ideal

mC Q[

Der Polynomring ireiner Unbestimmterst ein Hauptidealring,d.h. mhat den
Gestalt

m = p(xrQ[x] mit p € Q[x] irreduzibel.

Der Grad va m istdamit gerade dieMenge derNullstellen von p im affinen
Raum uber der algebraischen Abschlie3ung von k,

deg m = #{ x€ AL(K) | p(x) = 0}

=#{x €k | p(x) = 0}

=degp

= [k[x)/(p) - K]

= [Ox,m/mx,m - K]
= [k(m):K]

(Man beachte, als irreduzibles Polynom {iber(Q hat p keine mehrfachen
Nullstellen).

(vii) Allgemein kann man fir jeden abgeschlossenen PUEICKB einer glatten Uber k

definierten Kurve zeigen, der Grad von p ist gerade der Grad des
Restklassenkdrpers von p tber dem Grundkorper K,
deg p = [k(p): k].
(viii) Ist

D=3 np
|

der Divisor einer rationalen Funktion

D = div(f)
auf einer glatteirreduziblenprojektiven Kurve X, skannman jederder Punkte
P, mit der Summe derugehdrigen geometrischétunkte von Xidentifizieren.

Deren Anzahlist deg p Die obige Aussage Ubatie Nullstellen-Polstellen-

Gesamtordnung einer rationalen Funktion Ubersetzt sich dann in die Aussage,

> ni-deg(p?) =0.
i
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(ix) Die obigen Betrachtungen gestatemnunseinigeder Raume.(D) zu berechnen.

Es gilt fir glatte projektive Kurven (im Fall ki

L(Nulldivisosor) 27k,

L(-D) =8 0 fur D = 0 effektiv.

dim L(D) <_ fur D beliebig.
Schliellich gilt

L(D) =0furd:=deg D <0,
denn es gibt keinen effektiven Divisdes Grades & 0, insbesonderkeinen der
Gestalt

D + deg(f).

A0.1.7 Der Grad eines Divisors, eine exakte Sequenz
Seien X eine glatte irreduzible Kurve Uber k und

D=3 np
ein Divisor auf X. Dann heif3t |
deg(D) =3 n deg(;la)
Grad dedivisors D. Ein Divisor der Ges:talt
div(f)

mit einer rationalen Funktion f auf X heil3t Hauptdivisor calesh prinzipalebivisor.
Die Hauptdivisoren bilden eine Untergruppe der Divisoren-Gruppe, welche mit

P(X) C Div(X)
bezeichnet wird. Die Faktorgruppe
Pic(X) := Div(X)/P(X)

hei3tDivisorklassengruppe von X oder alRitard-Gruppeon X.

Bemerkungen
()  Nach Konstruktion besteht eine exakte Sequenz abelscher Gruppen

0 — P(X) — Div(X) — Pic(X) — 0.

(i) Die Grad-Abbildung ist ein Homomorphismus addiver abelscher Gruppen
deg: Div(X) — Z.
(i) Nach dem Satz Uber die Nullstellengesamtordung einer rationalen Funktion gilt

P(X) C Ker(deg) falls X eine glatte projektive Kurve ist.

8 Eine Funktion aus diesem Raum kann in keinem Punkt einen Pol haben, ist also auf der ganzen
Kurve regulér, also nach dem Satz von Liouville konstant.

8 Eine Funktion aus diesem Raum kann keinen Pol haben, ist also eine Konstante. Sie muR aber
auRBerdem mindestens eine Nullstelle besitzen. Also kommt nur die Konstante 0 in Frage.
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Insbesondere induziedier GradeinenHomomorphismusuf derPicard-Gruppe
einer glatten projektiven Kurve, der ebenfalls mit

deg: Pic(X)— Z
bezeichnet wird.

Der Ubergang zum Nullstellen-Polstellen-Divisor ~ difiert  einen
Homomrophismus

K(X)* —» Div(X), f = div(f),

von dermultiplikativen Gruppe degationalenFunktionenkorpers von X in die
Gruppe der Divisoren, wobei das Bild geradeldigergruppe der &uptdivisoren

ist,

o - deg(k(X)) =P(X). . -
Eine rationale Funktionlfegt genau dann isern dieserAbbildung, wennsie in
jedemabgeschlossendpPunkt pe x0 regular istund in keinem solchenPunkt

eine Nullstelle besitzt Dann hat sie abeauch in keinenPunkt von Xk) eine
Nullstelle, d.h. f ist eine Konstante=tk. Fiir glatteirreduzible projektive Kurven
gilt also
Ker(deg) = k(X)T k,
d.h.
P(X) = k(X)* k(X)* (M k.
Die exakte Sequenz von (i) bekommt damit die Gestalt
0 — k(X)*/k* — Div(X) — Pic(X)— 0
mit der endlichen algebraischen Erweiterung

kK :=k(X)N k

von k.

Der Sezialfall X :]P’&. Im Fall der projektiven Geraden gilt
k' = k(X)Mk

und der Grad-Homomorphismus
deg: Pic(X)— Z
ist ein Isomorphismus. Die exakte Sequenz von (i) bekommt damit die Gestalt

de
0 — k(X)*/k* — Div(X) —92 — 0.

Beweisvon k' = k. Sei
U:= Al%

eine affine offene Teilmenge von X[P—li‘(L Dann gilt

k[U] = Kk[x] (Polynomring in einer Unbestimmten x).
k(X) = k(U) = Kk(x).

Trivialerweise ist

ko) Nk = k.
Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Sei #k(X) (M k. Dann gilt
_p(X)
f(x) a0 mit Polynomen p, € K[X].

0.B.d. A seien p und q teilerfremd. Wegeikfist f algebraischiiber k,d.h. es besteht
eine Relation der Gestalt
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m m-1 m-2 _ ;
f +le +c2f + ... +cm—0 m'tC_L’""CmEK

Multiplikation mit g liefert

m 4 clpm'lqz + (‘me'zq2 + ..+ cmgm =
Auf der linken Seite sind alle Summanden mit eventueller Ausnaesersten durch q
teilbar. Also ist es auch der erste:

Weil p und q teilerfremd sein sollen,?st dies nur moglich,wenn q einkonstantes
Polynom ist, o= k. Wir erhalten
fekx]Nk.
Wegen f€ k ist f ein Polynom vom Grad 0, d.h.
f(x) = f(0) € k.
Beweisder Isomorphie von deg: Pic(X3— Z. Es reicht zu zeigen,
deg: Div(X) — Z

ist surjektiv mit dem Kern
Ker(deg) = P(X).

Beweisder SurjektivitatWir wahlen ein Element € k. Dannist das vorx-c erzeugte
Ideal

m := (x - ¢)C K[x]
ein maximales ldeades Polynomrings.Die Nulstellenmenge von m Uber der

— 1
algebraischen AbschlieRukgbestehinur ausdemPunkt ce k = AF , d.h.der Grad

des Primdivisors m ist
deg(m) =
Es folgt

1€ Im(deg)C Z.
Da 1 die additive Grupp# erzeugt, folgt
Im(deg) =%,
d.h. deg: Div(X)— Z ist surjektiv.
BerechnunglesKerns vondeg: Div(X) — Z. Wie wir bereits wissen gilt
P(X) C Ker(deg).
Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Sei
(1) D= X+ +nx +m_€ Ker(deg).

Dabei sollen Yo X, Punkte auf dem endllché'ren derprojektivenGeraderbezeichnen

und _ sei der Fernpurtk Mit anderen Worten, ixist ein maximales Ideal des

Koordintenrings k{ﬁhl](] = K[x], d.h.

X, = () C kIx]

mit einem irreduziblen Polynorr} & K[x]. Wir setzen
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fom plnlo...-prnr € k(x)
und betrachten f als rationale Funktion auf der projektiven Geraden:
£ Py———k
Bestimmenwir den Divisor div(j. Dazu bemerkenwir zunéchst,das irreduzible
Polynom (iuliegt in genaweinem maximalen ldeal von Kk[x], namlich ili’] (evelches von

P, erzeugt wird), - und es liegt nicht im Qudrat dieses maximalen Ideals. Deshalb gilt

ﬂer:xI
ord (p.) =
(P @fUrxeA&-{xi}

Damit ist

divf) = Y ordx(f)
XeX

_ N, .,
=3 ordx(p1 P, )
XeX

= 3 3 n-ord(p)
xex =1

r ~
= 3 neord, (p) +n-_
=1 |
mit einer nicht-negativen ganzen Zahld.h.

(2) div(f) = n1-x1+...+nr-xr +Nne_

Es reicht zu zeigen,
n=n,
denn dann ist
D = div(f) € P(X).
Wegen (1) und (2) ist aber
0 = deg(D) :_zrl ni-deg(>§) + nedeg()
i=

und
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0 = deg(div()) = 3 n-deg(x) +n-deg().
i=1

Wir gehen zur Differenz Gber und erhalten
0=(n-n)_,
d.h. n =n.
A0.1.8 Der Satz von Riemann-Roch, Geschlecht einer Kurve
Seien X eine glatte und irreduzible projektive Kurve Uber einem algebraisch

abgeschlossenen Kérper kzD ein Divisor und K ein kanonischer Divisor. Dagibt
es eine nicht-negative ganze Zahl

9 =9(X)
mit
¢(D)-¢(K-D)=degD + 1 -g.
Dabei bezeichné(D) = dim L(D) die Dimension desk-VektorraumsL(D). Die ganze

Zahl g heiRt Geschlecht der Kurveé*X.
Bemerkungen

(i) Im Fall D = 0 gilt{(D) = 1, also
(K =g
Das Geschlecht ist also gerade die Dimension des Vektorraums
L(K) = {f € k(X) | K + div(f) = 0}.
(i) ImFallD=Kgit{(K-D) =1, also

g-1=¢(K)-1=deg(K)+1-g,
d.h.
deg(K) = 2g - 2.
Der Grad der kanonischen Divisoren ist also 29 - 2.

(i)  Im Fall X = IP’& kennen wir einen kanonischen Divisor:,

K =div(dx) =-2_,
Da_ =[1,0] ein k-rationaler Punkt ist, gilt deg= 1, d.h.
deg K =-2.

Das Geschlecht der projektiven Geraden ist somit

o(Pj) = 0.

8 Einen Beweis findet man am Anfang des vierten Kapitels im Buch von Hartshorne. Fiir einen
elementaren Beweis, der auf A. Weil zuriickgeht, siehe Van der Waerden: Algebra, Teil Il.
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Dieses Ergebnis paldt gut zu unserer Vorstellung vom Geschlecht einer
Riemannschen Flache, als der Anzahl der “Henkel”, mit denen eine

Kugeloberflache versehen WurdiBl% ist im Fall k =C gerade die Riemannsche

Zahlenkugel.
Wir kennen einen kanonischen Divisor in einer weiteren Situation, ndmlich im
Fall der projektiven Abschlie3ung der affinen Kurve

X = V(y2 - p(x) C A& , P(X) = x (x-1)(xA), k =k , char(k)= 2

Nach 1.4.6 Bemerkung (v) ist

oo dx,
K:= dN(?'y )=0
der Nulldivisor, d.h. das Geschlecht der Kurve X ist

g(X) = 1.
Insbesondere ist diese Kurve nicht isomorph zur projektiven Geraden (und damit
auch nicht projektiv &quivalent zu letzterer).
Betrachten wir umgekehrt eine glatte und irreduzible projektive Kurve

X C P, k=K, char(k)# 2,

vom Geschlecht 1,
g(xX) = 1.
Der Satz von Riemann-Roch bekommt dann die Gestalt
¢(D) - {(K-D) = deg(D).
Sei p geometrischer Punkt von X. Wir wollen hier einige der Raume
L(nep) mitn =1,23,...
berechnen.
Wegen k = gilt deg p = 1, also
degK-p=-1
also
L(K-p) =0,
also
¢(p) = deg(p) = 1.
Der Raum L(p) der Funktionen, die infchstensinenPol besitzerund sonst

reguldr sind, ist somit 1-dimensional. Wegen_K_(p) folgt

L(p) = k.
Insbesondere gibt es auf X keine Funktiie,in einen Punkeinen einfachen Pol
besitzt und sonst regular ist.
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Diese Argumentation mitep anstelle von p liefert
¢(n-p) = deg(p) =n firn=1,2,3,...

Insbesondere ist

L(2+p)
zweidimensional, sagen wir

L(2¢p) = kel + kex.
Dabei ist x eine Funktion, die in p einen doppelten Pol besitzt ualtbimanderen
Punkten regular ist. Weil L¢B) dreidimensional ist, gilt

L(3+p) = kel + keX + key
mit einer Funktion y,die in p einen dreifacheRol besitzt und irallen anderen

Punkten regular ist. Betrachten wir jetzt 4 Es gilt
1, x,, x2 x3, Y, y2,xye L(6+p).

Weil der Vektorraum 6-dimensionalist, besteht eine lineare Abhangigkeit
zwischen diesen Vektoren,

2

ey- +foy + + gpxy = xS

2

+ ax“+bx+c

Die Koeffizientenvor x5 und y2 konnen nicht beide Null sein, denn die
Funktionen

1%y, )? Xy
haben in p eine®ol der Ordnung 0O, 2, 3bzw. 5, kdnnen alsonicht linear
abhangig sein. Auf einer Seite v@h) steht alsceine Funktion mit einemPol der
Ordnung 6, also muf3 auch auf der and&eite eine solchEBunktion stehen, d.h.

die Koeffizienten von % und >3 sind beide vonNull verschiedenindem wir x
und y mit geeigneten Elementen von k multiplizieren, errreichen wir e = dl#.1,
wir kbnnen annehmen, (1) hat die Gestalt

y2+f-y++gxy:x3+ax2+bx+c
Durch quadratische Ergangung erreichen wir sogar die Gestalt

2_ 3, a2

y-=x"+ax“+bx+c=(X-a)X-B)(X-Y).

Wir haben damit eine rationale Abbildung
X — V(y2 53+ ax? + box + ) C A, = (x(0), ¥(@),
gewonnen. Durch eine etwas genauere Betrachtung der Divisoren der Gestalt

6+p + div(f) mit f& L(6+p),
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die wir hier nichtausfiihrenwerderi®, siehtman,daR diese Abbildungogar ein

Isomorphismus ist. Wir erhalteso, dafjede Kurve vom Geschlecht kine ebene
Kurve mit einer Gleichung der Gesta(R) ist. Weil die Kurve glattist, sind die

Nullstellen der rechten Seitg@paarweise verschiederDurch eine lineare
Transformatiorder x-Achse erreichewir a = 0 undp = 1. Die Gleichung der
Kurve bekommt damit die Gestalt

(3) ¥ = X (X - 1)(x -A).
Insbesondereliegen alle Kurven vom Geschlecht 1lin einer durch A€k

parametrisierten Familie.
(viy Wir kehren jetzt zu unserem urspringlichemfhema zurlick, namlich zur
Betrachtung der Quaternionen-Algebra

(a, b}(
und der zugehoringen ebenen Kdfve
C=Clab) = V(ak - by? - 1) C Af .
Der Kegelschnitt C hat den rationalen Funktionenkorper

k(C) = Q(KIx, yl/( € - by? - 1).

Wir wollen uns hier davon Uiberzeugen, dal3 die Quationen-Algebra
(a, bl(Dkk(C)

stets zerfallt. Dagst, wie wir wissen, aquivalent zuder Aussage,dal3 der
Kegelschnitt C einek(C)-rationalen Punkbesitzt.Das wiederum ergibsich aus
der folgenden Aussage.

(vii) SeivC AE einer affine reduzierte und irreduzible Variefdann begrt V einen

Punkt mit Koordinten in k(V).
Beweis Nach Voraussetzung ist V von der Gestalt

V=v() C A
mit einem Primideal C k[xl,...,xn]. Es qilt

K(V) = QUK[Xy - X ).

Bezeichne

% Man braucht ein allgemeines Kriterium dafur, daR die Funktionen aus L(D) Isomorphismen
definieren, siehe Hartshorne.
%1 Unsere Bezeichnungsweise ist hier etwas ungenau: C ist eignetlich definiert als die projektive

AbschlieBung von V(a%<- by2 -1)C Ai.



102

t € kvl C k(V)
|l |
k[xl,...,xn]/l C Q(k[x,...xn]/I)

die Restklasse der Unbestimmelrim Faktorring k[)fL""’Xn]/l’ d.h. dasBild von

X; bei der natirlichen Abbildung

p: k[xl,...,xn] — k[xl,...,xn]/I =1+

Es reicht zu zeigen,
p= (tltn)

ist ein Punkt von V. Fur& k[xl,...,xn] gilt
f(tl,...,tn) =0 & f(p(xl),...p(xn)) =0
& p(f(xl,...,xn)) =0

o fe Ker(p)

s fel

Insbesonderést p = (t_Ltn) ein Punkt von V =V(I). Wir habensogarmehr

gezeigt: p ist ein allgemeiner Punkt von V.
QED.

(viii) Aus dem Beweis von(vii) ergibt sich, jede affinereduzierteund irreduzible
Varietat besitzt einen allgemeinen Punkt. Umgekshigicht zusehen, eine affine
Varietat miteinem allgemeinePunkt mufdreduziertund irreduzibel sein. Man
kann den Begriff des allgemeinen Punktes so verallgemeinern, tiafbetiebige
guasi-projektive Varietaten definiert ist (ueithe solche Varietggenau danminen
allgemeinen Punkt besitzt, wenn sie irreduzibel ist).

A0.2 Schemata

A0.2.1 Garben

Seien X ein topologischer Raum ud@ine Kategorie mit direkten Produkten. Wir

werden im folgenden annehmen, die Objekte ®amd Menge (mit irgendeiner
Zusatzstrukturj?

92 Der Begriff der Garbe 4Rt sich in einem sehr allgemeinen Kontext definieren (und ist auch dort von
Nutzen). Wir werden uns hier im wesentlichen auf die Félle beschrankep dimBategorie Ens der
Mengen, die Kategorie Ab der abelschen Gruppen oder die Kategorie der kommutativen Ringe mit 1
sind, auch wenn die Formulierungen manchmal einen allgemeineren Kontext suggerieren mogen.
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EinePragarbe von Xnit Werten inC ist ein kontravarianter Funktor
P: X— C.

Dabei identifizieren wir Xmit der Kategoriederen Objete dieoffenen Mengervon X
sind und deren Morphismen die Einbettungen der offenen Mengen von X sind, d.h.

HomX(U,V)

mit offenen Mengen U, V vo X besteht augienau einem Element, falls U eine
Teilmenge vonV ist, und istandernfallsleer. Die Morphsmen-Komposition ist die
Zusammensetzung von Einbettungen offener Mengen.

Fir jede offene Menge O_ X heil3en die Elemente von
ry, P):=PW)
auch Schnitte von P tber U.
Der zu jezwei offenen Mengen U, V von Xit U C V gehérigeMorphismus vor®
wird mit
V

py: P(V) — P(U), s> sl\/ :

bezeichnet und heiRestriktion. Eine Garbe auf X mit Werten@nst eine Pragarbe
F: X—C
mit der Eigenschaft, daR fir jede offene Menge U von X und jede offene Uberdeckung
U=Ug Y,

von U die Sequenz

u u’
FU)— 1 FUW =3 N FUNU)

. u” .. )

S LJEl
exakt ist, d.h. u ist der Differenzkern von u' und u":

u'eu = u'eu

und uist universell bezlglichdieser Eigenschaft. Dabei seien u,ul',die folgenden
Morphismen vor€.

u: FlU)— 1 F(Ui), Sk (Sb

Jiel
icl '

Allgemeinere Situationen wirden einen sehr viel gréReren Aufwand erfordern, siehe die folgenden
Monographien

Gotement, R: Topologie algébrique et théorie de faisceaux, Hermann, Paris 1958

A. Grothendieck: Sur quelques points d'algébre homologique, Téhoku Math. J. 9 (1957), 119-221.
(eine klassische Einfuihrung in die homologische Algebra, die Garben-Theorie und die Theorie der
abgeleiteten Funktoren, klassisch in dem Sinne, daf3 noch keine abgeleiteten Kategorien auf treten).
Verdier, J.-L.: Categories derivées, etat 0, in SGA 4 1/2, Lecture Notes in Math. 569 (1977), 262-311

Milne, J.S: Etale cohomology, Princeton University Press, 1980

Johnstone: Topos theory, Academic Press, New York 1977.
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Ut RO — 1 RUNY. Qg » Gly Aulije
il LjEl -

us R — 1RGO S)ig  Sly Audijel

i€l BIS )

Mit anderen Worten, es sind die folgenden beiden Bedingungen erfullt.

(@ Fur je zwei Schnitt ', F(U) mit s'b = s"b fur jedesigilt s'=s".
[ [

(b) Furjede Familie (Isiel von Schnitten i§F(Ui) mit s||Uimuj = SllUiﬂUj far
beliebige &l gibt es einen Schniteg-(U) mit sb =8 fur jedes &l.
[

Ein Morphismus vonPragarbebzw. Garben isteine nattrlicheTransformation der
Funktoren. DieKategorie deiGarbendestopologischen Raums ¥it Werten in der

KategorieO wird mit
sh, ()

bezeichnet.

A0.2.2 Beispiele

(i) Garben von stetigen Funktionen

Seien X und Y topologische Raume undUX eine offene Menge. Wir setzen

C;{((U) := Menge der stetige AbbildungenUds Y

Dann ist auf diese Weise eine Garbe von Mengen,

C;((: X — Ens
definiert (deren Restriktionerdie gewohnlichen Einsténkungenvon Abbildungen
sind). Sie heil3t Garbder stetigerrunktion auf X mit \Vérten in Y.

(i) Garbe der stetigen Schnitte

Fir jede stetige Abbildung f: ¥— X topologischer Raume ist durch
rf(U) ={s: U— Y | s stetig, s = Iob}

eine Garbe von Mengen,

Ff: X — Ens,

definiert (deren Restriktionerdie gewohnlichen Einscankungenvon Abbildungen

sind). Sie heil3t GagbderstetigenSchnitte von f. Sie ist eine Teilgarbe vo\s(k Cd.h. ein
Teilobjekt in der Kategorie der Garben-Xs Ens.

(iii) Garben differenzierbarer bzw. analytischer Funktionen

Sei X einer-fach stetigdifferenzierbarMannigfaltigkeit,z.B. X = R". Fur jede offene
Menge UC X setzen wir
c'v)={su—R | s ist r-mal stetig differenzierbar}.
Dann ist auf diese Weise eine Teilgarbe
C": X —s R-Algebren
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von CIE definiert, die Garbéer r-mal stetig differenzierbar&unktionen auk. Im Fall

r = co heildt diese Garbe auch Garbe glattenFunktionen auf X. Analog definiert man
die Garbe

C®: X —s R-Algebren,

der analytiscen Funktionen d.h. derlokal in jedem Punkt in eine konvergente
Potenzreihe entwickelbaren Funktionen.

(iv) Garben von holomorphen Funktionen

Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit, zum Beispiel )&= Fir jedeoffene Menge U
C_ X setzen wir

O(U) := {s:U —s C | s ist holomorph}.
Dann ist auf diese Weise eine Teilgarbe
9: X — C-Algebren
von C;C definiert, die Gebe detholomorphen Funktioneswf X, d.h. deillokal in jedem
Punkt in eine komplexe Potenzreihe entwickelbaren Funktionen.

(v) Die Strukturgarbe eines Spektrums
Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und

Spec R = {f_R | p ist Primideal von R}
die Menge der Primideale von R. Zu jedem ElemeRt gehort eine Abbildung
r: Spec R— vaSpec RQ(R/p)

mit r(p) :=r + p€ RIpC Q(R/p)?2 Fur jede Teilmenge

MCR
bezeichne
V(M) :={p € Spec R | r(p) = O fir jedess M}
die durch M definierte affin¥arietat,d.h. die Menge degemeinsamen Nullstellen der
"Funktionen" aus M. Es gilt stets
V(M) = V(MR),
d.h. M und das von M erzeugte Ideal von R definieren dieselbe Varietat. Weiter gilt
1. V({1}) = &.
2. V({0}) = Spec R.

®stR :(C[xl,...,xn] ein Polynomring tber den komplexen Zahlen und p das maximale

Ideal zum Punkt ¢ := &c...,cn)E(Cn

p= (xl-cl,...,xn-cn),
So gilt
rp) = r(xl,...,xn) +p

= r(cl,...,cn) +p (wegen X=C mod p)
= Bild von r(cl,...,cn) bei der natiirlichen Einbettuffig—s R/pC”Q(R/p)
d.h. r(p) laft sich mit dem Wert des Polynoms im Punkt c identifizieren.
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3. V(I1~I2) = V(Ilﬂlz) = V(Il) U V(I2) fir Ideale i,lz von R.

4, V(S Iu) = ﬂaEI V(Ia) fur Ideale & von R.
aEA

5. V() = V(J) & \1 = I fiir Ideale I, J von R.

Insbesonderéilden dieMengen der Gealt V(M) die abgeschlossenen Mengemer
Topologie, der Zariski-Topolgieon Spec R. Die Mengen der Gestalt

D(f) := {pESpec R | f(p}= 0}, fER,
bilden eineTopologie-Basidur die Zariski-Topologie vonSpec R. Spec R ist quasi-
kompakt in der Zariski-Topologie. Fir jede offene Menge_l&pec R setzen wir

FU) = 1] Rp
peuU
Auf diese Weise ist eine Garbe

F: Spec R— (kommutative Ringe mit 1)

mit Werten inder Kategorie dekommutativenRinge mit 1 definiert.UnserZiel ist es
eine Teilgarbalieser Garbe zdefinieren,welche Garbealer regularer~unktionen auf
Spec R heildt.

Seien UC Spec Reineoffene Mengeund r,<=R zwei Elementeywobei s in U keine

Nullstelle hat,d.h. sliegt in keinemPrimideal pE Dann ist % fur jedes U ein
wohldefiniertesElement von R unddie Familedieser Quotienten in denpRJIefiniert
einen Schnitt der Garbe F Uber U, welche wir mit

(1) SEFV)

bezeichnen. Man stelle siéhals Keim (oder Potenzreihe)der Funktion

U— vaU Q(R/p), Xx» %,

VOor.
Sei jetzt UC Spec R eine offene Menge. Ein regulare Funkpianf U ist definiert als
ein Schnitt

dbEF(U)
welcherlokal von der Gestalt (1)st, d.h. furjedenPunkt p=U soll es eine offene
Menge U' geben und Elemente& R mit

p € U'C U, s hat keine Nullstelle auf U’ un¢qb, :%in F(U".

Fir jede offene Teilmenge @ Spec(R) bezeichne

O(U) := Menge der reguléaren Funktionen auf U.
Auf diese Weise ist eine Teilgarbe

O: Spec R— (kommutative Ringe mit 1),
der obigen Garbe F definiert. Sie heil3t Gatberegularemrunktionen auf Spec R oder
auchStrukturgarbe von Spec Ruwre globalen Schnitte sind gerade
r(Spec RO) =R
die Elemente desmigjs R, d.hR wird aufdieseWeisegerade zunRing derregularen
Funktionen auf Spec R. Allgemeiner gilt
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r(), 0) =R := {an | €R, reN}.

Der Halm der Strukturgarbe im PunkEppec R ist gerade

-r =¢(" -
Ogpec R, g Ro = {51 ER ER-p}

die Lokalisierung von R im Primideal p.

(vi) Direkte Summen

Seien X ein topologischer Raufgine Kategorie mit direken Summen, und
Fi: X —C, igl,

eine Familie von Garben. Dann ist durch

Uk @iEI Fi(U)

eine Garbe auf X definiert, welckd@ekte Summe deri feifld3t und mit

S F

bezeichnet wird. Diese Garbe besitzt die Universalitdtseigenschaft einer direkten Summe
in der Kategorie SQ(G).

(vii) Kerne
Seien X ein topologischer Rauth eine Kategorie mit Kernen und
fF— G
ein Morphismus von Garben auf X mit WerterOinDann ist durch
U b Ker(F(U)— G(U))
eine Garbe auf X mit Werten definiert, vvfelche Kern von f heil3t und mit
bezeichnet wird. Sie besitzt die Unive|r<s%rli(t€):itseigenschaft eines Kens in der Kategorie

sh,(0)
der Garben auf X mit Werten i

(viii) Kokerne
Seien X ein topologischer Raufheine Kategorie mit Kokernen und
fF— G
ein Morphismus von Pragarben auf X mit Wertefirbann ist durch
U » Koker(F(U)— G(U))

eine Pragarbe auf X mit Werten@ndefiniert, welche Kokern von f heif3t und mit
Koker(f)
bezeichnet wird. Sie besitzt die Universalitatseigenschaft eines Kens in der Kategorie

Hom(X.°P 0)
der Pragarben auf X mit Werten@n Diese Préagarbe ist im allgemeinen keine Garbe,
auch nicht, wenn man annimmt, daf®3 F und G Garben sind.
Beispiel.
X := C* = C - {0} die punktierte komplexe Ebene
C := Ab die Kategorie der abelschen Gruppen.
F=G ::OX die Garbe der holomorphen Funktionen auf X

. F— G, s@)b s@).
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Fur jeden Punkt & X gibt es eine offene Umgebung, auf welcher die holomorphe

Funktion z~ 72 umkehrbar ist (weil O nicht in X liegt - nach dem Satz Gber impizite

Funktionen). Sei
x=Uig Y
eine Uberdeckung von X durch solche offene Umgebungen. Dann ist
f(Ui): F(Ui) — G(Ui)
fur jedes i surjektiv. Insbesondere liegt die identische AbbildulngaUC, Zm Z,
im Bild, d.h. die Abbildung reprasentiert das Nullelement in Kokeit)f(BJetrachten wir

den durch die identische Abbildung-%s C, z» z, reprasentierten globalen Scbhnitt
s= Koker(f)(X).
Nach Konstruktiorgilt s|U = 0 furjedes €l. Ware Koker(f)eine Garbe, so mufdte s
[

der Nullschnitt sein (wegentf|: Ob fur jedes i), d.h. die identische Abbildungirde
[ [

im Bild von
£(X): F(X) —» F(X), Z1> 22,
d.h. esgadbe eineglobal definiertWurzel-Funktion aufder punktierten komplexen

Ebenen (und damit auf gafiz

Bemerkung.

Die Kategorie der Garben besitmitzdem Kolerne (fallsC direkte Limites besitzt): sie
sind nurverschieden wo denKokernen in derKategorie derPragarbenWir werden
spater ihre Konstruktion beschreiben.

(ix) Gaben von Moduln

Seien X ein topologischer Raum un(dEF!SIB< eine Garbe von kommutativen Ringen

mit 1. Ein RModul ist eine Garbe Msrk(Ab) von abelschen Gruppen zusammen mit
Garben-Morphismen

RxM — M, (r,m) i rem,
mit 1em = m und #(r"em) = (rr")em fir Schnitte r',r* von Rund Scbnitte m von M
Uber derselben offenen Menge von X.

Jede direkte Summe vdixemplaren von R hat in natirlichéfeisedie Struktureines
R-Moduls. Ein R-Modul M heif3t frei, wenn er zu einesolchen direten Summe

%in der Kategorie S)P(1(Ens), d.h. fir jede offene Meng&LX hat man Abbildungen

R(U)XM(U) — M(U), (r,m) 1> r-m,
die mit den Restriktionen der Garben R und M vertraglich sind, d.h. fiir je zwei offene Mengen U, V
von X mit VC U ist das folgende Diagramm kommutativ.

R(UXMU)  — M(U)

U u U
Py Py l lpv
RV)xM(V)  — M(V)
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isomorph ist. Ein R-Modul M heilkbkal frei, wenn esiir jeden Punkt &X eine offene
Umgebung UZ X gilt mit der Eigenschaft, daR der Motful
M|U
Uber der Garbe von Ringend?ziiuf dem topologischen Raum U frei ist,
M|U = direkte Summe von Exemplaren vorbR|

Die Anzahl der direktenSummanderheil3t dabeiRangdes Moduls.Dieserist lokal
konstant.

(x) Freie und lokal freie Garben
Sei X eine offene Menge ifR". Dann ist die Garbe deflatten Funktionenmit Werten

im RMisomorph zu (%)M, also ein freier €-Modul.

Analog konstruiertman freieModuln Gberden anaftischen Funktionen, den stetigen
Funktionen oder den r-fach stetig differenzierbaren Funktionen.

Seit:V — X ein (stetigesi-fach differenzierbaregylattes,analytischesholomorphes)

Vektorraumbtndel und
F
die Garbe der(stetigen,r-fach differenzierbarenglatten, analytischen, holomorphen

Schnitte) vonrg, d.h. derentsprechendeAbbildungen s. U— V mit Tes = IqJ far
offene Mengen U von X. Da man Schnitte mit Funktionen multiplizieren kanngiseF
Modul-Garbe (Uber Q C;( : C>°(°, C;’(J) Da Vektorraumbuindel lokal von der Gestalt

V'xU —U, (V, Uk u,

sind®, ist die Garbe FBogareine lokal freieModul-Garbe. Der Randieser Garbe ist
konstant und gleich dem Rang dim V' des Vektorraumbiindels.

Umgekehrt kanmmanfir jeden lokal freierR-Modul M (mit R = g( C;< : C;O oder
Cg) des Ranges r auf dem topologiscRaum X eine offené&berdeckung X :Uiel
Ui und Isomorphismen
. = r
finden. Auf diese Weise wrd M|U isomorph zur @rbe derSchnitte des trivialen
[

Bindels
(@) erui — Ui' (V', Uy u,

% Jede offene Teilmenge U von X definiert eineTeilkategorie der Kategorie X. Aud diese Teilkategorie

kann man den Funktor M einschranken und erhalt auf diese Weise wieder eine Garbe.

% d.h. fur jeden Punkt X gibt es eine offene UmgebundIX derart, da man die Einschrankung
-1

an'l(u) m (V) — U

identifizieren kann mit der ProjektionxU — U, (v, u)i» u, wobei V' einen Vektorraum

bezheichnet.
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Dabeibezeichne kdenGrundkérperR bzw. C. Fiir jezwei Indizes i, ¢ | sind die
Isomorphismen

_1 .
R| ) R M| AR R| )
UiﬂUj UiﬁUj UiﬂUj
durch umkehrbare Matrizen von Funktionen
(3) gij:Ui(']Uj —> GL(r, K)

gegeben. Diese gestattes, dietrivialen Burdel (2) zuden Indizes,j Uber UI(']UJ. zZu
identifizieren:

eruimuj = eruimuj (V' U)e (gij(u)v', u),

und so zu einem Vektorraumbiindel zusammenzuklelaghdie zugehoérigen Garbe der
Schnitte isomorph wird zu M.

Isomorphieklassen wo Vektorraumbiindelnund Isomorphieklasserokal freiner

Garben mit konstantem Rang werden auf diese Weise zu ein und demselben Objekt. Die
obigen Funktionenijg, die wirzum Verkleberder trivialen Bindel zueinemauf ganz

definierten Vektorraumbiuindelerwendet habenheiRen Ubergangsfunktionen des
Biindels (bzw. der lokal freien Garbe).

Eine Familie von Funktionef8) zu einerUberdeckung X :L_JiEI ist genau daneine

Familie von Ubergangsfunktionen, wenn gilt
9i*Yie Y = Id auf UlﬂUjﬂUZ fur beliebige i, j¢ € 1.

(xi) Moduln Gber Ringen und Garben von Ringen

Die Konstruktion der Strukturgarbe

Ox

auf dem Spektrum

X :=Spec R
eines kommutativen Rings mit 1 188t sich auf dem Fall einesR-Moduls M
verallgemeinern und fuhrt zu eine@r>1<-|V|oduI

Y

M
auf dem Spektrum X von R. Wie im Fall M = R betrachtet man zunéchst die Garbe
m
3 U M , M =M®_R_={— | mneM, reR-

peU
auf X. Man beachte, I\é ist ein Rp-ModuI. Durch oordinatenweise Multiplikation

bekommt die Garbe (3) die Struktur eines Moduls tber der Garbe

4) Up T R
peuU

Die gesuchte Garb@l wird definiett als Teilgarbe von(3). Firjedes €M und jedes
reR hat man einen Schnitt

Ppeo)
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der Garbe(3) Uber der offenen Menge
D(r) := {pEX | r(p) = 0O},

Die Schnitteder GarbeM sind dann defiiert alsdiejenigen Scbnitteler Garbe (3),
welche lokal von dieser Gestalt sind:

M(U) :={ S:(Sp)pEU | s ist lokal von der Gesta@ mit mMEM und R}

Genauerfir jedes gEU gibt esElemente i&EM und s R-p derart, daf? firjedes

p'eD(s) () U gilt sp = % in Mp. Auf dieseWeiseist eine Teilgarbevon abelschen

Gruppen der Modul-Garbe (8gfiniert. Auf Grund der Definition derSchnitte vonR
tberfuihrt die Multiplikation mit Schnitten vdR die Scbnittevon M in Scbnitte vonV,
d.h.M ist eine Modulgarbe tib& =©

Eigenschaften
. Nach Konstruktion gilt firr jede offene Mengel Spec R,

X

M) = M®Rﬁ(U).97
Insbesondere ist fur jede offene Hauptmenge Q(f$pec R, €R,

M(D(f) = M@Rﬁ(D(f)) = M®LR, = M, .

. Ist M ein freier R-Modul so idVi frei tiberR.

. Man kannzeigen,ein endlicherzeugterR-Modul M Uber einem noetherschen

Ring R definiert genau dann einen lokal freférModul M, wenn M projektiv ist
ist, d.h. die Vektorraumbiindel aufSpec R entsprechegerade denendlich
erzeugten projektiven R-Moduff.

(xii) Koharene Garben

Der Kategorie der Vektorraumbundel tilbérem gegebeneopologischen Raurtbzw.
der der lokal freien Garben) fehlt eisehOne Eigenschaft: sie besiatderKerne noch
Kokerne: eine Bundelabbildung

f

vV — V

™/ T
X

desVektorraumbundelst mit Werten imVektorraumbtindett ist gegeberdurch eine
Familie linearer Abbildungen

fX: Tr'l(x) — Tl"l(x), XE X,

und der Rang der Abbildungen dieBamilie mufZnicht lokal konstantsein,d.h. weder
die Familie der Kerne noadttie Familieder Kokernebrauchtbilden imallgemeinen ein
VektorraumbundelViele Korstruktionen, dieaus gewissen Vektorraumbindelmeue
Vektorraumbindel bauen, vedssen deshalb voriibergendendie Kategorie der
Vektorraumbindel.

9 Man zeige, die linke Seite besitzt die Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts rechts.
% wenn man zulaRt,dal der Rang eines Vektorraumbiindels auf den verchiedenen
Zusammenhangskompontenen von Spec R unterschiedliche Werte annehmen kann.
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Es besteht deshalb der Bedaaich einer Kategorielie die Vektorraumbundednthélt,
bei derUbergang zu Kernen oder Kokernaber nichtaus derKategorie hinausfihrt.
Eine solche Kategorie ist die der koharenten Gatben.

Seien X ein topologischer Raum und R eine Garbe von kommutativen Riniigg&nEin
guasi-koharenteR-Modul ist ein R-Modul M mit der Eigenschaftdal® esfur jeden

Punkt X=X eine offene Umgebungd X von x gibt mit derEigenschaftda® M auf U
Kokern eines Homomorphismus von freien R-Moduln ist,

(5) M], . := Koker( R) —s R,

U
Ein R-Modul M hei3tvom endichen Typ,wenn esfir jedenPunkt X=X eine offene

Umgebung U_ X von X, eine natirlihe Zahl r und einen surjektive Morphismus
(RI)F— M,

gibt. Ein R-Modul M heif3t koharent, wenn gilt:

1. Mistendlichen Typs.

2. Jeder R-Modul-Homomormus der Gestalt (Bbr — M|U hat einenKern

endlichen Typs.
Bemerkungen

1.  FirjedenRing RundjedenR-Modul M ist M ein quasi-koharenteR-Modul,
und jeder quasi-koharerf®eModul ist von dieser Gestalt.

2. Fur jeden noetherschen Ring R und jeden endlich erzeugten R-ModuViMgiist
koharenteR-Modul, und jeder koharenf&-Modul ist von dieser Gestalt.

3. Die koharentenR-Moduln auf Spec Rsind im Fall R noetherschgerade
diejenigen, welche der Bedinung (5) gentigen mit | und J endlich.

4. (die Aussage von A0.5.4(v) ist fehlplazieRir jedes affine Schen¥= Spec A
ist der globale Schnitt-Funktor

(quasi-kohérent@x-Moduln)—> A-Mod, F» (X, F),
eine Aquivalenz von Kategorien mit dem quasi-inversen Funktor

Mp M.
Insbesondere ist der Funktexaktund vollig treu. Ist dasSchema X noethersch,
so ist auch durch

(kohérenteDX-ModuIn)—> (endlich erzeugte A-Moduln), B I'(X, F),

eine Aquivalenz vonKategorien definiert (mit demselben quasi-inversemktor
wie oben).( Hartshorne Corollary 11.5.5 und Proposition 11.5.2).

. (die Aussagbe von AQ.5.8t fehlplaziert).JederKern, Kokern undjedes Bild
eines Morphismus vonquasi-koharenterGarben ist quasi-kofrent. Ist das
zugrundeliegende Schemmethersch, sayilt die analogeAussage auch fur
koharente Moduln. (Hartshorne, Prop. 11.5.7).

. (die Aussagbe von A0.5.2 ist fehlplaziert). Seien X ein Schema und

% vgl.

Gunning & Rossi: Analytic functions of several complex variables, Prentice-Hall, Englewood Cliffs,
N.J, 1965

oder

Grauert, Remmert: Coherent analytic sheaves, Springer Berlin 1984.
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O—wF—DF—F'—0

eine kurze exakte ®quenzvon OX-ModuIn. Wennzwei der drei Moduln der

Sequenz quasi-kohéarent sind, so ist es auch der dsttedas Schema X
noethersch, so gilt disnalogeAussage auchir koharenteModuln. (Hartshorne,
Prop. 11.5.7)

A0.2.3 Keime, Halme und andere Konstruktionen

(i) Keime.

Seien P: X— C eine Pragarbe,&P einPunkt und €£P(U'), s'€P(U") zwei Schnitte
Uber zweioffenen MengenJ', U", die den Punkt x enthalten.Man sagt indieser
Situation, s' und" definierendenselben Keinin x, wenn es ein@ffene Menge \fibt
mit

xeVC UMuU"und s'{/ =s"|,.
Auf diese Weise ist eine Aquivalenzrelation efiniert. Die zugehorigen
Aquivalenzklassen heil3en Keimen P im Punkt x. Den Keim in xyelcherdurch denn

Schnitt £P(U) reprasentiert wird, werden wir mit

sk
bezeichnen.
Beispiel:ist s eine holomorphe Funktion unéix Punkt de®efinitionsbereichs von s,
so kann man )§|mit der Potenzreihenentwicklung von s Rankt xidentifizieren. Der

Begriff des Keims axiomatisiert den Begriff der Potenzreihe.

(i) Halme.
Seien P: X— C eine Pragarbe mit Werten in einer Kateg@rievelchedirekte Limiten
besitzt. Fur jeden Punk&X heil3t dann

p.=Im  puy
X xeU offen in X
Halm der Pragarbe P ifunkt x.Als Menge ist I)D( gerade dieMenge derKeime im

Punkt x der Schri¢ von P.Nach Konstruktiorist PX ein Objekt der Kategori€, d.h.
die Menge der Keime hat dieselbe Struktur wie die Werte P(U) der Pragarbe.
Fir jeden Punkt&X ist durch die Zuordnung

Hom(X°P, ) — €, P> P
ein Funktor definiert. Die Halm-Konstruktion besitzt die folgenden Eigenschaften.

1.  Eine Garbe F: % —s Ab von abelschen Gruppen ist genau dann trivial,

F(U) = O fUr jede offene Mengen U von X,
wenn alle ihre Halme trivial sind,

FX = 0 fur jedes x& X.
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2.  Ein Morphismus f: F— on GarbenabelscherGruppenist genau dann
epimorph°®®,
Im(f) = G,
wenn die induzierten Abbildungen auf den Halmen surjektiv sind,

fx: FX — GX surjektiv fur jedes &X.

3. Ein Morphismus f: F— on GarbenabelscherGruppenist genau dann
monomorph’,
Ker(f) =0,
wenn die induzierten Abbildungen auf den Halmen injektiv sind,
fX: FX — GX injektiv fur jedes €X.
4.  Allgemeinereine Sequenz voGarbenabelschelGruppenist genau danrexakt,
wenn fur jeden Punkté& X die induzierten Sequenz auf den Halmen exakt ist.

(iii) Der Etal-Raum einer (Pré-) Garbe., die assoziierte Garbe zu einer Pragarbe.

Seien P: X— C eine Pragarbe mit Werten in einer Kateg@rievelchedirekte Limiten
besitzt. AlsMenge ist derEtal-RaumE(P) der Pragarbe P defiert als disjunkte
Vereinigung

E(P) =V, oy P,

aller Halme vonP. Als natlrliche Projektion des Etalraums bezeichnemir die
Abbildung

T E(P)—s X mit (P ) = {x}.

Jeder Schnitt £P(U) der Pragarbe Riber einer offenen Menge U déniert eine
Abbildung

1) S:U— E(P), x> S

welche jedenfunkt x& U in den Keimdes Schittes sim Punkt xabbildet. Nach
Konstruktion gilt

2) 'S = Id, fir jedes &P(U).
Wir versehen die Menge E(P) mit der starksten Topologie, bei wedaébbildungen
der Gestalt (1) (fur alle offenen X und alle £P(U)) stetig sindEine Teilmenge V

C E(P) ist genau dann offen, wenn

1% Ejn Morphismus f: A— B einer Kategori€ heil3t Epimorphismus, wenn fir je zwei

Morphismen g',g": B— C mit gbf = g"°f gilt g' = g". Morphismen, die als
Abbildungen von Mengen surjektiv sind, sind Epimorphismen. In Ens, Ab und der
Kategorie der Mengen gilt auch die Umkehrung. Die natirliche Einbettung

QoR
der rationalen in die reellen Zahlen ist ein Epimorphismus in der Kategorie der
topologischen Raume (wé()) dicht liegt in[R) und ist offensichtlich nicht surjektiv.
101 Ein Morphismus f: B— C einer Kategori€ heil3t Monomorphismus, wenn fur je zwei

Morphismen g',g": A— B mit feg' = fog" gilt g' = g". Morphismen, die als

Abbildungen von Mengen injektiv sind, sind Monomorphismen. In Ens, Ab und der
Kategorie der Mengen gilt auch die Umkehrung.
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$Yv) offen in X
ist fur jede offene TeilmengedX und jedes &P (U). Die MengeE(P) wird aufdiese

Weise zu einem topologischen Raum. Wir erhalten die folgenden Eigenschatften.
1. Die natirliche Projektion des Etal-Raums

1T E(P)— X mit T(P,) = {x}

102

ist stetig.
2.  Die Abbildungen der Gestalt

S:U—E(P), s» 3|, ,
mit UC X offen und €P(U) sindoffen, d.h. Gberfihreroffene Mengen von U

in offene Mengeron E(P)° Insbesonderést ‘s (U) eine offene Teilmenge von
E(P) und

S:U—S(U)
ein Homoéomorphismus.

Die natrliche Projektiort E(P)— X ist ein lokaler Homéomorphismd¥!
4.  Eine Abbildung

w

f: U — E(P) mit UC X offen

192 Eiir offene U,U'C X und jedes&P(U’) ist namlich

3l = (e3yU) = 167 (U) = uNU?
eine offene Teilmenge von X.
103 Eggr U',U"CX offen und sEP(U") haben wir zu zeigen,

51 (UY) ist offen X.

Sei s "1(5 (U"). Dann gilfs "(x) € S (U'), d.h. es gibt ein&U' mit 3 "(x) = S (x'), Wir wendenrt
auf die letzte Identitat an und erhalten x = x'. Damit gilt
s"| = SL ,und x =x€ U'.
X
Insbesondere gibt es eine offene Umgebung W von x mit
xE€WC U und s"\|N = slN.

Fir wew gilt s'( =s|. , also’s"w) =S (w), also s 15 wy)e s L5 U). Es folgt

wC 55 ).
104 jeder Punkt@&E(P) hat die Gestalt e :Xsmit x =1(e) und €P(U), UC X offen. Dann ist

S:U— E(U) ein Homdomorphismus
mit
'S (U)C E(P) offen, e = s|= S E's ).

Weil s ein Schnitt vorrt ist, gilt

Id =TeS =i~ ©S.
U |s(U)

1 ein Homéomorphismus.

Insbesondere isﬂg =s

(V)
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ist genau dann ein stetiger Schnitt vprvenn sie lokal von der Gestadt ist,d.h.
wenn es fur jeden Punk&k eine offene Menge U’ gibt und ei@R(U’) mit

xEUC Uundf|) = %’|U..1°5
Die Garbe der Schnitte der nattrlichen Projektid(P)—sX wird mit
P =1 XOP _ Ens

bezeichneund heil3t diezur RagarbeassoziierteGarbe.Man kannzeigen,ist C die
Kategorie der abelschen Gruppen, der GruppenkammutativenRinge mit 1, der
Moduln tGber einem Ring, ..., so ist dies sogar eine Garbe mit Wefen in

B .= - xOp
P: FT[.X — C,

und fir jede offene Teilmenged X ist durch

P(U)— P(U), sk S,

nicht nur eine Abbildung sondern sogarein Morphismus in € definiert. Diese
Morphismen sind mit den Restriktioneertraglich, d.h. sigefinieren einerPragarben-
Morphismus®®

P—P.

Dieser Pragarben-Morphismugst durch die folgende Universalititseigenschaft
charakterisiert.

Jeder Pragarben-Morphismus =B F mit Werten in einer Garbe F

195 pie Bedingungist offensichiich hinreichend (da dies stetige Schnitte vomt sind). Seien

umgekehrt f: U— E(P) ein stetiger Schnitt vamund x=U ein Punkt. Dann gilt
f(x) € E(P) undr(f(x)) = X,
d.h. es gibt eine offenen Menge® X und ein £P(U') mit f(x) = s)|(. O.B.d.A. sei

xeu Cu.
Wegen

e :=f(x) = s)|(:§(x)
und weil f stetig ist, gibt es eine offene Menge W mit

xEWC U, f(W)C s (U).

Wegen
~ of = =
5wy Thw = 0y, = 1Ay
und WeiITt};(U,)ein Homodomorphismus mit der UmkehruEgist, folgt

= 0 ) = Sl = k)™

Man beachte, s unc{/\s/|haben dieselbe Einschrankung auf W, liefern auf W also dieselben Keime.

Wir haben gezeigt, f ist in der Umgebung W von x von der Gest\ﬂ)?sl

106 4 h. eine naturliche Transformation von kontravarianten Funktoren.



117

(*) faktorisiert sich auf genaeine Weise iber P— P, d.h. eggibt genaueinen
Garben-Morphismu$: P —s F desserZusammensetzungit demnatiirlichen
Morphismus R—s P gleich fist.

JederSchnitt der Gdre P ist lokal vonder Gestaltg, d.h. ekommt lokalvon einem

Schnitt der Pragrbe P.Das bedeutetder natirlicheMorphismus P—s P induziert
Isomorphismen auf allen Halmen,

PX = 5)( fur jedes X
Insbesondere ist

P —s P Isomorphismus, falls P eine Garbe ist.
Die Universalitatseigenschgft) der assoziierten Garbe hg§ die Zusamensetzung

mit dem nattrlichen Pragarben-Morphismus P— P definiert einen funktoriellen
Isomorphismus

Hom G(P lF)—> Hom G(P’ F)

Pragarben RP—s Garben P

fur jede Garbe F: RP__,C. Dabei bezeichne

1: (Garben ¥P—¢€) —s (Pragarben *—0), F s F,

die naturliche Einbettung der Garben-Kategorie in die Pragarben-Kategorie. Mit anderen
Worten, der Ubergang zur assoziierten Garbe definiert gerade ddinkaadjungierten
Funktor

~: (Pragarben RP—.C) — (Garben ¥P—0).

(iv) Kokerne und andere Garben-Operationen.

Seien X eintopologischer Raumund f: F — G ein Morphismus vonabelschen
Garbenr’’ auf X. Dann wird die assoziierte Garbe zur Pragarbe
C: Up Koker(F(U)— G(U))
mit
Koker(f)

bezeichnetund heil3t Kokern von f (in der Garben-Kategorie). Diese Garbat die
Universalitateigenschaft eines Kokerns in der Kategorie der abelschen Garbefi®auf X.

197 d.h. von Garben mit Werten in Ab.
1%8\ach Konstruktion ist die Komposition von f mit dem natirlichen Pragarben-Morphismus G,

identisch Null. Durch Zummmensetzundes letzteren mit dem nalichen Pragarben-Morphismus C
— C erhalt man einen Garben-Morphismus

G — 8,
dessen Zusammensetzung mit f identisch Null ist.
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Seien Reine Garbe von kommutativen Renmit 1 auf X und M, Nzwei R-Moduln.
Dann wird die assoziierte Garbe zur Pragarbe

U b MU)®,, NU)

R(V)
mit

M®RN
bezeichnetund heil3t Tensorprodukt von M und N Uber R. Diese Gafis die
Universalitatseigenschaft eines Tensorprodukts in der Katelgevied der R-Moduln
auf X. d.h. man hat einen R-bilineat&Garben-Morphismus

3) MxN — M®N,
und jeder R-bilinearerGarben-Morphismus MN — F faktorisiert sicheindeutig
Uber (3) mit einem eindeutig bestimmten R-Modul-Morphism@FgW — F.

(iv) Direkte Bilder.
Seien f: X— Y eine stetige Abbildung und F eine Garbe auf X. Dann ist durch

Vs F(FLvy),
eine Garbe auf X definiert, welclkigektes Bild von F entlang f heil3t und mit
f.F

bezeichnet wird.

Sei jetzt G— H ein Garben-Morphismus, dessen Zusammensetzung mit f identisch Null ist. Wir

betrachten f und g als &yarben-MorphismenVegen gf = 0 faktorisiert sich g Ubeden Pagarben-
Kokern C, d.h. man hat ein kommutatives Diagramm

g
G—H

N T

Der rechte vertikale Morphismus hat Werte in einer Garbe, faktorisiert sich als€ jilien. man hat
ein kommutatives Diagramm

g
G—H

) \T\

C—)g

Mit anderen Worten, g faktorisiert sich 2= Koker(f).

Es ist nicht shwer zu shen, da3 die Faktorisierung, eideutig bstimmt ist: weil die

Zusammensetzung mit f identisch Null ist, faktorisiert sich-G C uberden Pagarben-Kokern, d.h.

man erhalt ein kommutatives Diagramm von Pragarben der Gestalt (+). Dabei ist der Morptasmus
rechts unten der Pragarben-Kokern, d.h. der vertikale Morphisstugiurch f festgelegt. Der
Morphismusnach links obenist festgelegt auf Gind der Univerdaatseigenschaft der assoziierten
Pragarbe.

19d.h. Uber jeder offenen Menge U ist dies eine bilineare Abbildung, genauer

M(U) x N(U) — (M®RN)(U)
ist R(U)-bilinear fur jedes U.
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Bemerkungen

1.  Der Ubergang zum direkten Bild definiert einen kovarianten Funktor

f,: Sh (€) — Sh,(©).

f
2. Fdur je zwei stetige AbbildungenX-» Y i Z gilt
(@), = g.f,

(v) Inverse Bilder
Seien f: X— Y eine stetige Abbildung und F eine Garbe auf Y. Wir identifizieren F
mit der Garbe der Schnitte ihres Etal-Raums,
mTE(F)— Y
und betrachten das kommutative Diagramm

XXYE(F)p—r2> E(F)

prll f lﬂ
X — Y

Dabei sei
Xx E(F) :={(x.€)€ X*E(F) | f(x) =T(e)}
das Faserprodukt von X und E(Eper Y (mit der Wterraum-Topologie, die der
Topolgie des Produkt XE(F) kommt. Weiter bezeichnei [he Projektion auf denten
Faktor,
pry: XxE(F)— X, (X,8) b X,

pr,; XxE(F)— E(F), (x,e)~ €,
Die Garbe der Schnitte der stetigen Abbildur@vpird dann mit

-1

fF
bezeichnét® und heilitriverses Bild vorfr entlang f.
Bemerkungen
1.  Fr jede offene Menge & X gilt

ru = M ),
( ) f(U)%_V V)

Dabei wird der direkte Limes Ubdasprojektive System der offenen Mengen V
von Y erstreckt die die Menge f(U) enthaltéh.

19 Dije ebenfalls gebrauchliche Bezeichnung f*F reservieren wir uns fir eine andere Art von inversem
Bild.

1 Jeder stetige Schnitt s:ALs E(P) vonrt Uber der offenen Menge V nmifU) C V
definiert eine stetige Abbildung f*(s): U— XxE(P), u~ (u, s(f(u))), deren Bild sogar
im Faserprodukt XYE(P) liegt und welche offensichtlich ein Schnitt vop 1st. Wir

erhalten so einen Morphismus
F(V) — (FIF)(U), sp (s).
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2.  Der Ubergang zum inversen Bild definiert einen kontravarianten Funktor

1. Sh,(€) — Sh, (©).

f
3.  Fdur je zwei stetige AbbildungenX-» Y i Z gilt
(gt =rlog.
4.  Seien f: X— Y eine stetige Abbildung undEleB((e), GESPV(G) Garben auf X

bzw. Y. Dann gibt es einen natirlicheMorphismus von Bifunktoref? (mit
Werten ist Ens)

Homsrv(e Msh (c
Es ist nicht schwer zu sehela3 dies sogain funktoriellerMorphismusist. Mit

anderen Wort, das inverse Bild von Garben ist gerade der linksadjungierte Funktor
zum direkten Bild.

) (G f,F) — Ho )(f'lG, F).

A0.2.4 Geometrische Raume und Schemata
Ein geometrischer Rauist ein Paar (XOX) bestehend aus einem topologischen Raum

X und einerGarbeOX von lokalen Ringerd.h. (‘)x ist eine Garbe von kommutativen

Ringen mit 1, deren Halme lokale Ringe sind, d.h. Ringe mit genau einem maximalen
Ideal. Die Garb«;‘)X heil3t danrstrukturgarbe degeometrischen Raums, der Raum X

heil3t der dem geomathen Raum zugrundeliegende topologische Raum.

Wir werden oft X anstelle von ()OX) schreiben und von X als von dem geometrischen

Raum sprechen.
Ein Morphismus geometrischer Rdume ()g() und (Y,(‘)Y) ist ein Paar

Zwei Schnitte €=F(V'"), s"€F(V") (mit F(U) C V'(V") liefern genaudann dasselbe
Bild in (f'lF)(U), wenn es eine offenen Menge V gilt mit FQ)V C V'(MV" mit s'lv
=8,

AulRerdemist es nichtschwer, zu zeigerdal jederSchnittvon (f 1F)(U) die Gestalt

f*(s) mit geeignet gewéahlten V uné&BE (V) hat. Mit anderen Worten, (?‘F)(U) ist der
direkte Limes der F(V).
12 Jeder Garben-Morphismas G —s f_F besteht aus einer Familie von Morphismen@us

G(V) — F(FL(v)),
wobei V die offenen Mengen von Y durchlauft. Durch Zusammensetzen mit
Restriktionen F(fl(V)) — F(U) erhalten wir Morphismen
G(V) — FU)

fir je zwei offene Mengen X Y, U C X mit f(U) C V. Wir halten U fest und gehen
zum direkten Limes beziiglich der V Uber und erhalten Morphismen

1G)(U) — F()
fur jede offene Menge L X. Diese Morphismen setzen sich zusammen zu einem
Garben-Morphismus'*G — F.
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(1, )
bestehend aus einer stetigen Abbildung

EX—Y
und einem Morphismus von Garben
.0, — 1,0,
von lokalen Ringen, d.h. firr jede offene Meng&\Y hat man einen
Homomorphismus?®
0, (V) — 0, ((1V), o 15 (@),

von kommutativen Ringen mit 1, fiir je zwei offene Mengen V', V" mi€/V' hat man
ein kommutatives Diagramm von Homomorphismen von Ringen mit 1,

0,V) — 0, (FHV))

0 (V) — O, (1)
wobei die vertikalen Morphismen die Restriktionen der beteiligten Garben seien, und fur

jeden Punkt &Y mit dem Bild y := f(x) ist der induzierte Ring-Homomorphirhids
: #
flx'OY,y — OX,X , 0 B f7(a)
ein Homomorphismus von lokalen Ringdrh. einsolcher,der dasmaximaleldeal von

O, ins maximale Ideal vo@,, _abbildet'*®
Y,y XX

113 Man stellt sich#(a) als Verpflanzung%(cx) = aof der "Abbildung"a: V — ???, entlang f vor.
114 Seien VC Y eine offene Menge mitgv und UC X eine offene Menge mitsU und f(U)C V.

Dann hat man einen Homomorphismus von Ringen mit 1,
#

f
0,(V) — Ox(f'l(V)) — 0, (V),
wobei die zweite Abbildung gerade die Garben-Restriktior(ﬁsgrist. Wir gehen zum

direkten Limes bezlglich der offenen Mengen U uber und erhalten einen
Homomorphismus

0. (V) —s O
Yy — 0y

fur jede offene Menge Menge V, die den Punkt y enthalt. Die Universalitateigenschaft des direkten
Limes liefert einen Homorphismus

f .
XOY,y _ OX,x

Wird der KeimgeoY y durch den Schniteg9_ (V) reprasentiert,

n! <

= sl ,

y

SO ist 1;((3) = 1#(S)L< gerade der Keim des Bildébé(si) von s bei#, d.h. man kann sich
f#(sk/) = '#(S)k

als den Keim in x Verfplanzung von s entlang f vorstellen.
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Wir werden oft von

EX—Y
als voneinemMorphismusgeometrischer Raunmsprecher(wenn klarist, welches der
entsprechende Garben-Morphismﬁséin soll).

Die geometrischen Raume bilden zusammen mit den eben beschriebenen Morphismen
(und der in offensichtlicher Weise definierten Komposition) eine Kategorie, welche auch
geometrische Kategorie heif3t.

Seien (X,OX) ein geometrischer Raum undd X eine offene Teilmenge von X. Dann

ist

(U, 04],)
ein geometrischer Raum. Ein Raum dieser Gest#llt auch offener Unterraum des
geometrischen Raums (I&X).

Jeder offene Unterraum (UX|U) definiert einen Morphismus geometrischer R&ume

(i, i%:(U, 0y ) — (X, 0,),
dessen stetige Abbildung die nattrliche Einbettung
PtU—X,up u,
ist und dessen Garben-Morphismus

i" 0, — i, (0

X XlU)

durch die Restriktionen
der Garbe&‘)X (fur jede offene Teilmenge U°X) gegeben ist. Dieser Morphismus heif3t
nattrliche Bnbettungdes Unterraums (L)

X|U)'

Eine offene Einbettungst ein Morphismus geometrischer Raume
(Y, OY) — (X, OX),
der einen Isomorphismus von @Y) mit einem offenen Unterraum von (&

)
X
induziert, d.h. ein Morphismus der durch Komposition

f
eines Isomorphismus f mit einer naturlichen Einbettung entsteht.

Ein Morphismus geometrischer R&ume
(i, :Y, ) — (X, 0,)
hei3tabgeschlossene Einbettung, wenn folgende Bedingungen erfillt sind.

15 Das einzige maximale Ideal)gnX von OX « kann man sich vorstellen als die Keim derjenigen
Schnitte vorf)x , die im Punkt x eine Nullstelle besitzen. Verpflanzt man einen solchen Schnitt

entlang der Abbildung f, so erhéalt man einen Scbnitt, der in y = f(x) eine Nullstelle besitzt. Formal
beschreibt die Forderung der Lokalitat der Homomorphisr)l(weliefWeise, wie der Garben-Morphismus

f# mit der stetigen Abbildung f zusammenhéangt.
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1. it Y — Xist ein Homdomorphismus von Y mit einem abgeschlossenen
Unterraum von X.

2. Derinduzierte Homomorphismuys V) ist surjektiv fur jeden

0
Xf(y) T Yy

Punkt y&Y.1®
Ist Y ein abgeschlossener Unterraum von X und i die nattrrliche Einbettung, so sagt man,
(Y, OY) ist ein_ abgeddossener Unterrauron (X, OX). Dabei werden zwei

abgeschlossene Unterraume
(Y, OY) — (X OX)
und
(Y, OY,)—>(X, OX)
als gleich angesehen, wenn es einen Isomorphismus
f. (Y, OY) — (Y, OY,)

i 117

gibt mit i'of = i.
A0.2.5 Beispiele

(i) Topologische Mannigfaltigkeiten
Seien UZ R" eine offene Teilmenge urfﬂ){J die Garbe der stetigen Funktionen auf

U. Dann ist
() (U,0)
ein geometrischer Raum. Ein geometrischer R@imOX) ist genau danreine n-

dimensiona topologische Mannigfaltigkeitwenn er lokalisomorph ist zueinen
geometrischen Raum der Gestalt (1) und wenn X ein Hausdorff-Raum ist.

(i) Differenzierbare, glatte und analytischen Mannigfaltigkeiten

Seien U C R" eine offene Teilmenge und ©,, die Garbe der r-mal stetig

U

differenzierbaren (bzw. der glatten ros, bzw. der analytischen r ) Funktionen auf
U. Dann ist

@ U0,

1% Diese Definition orientiert sich an den Eigenschaften von analytischen Funktionen und ist deshalb
nicht fur alle Arten von geometrischen Raumen von Interesse: ist X eine analytische Mannigfaltigkeit,
Y C X eine analytische Teilmannigfaltigkeit,& Y ein Punkr,

yeycix
und f: Y — R eine Funktiondie sich in einer Umgebung von y in einer Potenzreihe entwickeln
laRt. Dann konvergiert diese Potenzreich sogar auf einer offenen Menge von X, die den Punkt y enthalt.

MiIt anderen Worten, die Einschrankung analytischer Funktionenkeime definiert eine Surjektion

OX,y — OY,

wenn wir Garben vonanalytischenFunktionen betrachten.Fiur Garbenvon stetigen
Funktionen ist die obige Definiton weniger geeignet.

17 Er die Abbildungen der zugrundeliegenden topologischen Raume ist diese Bedingung immer erfiillt.
Fur die entsprechenden Garben-Morphismen ist dies eine echte Forderung:

SpecZ/(p) und Spe@/(pz) sind verschiedene einpunktige abgeschlossene Unterrdume des einpunktigen
Raums Spe@/(p?’).
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ein geometrischer Raum.
Ein geometrischer Raum (X),x) ist genau dann eind ®annigfaltigkeit (bzw. glatte,

bzw. analytische Mannigfaltigkeit), wenn er lokal isomorph ist zu einen geometrischen
Raum der Gestalt (2) und wenn X ein Hausdorff-Raum ist.

(i) Komplexe Mannigfaltigkeiten
Seien UZ C" eine offene Teilmenge ur@b die Garbe der holomorphen Funktionen

auf U. Dann ist
3 (U,0.)
ein geometrischer Raum. Ein geometrischer Ré}s{mox) ist genau danreine n-

dimensionale komplexeMannigfaltigket, wenn er lokal isomorph ist zueinen
geometrischen Raum der Gestalt (3) und wenn X ein Hausdorff-Raum ist.

(iv) Affine Schemata
Seien R ein kommutativer Ring mit 1,
U:=SpecR
dessen Spektrum (versehen mit der Zariski-TopoIogie}iOndie (Struktur-) Garbe
der regularen Funktionen auf U. Dann ist
@ (U,0.)

ein geometrischer Raum. Ein geometrischer Raum, der zu einem Raum dieser Gestalt
isomorph ist, heil3t affines Schema. Sei

¢:R— R’
ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit 1. Dann ist die Abildung
%:Spec R—s Spec R, pi> ¢ X(p),
stetig in der Zariski-Topologie, denn fir jedesfist das Urbild
@) Yo(r) =*¢ Do ()

der offenen Hauptmenge D(f) eine offene Hauptmenge. Fir jedes Primig8pép'R’
induziert¢ einen lokalen Homomorphismujs
o(r)

6 .R =R R ., o
P ey o lp)  PSTOG)

Entsprechend hat man fir jedes Primide&l $pec R einen Homomorphismus

R R.,,r () ..
P | I'I_1 0 l—>(<I>ID())ID
PE %™ (p)
und damit einen Ring-Homomorphismus
MM R,— M R,
p ' 1 p
peU peE V)

fur jede offene Menge _Spec R. Dieser indiert auf denTeilringen einenRing-
Homorphismus

-1
OSpec FQU) - oSpec R('(aq)) (L)
Diese Homomorphismen setzen sich zu einem Morphismus

18 pep(9(h) < O(f) & p < & 07(p) =9*(p) & 0*(p) € D(f) & p=(0*) (D).
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OSpec R atI)*OSpec R'
von Garbenlokaler RingezusammenDer Homomorphismug definiert auf diese
Weise einen Morphismus
%p:(Spec R’QSpec R-— (Spec ROSpec A
von affinen Schemata. Wir erhalten auf diese Weise einen Funktor
(1) (kommutative Ringe mit DY— (affine Schemata), B Spec R.
Ist umgekehrt

f:(Spec R”OSpec Fg_) (Spec RQSpec Fl

ein Morphismus von affinen Schemata, so erhalt man aus dem Garben-Morphismus
#.
) f' oSpec R f*OSpec R’
durch Ubergang zu den globalen Schnitten einen Homomorphismus
R= OSpec FQSpec R} — oSpec R(.Spec R)=R

Der zugehorigeMorphismus affiner Schemataist bis auf Isomorphie gerade der
Ausgangmorphismus. Genauer, der globale Schnitt-Funktor

(2) (affine Schemata)— (kommutative Ringe mit 1), ()OX) P (‘JX(X),

ist quasi-inverszum Funktor (1), d.h. esgibt nattrliche (funtorielle) Isomorphismen

der beiden Zusammensetzungem (1) und (2)mit den identischerFunktoren der
beiden beteiligten Kategorien. Ein Funktor, welcher einen quasi-inversen Funktor besitzt,
heil3tAquivalenz vorKategorien.

Beispiele
. Fir jeden kommutativenRing R mit 1 und jedes Ideal IC R definiert der

nattrliche Homomorphismus auf den Faktorring

R— R/
eine abgeschlossene Einbettung
Spec R/l Spec R

der zugehoérigen affinen Schemata.
. Fur jedesElement f& R definert der natlrliche Homomorphismus in den

Quotientenring,

R— R]c
eine offene Einbettung
Spec I?—) Spec R,
welche das affine Schema Sp%mﬁ{t dem offenen Teilschema
D(f) = {x&Spec R | f(x)= 0}
identifiziert.
. Fur jedenHomomorphismug: R — R' von kommutativerRingenmit 1 und

jedes Ideal {_ R definiert die abgeschlossene Einbettung

Spec R'/IR— Spec R’
ein Teilschemadessen Punktgerade diePunkte dessollstandigenUrbilds des
Teilschemas

Spec R/l— Spec R
beim Morphismu&: Spec R—s Spec R sind. Wir schreiben im folgenden
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spec R7IR' 29~ (Spec R/)
und nennen dieseSchemadas (schmatheoretische) vollstandigdrbild des
Schemas Spec R/I beim Morphisniigs

. Fir je zwei Homomorphismen

¢ R'— Rund$": R" — R

von kommutativen Ringen mit 1 ist
Z = Spec R>Z<)RR"

ein affines Schema, welches sich in ein kommutatives Diagramm

z 2 x
ol 1
o
mit X' = SpecR,, X" = Spec R" und X = Spec R eiigen lal3t.Dabeisind die
Morphismen p' und p" induziert durch die nattrlichen Homomorphismen
R'— R'®RR", re r®l, und R"— R'®RR", re 1®r.

Die Universalitatseigenschades Tensorproduki@bersetzt sicldabei gerade in
die des Faserprodukts, d.h. fir jedes kommutative Diagramm affiner Schemata

z 4 x

wl 1%

VLA
gibt es genau einedorphismus f: Z— Z mit pef = ' und p*f = q". Wir
schreiben

Z=Xx/X"

X
fur das_Faserprodulder affinen Schemata Xund X" tber X. Das Faserprodukt

Uber Spe ist geradalasdirekteProduktund wird mit

X'xX" =X XSpeCZX

bezeichnet.
. Fur je zwei kommutativeRinge R'und R" mit 1 laRtsich dasSpektrum des
direkten Produkfs®

Spec RxR" = Spec RV Spec R"
identifizierenmit der disjunkteriVereinigung dergeometrischen Raun@pec R’
und Spec R". Die nattrlichen Projektionen

R'xR" — R'und RXR" — R"
induzieren gerade die beiden natirlichen Einbettungen
Spec R Spec RXR" und Spec RY Spec RXR".

(v) Schemata
Ein geometrischer Raun(X, OX) ist heil3t algebraischesSchema,wenn er lokal

isomorph ist zu einen geometrischen Raum der Gestalt (4).

Das Schema ()(DX) heil3t zusammenhangendenn X zuammenhéngenst. Es heil3t
irreduzibel, wenn X irreduzibel i$f. Das SchemheiRtreduziert wenn der Ring

119 Die Multiplikation von RxR" ist koordinatenweise definiert.
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0, (V)

fur jede offene Teilmenge O X frei ist vonnilpotenten Elementen.Dasist aquivalent

zur Bedingung, daf3 die lokalen Ringe

OX,x

desSchemasdur jedenPunkt =X frei sind vonnilpotenten Eleranten.Das Schema
heif3t integer, wenn der Ring

0y ()
fur jede offene Teilmenge L X nullteilerfrei ist.

Bemerkungen
1. Ein affines Schema X = Spec R ist genau dann irreduzibel, wenn das Nilradikal

nil R =4/0 = {x€ R | X" = 0 fiir ein €N}
von R ein Primideal ist.

2. Ein affines Schema X = Spec R ist genau dadnziert, wenrdas Nilradikaltrivial
ist,
nilR = 0.
3. Ein affines Schema X = Spec R ist genau dann integer, wenn R ein Integritatsbereich
ist.
4. Ein Schema ist genau dann integer, wenn es reduziert und irreduzibel ist.

(vi) Noethersche Schemata
Ein Schema (XOX) heiRtlokal noethersch, wenn es eine offene Uberdeckung

X=Ug Y
durch affine offeneTeilschemata }Jz Spec Ii?gibt, die zunoetherschen Ringeni R

gehoren. Dasschema heifl¥oetherschwenn es lokahoetherschund quasi-kompakt.
Das ist aquivalent zu der Bedingung, dal3 es eine endliche offene Uberdeckung

X= U1 U..U Un
durch affine Schematai & Spec Ii?zu noetherschen Ringeril &ot.

Bemerkungen
1. Fir jedes noethersche Schema(f(%) ist der zugrundeliegende topologische Raum

X noethersch?* Die Umkehrung dieser Aussage ist falsch.
2. Ein Schema ist genau dann lokal noethersch, wenn fir jedes affine offene Teilschema
U = Spec R der Ring R noethersch ist. Insbesondere ist ein affines Schema X = Spec R
genau dann noethersch, wenn der Ring R noethersch ist.

(vii) Morphismen endlichen Typs und endliche Morphismen

Ein Morphismus f: X— Y von Schemata heil3t Morphismus lokal endlichen Typs,
wenn es eine offene Uberdeckung

Y=Ug,V,

120d.h. X 4Rt sich nicht als Vereinigung von zwei abgeschlossenen echten Unterrdumen von X
schreiben.
21 d.h. X genugt der absteigenden Kettenbedingung.
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durch affine Schemata]\t Spec IJBderart gibt, dal3 fur jede&j das vollstandige
Urbild eine offene Uberdeckung

Ay o
f (Vj)_UiEJjUij

durch affine Schemata

Uij = SpecAij
gibt, wobeijedes derﬁ\ eine Uber EJ> endlich erzeugte Algebriast. Der Morphismus
heif3t Morphismus endlichefyps, wenn matir jedes j dieMenge ]]auBerdem noch
endlich wahlen kann.
Ein Morphismus f: X— Y heiRtendlich,wenn es eine offene Uberdeckung

Y= Uj cJ Vj
durch affine Schemata J\/: Spec I]%derartgibt, dal3 furjedes §€J dasvollstandige
Urbild
f'l(Vj) = Spec ,?\
affin ist, wobei die IiS»AIgebraAJ als Modul tber JBendlich erzeugt ist.

Bemerkung .

Jeder der obigen Begriffe ist daduméfiniert, dal? esine Uberdeckung von Y durch
affine offene Eilmengenmit gewissen Eigenschaften giftatsachlich hadies zur
Folge, dal? jede affine offene Teilmenge von Y diese Eigenschaft hat.

(viii) Quasi-projektive Varietdten und Schemata

Sei k ein algebraisclabgeschlossendgforper. Eine affine Varietat tber kist nach
Definition (vgl. A0.1.1) die Nullstellenmenge

V(M) ={ a € k" | f(a) = O fur jedesEM}
einerMenge MC k[xl,...,xn] von Polynomenmit Koeffizientenaus k.Die affinene

Varietaten sind mit einer Topabgie versehen,der Zariski-Topologie, deren
abgeschlossene Teilmarg geradedie affinen Teilvarietatensind. Fir jede offene
Teilmenge

UucCVv:=VvM)
ist der Begriff der regularen Funktion
U—k
definiert. Dasist eine Funktion, welche lokal von der Gestalt X % ist mit

Polynomen u, vE k[xl,...,xn]. Die regularen Funktionen aufU bilden eine
kommutativen Ring mit 1,

und durch
Uk OV(U)
ist eine Garbe von lokalen Ringen auf V definiert, die Strukturgarbe. Das Paar
V., 0,/
V

ist ein geometrischer Raum, welcher affiraietatiiber k heif3t.
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Eine projektive Varietat ist nach Definition (vgl. A0.1.1) die Nullstellenm&dge
V(M) ={[ a]EIP’E | f(a) = O fur jedes €M}
einer Menge M;k[xo,...,xn] von homogenen Polynomemie projektiven Varietaten

sind mit einer Toptogie versehender Zariski-Topologie, deren abgeschlossene
Teilmengen gerade die projektiven Teilvarietaten sind.

Der projektive Raum ist Vereinigung
n_
Py = UOU...UUn
von offenen Eilmengen l.IJ:: {[XO’""Xn] | X, # 0}, die sich mit dem affinen Raum
identifizieren lassen,

n =
k'— Ui’ (Xl""’xn) (BN [xl,...,xl_l,l, xI Xn]

Fir jede projektiveVarietat VC IP’rk] sind die Durchschnitte ‘V’]Ui affine Varietaten,

d.h. jede projektive Varietét besitzt eine offésigerdeckung durchffine Varietaten. Es
gibt auf V genaweine GarbeOV von lokalen Ringemmit der Eigenschaft,dal® die

Einschrankung

Oy Ivmui

fur jedes i gerade die Garbe der regularen Funktionen@lﬂi\lst, d.h.

v, 0,)

ist ein geometrischer Ran, welcherprojektives Varietat tber kheif3t. Eine quasi-
projektive Varietat ist definiert (vgl. A0.1.2) als offenetUnterraum einer projektiven
Varietat. Insbesondere sindffine Varietaten quasi-projektiv. Diequasi-projektiven
Varietaten Utber k bilden eine Kategorie

Var(k)
die wir abkurzenden als Kategoder Varietaterbezeichnemwollen (und deren Objekte
alsVarietaten) Bezeichne

Sch(k)
die Kategorieder k-Schemata. Die Objekte dieser Kategaiiegd die Schemata X
welche mit einem Morphismus
X — Spec(k)
versehen sind (undelcherStruktur-Morphismus heif3tpie Morphisnen sindgerade
die kommutativen Diagramme der Gestalt

x 2 ox
N
Spec(k)

wobei die nach unten gerichteten Pfeile di&truktur-Morphismerseien. Mitanderen
Worten, eink-Schemaist ein Schem#X, OX) dessen Struktur-Garki@X eine Garbe

12[q] = [0(O ..... o n] = k-(or0 ..... o n) # 0 bezeichne den Punkt im projektiven Raum mit den

projektiven Koordinateuiek.
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von k-Algebren ist?* Ein Morphismusf:(X, OX) — (Y, OY) von k-Schemata ist ein

Schema-Morphismus mit der Eigenschatft, daf3 der Garben-Morphismus
. OY — T, OX
ein Morphismus von Garben mit Werten in der Kategorie der k-Algebr&i &i.jeder
guasi-projektiven Varietat X tber k gehért in nattrlicher Weise ein k-Schema t(X) derart,
dafi
t: Var(k) — Sch(k), X— t(X),
ein vollig treuer Funktor?® ist. Derdem Schemd(X) zugrundeliegendéopologische
Raum besteht gerade aus den irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von X,
t(X) :={Z C X | Zirreduzibel und abgeschlossen in X}

Er wird mit der Topologieversehendesserabgeschlossenen Mengdie Mengen der
Gestalt

t(Y) mit Y C X abgeschlossen
sind. Jede stetige Abbildung f:-X» X' definiert eine stetige Abbildung

t(f):: t(X) — t(X), Y 1 f(Y),
die jede abgeschloss@rilmenge vorX in die Abschliel3ungvon deren Bilduberfihrt.
Diese Abbildung ist stetig, d.h. t definiert einen Funktor mit Werten in der Kategorie der
topologischen Raume. Weiter ist durch

a:X —s t(X), p > {ph,

eine Abbildung definiert, die eine Bijektion zwischen der Menge der offenen Teilmengen
von X und der Menge der offenen Teilmengen von t(X) induziert. Man kann zeigen,

(t(X), 0,0, )

ist fur jede quasi-projektiveVvarietat X tbe k ein k-SchemaWir verwenderflr dieses
Schema dieselbe Bezeichnung t(X) wie fur den zugrundeliegenden topologischen Raum.
Das Schema t(X) ist integer, noethersch und vom endlichen Type tber $ffec(k).

(ix) Lokale Schemata

Sei
(Rm)
ein lokaler Ring mit dem einzigen maximalen Ideal m. Ein affines Schema der Gestalt
Spec R

heil3t lokales Schema. Es besizt genau einen abgeschlossenen Punkt (n&dmlich m).
Fur jedes Schema (X).X) und jeden Punkt & X ist Sped) x ein lokales Schema. Es

heil3t lokales Schema von X im Punkt x. Ist
U =SpecR
eine affine offene Umgebung von x,

xeu,

X,

SO ist

123 Inshesondere sind die Restriktior@:{g(u) — OX(V), VvV C U, Homomorphismen von k-

Algebren.
124 h. fur jede offene Teilmenge(VY ist OY(V) — Ox(f'l(V)) ein Homomorphismus von k-

Algebren.
125d.h. die Abbildung Hom(X, X3}— Hom(t(X), t(X"), art(a), ist bijektiv fir beliebige
Varietaten X, X' Uber k.

126 d.h. der topologische Raum t(X) ist Vereinigung von endlich vielen offenen affinen Teilschemata, die
Spektren von endlich erzeugten k-Algebren sind.
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OXx R ={r/s | ER, =R-x}
gerade die Lokalisierung im Prlmldeal x von R. Die naturliche Abbildung
R— RX

induziert einen Schema-Morphismus
SpecO = Spec R —> Spec R=UC X

Dieser ist unabhdyig von derspe2|ellenWahI deroffenen Umgebung Uon x und
heil3t natlrliche Einbettung die&kalen Schemas von X im Punkt x.

(x) Lokal abgeschlossene Teilschemata

Seien (X,OX) ein Schema und@™ OX eine Ideal-Gdre von(i)x, d.h. ein Teilgarbe mit

der Eigenschatt, daR fur jede offene Teilmende.X
(L) C o, )

ein Ideal ist. Ist U insbesondere affin, sagen wir
U = Spec R,
so ist die Einschréankung der Idealgarbe | auf U von der Gestalt

I, = J mit einem Ideal C R.
Fur je zwei affine offene Mengen U stimmen die Teilschemata
Spec R/l SpecR=U
auf dem Durchschnitt derbeiden Mengen U libereinund verheftensich zu einem
Teilschema
Y = SpecOx/I

von X. Fur jede afffine offen@eilmenge Uist der Durchschnitt dieses Schennais U
gerade das affine Schema Sﬁlﬂ)gU)/I(U). Nach Konstruktion ist dieses Schema lokal
abgeschlossen, d.h. fur jeden Pur&kXgibt es eine offen&mgebung U von xerart,
daB YU ein abgeschlossenes Teilschema von U ist.

Umgekehrt isjedes lokalabgeschlossene Teilscheng, OY) S (X, OX) von X von

der beschriebenen Gestalt - mit einer eindeutig bestimmten Idealgarbe I, namlich
| = Ker (OX — '*OY)'
(xi) Projektive Schemata
Seien S ein Schema. BASchema igin Schema X zusammen mit einem Morphismus
X — S,
welcher Struktur-Morphismus heil3t. Ein S-Morphismus ist ein Morphismus
f.X—X

eines S-Schemas X — X mit Werten im S-Schem#&: X' — S mit1tef = 1. Mit
diesen Morphismen bilden die S-Schemata eine Kategorie, die mit

Sch(S)
bezeichnet wird und Kategorie der S-Schemata heif3t.
Sei jetzt

R=®® R

n=0 n
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ein graduierteRing*?’ Das Ideal

— 0]

R 4 ®n:1 Rrl

heildt irrelevantes Ideabn R. Wir bezeichnen mit
Proj R

die Mengealler homogenett® Primideale Ideal {Z R , diedasirrelevanteldeal nicht

enthalten. Fir jede Teilmenge®™ R von homogenen Elementen von R schreiben wir

V(M) :={p € Proj S | MC p}.
V(M) andert sichnicht, wenn man Mdurch das von Merzeugte Ideal ersetzt. Wir
konnen deshalb stets annehmen, M ist ein homogenes Ideal von R. Es gilt dann

1. V(I-J) = V(I)V(J) fur je zwei homogene Ideale |, J von R.

2. V(s Ia) = HO(EA V(lu) fur jede Familie homogener Ideagz\ron R.

aEA

Insbesondere besitzt die Menge PragiRe Topologiederenabgeschlossenen Mengen
gerade die Mengen der Gestalt V(M) sind.
Als né&chsteswollen wir eine Garbeoproj R Ringen auf Proj S
konstruieren. Fir jedes Primideal

pC ProjR
bezeichne FS)}die Menge der homogeneklemente von R - pDiese Menge ist

multiplikativ abgeschlossen. Weiter sei

-1
R, \C R
@=P%
die Menge der homogenen Elemente des Grades O;Jvﬁn S
R, , = {% | ER, s€ R-p, r,s homogen, deg r = deg s}.

Dies ist ein kommutativer Ring mit 1. Wir betrachten die folgende Garbe auf Proj R.
1 U R
1) B[] )

peU

Je zwei homogeng&lemente r, = R 4 desselberpositiven Gradesdefinieren einen

Schnitt dieser Garbe, namlich
r

) Q :
S p€D+(S)
Uber der offenen Menge
D, (s) := {pProj R | SZ p}.

welche auch offene Hauptmengeeif3t. Es ist nichschwer, zuzeigen,die offenen
Hauptmengen bilden eine Topologie-Basis von Proj R.

Wir definieren die Strukturgarbe

127d.h. die addititve Gruppe von R zerféllt in eine direkte Summe von UntergrL#)]nﬁi Rn'.Rn"
an‘+n"' Die Untergruppe rI?heif&t Komponente der homogenen Elemente des Grades n von R oder
einfach n-tekomponente

g h | =%

I mitl CR.
n=0 n n n
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OProj R

desprojektivenSpektrums Proj Ron R alsdie Teilgarle derGarbe (1)deren Schnitte
lokal von der Gestalt (2) sind. Auf diese Weise ist ein geometrischer Raum

(Proj R’OProj R)

Fur jedes homogene Eleme@iR N positiven Grades bezeichne

R(f) = {%e Rf | deg r = deg s}
den Teilring deElemente0-ten Grades deQuotientenrings 5 . Dannist der offene
Unterraum vorProj R zur offenen Menge Q(s) als geometrisdheRaumisomorph
zum affine Spektrum

(0,0 Opyy; §D+(S)) = Spec Ry

Mit anderen Worten, Proj R ist ein Schema. Es ist sogar ein Schema UberrOSpec R

Beispiel 1
IstR = k[XO, s Xn] ein Polynomring Ubeeinemalgebraischabgeschlossendforper

und

R
n

der k-Vektorraumder homogenen Polynontes Grades'®’, so ist R ein graduierter
Ring und
Proj R
ist gerade das projektive Scherri@&l zum n-dimensionalen projektiven RaﬂIPE uber
k. Es wird ebenfalls mit
n .
P\ := Proj K[Xg -0 X ]

bezeichnet.

Fur jedes homogerdeal*° | C R st
Proj R/
gerade einabgeschlossenes Teilschema \JB’E. Es ist geradedas Schema zur

projektiven Varietat V(1) und wird ebenfalls mit
V(I) := Proj k[XO, . Xn]/I

bezeichnet.
Beispiel 2
IstR = %[XO’ s Xn] ein Polynomring Uber dem kommutativen Ring it 1, so ist

Proj R
ein Schema uber Specz).li"\31 Bezeichne

¢: Proj R— Spec %

den Strukturmorphismus. Fir abgeschlossenerPunkt n&ESpec % ist das
abgeschlossene Teilschema

129d.h. der k-Vektorraum, der von den Potenzprodukten des Grades n erzeugt wird.

180d.h. | :@:]O:O In mit In = IﬂRn. Das ist aquivalent zu der Bedingung, daR | von homogenen
Polynomen erzeugt wird.
131 d.h. die Strukturgarbe des Schemas ist eine Garbe(\)f@ngabren.
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Proj R/mR< Proj R

gerade dieFaserd)'l(m) des Strukturmorphismus tUbdemPunkt m.Die Fasern des
Strukturmorphismus sind alsprojektive Ra@ame. Wir kénnen ¢ als Familie von
projektiven Raumen auffass&f.

(xii) Projektive Morphismen

Die obigeKonstruktion la3sich auf derfall von Garle verallgemeinerrSeien S ein
Schemaund R eine Garbevon graduiertenOS-AIgebren. Fur jedes affine offene

Teilmenge UC S hat mardanneine graduierteOS(U)-AIgebra R(U) und damit ein
Schema

3) Proj R(U)

Uber Spe@.‘)S(U), d.h. man hat Morphismen

¢U: Proj R(U)— SpecOS(U) =U.

Fur je drei affine offene Teilmengen U', U" und U von S mit
uCcC unu"
sind die Schemata
-1 -1
oY) unddj+(U)

in nattrlicherWeise isomorph, sodal3 sichdie Schemat43) verheften zu einem S-
Schema, welches mit Proj R bezeichnet wird,

ProjR— S.
Ein projektiverMorphismusist ein Morphismus dieser Gestalt.

(xiii) Faserprodukte von Schemata

Seien f: X— S und g: Y— S zwei Morphismen von Schaia. Deren Faserprodukt
wird mit
Xx SY
bezeichnet und ist definierrt als das Schema, welches mit zwei Morphismen
Py XXSY — Xund R XXSY —Y
versehen ist, fir welche das Diagramm

132 Genauer: das projektive Schema zum graduierten Ring R/nIRR= RO/m ist gerade das

0
Faserprodukt der beiden Morphismen

Proj R— Spec % und Spec B/m — Spec %
Eine analogeAussagegilt auch fur die nicht notwendigabgeschlossenen Punkte
pESpec I%: man muf3 nur den Ring k(m) :ORn durch k(p) = Q(R/pgrsetzenist Ro

ein Integritatsbereich, so heil3t diaser Ubedem allgemeinePunkté := (0),d.h. das
Schema

Proj R®R0Q(RO) = Proj QR)[X - X]

auch allgemeine Faser vn
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kommutativ istund welches universelst bezuglich dieser Eigenschaas bedeutet,,
fur jedes kommutative Diagramm von Schemata

q
z L x

%) g If
Y — S
gibt es genau einen Morphismus h—2 XxSY mit ploh =q und pzoh =0,
Zur Existenz derFaserprodukte.
FUr jedes affien offene Teilschema
W =Spec RC S

sind f 1(W) und g'l(W) offene Teilschemata von X bzw. Y, diéurch offeneaffine
Teilschemata

U = Spec A X bzw.V =Spec B_ Y
Uberdeckt werden. Deren Faserprodukte

UXWV = Spec ﬁ®RB

existieren. Ersetzinan U, Vund W durch offeneTeilschemata U', Vund W*33, so
erhalt man aus der Universaltatseigenschaft des Faserprodukts einen Morphismus

U'XW,V' — UXWV
von dem man zeigen kantial? es sich uraine offene Einbettung handel&ur je zwei

Tripel (U, V, W) wie oben kanmrmandeshalbdie zugehoérigenFaserprodukte MWV

entlang gewisser offener Teilschemata identifizieren. Durch Verheften der

Faserprodukte MWV entlang dieser offenen Teilschemata, wobei (U, V,all§ Tripel

mit f(U) € W und g(V)C W durchlauft, erhdlman ein Schema >xSY, welches die
Universalitatseigenschaft eines Faserproduktes besitzt.

A0.3 Separierte Morphismen

A0.3.0 Vorbemerkung

In den Definitionen fur die verschiedenen Arten von Mannigfaltigkeiten wird stets die
Forderung gestellt, dal3 es sich um Hausdorff-Raume handeln soll. So entsteht zum
Beispiel keine Mannigfaltigkeit, wenn man einander entsprechende Punkte zweier
Examplare der reellen Ebene identifiziert, davon aber den Ursprung ausnimmt: eine
Ebene mit zwei Urpriingen

H := R2 {0}
ist kein Hausdorff-Raum: jede Umgebung des einen Ursprungs hat Punkte
gemeinsamen mit jeder Umgebung des anderen.

Im Kontext der algebraischen Schemata kann man die Hausdorff-Raum-Bedingung
nicht stellen: algebraischen Schemata sind so gut wie nie Hausdorffsch. Die Ebene mit

13 mit f(U) C W' und g(V)C W'
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zwei Urspriingen sollte aber trotzdem ausgeschlossen werden. Man kann das mit Hilfe
der Diagonaleinbettung tun. Bei der gewdhnlichen Ebene ist dies die Abbildung

A RZ2 S R2xR2 x s (X,X).

Das Bild dieser Abbildung ist offensichtlich abgeschloss@%’w]R2 im Gegensatz
zur Situation der Ebene H mit verdoppelten Ursprung:

AHp Hx H, X (X X).

Die Menge rechts besitzt vier Urpriinge:
(0,0), (0, 09, (0, 09, (0, 0).
Nur die ersten beiden liegen im Bild der Diagonaleinbettung. Jede Umgebung von

jedem dieser vier Punkte hat aber Punkte gemeinsam mit dem Bitd Wtiasbesondere
ist dieses Bild nicht abgeschlossen.

A0.3.1 Definition der separierten Morphismen
Sei f: X— Y ein Morphismus von Schemata. &agonal-Morphismusst definiert
als der eindeutig bestimmte Morphismus

A X—>XXYX

dessen Zusammensetzung mit den beiden Projektiong)(x—> X gleich dem

identischen Morphismus X— X ist. Der Morphismus hei3tsepariertywenn der

Diagonal-Morphismus eine abgeschlossene Einbettung ist. Wir sagen in dieser
Situation auch, X ist separiert tber Y. Ein Schema X heil3t separggm es separiert ist

Uber Sped.

A0.3.2 Morphismen affiner Schemata

Sei f: X— Y ein Morphismus affiner Schemata. Dann ist f separiert.

Beweis Seien
X =Spec Aund Y = Spec B
und komme f vom Ring-Homomorphismus

h:B— A.
Der zugehorige Diagonal-Morphismus

Spec A— Spec A®BA
kommt dann von der Abbildung
Q) A®BA — A, a®a'» aa),

denn dies isein Homomorphismus voiRingen mit 1, dessenZusammensetzung mit
den beiden nattrlichen Homomorphismen

A —>A®BA, ap a®l,und A— A®BA, ap 1®a,

die identische Abbildung ist. Weil (1) surjektiv ist, ist die Diagonaleinbettung eine
abgeschlossene Einbettung.
QED.

A0.3.3 Ein Kriterium fur Separiertheit
Ein Morphismus f. X— Y ist genau dann separiert, wenn das Bild
A(X) & Xx X

der Diagonalabbildung eine abgeschlossene Teilmenge x/gnost.
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Beweis Die Bedingung ist offensichtlich notwendig. Sei jet£K) abgeschlossen in

XXYX . Es reicht zu zeigen, die Abbildung

A: X — A(X)
ist ein Homoéomorphismus und der Garben-Morphismus
OX XYX — A, Ox

X — X die nattrliche Projektion. Dann gilt
ploA =Id.

ist surjektiv. Bezeichnelp X Xy

Insbesondere igk als Abbildung injektiv und als Abbildung
A X — A(X)
bijektiv. Als Morphismus ist\ stetig. Das Inverse voa ist gerade di&€inschrankung
des Morphismusioaqu(X), also ebenfalls stetig. Als iat ein Homéomorphismujs.
Wir haben noch die Surjektivitat des Garben-Morphismus zu zeigen. Dies ist eine Frage
lokaler Natur.
Fir jeden Punkt von XYX, der nicht im Bild vomA liegt, ist der Halm vom\, OX in

diesem Punkt Null, d.h. die zugehérige Abbildung der Halme ist surjektiv. Sei jetzt ein
Punkt im Bild vonA gegeben, sagen wir
A(p) mit pe X.
Wir wahlen eine offene affine Umgebung V von f(p),
f(p) €V =Spec BC Y

und eine offene affine Umgebung U von p mit fQ)V,

pE U= Spec A f'l(V).
Dann ist

UXVU = Spec /@BA C XxYX

eine offene Umgebung vak(p), und es reicht zu zeigen,

V) — A0
UXVU

ist surjektiv. Dasist aber derall, weil der Diagonal-Morphismus U— UXVU im

U

affinen Fall eine abgeschlossene Einbettung ist.
QED.

A0.3.4 Das Bewertungskriterium der Separiertheit

Sei f: X— Y ein Morphismus von Schemata mit X noethersch. Dann sind die beiden

folgenden Bedingungen aquivalent.

() fistsepariert.

(i)  Fdr jeden diskreten Bewertungsring R mit dem Quotientenkdrper K und jedes
kommutative Diagramm

Spec K— X
i| I
Spec R— X

in welchemder Morphismus i vorder natirlichen Einbettung R— K kommt,
gibt es hdchstens einen Morphimus
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Spec R— X,
der sich kommutativ in dieses Diagramm einbetten'fARt.

Beweis siehe Hartshorne, Theorem 11.4.3.
QED.

A0.3.5 Eigénschaften separierter Morphismen

In den nachfolgenden Aussagen seien alle Schemata noethersch.
() Offene und abgeschlossene Einbettungen sind separiert.
(in) Die Komposition separierter Morphismen ist separiert.
(i)  Die Separiertheit eines Morphismus bleibt bei Basis-Wechsel erhalten, d.h. fur
jedes kartesische kommutative Diagramm
P1

XXSY — X

pzl If

y 3 s

folgt aus der Separiertheit von f die vo?(pnd aus der Separiertheit von g die vg)m p
(v)  Faserprodukte separierter Morphismen sind separiert.

(V) Sind f: X— Y und g: Y— Z Morphismen mit ¢f separiert, so ist auch f
separiert.

(vi)  Ein Morphsmus f: X— Y ist genau dann separiert, wenn Y so durch offene

Teilmengen \I/Uberdeckt werden kann, daf3 die Einschrénkun’g}éﬂii) — Vi

separiert sind.
Beweis siehe Hartshorne Folgerung 11.4.6.
QED.

AO0.4 Eigentliche Morphismen

AO0.4.1 Definition

Ein Morphismus f: X— Y von Schemata heil#igentlich, wenn er separiert, von
endlichen Typ und universell abgeschlossen ist.

Dabei heil3e ein Morphismus f abgeschlossesnn er abgeschlossene Mengen in
abgeschlossene Mengen abbildet, und universell abgesai|egenn alle Morphismen,
die aus f durch Basis-Wechsel entstehen, abgeschlossen sind.

Beispiel

Seien k ein Kdrper und X = Spec k[x] die affine Gerade ber k. Dann ist X sépariert
und endlichen Typ$® tiber k, jedoch nicht eigentlich. Um letzteres einzusehen,
betrachten wir den Morphismus

(1) ><XSpec % — X

der durch Basis-Wechsel des Struktur-MorphismusXSpec k mit sich selbst
entsteht. Dieser wird induziert durch die nattrliche Abbildung

34 d.h. der auf der punktierten Kurve Spec K definierte Morphismus Spes K laf3t sich auf
hdchstens eine Weise auf die gesamte Kurve Spec R fortsetzen (genau den Kurven-
Keim): es gibt hochsten einen Punkt von X, der als Bildpunkt des abgeschlossenen
Punktes von Spec R in Frage kommt.

135 da affin

138 weil k[x] als k-Algebra endlich erzeugt ist.
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k®kk[x] — K[X] ®kk[x]

die durch Tensorieren der nattrlichen Einbettungskk[x] mit k[x] entsteht, d.h. die
die nattrliche Einbettung
K[X] — K[x,yl.
Mit anderen Worten, (1) ist bis auf Isomorphie gerade die Projektion
A2 1

auf dieersteKoordinate. Es@aichtzu zeigengdiese Abbildungst nicht abgeschlossen.
Sei H die Hyperbel

2
H=V(xy-1)={(xy)€ A} : xy =1}.
Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge,&én DasBild p(H) enthéltalle Punkte von

Al% mit Ausnahme des Ursprungs, ist also nicht abgeschlossen.

A0.4.2 Bewertungskriterium der Eigentlichkeit

Sei f: X— Y ein Morphismus endlichen Typs mit X noethersch. Dann sind die beiden

folgenden Aussagen aquivalent.

(i) fisteigentlich.

(i) Farjeden Bewertungsring R mit dem Quotientenkdrper K und jedes kommutative
Diagramm

Spec K— X
i| It
Spec R— X
in welchemder Morphismus i vorder natirlichen Einbettung R— K kommit,
gibt es genau einen Morphimus

Spec R— X,
der sich kommutativ in dieses Diagramm einbetten'FaRt.
Beweis siehe Hartshorne, Theorem 11.4.7.
QED.

AO0.5 Modul-Garben

A0.5.1 Umkehrbare Garben
Sei X ein Schema. Ein lokal endlich erzeu’dFaDX-Modul L heit umkehrbar, wenn es

einenOx-ModuI L’ gibt mit

37 d.h. der auf der punktierten Kurve Spec K definierte Morphismus Spes K laf3t sich auf

hdchstens eine Weise auf die gesamte Kurve Spec R fortsetzen (genau den Kurven-
Keim): es gibt hochsten einen Punkt von X, der als Bildpunkt des abgeschlossenen
Punktes von Spec R in Frage kommt.

138 d.h. fur jeden Punkte&X gibt es eine offene Umgebung U von x und endlich viele Sc%litte[r

c i N =
L(U) mit L(U") €1|U'Ox
Situation, die Schnittél,...Zr erzeugen in den Punkten von U @)Q-Modul L und schreibt

Ll

(S))] +...+€r|U,(9X(U') fur jede offene Menge W= U. Man sagt in dieser

= +...+ .
U éloU grOU
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L®OXL = OX.
Dies ist &quivalent zu der Aussage, daldkal frei vom Rang 1 ist.

Beweis Seil lokal frei vom Rang 1. Dann gibt es eine offene Uberdeckung
X=Ug Y
und Isomorphismen
¢i: L|Ui — 0

U.’
|

d.h. L entsteht aus den Garb&lr] durch Verheften mit Hilfe der Isomorphismen
[
-1
o LIS %o
uNu. ™" Iuimuj — Uy, SH Gjos
Dabei ist das Bild i? des Schnittes 1, ein Schnitt

g” S OX(UimUj)
X’

*
der Garbedy der Einheiten vol), , d.h. es gilt auch

-1 *
Bezeichne
1
den OX-ModuI, welcher durch Verheften der Garben OU.ﬂU entlang der

)
Isomorphismen
O O Sk ges
UMY, — UNY;° P Gj s
Wir betrachten auf IL,Uen Isomorphismus
®1 , ’
Oy, = Oy B9 Oy — 0y, VS b 0,(sps’
Ui I [ Ui i [
Auf Uj hat der analoge Isomorphismus die Gestalt
$o;®1 , ,
Oy — 0y ®y Oy — Oy 58"k 9,(s)s’,
j J J Uj J J
d.h. die beiden Isomorphismen unterscheiden sich IileJJ um den Faktor

B,(S),(5) =0,(6; 0,(5) M (5) = O,(SM(S) = g

d.h. wir haben 'uberik(T]Uj ein kommutatives Diagramm

qu:Llui@)O

WL ®
] Uj OU

L&®O Y 0
X—)
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bzw., da die beteiligten Morphismé)g(-ModuI-Homomorphismen sind,

Wenn wir den zweiten Tensorfakt@s( auf UI mit der Garbet ™1 identifizieren, sowird
der linke vertikale Morphismuszum identischerMorphismus, undwir erhaltentber
dem Durchschnitt ILﬂUJ- ein kommutatives Diagramm

LIJ.
Lot Oy

| lid
1Y
LROL T — OX
Mit anderenWorten, dielsomorphismertpi und LIJJ. stimmen auf lrﬂUj uberein. Die

Isomorphismenpi verheften sich damit zu einem Isomorphismus

y: corl 0

auf ganz X, d.hL ist eine umkehrbare Garbe.
Sei umgekehrt ein Isomorphismus von Modul-Garben

P LOL — O

X

X

gegebenFir jeden Punkt X erhalt mandurch Ubergang zu deHRalmen einen
Isomorphismus®
qJX: LX®L x> OX,x
Wir wahlen Elemente s...s€ L _unds),...,.s €L’ mit
I n~ "x 1 n X
n b [
wx(igl s|®s i) =1.

Die ElementeLpX(sI@s’i) konnen danmicht samtlich immaximalen Ideavon O

XX
liegen. Es gibt also Element@sX und SEL’X mit L|JX(S®S’) Einheit in OX " Indem
wir zum Beispiel s mit einer Einheit vuﬂk X multiplizieren, erreichen wir
(2) lIJX(S®S’) =1.

Insbesondere ist die Einschrankung (dﬁrx-linearen Abbildung

2 LX — Ox,x , u |—>llJX(u®s’),

auf den TeiImodu@X 'S surjektiv:

(3) OX,X — L — OX,X’ (o ls lIJX(ZS®S) = Z-lIJX(S®S) =/.

Die Abbildung (2) selbst ist also auch surjektiv.

139 Das Tensorprodukt links ist Ub@g( L 2u bilden.
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Beweisenwir die Injektivitdt von (2). Durch Tensorierendes Isomorphismuepx mit

k(x) = (‘)X,X/mx,X tber OX’X erhalten wir einen Isomorphismusvon K(x)

Vektorrdumen
Lx/mx,xLx®£’ x/mx,xL x> OX’X/mX’X .

Der Vektorraum rechts ist 1-dimensionalDeshalb missenauch die beiden

Tensorfaktoren links 1-dimensionale k(x)-Vektorrauseen. Weger(1) liegt s nicht in

m,, L . Die Restklasse von s in
X, X X

Lx/mx,xLx

ist deshalb ungleh Null und erzeugt diesé&/ektorraume.Weil LX endlich erzeugter
OX X-Modul ist, folgt nach dem Lemma von Nakayama
Lx = SOX’X.

Auf den Teilmodul $5)XX ist die Abbildung(2) aber ingktiv (vgl. die Rechnung(3)).

Also ist (2) insgesamt Bijektiv. Zusammen erhalten wir

L =9, =0, ..
X XX XX
Welil L lokal endlich erzeugst, bedeutet dies, egibt eineUmgebung U von x und
einen Schnitt&L(U) mit

L|U = s-OU = OU.
Da x beliebig gewahlt wurde, ist danitiokal frei vom Rang 1%*

QED.

A0.5.2 Direkte und inverse Bilder von Modul-Garben
Sei f: X— Y ein Morphismus von Schemata. Dann;ﬂ)f( eineOX-AIgebra. Far

-Modul F ist deshalb das direkte BilgH einO,,-Modul.

jedenO v

X

Sei jetzt G eir,,-Modul. Dann ist flr jede offene Menged X

v
rlgyuy= M G
(fG)(V) f(L<J)_QV (V)

ein Modul Uber

looyuy = Im o w.
o 0= I o,

Die Garbe TlG bekommt dadurch die Struktur einé]inIY-ModuIs. Nun besitzi@x

die Struktur einer'ilOY-AIgebra.142 Das Tensorprodukt

40m  pezeichne das maximale Ideal \le )
X, X X

141 Genauer: wegen = hat der Kern des Morphism ,f s, einen
uer: weg O§(,x Ox,x phi uSU—>SOU (2

trivialen Halm in x. Dieser Kern ist aber endlich erzeugt (weil X noethersch ist). In einer
Umgebung von x gibt es somit ein endliches Erzeugendensystem, welches in einer
eventual davon verschiedenen Umgebung von x identisch Null ist. Der Kern ist somit in
einer Umgebung von x identisch Null. Durch Verkleinern von U erhalten wir einen
Isomorphismus.
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G =floc®

f'l(DYOX
ist somit ein Wohldefiniertaf)x-ModuI. Er heil3t inverseBild des(‘)Y-ModuIs G (in
der Kategorie de(f)X-ModuIn).
Beispiel
o) =flo,®.1. 0,=0
Y T Yy f'loY XX
Bemerkungen

() Die obige Konstruktion funktioniert auch, wenn f lediglich ein Morphismus von
geometrischen Raumen ist.
(i) FUrjedenOX-ModuI F und jeder, -Modul G bestehen nattirliche

Y
Isomorphismen

—_ -1 —_
Hom ("G, F) = Hom (G, F)= Hom (G, 1. F).
OX-MOd f-lOY_MOd OY -Mod *
Mit anderen Worten, der Funktotr

*: OY-Mod — OX-Mod, Gp f*G,

ist linksadjungiert zum Funktor

fo: OX-Mod — OY-I\/Iod, Fi f,F.

(i) Seif: X — Y Morphismus der affinen Schemata X = Spec A, Y = Spec B zum
Ring-Homomorphismus
h:B— A,

und sei F de()x-ModuI

“2Der Morphjsmus#: OY — 1,0, definiert, weil der Funktor { linksadjungiert ist zum
Funktor {, ,

(o 1,0 Hom (f o

x) = Sh,

Dieser istein Morphismus vorGarben vorRingen

 0y0)s

sy Y

einen Morphismus” ?'OY — Ox.
mit 1, weil  ein solcher ist. Genauer, der Morphismus von Ring-Ga%defi‘niert far
je zwei offenen Mengen@.X und VY mit f(U) C V einenHomomorphismus von
Ringen mit 1,
- -1
o,(V) — f*OX(V) = Ox(f V) — OX(U),

wobei der Homomorphismus rechts eine Restritionsabbildung der Girlim. Durch

Ubergang zum direkten Limes erhaltar fiir jede offene Menge UC X einen

Homomorphismus von Ringen mit 1,

I|m
1o NOE 0,(V) — Oy (V).
(UYCV

Diese setzen sichzusammen zweinem Morphismus vonRing-Garben TlOY—>OX

durch Welchen(f)x Zu einer Tl(‘)Y-AIgebra wird.
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F=M
zum A-Modul M. Durch h besitzt M auch die Struktur eines B-Moduls.
Bezeichne M' die Menge M mit dieser B-Modul-Struktur. Dann ist

f F=M
Genauer, fur jede offene Meng€&W hat man eine Restriktionsabbildung
M = F(X) — F(FHV)) = (L, F)(V).

Weil f,F(V) ein Modul Uben(f)Y(V) = B(V) ist, induziert diese eine Abbildung

M'(V) = M@BE’(V) —s (fF)(V),
d.h. man hat zumindest einen Morphismus
M — . F

von Modul-Garben UbeﬁY. Es reicht zu zeigen, dies ist ein Isomorphismus.

Fir jede offene Hauptmenge U = D@ X = Spec A, €A, gilt
F(U) = M®, 0, (D(f)) = M® A = M,
und fiir jede offene Hauptmenge V = D@)Y = Spec B, ¢ B, gilt
— 1 — —
f,F(V)=F({-D = F(D(h =
«F(V) = F(f~D(9)) = F(D(h(9))) M)

Mit anderenWorten auf den offenen Hauptmengen V B(g) erhalten wir
Isomorphismen

M'(V) — f,F(V).

Da die offenen Hauptmengerine Topologie-Basisvon Y = Spec B bilden,
kénnen wir zum direkten Limes Ubalte offenen Hauptmengen Wbergehen, die

einen vorgegebendpPunkt ¥&Y enthaltenund erhalten so gerade die Abbildung
auf den Halmen in y. Fir jedes y erhalten wir einen Isomorphismus

M fF
y 7 xy

d.h.M' — f,F ist ein Isomorphismus.

Sei f: X— Y Morphismus der affinen Schemata X = Spec A, Y = Spec B zum
Ring-Homomorphismus

h:B— A,
und sei G de@X-ModuI

G=N
zum B-Modul N. Dann ist
* _ ~
*G = (N®BA)

die Modul-Garbe zum A-Modul deBA. Zum Beweis reicht es zu zeigen,

Hom((N®A) ™, F)= Hom, f, F)

fUrjedenOx-ModuI F.
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Wir beginnen mit einer allgemeinen Bemerkung. Fur je@@ﬂ\/lodul M und
jeden Modul-Homomorphismus

N — M

erhalt man durch Ubergang zu den globalen Schnitten einen B-Modul-
Homomorphismus

N — M(Y).

Umgekehrt defiert jeder solche B-Modul-Homomorpbemus (wie wir oben
gesehen haberi§ einen Morphismus von Modul-Garben

N'=N®o,, — M.
Man erhalt sozueinanderinverse Bijektionend.h. es besteheine natirliche
Bijektion
HomOY-Mod(N’ M) — HomB_Mod(N, M(Y)).

Die Menge auf der rechten Seite von (1) kann man also identifizieren mit

@) Homy 14N, F(X).
Analog laf3t die Menge auf der linken Seite von (1) mit
3) HomA(N®BA, F(X)).

identifizieren.Nun besizt F(X) die StruktureinesModuls [JberOx(X) = A d.h.

die beiden Mengen (2) urf@) lassen siclin nattrlicherWeiseidentifizieren(auf
Grund der Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts).

. (Nachtrag, gehort zu Beispiel A0.2.1 (xi)). Fur jedes affine Schema X = Spec A ist
der globale Schnitt-Funktor

(quasi-koharenté)x-Moduln)—> A-Mod, F» (X, F),
eine Aquivalenz von Kategorien mit dem quasi-inversen Funktor

Mp M.
Insbesondere ist der Funktexaktund vollig treu. Ist dasSchema X noethersch,
so ist auch durch

(kohérentei‘)x-ModuIn)—> (endlich erzeugte A-Moduln), B I'(X, F),

eine Aquivalenz vonKategorien definiert (mit demselben quasi-inversemktor
wie oben). (Hartshorne Corollary 11.5.5 und Proposition 11.5.2).

. (Nachtrag). JedeKern, Kokern undjedes Bild einesMorphismus vonquasi-
koharenten Garben ist quasi-kohérentist das zugrundeliegendeSchema
noethersch, so gilt disnalogeAussage auchiir koharenteModuln. (Hartshorne,
Prop. I1.5.7).

. (Nachtrag). Seien X ein Schema und

O—wF—o>F—>F'—10

143 Eir jede offene Menge ¥ Y hat man eine Abbildung

N — M(Y) — M(V),
und da recht eirj)Y(V)-ModuI steht, eine Abbildung

N(V) = N®gO,, (V) — M(V).
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eine kurze eakte ®quenzvon (‘)X-Moduln. Wennzwei der drei Moduln der

Sequenz quasi-koharent sind, so ist es auch der dsttedas Schema X
noethersch, so gilt disnalogeAussage auchiir koharenteModuln. (Hartshorne,
Prop. 11.5.7)

(v) Inverse BildeundKohérenz. Fir jeden Morphismus von Schemataf—XY ist

das inverse Bild eines quasi-kohérermeroduls entlang f ein quasi-koharenter
(‘)X-Modul.
Sind die Schemata Xind Y noethersch, so istasinverse Bildeines koharenten

OY-ModuIs entlang f ein kohérent@s(-ModuI. (Hartshorne, Prop. 11.5.8).

(vi) Direkte Bilderund Kohéarenz. Sei f: X— Y ein quasi-kompaktéf* separierter

Morphismus vonSchematamit X noetherschDannist dasdirekte Bild eines
quasi-koharenteﬁx-ModuIs ein quasi-kohérent%-Modul. (Hartshorne, Prop.

11.5.8).
Ein MorphismusnoetherscheSchemata i3 koharenté&arbennicht unbedingt
in koharente Garben dberfihrenman nehme ein affes Schema positier
Dimension undbilde dieses durcteine konstante Abbildung irsich ab. Das
direkte Bild der Strukturgarbe ist dann nicht mehr koharent.

(vii) Propemapping theam. Allgemeiner gilt fiir jeden eigentlichen Morphismus f: X

— Y, dal3 die direkten Bildeentlang fvon kohéarenterGarben kohar sind
(Grothendieck & Dieudonné: EGA Ill, 3.2.1).

A0.5.3 Modulgarben auf projektiven Spektren

Seien
— 0
R= ®n=0 Rn
ein graduierter Ring und

M=@® M _,kEZ

n=k n’
eingraduierter R-Modul?® Wir definieren die zu M gehorige Garbe
M
auf
X:=ProjR

wie folgt. Fur jeden PunkipX bezeichne "IJ'wie bisher die multiplikative Menge der
homogenen Elemente von R-p und
M(p) = {%E Tl'olM | meMm, sETIO , mund s homogen vom selben Grad}

den Modul der homogeneQuotientendes Grades 0O vonl_O]rM. Wir betrachten die
Garbe

144 Eir jede quasi-kompakte offene Teilmeng&\VY ist f'l(V) quasi-kompakt. Es reicht diese

Bedingung firr die Mengen V einer affinen offenen Uberdeckung von Y zu stellen, vgl. Hartshorne, Ex.
11.3.2.

145d.h. die additive Gruppe von M zerféllt in einer direkte Summe von Untergrupﬁ)anitl\/l

RMCM .
n n n+n
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(2) Uk 1] M(p)
peuU

auf X. Jezwei homogeneElemente reEM und =R desselberadesdefiniereneinen
Schnitt

@ Spep_ (5

dieser Garbe Uber der offenen Menge+r(§)§ Proj R.Die GarbeM ist definiert als

die Teilgarbe von (1) der Schnitte, welche lokal von der Gestalt (2) sind.
Bemerkungen

(i)  Fur jeden Punkt g X ist der Halm der Garbigf im Punkt p gerade
M) =M ..
Mp=Mep)

(i) Fdrjedes homogenElement ER+ ist die Einschrankung der Gardd auf die

offene Hauptmenge
D+(f) = Spec I?f)
gerade die Garbe

M =M,)"~
b, m = M)
zum R -Modul M ., auf dem affinen Spektrum Spe¢.R
40 (0 P Pet)
(i) M istein quasi-koharenté]X-ModuI. Ist derR-Modul M endlicherzeugt, so ist

M sogar koharent uber, .
(iv) Fur je zwei graduierte R-Moduln M und N ¢ift

146 Die bilineare Abbildung
MxN — M®N, (m,n)» mM®n
induziert einen bilinearen Garben-Morphismus
o L n m ®n
MxN — (M®N)~, ((S—s)p, (tgp)p) > ( gptp

)

p

und damit einen Garben-Morphisums

M®N —s (M®N)™
Es reicht zu zeigen, dies &h Isomorphismus. Letzteres einelokale Frage. Egeicht
Zu zeigen, dies ist ein Isomorphismus Uber jeder offenen Hauptmenge

D+(f) mit fER+ homogen.
Nun ist (I\/I®N)N|D 0 die Garbe auf dem affinen Schema Sp&s: Rim R(f)-ModuI
+

M®N)p) = RN

Die Universaltiatseigenschafles Tensorproduktgechtsibersetzt siclgerade in die
Aussage, dal3 die Garbe
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(MON)™ = MoxN

A0.5.4 Die Twist-Garbe eines projektiven Spektrums

Seien R ein graduierter Ring und M ein graduierter R-Modul. Fir jede ganze=Zahl n
bezeichn&'’

MIn]
den graduierten R-Modul dessen homogene Elemente des Grades k gerade die Elemente
von

Ml = My
seien.
Sei jetzt X das projektive Spektrum von R,
X :=Proj R.

Wir bezeichnen mit

Oy () = (R~
denOX-ModuI zum graduierten R-Modul M[n]. Die Garh)g((l) heil3t Twist-Garbe
des projektiven Spektrums X = Proj R. FUr jedlgpModul F heil3t

F(n) := @Oxox(n)
die n-fach getwistete Garbe.
Bemerkungen
Seien R ein graduierter Ring und X = Proj R. Wir nehmen an, R Wirdoaﬁgébra im

Grad 1 erzeugt'®

R= %[Rl].
Dann qilt:
() OX(n) ist fur jedes n ein umkehrbaréJrX-ModuI.
(i)  FOrjeden graduierteR-Modul M gilt M®o Ox(n) = (M[n]))". Insbesondere
X
ist

Ox(n)®ox(f)x(m) = Ox(n+m).

(i) Seien S ein zweiter graduierter Ring mit 86[551] und sei

~Y ~Y

D, () Ry

die Universalitatseigenschafies Garben-Tensorprodukiechts besitzt, d.h. des
Tensorprodukts

(M®N)™ =M

M|D+(f) ® N|D+(f) = (|\7|’®’N’)|D+(f).

147 Denkt man sich die direkten Summanderq Whn M von links nach rechts nach steigenden n

angeordnet, so entsteht M[n] aus M durch Verschieben der direkten Summanden nach links um n
Stellen.
18 d.h. R ist ein Faktorring eines Polynomrings Ub8rirRUnbestimmten des Grades 1 nach einem

homogenen Ideal.
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$:R— S
ein Homomorphismus von Ringenit 1, der die Grad@rhalt,qJ(Rn) C Sn far

jedes n. Wir setzen
X:=ProjR
Y :=ProjS
und betrachten die offene Teilmenge

U = {peProj S [p(R,) L p}
von Y. Durch den Homomorphismgsst ein Morphismus von Schemata

EU—X pr 67l(p),
definiert™*® Es gilt

POy (M) = O, (]
Beweis Zu (i). Es reicht zu zeigeﬁ),x(n) ist lokal frei vom Rang 1. Wegen
R=RRy]
Uberdecken die offenen Mengen der Gestalt
D+(f) mit fER1
das Schema X = Proj R® Es reicht also zu zeigen, die Garbe

05l ) = (RInDg)™ auf D, () = Spec Ry

“9IstU="Proj S - V{)(Rl)) nicht leer und liegt dicht in Proj S, so kann man f als rationale Abbildung
Proj S— Proj R auffassen. Die Menge U ist genau dann leer, \dkéﬁljr) = 0 gilt. Ist U nicht leer

und Proj S irreduzibeol, so liegt U dicht in Proj S.
Sei jetzt Proj S reduzibel und sei V(I) eine irreduzible (nicht eingebettete) Komponente von Proj S. Wir
wéahlen homogene Elemente

N
fl, ,fn I

des Grades 1 und betrachten den HomomorphismusOvAIngren
R:= so[xl,...,xn] — S, XI — fi’
Dann gl|t¢(R+) = (fl,...,fn) C 1, also
V() C V(¢(R1)) = Proj S - U. Mit anderen Worten, U liegt nicht dicht in Proj S.

Die obige Situation liegt vor zum Beispiel im Fall
S= k[Xl,...,Xm]/(X 1""’Xn)ﬂ(xn+1""’xm) und | = (Xl,...,Xn)S,
d.h. Proj S ist die Vereinigung von zwei komplementéaren linearen Unterréum@?m%]s
Vi=V(X_,.X),V:=VX_ _..X).
1 n n+1 m

Der Homomorphismug ist dann die Zusammensetzung der nattirichen Homomorphismen
k[X 1""’Xn] — k[Xl,...,Xm] — k[Xl,...,Xm]/(X 1,...,Xn)ﬁ(XnJrl,...,Xm)

und f ist die natrliche Einbettung des einen Unterraums:
V-V — Vipe X (), - X ()]

Man beachte >1<,...,Xn sind identisch 0 auf V.
150 e o i
Fur jedes EProj R gilt R+_¢_ p. also B  p, also &p fur ein ER_ , also €D ().
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ist ein freier©® -Modul vom Rang 1, d.hes eicht zuzeigen,(R[n ist ein
Spec Ry 9 gen, (RIn])
freier R(f)-ModuI vom Rang 1. Es qgilt

R = {;”—k | FER[N] , =R, m und ¥ homogen vom selben Grad}
:{;n_k | m, €R, m homogen mitdegm-n:dé@f
= {fmk | m, €R, m homogen mit deg m =n + k}

= {fr?lk-fn | m, €R, m homogen mit deg m =n + k}

=Rt

Die Multiplikation mit f1ist somit ein Isomorphismus
R R[N
(dessen Umkehrung gerade die Multiplikation it fst).
Zu (ii). Es qilt
|\7|‘®ox(n) =M®R[1]” = (M®RR[1])N =(M[1])",

d.h. es gilt der erste Taler Behauptung. Ddsomorphismus irder Mitte ist dabei ein
Spezielfall des allgemeineren Isomorphistitus

M[a] ®RN[b] = (M ®RN)[a+b]

Den zweiten Teilder Behauptag erhaltman,indem manfiar M den R-Modul R[m]
verwendet.

Zu (iii). Die Menge
U := {peProj S p(R,) & p} = U, g D, (0(1)
ist offensichtlich offen. Es ist gerade die Menge, Benkte von Y = Proj S, flwelche
die Abbildung f definiert ist.
1. Schritt. Die Abildungf: U— X, p ¢'1(p), ist stetig.

Seien Egr(r) C X =Proj R eine offene Hauptmenge uné pJ ein Punkt. Dann gilt
peflD, (M (P ED, M) o refp) e réd™(p) o o) &p

& pE D, (6().
Wir haben gezeigt,
1D, (1) = D,(4()).

Da die offenen Hauptmengen eifiepologie-Basis von X hien,ist jedesUrbild einer
offenen Menge offen, d.h. f ist stetig.

2. Schiritt. f istdie stetige Abbildung zu einem Morphismus geometrischer Raume.
Wir missen einem Morphismus

151 M®RN ist ein graduierter R-Modul, desse(n)—lReiImoduI der homogenen Elemente des Grades n

erzeugt wird von den Elementen der Gestalt

m®n
mit m und n homogen und deg m + deg n = n. Eine Gradverschiebung im ersten Tensorfaktor um den
Wert a und im zweiten Tensorfaktor um den Wert b bewirkt deshalt eine Gesamtgradverschiebung um
den Wert a+b.
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OX — f*OU
von Garben kommutativer Ringit 1 konstruierenJ(der lokale Homomorphismen auf

den Halmeninduziert). Dazu reicht es, fur jede offene Menge U'C X einen
Homorphismus

1 .
@) M R 1 %)

p'eu’ pef ~(U")
zu konstruieren, welcher die Schnitte \(@ga in Schnitte vonJOU.
Fur jedes EProj S mit p'= ¢'1(p) € Proj R induziert¢: R — S einen
Homomorphismus

-1 Ao o()
Durch Einschranken auflie homogenertElementedes GradedNull erhalt man einen
Ring-Homomorphismus

o .60

R, ., y= B Ty .

N R I OREIO) |
Diese Ring-Homomorphismesetzen sich zaeiner Abbildung(1) zusarmen: Das Bild
der Familie

r

o
) (= peu
bei der Abbildung (1) ist dabei die Familie, deren Glied mit dem In&é’xl(U') gerade
der Quotient
o(r)

3) By Mitp' = 1) =0"(p)

ist. Sinddabei die Zahleund Nenner der Hailie (2) lokal unabhéngigon p', so gilt
dasselbe fudie Quotienten der Famili€3) (weil f stetig ist). Mit anderenWorten
Abbildungen (1)iberfuhrendie Schnitte vortf)x in Schnittevon f, O, , und definieren

U
so den gesuchten Garben-Morphismus.
Wir haben noch zu zeigen,

POy (M) = 0, ()]
d.h.

PRI ) = (S,
Nun gilt

S[n]= R[n]®RS

Es reicht also, die allgemeinere Aussage

(M) = M®ES)
zu beweisen. Dies ist Gegenstand der nachfolgenden Aussage.
QED.

A0.5.5 Direkte und inverse Bilder von Modulgarben auf projektiven Spektren

(i) Seif: X— Y ein Morphismusgeometrischer Raum@annist der Ubergang
zum inversen Bild,

f*: O.,-Mod — O

vy X-I\/IOd, F f*F,



(ii)

(i)
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ein rechtsexakteFunktor, dermit mit direkten Limitesund Tensorprodukten
kommutiert.:
« Fir jede kurze exakte Sequenz VB)Yn-ModuIn152

(0—) F'i> F—F'—O0
ist

F' — fF — P*F" — 0
eine kurze exakte Sequenz \@Q-Moduln.

* FUr jedes direkte Systeij‘FEJ von OY-ModuIn gilt
(M Ey = 1M e

j€d el |}
-Moduln F und G gilt
*F®, G)=fF® , f*G.
OY OX

Seienf: X — Y ein Morphismus geometrischer Raume,
E

ein lokal freier(i)Y-ModuI vomRang r, Y :UjEJ Vj eine offene Uberdeckung

von Y mit der Eigenschatft, daB\}E[frei ist fur jedes¢:J, und

e FUr je ZWGIOY

j
954,25

die zugehorige Familie von Ubergangsfunktiof@rDann ist
f*E
der lokal freie(i)x-ModuI mit den Ubergangsfunktionen
#
LG Py
. -1
zur Uberdeckung X Ujle (VJ.).

Sei f: U — X der Schema-Morphismusum Homomorphismush): R — S
graduierter Ringe wie in A0.5.5 (iii). Dann gilt fur jeden graduierten R-Modul M,

132 Die 0 ganz links kann man weglassenolstein Monomorphismus, so hat man exakte Sequenzen

0— IMmo) - F— F'— 0

0— Ker3) — F ﬂ) Im(@) — O

und das Anwenden von f* liefert exakte Sequenzen

*(Im(a)) — *(F) — *(F") — 0
f*(Ker(B)) — f*(F) — f*(Im(a)) — O,

die sich zusammensetzen zu einer exakten Sequenz

FF s PF — PF — 0

153 e ist eine Kr-Matrix von Schnitten v0|(i)Y tber ulﬂu_ deren Determinante delt(pein Schnitt

*
von OY Ist.
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f*(M) = (M®RS)N|U

(iv) Seif: U— X der Schema-Morphismuaum Homomorphismusp: R — S
graduierter Ringe wie in A0.5.4 (iii). Dann gilt fir jeden graduierten S-Modul N,

(NI = (N~
Dabei sei N' die Menge N mit der durgtdefinierte R-Modul-Struktur von N.
Beweis Zu (i). Nach Definition gilt

#F = f1F® )

-1
f(f)YX

Da das Tensorprodukechtsexakt isund mit direkten Limites kommutiert,reicht es
zum Beweis der ersten beiden Aussagen zu zeigen, das topologische inverse Bild
lim

1F)) = F(V
(f=F)() f(U)?_V V)

besitzt ebenfalls diese Eigenaften. Letzteresist der Fall, weil direkte Limites mit
Werten in deiKategorie der abelsche&Bruppenexaktsind>* und (injeder Kategorie)
mit direkten Limites kommutieren.

Schlieflich gilt

_fl
*(F ®OYG) =f (F®OYG)®f-1OYOX
und da das Tensorprodukt mit direkten Limites kommutrert

-l -1

FfFF®, G) =f(F)®;1, fF (GC)®.,1, O

OY f OY f OY X
—_ '1 *
= TP, )
f'l(F)®f-1OY OX®OX *(G) (*(G) ist ein OX-ModuI)
HF®, ™G)

X
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0—>Ma—>Ma—>M O(—)O
ein direktes System von abelschen Gruppen mit dem direkten Limes
0O—sM —>M—M —0.
Dann hat man fur jedesein kommutatives Diagramm
Ya Pa

0— M a—)Mq—)M a—)O

f’al fal fal
o— M K v M o

Zum Beweisder Surjektivitat von p beachteman, jedes m'&M” lal3t sich fur ein
geeignetest durch ein Element von I\/ol(” reprasentiererDieseshat einUrbild in Ma'

Das Bild desletzteren in Mist das gsuchteUrbild von m”. Die Exaktheit an den
anderen Stellen wird in &hnlicher Weise gezeigt.

1%5 Man fiihre alle Rechnungen in der Pragarben-Kategorie durch und gehe dann zu den assoziierten
Garben uber.
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Zu (ii). Wir wahlen Isomorphismen

_ r
derart, daf3 die zugehorigen Isomorphismen
-1 .
1) Or b E b Or Vv v
( vimvj_> l\/imvj_’ e PG Ve

durch die Ubergagsfunktionen ﬁ] gegebensind. Diese Isomotpsmen induieren
Isomorphismen

Pr(8): F(Ely, ) — F(OV)
|
[ f

e 1 r
FE If-l(vi) (f (Ovi)®f'1o

r_
Oy _Of'l(Vi)

Vv
Die Zusammensetzungen

-1
r of £

2
@ Of'1<vi)mf'1(vj) =

I o o
If-l(ViﬂVj)_) of'l(vi)mf-l(vj)’ Vi f (g”) v,

sind gegeben durch die Matrizgﬁg‘ij), die man aus den MatrizeIrJJ grhalt,indem man
den Ring-Homomorphismug:f(i)Y(ViﬂVj) — Ox(f'l(viﬂvj)) auf dererEintrage
anwendet?’ Mit anderenWorten, die #(gij) sind gerade didJbergangsfunktionen der

lokal freien Garbe f*E beziiglich der Uberdeckung von X durch'i'i(&’lf).
Zu (ii). Im Fall M = R ist

R = OX

*R :f*OX :OU :OY |U = S|U = (R®RS) |U
In diesem Fall ist die Behauptung also richtig.
Im Fall M = R[1] ist fiJrjedes@R1 die Multiplikation mit f ein Isomorphismus
(vgl. den Beweis vonBemerkung A0.5.5(i)). Die Ubergangsfunktionewon (i)X(l)
beziglich der Uberdeckung durch die offenen Hauptmengen

Uf = D+(f) mit fER:L

sind also durch die Multiplikationen

1% Direkte Summen sind direkte Limites, kommutieren also nach (i) mit f*.
157 Die Beschreibung der Zusammensetzung (1) durcbijdilegeutet, daf ein gewisses Dreieck

kommutativ ist. Durch Anwenden des Funktors f* auf dieses Dreieck erhalten wir ein kommutatives
Dreieck, aus dem sich die Beschreibung der Zusammensetzung (2) durchijdierg(gt.
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O, | — 0, | , Sk (f/g)es,
UfoﬂUg ugufﬁug

gegeben. Die der Garbe f*(Rf1] also durchdie Ubergangsfunktionem (f)/¢(g). Das
sind aber Ubergangsfunktionen vtﬁq(l) |U , d.h. esist

PRI ) =0,(1) | = (ST, = (RIL®LS) |

Damit ist die Behauptung in den Féallen M =uRd M = R[1] bewiesn. Weil das
iIQE/e,irlsSeB Bild mit Tensorprodukterkommutiert, gilt die Behuptung auchfir M =
nJ.

Weil dasinverse Bildmit direkten Summelkommutiert, gilt die Behaupng auch fir
denFall, dal3 Meine direkteSumme vorModuln der GestalR[n] ist. Seijetzt M ein
beliebiger R-Modul. Wir fixieren ein Erzeugendensystem von Mus homogenen
Elementen (endlichen Grades) und finden so einen R-Modul eirdedirekte Summe
von Moduln der Gestalt R[n] ist, und eine Surjektion

F—» M,
von graduierterR-Moduln (welche den Grad homogenerElementeerhalt). Der Kern
dieser Surjektion istin graduierteR-Modul. Zu disem findenwir in analogenVeise
einenR-Modul F'derdirekte Summe voModuln der GestaltR[n] ist und ebenfalls
eine Surjektion wie oben. Insgesamt finden wir eine exakte Sequenz

() F—F—>M—0
von graduierterR-Moduln undModul-Homomorphismengie die Grade homogener
Elemente erhalten. Die zugehdrige Garben-Sequenz

F—SF—>M—o0
ist ebenfalls exakiWeil f* rechtsexakist, erhaltenwir eine exakte Sequenz vo@U-
Moduln

#+*F S H#F S M —0

Nach Konstruktion gilt

% ~, _ ~

f*F'= (F®RS) |U
und

% NI _ ~

*F' = (F®RS) |U
d.h. wir erhalten eine exakte Sequenz @?J?Moduln
(4) (F®RS) | j— F®RS) |, — M —0
Weiter erhalten wir aus (3) eine exakte Sequenz von S-Moduln

F®RS—> F®RS—> M®RS—> 0
also exakte Sequenzen
(F ®RS) — (F@RS) — (I\/I®RS) —0

und

(F'®RS) |U — (F®RS) |U — (M®RS) |U — 0

1% Zunachst nur fur & 0. Weil durch Anwenden von f* auf einen Isomorphism@LL = OX ein

Isomorphismus FIRfL" = OU damit auch fur negative n.
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Vergleich der letzten exakten Sequenz mit (4) liefert
f*M = (M®RS) |U

d.h. die Behauptung gilt fur beliebige graduierte R-Moduln M.
Zu (iv). Wie im affinen Fall (vgl. Bemerkung AO0.5.4jii)) konstruiertman fuir jede
offene HauptmengeRf) von X = Proj R einen Isomorphismus

Nl — £Mply

und anschliel3endzeigt man, diese Isomorphismusverheften sich zu einem global
definierten Isomorphismus.
QED.

A0.5.6 Der graduierte Modul zu einer Modulgarbe
Seien R ein graduierter Ring,

X:=ProjR
und
Fe OX-Mod
ein OX-ModuI. Der zu F gehorige graduierte R-Modul ist definiert als die direkte
Summe

M (F) :=@nEZ (X, F(n)).
Die graduierte R-Modul-Struktur vdn, (F) ist wie folgt definiert.

Jedes @Rd definiert einen Schnitt

s = Ehpep (1) S MO, @ RA) =1(X, 0, (@)

Uber der offenen Menge+[()1) = X. FUr jedesal (X, F(n)) definieren wir das Produkt

st e (X, F(d+n))
als das Bild des Tensorprodukfs

s®teE (X, Ox(d)®F(n))
beim Isomorphismu@x(d)®F(n)E F(d+n).

Bemerkungen
(i) Seien A ein kommutativer Ring mit 1, R := Atgxxn] n=1, und

X :=Proj S.
Mit anderen Worten, X ist gerade der n-dimensiomatgektive Raum Uber A.
Dann ist die nattrliche Abbildung

159 Genauer: sei
Ox(d)®'F(n)—> Ox(d)®F(n)

die natirliche Abbildung des Tensorprodtlk?(d)@'l:(n) von(‘)x(d) und F(n) in der Pragarben-

Kategorie in die assoziierte Garbe. Durch Ubergang zu den globalen Schnitten erhélt man eine
Abbildung

(X, Ox(d))®r(X, 'F(n)) — (X, Ox(d)®F(n)).
Das Bild von &t bei dieser Abbildung wird ebenfalls mi®$ bezeichnet.
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R— F*(OX), r— (%)pEX (r homogen),

ein Isomorphismus. Insbesondere3tiasich jedes lmmogenePolynom m-ten
Grades ubeA in den Unbestimmten 6’""Xn mit einem globalerSchnitt des

Vektorraumbi]ndelé)x(n) identifizieren:®°

(i) Seien R eirgraduierter Ring, der endlich erzeugt ist im Grade 1, d.h.
R= %[Rl] , R1 endlich erzeugter(l)QModuI.

Weiter sei

X :=Proj S.
Dann besteht firjede quas-koharente Garbe &uf X ein natlrlicher
Isomorphismu$*

FSr,F)~
(if) Die Abbildung von (i) istfur beliebigegraduierteRing R im allgemeinen kein
Isomorphismus. Noch weniger gilt dies fir die allgemeinere nattrliche Abbildung
M —s I, (M)

zu einem graduierteR-Modul M. Unter gewisserzusatzlicherVoraussetzungen
kannman jedocleeigen,dal’ esine natlrlichezahl dO gibt mit der Eigeschatt,

daf3 die Abbildung in jedem Gradzdjo einen Isomorphismus

My —> T (W)

induziert. Die zuséatzlichen Voraussetzungen sind die folgetiten.

1. R=RIR,]

2. R1 ist ein endlich erzeugterOHvloduI.
3. RO = k[O( a ] ist eine endlich erzeugte Algebra tber einem Korper.
4. M ist als R Modul endlich erzeugt.

(iv) Seien R eingraduierterRing, M ein gaduierter R-Modul und d eineatirliche
Zahl. Wir setzen

(d) ._
R .—@n ORd

und

180 ygl. Hartshorne Proposition 11.5.13.
161 Genauer, ist F #, so hat man eine natiirliche Abbildung
~ m
My, — rX,m=r(X,F), me (T)pEX
Indem man M durch M[n] ersetzt erhalt man analog fiir jedes n eine Abbildung
M — (X, F(n)).

Wir gehen zur direkten Summe tber und erhalten einen Homomorphismus von R-Moduln
M— T, (F)

und damit einen Garben-Morphismus. DieseeistisomorphismusZur Konstruktion
der Umkehrabbildung, siehe Hartshorne, Prop. 11.5.1.5.

M—r @~

162

vgl. Hartshorne Ex. 11.5.9.



(v)

(1)

158

(d) .
M : @neZ Mdn'

Dann hat I&d) in natUrlicher Weise sie Struktur eines graduierten Rings mit

(d) _
Ry =Ry,

und M(d) die eines graduierten(gi)-Moduls mit
(d) _
Mp "~ = My
Auf Grund der Definition des projektiven Spektrums'#gjlt

ProjR@ = proj R
und auf Grund der Definition des Moduls M gilt

d) ~ o~

M@y~ =i

Die Aussage von (i) implizrt, unter den zusatzliche®dedingungehi* 2-4 gibt es
eine natirlichen Zahl d derart, dal3 die natirliche Abbildung

M@ —

ein Isomorphismus ist.
Die Veronese-Abbildung. Seien k ein Kérper und

d+n
Koy N=0C ) -1
die Potenzprodukte des Grades d inden Unbestimmten 6(""Xn (in

lexikographischer Reihenfolge). Dann ist
n N
eine reguléare Abbildung. Esst sogareine abgeschlossenkinbettung,d.h. sie

identifiziert den]P’E mit einerabgeschlosseneTeilvarietat de§P’lk\|, der Veronese-

Varietat, und heil3t m-Veronese-Einbettunder zugehorigeMorphismus von
Schemataist gerade demMorphismus zum Homomorphismusgraduierter k-
Algebren

KLY oo Yy — k[xo,...,xn](d) Y b B(X).

Man beachte, letztereist surjektiv, und definiert deshalbeine abgeschlossene
Einbettung.
Analog hat man fir jeden kommutativen RingO R 1 einen (surjektiven)

Homomorphismus graduierter Ringe
v (d)
RO[YO,...,YN] —>RO[XO,...,Xn] , Yi (33 ui(X).
Der zugehdorige Morphismus der projektiven Spektren
N

0 0
heiRtebenfallsm-Veronese-Einbettung (UberoR Es ist geade dasFaser-Produkt

der Veronese-Einbettung tubBrmit dem identischen Morphismus von Sped: R

83 Das Schema Proj R wird von den offenen Hauptmeng_eéf) it deg f = d-Vielfaches tiberdeckt und

der Ringe I?f) andert sich nicht, wenn man R durcW)Rersetzt: der Grad von Zé&hler und Nenner wird

durch dieselbe Zahl d geteilt.
184\Wegen Bedingung 2 ist R eine endlich erzeu%te\I@ebra, d.h. 8 wird fur d groR genug im

Grade 1 erzeugt. Bedingung 1 1Rt also durch eine geeignete Wahl von d stets erfillen
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(vi) Ist X = Proj Rein projektives Spektrum zu einem graduierten Ring R, d&riaal
1 endlich erzeugt wird, _
R= RO[Rl] , R1 endlich erzeugter(l)QModuI.

So kann man R als Faktorring eines Polynom-Rings schreiben,

(2) RO[XO ..... Xn] —» R
definiert eine abgeschlossene Einbettung

. . _ N
X = Proj RS ProjR[X ... X | = ]P’RO,

identifiziert alsoX mit einem abgeschlossenen Teihema des projektiven Raums

(Gber I%).

Schrankenwir jetzt die Surjektion(2) auf die Teilalgebra ein, die durch die
Potenzproduktedes Grades d eeugtwird und setzen dieseusammen mit der
Surjektion (1). Der zugehorige Schema-Morphismus

| KO | () Y, pro;
Proj Rd) ¢, Proj RO[XO,...,Xn] — Proj RO[YO,...,YN]

| I I
. N
Proj R PR P
Ro Ro

beschreibt geraddas gegebene Schema als Teilschema QEBH , genauer,
0

desserBild bei der Veronese-Einbettun@er Ring Hd) wird auf dieseWeise
zum projektiven Koordinaten-Ring des Schemas X beziigh der neuen
Einbettung.

Die Aussage von (iii) bedeutalso, unter den dortn@éhntenZusatztbedingungen
ist die natirliche Abbildung

R — F*(OX)

ein Isomorphismusywenn mardie EinbettunglesSchemas X in deprojektiven
Raum mit Hilfe der Veronese-Abbildung geeignet abandert.

A0.5.7 Die Twist-Garbe eines projektiven Morphismus
Seien S ein Schema, R eine Garbe von gradui@gehlgebren und

¢:ProjR— S
der zugehorige projektive Morphismus (Beispiel A0.2.5 (vii)). Fur jede affine offene
Menge

V = Spec BC S
ist dann die Einschrénkung
o Hv) — v
von ¢ auf das vollstandige Urbild von V gerade der Struktur-Morphismus
Proj R(V)— Spec B

des projektiven Spektrums der graduierten B-Algebra R(V). Fir je zwei affine offene
Teilmengen

VvV, V' CS
stimmen die Twistgarben
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O(l)'l(V')(l) und(i)q)-l(v,,) Q)

Auf dem Durchschnittq)'l(V') N ¢'1(V") Uberein. Durchlauft \die affinenoffenen
Teilmengen von S, so verhefteith die zugehdrigenTwistgarbenO ¢-1(V)(1) zu einer

Modul-Garbe

() OProj R(l)

auf Proj R,welche Twistgarbe des projektiven Morphismus ¢ heifl3t oder auch

Twistgarbevon Proj R (lUber S).

Bemerkungen

(i) Die Twistgarbe von Proj R ist dadurch definiert, dal3 ihre Einschrankungen auf die
projektiven Spektren wn R(V) fur jede affine offene Teilmenge Vgerade die
Twistgarbe von Proj R(V) ist.

(i) IstR eineGarbe vao graduiertenDS-AIgebren, die lokal inGrad lerzeugtwird,

so ist die zugehorige Twist-Garbe von Proj R eine umkehrbare Garbe.
(i) Ist
fR—R
ein Homomorphismugon graduiertemf)S-AIgebren, die lokal inGrad lerzeugt

werden,und erhalt dieser Homomorphismugdie Grade, so verheftesich die
Schema-Morphismen zuden Homomorphismengraduierter Ringe (vgl.
AO0.5.4(iii))

R(V) — R'(V), V = Spec B,
zu einem Schema-Morphismus

g:U— ProjR
mit eineroffenenMengen UC Proj R. Firdie Twist-Garben dieseBchematat
gilt
g (OProj R(l)) :OProj R(l) IU
(iv) Sei

R =% OS[XO,...,Xn]

die Polynom-Algebraiber der StrukturgarbgesSchemas SDann gilt fur jede
affine offene Teilmenge V = Spec B von S,
Spec B P V.

n_
Proj R(V) = Proj B[X,... X | = Pg ]P>Z SpecZ 7 Specz.

Durchlauft V die affinen offenen Tellmengen von S, seerheftensich diese
Isomorphismen zu einem nattrlichen Isomorphismus

o n
PI‘OJR:]PZ 2 S= Pg

Die Aussage vorfiii) bedeutetin dieserSituation,dal? dieTwistgarbe von[P’g

gerade das inverse Bild der Twistgarbe IP% bei der Projektion
P2=P,

auf den ersten Faktor ist.
. Seien S ein Schema und E eine lokal freie Garbe des Rangs r auf S. Bezeichne

" ®20 — @0 ®N
T(E) =0 QEQEY?®.. =0 E

7 ZS—)P

%5 R ist eine direkte Summe von Exemplaren der Struikturgaébmit einem Multiplikationsgesetz,

daf3 durch die Multiplikation der entsprechenden Polynome gegeben ist.
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die Tensor-Algebra Ubé]s und

S(E) := T(E)/(x® x , x homogen)
die symmetrische Algebra. Dann ist S(E) eine Garbe von graduierten
(kommutativen) Ringen, welche im Grad 1 erzeugt wird und
P(E) := Proj S(E)
ein wohldefiniertesS-SchemakFr jede affine offene Menge V = Spec B von S,
uber welcher deb .-Modul E frei ist,

S
N ¢
El\/ =0y
gilt
SE), = SEQ‘S@W“’ vXg X
also
Proj S(E), = IP){/
Das projektive Spektrum Proj S(E) entstedrinit durchVerheftender projektiven
RéumeIP’{/ mit Hilfe der Ubergangsfunktionéf® des des/ektorraumbiindels E.
Die Fasern des Struktur-Morphismus
P(E) = Proj S(E)}— S
sind (r-1)-dimensionale projektive Raume, die man aus den Fasern des

Vektorraumbiindels E durch Ubergang zum zugehérigen projektiven Raum erhalt.
Das S-Schema Proj S(E) helbjektivierung von E.

A0.5.8 Sehr ample Garben

Sei f: X— S ein S-Schema. Eine umkehrbare Gd&rbau X heif3tsehrample tber S,
wenn es eine Immersion

i:X—>PrS

gibt mit i*O(1) = L. Unter einer Immersioverstehen wir dabei einédvorphismus, der
einen Isomorphismus von X mit einéokal abgeschlossendreilschemanduziert,d.h.

. . . . . r .
mit einem offenen Teilschemaines abgeschlosseneifieilschemas von[PY Diese

Definition des Begriffsder amplen Garbeweicht ein wenig ab vonder durch
Grothendieck gegebenen Definition (vgl. EGA Il, 4.4%).
Bemerkungen
(i) Die Einbettung i laf3t sich (bis auf Isomorphie) aus den Schnitten der Garbe
rekonstruieren. Um das einzusehen, beschranken wir uns auf den Fall, dal3
S =SpecA
ein affines Schema it Seien

186 Genauer, die Ubergangsfunktionen von Proj S(E) erhalt man, indem die Ubergangsfunktionen von E,
welche Schnitte der Garbe GL@,S) sind, durch die entsprechenden Schnitte der projektiven Gruppe

PGL(r, OS) ersetzt. Erstere stehen fir Isomorphismen der Fasern von E, letztere fur Isomorphismen der
zugehdrigen projektiven Raume (von deren Projektivierungen).

187 Genauer: anstelle der Einbettung in ein Schema der dErgamarwendet Grothendieck ein Schema

der Gestall’(E) mit einer lokal freien Garbe E auf S.
18 |m allgemeinen Fall kann man S durch affine offene Schemata V = Spe8 Bberdecken und die

Einschrénkungerf:}’(V) — IP’;\ von i zu Morphismen Uber diesen affinen Schemata zu einem auf ganz

X definierten Morphismus verheften
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Y = Proj AX ... X 13¢5 Proj ALY ... Y ] = Pg=P
ein abgeschlossenes Teilschema,

Wao Y
eine offene Teilmenge und
i X W
ein Isomorphsmus. DieUnbestimmten ?(betrachterwir als globale Schnitte der

Twist-Garbe,

Die Multiplikation mit diesen Schnitten definiert Garben-Morphismen
Yi

und damit Garben-Morphismen

PR KA _
0y =F0p — *Op(1) =0,,(1)

und damit globale Schnitte des Geraden-Blindels
Y, = (Y ) € T(Y, 0y (2).
Es sindgerade die HEschrankungemer Schnitte ?(auf Y. Well OY(l) lokal

isomorph istzur Strukturgarbekdénnenwir diese Schnitte lokal als regulare
Funktionen auf Yoetrachten, di@ur bis auf einen v Null verschiederaktor
bestimmtsind. Die Verhaltnissezwischenden ¥ sind aber eindeutig bestimmt,

d.h. die )(definieren einen Morphismtf§

r
@) y:Y —=Pg.pe @) - Y0
Als Einschrankungen der Schnittcla auf das Teilschema Y,
Yi=Yily

kommen die Schnitte ;yvon Elementerdes Koordinatenrings voi: es sind
gerade die Restklassen delzrileiesem Koordinatenring,
y; = Yi mod J
oder genauer, die Bilder dieser Restklassen bei der nattrlichen Abbildung
AlY 0,...,Yr]/J — I, (OY).
Die Abbildung (1) ist gerade die natirliche Einbettung des Teilschemas Y in den

projektiven Raunin. Wir schranken jetzt die Abbildung (1) auf das offene

Teilschema W ein und setzen die Einschrankung mit dem Isomorphismus i
zusammen.
Seien entsprechend

W=y |W erw, OY(l))
die Einschrankungen der (projektiven) Koordinaten-Funktionen auf W und
X; = i*(wi|W) er(x L)

1% Dies ist eine fasertreue Abbbildung von S-Schemata. Als Abbildung zwischen den Fasern iiber einem
Punkt &S ist sie durch die angegebene Abbildungsvorschrift definiert.
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die Verpflanzungen entlargdes Isomorphimus Die Zusammensetzung von (1)
mit dem Isomorphismus i, d.hdie gegebenémmersion ihat dann die x als

Koordinatenfunktionen,

i X & Pg pes Xy (P), -, X(P)]
Sei
V(X L)
der von den Ixerzeugtel’(x, OX). Wahlt man ein anderes Erzeugenden-System
von V, so unterscheidet die zugehdrige Abbildung von i nur durch eine projektive

Transformation deEDrS. Wahlt man ein System von Schnitten, das ein
Erzeugendensystem von V enthélt, so erhalt man einen Morphismus

X — IP’; mit s> r
und mit der Eigenschaft, dal3 die Zusammensetzung mit einer Projektion auf den
]P’rs gerade die Immersion i ist. Dann ist aber auch (2) ein Immersion und die

Einschrankung der Projektion auf das Bild von (2) ein Isomorphismus. Mit
anderen Worten, (2) ist bis aiuf Isomorphie gerade die Immersion i. Wir
bekommen also stets die Immersion i, wenn der von den Schnitten erzeugte
Unterraum vort (X, L) grol3 genug ist.

Dasselbe Argument zeigt, dal3 jedes System von Schnitten, welches eine
Immersion definiert, bis auf Isomorphie die Immersion i liefert.

Sei Sein noethersches Schema. Ein S-Schema X ist genau dann projektiv (im
engeren Sinne) tber S, d.h. ein abgeschlossenes Teilschema

X o PG
wenn S eigentlich ist GUber S und wenn es eine sehr ample Garbe auf X Uber S gibt.

A0.5.9 Durch globale Schnitt erzeugte Garben
Seien X ein Schema und F eine Garbe (09<nModuIn. Man sagt, Wird vonglobalen

Schnitten erzeugt, wenn es eine Familie

Siel

von globalen Schnitten

sEM(X, F)
gibt mit der Eigenschatft, dal3 fur jeden Pur&Xxder Halm I; von den Keimen deﬁ S
erzeugt wird,

I:x =2 OX,X'(Sl Ix)'

i€l

Beispiel

Jede quasi-koharente Garbe M=auf einem affinen Schema X = Spec A wird von
globalen Schnitten erzeugt: als Familie von globalen Schnitten wahle man ein
Erzeugendensystem des A-Moduls M.

Beispiel

Seien X = Proj R mit einem graduierten Ring R, Welcher81AIBebra im Grad 1

erzeugt wird. Dann wird die Twist-GarﬁPPrOj R(1) von globalen Schnitten erzeugt: als
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Familie von globalen Schnitten verwende man ein beliebiges Erzeugendensyst%n desR
-Moduls Rl

A0.5.10 Der Satz von Serre
Seien X ein projektives Schema tber einem noetherschen Ring A,
XS P}rA\ (abgeschlossene Einbettung).
Fir jeden koharenteh,,-Modul F gibt es dann eine ganze ZaBImit der Eigenschatt,

X
daR
F(n) = @oxox(n)

von endlich vielen globalen Schnitten erzeugt wird fir jecbsud]

Beweis siehe Hartshorne Theorem 11.5.16.2.
QED.

A0.5.11 Direkte Bilder von koharenten Garben (Spezialfall des Proper-
Mapping-Theorems)

Sei f: X— Y ein projektiver Morphismus von Schemata endlichen Typs Uber einem
Korper k und F eine koharente Garbe auf X. Danr) Iseine kohéarente Garbe auf Y.

Beweis Hartshorne, Corollary 11.5.20.
QED.

AO0.6 Weil-Divisoren

A0.6.1 Die Dimension eines Schemas
Sei X ein Schema. EiRrimzyklus vonX ist eine abgeschlossenes integrales Teilschema

YO X

(d.h. die AbschlieBung einePunktes vonX). Man sagt, X hat imPunkt »x=X die
(lokale)Dimension n und schreibt

dimXX =n,
wenn es eine echt aufsteigende Kette von Primzyklen

YOC ch"'CYn

von X der Lange rgibt, welche mit Y, = {x} beginnt, und keine langereFalls es

beliebig langesolche Kettergilt, so sagtman X hat in x unendlich®imension und
schreibt

dimXX:oo.
Die Dimension von X ist defiert als das Supremun Ubeile diese lokalen
Dimensionen,
dim X :=sup {dimx X | xeX}.

Seien X ein Schemand Y & X ein abgeschlosseneBeilschema.Dann heil3t die

Differenz
codin& Y=dimX-dimY

Kodimension von Y in X.
Die Dimension einekommutativenRings Rmit 1 ist definiert als dieDimension von
Spec R,

dim R := dim Spec R.
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Satz von der Dimension der Faser
Sei f: X— Y ein dominanteMorphismusintegraler Schemata endlichd@yps Uber
einem Korper. Dann gelten die folgende Aussagen.
() Fdr jedenPunkt y=f(X) hat jedeirreduzible Komponentgon Xy = f'l(y) eine
Dimension= dim X - dim Y.
(i) Es gibt eine dichte offene Teilmenge @ X mit der Eigenschaft, daR fijeden
Punkt y=f(U)
dim X =dim X -dimY
gilt. Y
(iiiy SeineZ eine ganze Zahl. Dann ist die Menqqeaﬂier Punkte & X mit
dim_ 1(f(x)) = n

abgeschlossen in X.
Beweis Hartshorne, Ex. 11.3.22
QED.

AO0.6.2 Definition

Ein Schema X heiflegular in der Kodimensiondder auch nicht-singular in der
Kodimension 1wenn jeder lokale Rin@X x der Dimension 1 von X ein regulérer

lokaler Ring ist.”®
Beispiel
Die Vereinigung zweier Ebenen, die sich entlang einer Geraden schneiden, ist nicht
reguldr in der Kodimension 1: der lokale Ring zur Schnittgeraden ist von der Dimension
1, aber nicht regular. Betrachten wir zum Beispiel die Vereinigung von yz- und xz-Ebene
im Raum,

X :=Spec A, A :=K[x,y,z]/(xy)
Die Schnittgerade der beiden Ebenen ist durch das Ideal

p = (X, YA

gegeben. Der lokale Ring im PunkEX ist

B oo < g
inziges maximalen Ideal is (x(y)('p. ur jedes Primidea vc@kpgl

Xsy € P also &P oder ¥P.
Damit sind
xOx,p, yox,p, (x,y)OX’p
die einzigenPrimidealed.h. derRing OX D ist 1-dimensional. Seimaximaleldeal ist
kein Hauptideal, d.h. der Ring ist nicht Fegulér:

(x,y)OX /(x,y)ZOX 0 = (x,y)/(x2, XoY, y2 ist ein 2-dimensionaler k-Vektorraum.

Beispiel

Eine Kurve ist genau dann regulér in der Kodimension 1, wenn sie regular ist, was genau
dann der Fall ist wenn sie normal ist, d.h. wenn ihre lokalen Ringe nullteiriceund

ganz abgeschlossen in ihrem Quotientenkdrper.

Beispiel

Normale Schemata sind regular in der Kodimension 1.

170 d.h. er ist nullteilerfrei und das maximale Ideal wird von einem einzigen Element erzeugt.
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A0.6.3 Vereinbarung

Alle in diesem Abschnitt betrachteten Schemata seien noethersch, integral, separiert und
regulér in der Kodimension 1.

A0.6.4 Weil-Divisioren
Sei X ein Schema (wie in A0.6.3). Ein Primdivisor von X ist ein Primzyklus
Yo X
der Kodimension 1 von X. Ein Weil-Diviseon X ist ein Element der von den
Primdivisoren von X erzeugten freienDabglgchen Gruppe
iv(X).
Wir schreiben Weil-Divisoren in der Gestalt

D:ZWﬂ
[
mit ganzen Zahlenirund Prim-Divisoren \I( Sindalle n > 0, so hei3der Divisor D
effektiv.
Bemerkungen

(i) Seien X ein Schema (wie in A0.6.3) und Y ein Prim-Divisoer. Bezeigki¥¢ den
allgemeinerPunkt’* von Y,

{n} =Y.
Der lokale Ring (‘)Xn ist dann(weil Y von der Kodimension 1 in X ist) ein
X ein
regularer Ring demimension 1, alscein diskreter Bewrtungsring, dessen
Quotientenkdrper
K:=QOy )

gerade der rationale Funktionenkdrpgvon X ist. Wir bezeichnen mit

Kk
VY'K — 7

die zugehdrige diskrete Bewertung.

eindimensionaler lokaler Ring. Weil X regulét in derDimension , ist)

711 liegt in jeder nicht-leeren offenen Teilmenge vof Y. Andernfalls lage)
namlich in der abgeschlossenen Teilmenge Y - U, d.h. die Abschliel3ung
{ntCvY-u

ist von Y verschieden. Ist U = Spec A, so ist A nullteilerfrei (weil das Schema Y integer
sein soll) und) entspricht gerade dem Null-Ideal von A. Insbesondere ist die
Abschliel3ung von#g} in U gleich U.

172K ist der gemeinsame Quotienten-Korper aller lokalen Ringe von X uncﬁ}géU) fur alle

nicht-leeren offenen Teilmengen U von X. Ist namlich U’ = Spe€ AU eine nicht-

leere affine offene Teilmenge ugdler allgemeine Punkt von X, so induziert die
natirlichen Abbildung

A= 0, (U) — 0y (V) N Oy g = Q)

einen Isomorphismus auf den Quotienten-Korpern. Man beaclsieinjektiv: ein
Schnitt s Uber U, der im allgemeinen Punkt von X Null ist, ist auf einer ganzen
Umgebung vom Null, d.h. auf einer nicht-leeren offenen Teilmenge von X. Weil X
irreduzibel ist, liegen aber alle nicht-leeren offenen Teilmengen von X dicht in X.
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(i) Fur fEK* heildt vY(f) die Nullstellen-Polstellen-Ordnung dé&unktion f entlang

der Teilvarietat Y oder auch einfa€rdnung. Zum Beispiel bedeutet

VY(f) =0,
daf3 f in mindestens einem Punkt von Y reguléar und ungleich Null is&@tv n
positive, so sagt man, f hatittang Y eindNullstelle derOrdnung n. Ist v(f) =-n

negativ, so sagt man f lexttlang Y eind?olstelleder Ordnung n.
(i) Well X separiertist, ist Y durchdie Bewertung eindeutifpstgelegt. ZunBeweis
beachten wir zunéchst, dald dur@der lokale Ring

Oy = R=1{EK vy () 20)

festgelgt ist. Fir jede offene Menge UC X hat man einen natirlichen
Homomorphismuis von Ringen mit 1,

(‘)X(U) — OX.E — Q(OX,E) =K

(wenn¢ denallgemeinenPunkt von Xbezeichnetialso einen Morphismus von
Schemata

Spec K— X,
der deneinzigenPunktvon Spec K inden generischeRunkt¢ von X abbildet.
Dieser flgt sich in ein kommutatives Diagramm ein,

SpecK— X

l l

Spec R— SpecZ

(weil jeder kommutativéRing auf genawine Weisedie Struktur einer Z-Algebra
hat). Auf Grund desBewertungskriteriums der Separieith@3t sich in dieses
Diagramm auf hdchstenst eine Weise durch einen Morphismus

Q) Spec R— X
kommutativ erganzen, also agnaueine Weise,den dematurlicheMorphismus

des loaklen Schemas von X imPunkt n mit Werten in X ergénzt dieses
Diagramm. Wir haben damit zur Bewertung \/ einen eindeutig bestimmten

Morphismus (1)konstruiert.Die abgeschlossengeilmenge Y von Xst gerade

dieﬁ?schlieBung des Bildes desnaximalenldealsvon R beider Abbildung
1).

(iv) Seien X einSchemgwie in A0.6.3) mit demrationalenFunktionenkdrper K und
sei ££K* ein von Null verschiedenes Element von K. Dann gilt
vy (=0
fur fastalle Prim-Divisoren vonX, d.h. fur alle mit eventueller Ausnahme von
endlich vielen.

173 |st X die afffine Ebae und Y die y-&hse, so entspriclitaslinke obereDreieck des
erganzten Diagramms gerade dem folgenden Dreieck in der Kategorie der kommutativen
Ringe mit 1.
k(x,y) =2 kix.y]
T v

k] )
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A0.6.5 Der Nullstellen-Polstellen-Divisor einer rationalen Funktion
Seien X ein Schema (wie in A0.6.3) mit dem rationalen Funktionenkdrper K und sei

feK* ein von Null verschiedenes Element von K. Dann heif3t

div(f) .= vY(f)-Y € Div(X)
Y

Nullstellen-Polstellen-Divisor von dder auch einfacimur Divisor von f. Die Summe
wird dabei Uberalle Prim-Divisoren Y von X erstreckt. Didnzahl der von Null
verschiedenenSummanden ist nactBemerkung A0.6.4(iv) endlich, die Summe
beschreibt also eine wohldefiniertes Element@rrppeder Weil-Divisoren Ein Weil-
Divisor der Gestalt div(f) heif3t auch Hauptdivisor oder prinzipaler Divisor
Bemerkungen

()  Nach Konstruktion gilt fur je zwei rationale Funktioner&itgr
div(f/g) = div(f) - div(g),

d.h die Abbildung
div: K* — Div(X), f » div(f),
ist ein  Homomorphismus der multiplikativen Gruppe des rationalen
Funktionenkorpers K von Xnit Werten in der additiven Gruppe der Weil-
Divisoren.
(i) Das Bild des Horamorphismus von (i) wird mit
P(X) := Im(div)
bezeichnet. Esist die Untergruppe derHauptdivisoren. Die zugehoérige
Faktorgruppe wird mit
CI(X) := Div(X)/P(X)
bezeichnet unteil3tDivisorklassen-Gruppe&wei Weil-Divisoren
D’,D” € Div (X)
heiRen lineaéquivalentund man schreibt
D' ~ D",
wenn sie dasselbe Bild beim nattrlichen Homomorphismus
Div(X) — CI(X)

besitzen.
(@) Die Divisorklassen-Gruppsst eine interessantdnvariantedes SchemasSie ist
nicht leicht zu berechnen.

A0.6.6 Beispiele

1. Affine Schemata

Seien R ein®edekind-Ring, d.h. einoetherscher ganz abgeschlossener
Integritatsbereich der Dimension 1. Dann ist die Divisorklassen-Gruppe

CI(X) = {gebrochenene Ideale von R}/{gebrochenen Hauptideale}
in natUrlicher Weise isomorph zur Idealklassen-Gruppe.

Ein gebrochenes Hatideal von R ist dabe2in R-Modul der Gestalt fR mit einem

Element EQ(R) - {0} des Quotienten-Koérpers von Q(R) vonHn gebrochenetdeal

ist ein nicht-trivialefTeilmodul eines gebrochenen Hauptideals. Die gebroché&teste
von R bilden mit der gewdhnlichen Multiplikation von Idealen eine Gruppe.

Allgemeiner kann man fir jeden kommutativen Ring R mit 1, die Gruppe
Div(R) = Div(Spec R)
identifizieren mit der der freien abelschen Gruppe, die von den Primidealen p mit
dmR/p=1
erzeugt wird, und die Untergruppe der Hauptdivisoren
P(R) = P(Spec R)
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mit der Gruppe der gebrocheneidauptideale von Rd.h. der nicht-trivialen R-
Teilmoduln des vollen Quotientenrings Q(R)die von nur einem Elementerzeugt
werden. Auch in dieser Situation kann man also die Divisorklassen-Gruppe

CI(X)
als Gruppe von Idealklassen auffassen.
Satz
Seien R ein noetherscher Integritatsbereich und

X = Spec R.

Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
() Xist normal und CI(X) = 0.
(i) R ist ein ZPE-Ring.
Beweis Hartshorne, Proposition 11.6.2.
QED.

Insbesondere ist die Divisklassen-Grupp desaffinen RaumsAE Uber einenKorper
trivial,
Cl(A) = 0.

2. Der projektive Raum
Sei

>C=WQPE=WWH&,m,4J
der projektive Raum Utber einem Korper k. Fir jeden Primdivisor
Yy C Py
mit dem allgemeinen PunktC k[XO, s Xn]’
Y={g}

ist das zugehorige homogene Primideal

EC k[XO, s xn]
ein Hauptideat/*

&= F-k[XO, s Xn]'

Das homogee Polynom Fist bis auf einen vonNull verschiedeneriFaktor aus k
eindeutig bestimmt und heil3t homogene GleichworgY. Es gilt

* Bezeichne F ein homogenes von Null verschiedenes Polynom minimalen Grgges in

Feck.
Weil € ein Primidealist, ist dann Firreduzibel, undweil der Polynomring eine ZPE-Ring
ist, ist
¢ = F-k[XO, ’Xn]
ein homogenes Primideal mit

(1) §CE.
Sei
| v =TT,
Dann gilt
Y CY CP.

Die rechte Inklusion ist echt, wejl verschieden ist vom Null-ldeal. weil Y ein Primdiviser also von
der Kodimension 1 im projektiven Raum ist, kann die recht Inklusion nicht echt sein, d.h&gs gilt
&, d.h.g ist ein Hauptideal.
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Y = V(F) = Proj K[, , ... , X JI(F).

Der Grad der homogenen Gleichung wird mit

deg Y :=deg F
bezeichnetund heil3t Grad desPrimdivisors Y.Allgemeiner definierenwir den Grad
eines beliebigen Divisors

D:ZWﬂ
[
als
deg D =% n deg(Yi).
[

Bezeichnet ,:eine homogene Gleichung des Primdiviselr,ss‘«i laRt sich das Produkt

n. R
I ==
15 s
als Quotient vorteilerfremderhomogenerPolynomen aus k[B(, . Xn] schreiben,

wobei die Zahlerund Nennereindeutig bestimmtsind bis auf einen von Null

verschiedeneraktor ausk. Die irreduziblenFaktorendesZahlers entsprechegerade

den Summanden in d&umme D, diemit positiven Koeffizienten auftreten, die des
Nennersden Summandemit negativenKoeffizienten.Der QuotientR/S heil3t auch

homogene Gleichundes Divisors D.

Mit Hilfe der Faktorzerlegungon Z&her und Nenner kanman dieobige Darstellung
von D als Linearkombinatiornvon Primdivisoren wiedergewinnen.Wir schreiben

deshalb auch

D = div (R/S) = div(R) - div(S).

Die Divisoren des projektiven Raumes kann alsanit den QuotientenR/S der
homogenen Polynome von I%X s Xn] identifizieren, wobeiQuotienten, die durch

Multiplikation mit Elementenaus k* ineinander Ubergeheriiir denselbenDivisor
stehen,

Div IP’E ={R/IS| R, S= k[XO, e Xn] - {0}, R, S homogen}/k*.
Es qilt
deg div(R/S) =deg R - deg S.
Die Grad-Abbildung definiert einen Gruppen-Homomorphismus
deg: Div(IP’E) — 7,
dessen Kern aus den Divisoren der Gestalt
div(R/S) mitdeg R =deg S
besteht. Die Quotienten der homogenen Polyngigiehen Grades siraber gerade die
rationalen Funktionen. Die zugehérigen Divisoren, die Hauptdivisoren,
Ker(deg: Div{PE) —7)= PGP’E).
Insbesondere ist
N n
CI(Py) = Div(PRPPY) = Z.

Zwei Divisorendes projektiven Raums sindgenau danrinear &quivalent,wenn sie
denselben Grad haben.

Ist insbesonder ®in Divisor des Grades d und kine Hyperebene improjektiven
Raum, so gilt

D ~ d-H.
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3. Eine exakte Sequenz

Seien X ein Schem@vie in A0.6.3)und Z_X eine echteabgeschlossen&eilmenge
und
U=X-27
() Es gibt einen surjektiven Gruppen-Homomorphismus
a
CI(X) —» CI(U)
mit
Y(U] falls YU = &

YN =
YD 0 fallsyhu=g

fur jeden Primdivisor Y von X. Dabei bezeichne [Y] die Divisorklasse von Y.
(in) Der Homomorphismus von (i) ist ein Isomorphimus, falls

codimX(Z) >2
ist.
(i)  Ist Z irreduzibel von der Kodimension 1, so besteht eine exakte Sequenz
a
Z —B> Cl(X) — ClI(U) — 0,
von Homorphismen abelscher Gruppenemitie in (i) und

B(1) = [Z] (die Divisorklasse von Z)
Beweis Zu (i). Zunéchst hat man einen Gruppen-Homomorphismus

EDwmy_+mwuxqu”+zanw,
i i

wobei die Summe rechts nur Gber Summanden Irﬁi\lY;é & zu erstrecken isSind
die Divisoren

D ::% niYi und D :iz n iYi
linear &quivalent, sagen wir
D' - D" = div(f)
mit einer auf X rationalen Funktion, so erhalt man durch Einschranken auf U,

a(D) - & (D") = div(f] ),

d.h. (D) und o' (D") sind ebenfalls linar aquivalent. Die oben beschriebene
Abbildung ist somit wohldefiiert. Zum Beweisder Surjektivitat reicht es zweigen,
jeder Primdivisor

Yy Cu
liegt im Bild von a. Dasist aber defFall, denn die Abschlielung von Y'in X ist ein
Primdivisor von X, dessen Durchschnitt mit U gerade Y' ist.
Zu (ii). Sei D& Div(X) ein Divisor mita([D]) = 0, d.h. mit
a (D) = div(f)

mit einer rationalen Funktion f auf U. Wir fasdeads rationaled=unktion auf Xauf und
betrachten den zugehdrigen Divisor div(f) auf X. Die Differenz

D - div(f) =3 nY,
i
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ist dann ein Divisor, dessen Primdivisoren \I( nur dann mit einem von Null
verschiedenen Koeﬁizienteri] auftreten, wenn gilt

Q:YiﬂU:Yi-Z.
Nun hat YI wegen codir&(Z) > 2 einegrofRere Dimension alg, d.h. die Differenz

rechts kann niemals leer sein. Es folgt

D - div(f) =0,
d.h. D ist linear aquivalent zu 0, d.h. [D] = 0.
Zu (iii). Dieselbe Argumentation wie eben liefert

D - div(f) =¢-Z
mit /€7Z. Deshalb wirdder Kern vona von denVielfachender Divisorklasseron Z
erzeugt.
QED.

4. Das Komplement einer irreduziblen ebenen projektiven Kurve

Sei XC Pi eine irreduzible Kurve des Grades d in der projektiven Ebene (Uber dem
Kdrper k). Das Bild des Homomorphismisn der exakten Sequenz

a
Z £> CI(P&) — CI(IP’E -X)— 0

|| deg

Z
von Beispiel A0.6.6 - 3 wird dann von der Divisorklasse der Kurve X erzeugt. Weil die
Kurve den Grad d besitzt ist die Divisorklasse gleich dem d-fachen einer (jeden)
Geraden der projektiven Ebene. Die Sequenz bekommt damit die Gestalt

O—>dZ—>Z—>CI(]Pﬁ-X)—>O,

d.h es ist

CI(IP)E - X) = Z/dZ.

5. Der quadratische Raumkegel
Seien k ein Kdrper,
A = K[xy,z]/(xy - 22)
und
X =V(xy - 22) = Spec A
der quadratische Kegel im affinen Raum tber k. Dann gilt
CI(X) = Z/2Z.

Beweis Das Polynom xy 2 K[X, y, ] ist irreduzibel”, erzeugtalsoein Primideal
im ZPE-Ring K[x, v, z], d.h.

X = Spec K[x, Y, z])/(xy - %)
ist irreduzibelund reduziert. Es ist nicht schwer aghen,dal3 X singularitatenfrast,
also erst recht regular in der Kodimension 1. Bezeichne

Y =V(y,2) X

die Mantel-Linie des Kegels X mit den Gleichungeny = z Pi@sist ein Primdivisor
von X. Wir betrachten die zugehorige exakte Sequenz von Beispiel A0.6.6 - 3,

B a
7Z — CI(X) — CI(X-Y) — 0.

175 Als Polynom in z allein Gber k(x,y) ist dies ein Eisensteim-Polynom beziiglich des Primelements x
von K[x, y].
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(mit B(1) =[Y]). Als Menge i$ Y der Durchschitt desKegels Xmit der Hyperebene y

XMVE) = {(xy2EAL [ xy - 2 =0,y = 0}

= {(xy.2)EA} |y = 0, 2= 0}
=Y (als Menge).

Deshalb ist
X-Y =D(y) (offene Hauptmenge in X)

= Spec A)‘/
= Spec k[x,y,zg/(xy - 22)
= Spec k[x,y,z;//(x - y'lzz)
= Spec k[y,z;/.

Nun ist k[y,zl/ als Quotientenring des ZPE-Rings k[y,z] ein ZPE-Ring, d.h. es ist

CI(X-Y)=0.
Insbesondere ist 5

7, — CI(X), 1 » [Y],
surjektiv. Zum Beweis der Behauptung haben wir zu zeigen,

Ker(B) = 2Z.
Mit anderen Worten, wir haben zu zeigen,

1. 2-Y ist ein Hauptdivisor.

2. CI(X) = O.

Zu 2. Es reicht zu zeigen, der Divisor zur rationalen Funkt'B(erayf Xist
div(y|x) = 2.

Wir haben oben gesehen

V() MX=Y,
d.h. Yist dereinzige Primdivisor, entteg welchemdie Funktion yi( Null ist. Da die

Funktion auf X Uberall regular ist (d.h. es treten keine Pole auf), gilt
div(y|X) =adY

mit einer naturlichen Zahl d. Wir haben zu zeigen,
d=2.
Mit anderen Wortenwir haben zweigen,die Funktion yk ist bis aufeine Einheit das

QuadratdesErzeugerslesmaximalenldeals n>1(,Y des lokalen Ring(é)x’Y von X im
(nicht abgeschlossenen) Punkt Y. Es gilt
Ogy = (Kixy2lxy - D)y
=Ky, 2], 0V - ).
Das maximale B'Q,Y Ideal dieseRRings wird vonden Restklassen von y uncezeugt.
Als k-Vektorraum ist

mX,Y/m>2<,Y = (v, 2)KIx.y, Z](y’z)/(yz,yz, zz,xy-zz)

8 Das zu Y = V(y,z) gehorige Primideal von K[X,y, z]/(xy2) st gerade das von y und z erzeugte

Ideal. Man beachte im Polynomring erzeugen y und z ein Primideal, welcheg gnthalt.
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= (y 2K, 24, 2y2, 2,y 12)
- 2
= zK[X, z](z)/(z )

1-dimensionalund wird von der Restklasse vom erzeugt.Deshalb istdie Restklasse
von z inO ein Erzeuger des maximalen Ideals

XY
My =%y

Die Restklasse von y ist bis auf eine Einheit gleich dem Quadrat von z. Deshalb gilt

vy (V) = 2,
d.h. die Funktion % auf X hat entlang Y eine Nullstelle der Ordnung

d=2.

Zu 2. Wir haben zu zeigen, CI(%f O.
Wegen des Satzes von A0.6.6 - 1 ist dies aquivalent zu den beiden folgenden Aussagen.
3. A = K[x,y,z)/(xy - 22) ist kein ZPE-Ring.
4. X = Spec K[x,y,z]/(xy - %) ist normal.

Zu 3. Nach
Matsumura, Commutative ring theory, Theorem 20.1, oder
Bourbaki, Algebre commutative, Ch. 7, 83

ist ein noetherscher Integritatsbereich A genau dann ein ZPE-Ring, wenn jedes Primideal
P mit

dim AP: 1

ein Hauptideal ist. Es reicht deshalb zu zeigen, das Ideal

o . _ (v, 2A
ist kein Hauptideal. Sei

m = (xy,2)A = (x, ¥, 2K, ¥, ZJl(xy -2)
Es qilt
m/m2 =(x, Y, 2K[X, Y, z]/(>g,y2,22,xy, XZ,yZ),
d.h. m/m2 ist ein 3-dimensionalerk-Vektorraum, der von den Restklassen der
Unbestimmten X, y, z erzeugt wird. Das Bild von

(y2AC m

bei der natlrlichen Abbildung m— m/n? enthalt die Restklassen der Unbestimmten y

und z, istalso 2-dimensionals k-VektorraumWaére (y, z)A ein Hauptideal, so muf3te
dieser Vektorraum 1-dimensional sein.

Zu 4. siehe Hartshorne, Ex. 11.6.4.

QED.

AQ7 Cartier-Divisoren

AO0.8 Projektive Morphismen

Divisoren, Aufblasungen.
Garben-Kohomologie
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Al Halbeinfache Ringe und Moduln
frei nach

G. Scheja und U. Storch: Lehrbuch der Algebra, Teubner-Verlag Stuttgart 1994.
Vereinbarung

Alle Ringe sollen eine Einselement besitzen. Alle Homomorphismen von Ringen sollen
das Einselement ins Einselement abbilden.

Al.1 Definition

Ein Ring A heif3t halbeinfach, wenn jeder A-Modul projeKfivst. Ein A-Modul M
heil3t halbeinfach, wenn alleilmoduln von M direkte Summanden von M sind.

Al.2 Charakterisierung der halbeinfachen Ringe

Sei A ein Ring. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

0) A ist halbeinfach.

(in) Jeder A-Modul ist halbeinfach.

(i)  Jede kurze exakte Sequenz von A-Moduln zerfallt.

(v)  Jeder A-Modul ist injektiv.

Beweis (i) = (ii). Sei NC M ein Teilmodul des A-Modul M. Wir haben zu zeigen, N
ist direkter Summand von M. Dazu reicht es zu zeigen, die kurze exakte Sequenz

00— N i) M— M/IN—O
zerfallt. Nach Voraussetzung ist der A-Modul M/N projektiv, d.h. die identische
Abbildung Id: M/N— M/N laf3t sich entlan@ anheben. Mit anderen Wortdgh,
besitzt einen Schnitt, d.h.die Sequenz zerfallt.
(i) = (iii). Sei
O—>M'1>M—>M"—>O
eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Wir haben zu zeigen, dal3 sie zerfallt. Wir

kdnnen M' vermittels mit einem Teilmodul von M identifizieren anchit der
nattrlichen Einbettung

aM—M mp m.
Nach Voraussetzung ist M halbeinfach, also M' ein direkter Summand von M, sagen wir
M= M®N.
Dann ist die Projektion M— M' rechtsinves za, d.h. die Sequenz zerfallt.
(i) = (iv). Seien
ffN—M

eine A-lineareAbbildungund N C N' eineInklusion vonA-Moduln. Wir haben zu

zeigen, f laRtsich auf N'fortsetzen. Nach Vorausetzurggrfallt die kurze exakte
Sequenz g

a
0—N—N—N/N—O.
Insbesondere gibt es einealinksinverse A-lineare Abbildung

g:N'—s N,

7 Ein A-Modul M heif3t projektiv, wenn der Funktor Hg\r(M, ?) exakte Sequnzen von A-Moduln in

exakte Sequenzen Uberfuhrt. Insbesondere ist dann M ein direkter Summand von jedem Modul, in
welchem M als Teilmodul enthalten ist.
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d.h. ga = Id. Dann ist aber

fogo(x: f’
d.h. kg ist eine Fortsetzung von f auf N'.
(iv) = (i). Seien
M —N

eine A-lineaerAbbildung und 3: N' — N eine A-lineareSurjektion. Wir haben zu

zeigen, f 1al3t sich entlaryanheben. Wir betrachtehe exakte Sequenz von A-linearen
Abbildungen 5

a
0— N'"— N'— N — 0 mit N" = Ker().

Weil N" nach Voraussetzung injektiv ist, besitzt die identische Abbildung ld-NN"

eine A-lineare Fortzung auf N'. Mit anderen Worten, die exakte Sequenz zerfallt. Dann
besitzt abef einen Schnitt, sagen wir

gN— N’
(mit Beg = 1d). Dann gilt aber
Bogof = f’
d.h. gf ist die gesuchte Anhebung von f entlgihg
QED.

A1.3 Teil- und Faktormoduln von halbeinfachen Moduln
Jeder Teilmodul und jeder Faktormodul eines halbeinfachen Moduls ist halbeinfach.

Beweis Seien M ein halbeinfacher A-Modul und

NOM

N' O N
Teilmoduln. Weil M halbeinfach ist, besitzt die Inklusion

N' & M
ein Linksinverses r: M— N'. Die Einschrankung von r auf N ist linksinvers zur
Inklusion

N" < N.
Also ist N’ direkter Summand von N. Da dies fur jede€<NN gilt, ist N halbeinfach.
SeiM ein Faktormodul von M untl C M ein Teilmodul. Der Kern K der natirlichen
Surjektion

a - B - —

sSM— M — M/N
ist ein direkter Summand von M (weil M halbeinfach ist), d.h. die Sequenz
S —
0O—K—M—MN—7DO
zerfallt. Die Surjektion s besitzt als einen SchnitiiN —s M,
Id = st = 3o(aet).
Insbesondere besitzt die natirliche Surjekiainen Schnittiet, d.h. die Sequenz
0—N—M—MN—O

zerfallt. Insbesondere it direkter Summand voi. Da dies fiir jedeBIC M gilt, ist

M halbeinfach.
QED.
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A1l.4 Einfache und halbeinfache Moduln

Seien A ein Ring und M ein A-Modul. Dann sind folgende Aussagen &quivalent.
() M ist halbeinfach.
(i) M ist direkte Summe von einfachen Moduin.

Beweis (i) = (ii).
1.Schritt. Ist M= 0, so besitzt M einen einfachen Teilmodul.
Nach dem Zornschen Lemma besitzt M einen Teilmodul

ucmMm,
der maximal in der Menge der echten Teilmoduln N von M ist. Weil M halbeinfach ist,
ist N direkter Summand von M, sagen wir
M=N& N
Angenommen N’ wére nicht einfach. Dagibt eseinen echten vohlull verschiedenen
Teilmodul

N” C N
Als Teilmodul von M ist N’ halbeinfach, also N” direkter Summand von N’, sagen wir
N'=N"®@U.
Dann ist aber
N®N”

ein echter Teilmodulan M, derechtgrof3er ist als NDas steht imWiderspruch zur
Wabhl von N. Also ist N' einfach.

2. Schritt. Existenz einer Zerlegung von M in eine direkte Summe einfacher Teilmoduln.
Nach dem Zornschen Lemma gést eine maximal&enge {Ul}i einfacher Teilmoduln

von M, deren Summe direkt ist,

2 Y=9¢g Y
el
Falls
@ Ui ™M
ein echter Teilmodul ist, so gilt, weil M halbeinfach ist,
M=U®® Ui )

mit einem nicht-trivialenTeilmoldul U C M. Nachdemersten Schritenthalt U einen
einfachen Teilmodul VT M, den manzur Familie {U|} hinzufigen kann. Das
widerspricht jedoch der Maximalitat der Familie. Also gilt
M=® Ui :

i = (i).
Wir nehmen an, V ist direkte Summe von einfachen Teilmodluln' al,

M=®ig Y
und betrachten einen Teilmodul

NC M.

Wir haben zu zeigen, N ist ein direkter Summand von M. NgchZornschenLemma
gibt es eine maximale Teilmeng&.J! mit

(1) NN ®, ;U =0.

Fur jedes¢l - J gilt dann
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UNN+®,U) =0,

denn andernfallsvare N () ( Uj+ @ Ui ) = 0 undmankonnte j zurMenge J

ieJ
hinzuflgen, was der Maximalitat von J widerspréche. V\Geeﬂinfach ist, folgt

Uj - N+69iE Ui fur jedes g 1 - J.

J

Da diese Inklusion trivialerweise auch fi& J besteht, gilt

M= N+®iEJUi.

Wegen (1) ist diese Summe direkt, d.h. N ist direkter Summand.
QED.

Aus dem Beweis der Implikation (& (i) ergeben sich weiter die folgenden Aussagen.

Bemerkungen
(i) Istder A-Modul M direkte Summe der einfachen Teilmodullrmit IEl, so gibt

es zu jedem Teilmodul AL M eine Teilmenge O_ | derart, dal
YerY)
komplementér zu N ist. Der Teilmodul N selbst ist dann isomorph zu

N=®igaY-

(i) Ist derA-Modul M (nicht notwendig direkte) Summder einfachenTeilmoduln

Ui mit i€l, so gibt es eine Teilmenge.] | derart, dal3
M=®igsY,
gilt. Insbesondere ist Manneinfach. (ZumBeweis betrachte man die natirliche

Surjektion@iel Ui — M undwende(i) fir denFall an,dal3 N derKern der
Projektion ist).

A1.5 Endlich erzeugte halbeinfache Moduln

Sei M ein halbeinfacheModul Gberdem Ring A. Dann sindfolgende Aussagen
aquivalent.

(i) Mist als A-Modul endlich erzeugt.

(i) Mist direkte Summe von endlich vielen einfachen A-Moduln.

(i) M ist artinsch, d.h. jede absteigende Kette von Teilmoduln ist stationar.

(iv) M istnoetherschiede aufsteigende Kette von Teilmoduln ist stationéar.

(v) M besitzt endliche Langé, d.h. jede KompositionsreihE® von M, besteht aus

¢+1 Moduln.

Beweis (i) = (v). Nach dem Satz von Jordan-Holder haben je zwei

Kompositionsreihen von Milieselbe Lange. Eseicht also, eindKompositionsreihe
endlicher LangeanzugebenWir schreiben M alglirekte Summe von endlickielen
einfachen Teilmoduln, sagen wir

M= U1®"'®Ur

und setzen

178 d.h. jede Kette von Teilmoduln von M, die mit 0 beginnt und mit M endet und sich nicht verfeinern
[aft.
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Mn = Ul®...®un.
Dann ist
0= MOC '\"1C ...C Mr: M
eine Kompositionsreihe der gesuchten Art.
(v) = (ii). Sei
0= MOC '\"1C LG Mr: M
eine Kompositionsreihe von MMit M sind auchalle Mi halbeinfach (nactAl1.3), d.h.
man hat direkte Summenzerlegungen
Mi = Mi_1®M'i_
(nach Bemerkung Al1.4(i)). Insbesondere gilt
M= M'r@)M'r_l@...@M'Z@M'l
Weill sich die Kompositionsreihe nicht verfeinern laft sind dir(]eéJMfache Moduln.

1

(i) = (). Wir fixieren ein endliches Erzeugendensystem des Moduls M, sagen wir

M = Am1+Am2+...+Amr

Nach Al.4 ist M direkte Summe einer Familieil%I von einfachen Modulin |U

M=&. o U

Es reichtzu zeigendie Indexmenge | ist endlichJeder derErzeuger laRsich als
Summe
m=73 m mitm. €U
j Ji Ji [
icl
scheiben, wo bei fir jedegaweils nur endlichviele m. von Null verschiedersind. Da
die Zahl der rpendlich ist, ist die Zahl der von Null verschiedenejzpendlich. Seien

(1) uil,...,ui
S

diejenigen LiJ , fir welche esein von Null verschiedenes Jrine Ui gibt. Fur jede

Linearkombination

zr am ,a €A,

i=1 o
der Erzeuger nsind dann die zu den direkten Summanden (1) gehérigen Komponenten
die einzigen von Null verschiedenen Komponenten, d.h.

Yy am €U, ®.0U CM
=l 'r
Da die rrj1 ein Erzeugendensystem bilden, gilt dies aber fur jedes Element von M, d.h.

M C Ui @...@Ui M.
1 r
Wir haben gezeigt:

(*) In jeder direktenSummenzerlegung eines déold erzeugterModuls M (in nicht
notwendig einfachéirekte Summand@nist die Anzahl der direkten Summanden
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endlich und, falls M halbeinfach ist, durch diezahlder direkten Summanden in
einer Zerlegung in einfache Teilmoduln beschréfkt
(i) = (i). JedereinfacheA-Modul wird von nur einem ElemenerzeugtEine endliche
direkte Summe einfacher Moduln also von endlich vielen Elementen.

(i) = (iii). Angenommen es gibt eine unendlich absteigende Kette
1) M=M;DM;D..DOM DM . D..

von Teilmoduln.Nach Al.3sind alle diese Moduln halbeinfach,d.h. man kann jedes
Mn in der Gestalt

Mn = Mn+1@M n+1

schreiben mit einem von 0 verschiedenen TeiImodHIJA/J'Dann gilt aber
M=M O@M 1®M 2@...
im Widerspruch zu (*).
(i) = (iv). DieselbeArgumentationwie ebenmit einer unenkich aufsteigenderKette
fuhrt zum selben Wilerspruchwobei wir diesnal die Exstenz einer oberen Schranke
fur die Anzahl der nicht-trivialen direkten Summanden benutzen.
i) = (ii).
Angenommen, eine Zerlegung

M=®g Y,

von M in einfachalirekte Summanden ist unendliddanngibt es in leine unendliche
Folge

iy iy €1
172
von paarweise verschiedenen Elementen und die Folge der Teilmoduln
M =®

L ..U
n i€l-{i l,...,|n} i
ist echt absteigend und unendlich.

(iv) = (i). Eine analoge Argumentatiowie eben liefert eine echtaufsteigende
unendliche Kette von Teilmoduln.

QED.

A1.6 Charakterisierung der halbeinfachen Ringe

Sei A ein Ring. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent.

() A ist halbeinfach.

(i) Adistlinksartinsch®’, und das Jacobson-RadiKalist 0.

(i)  Alist als Modul Uber sich selbst halbeinfach.

Beweis (i) = Weil A halbeinfachist, ist jeder A-Modul halbeinfach (nach

Al1.2(ii)). Insbesonderast A als Modul Ubersich selbsthalbeinfach.Nun ist A als
Modul Ubersich selbst endlicterzeugt (vom Hiselement),also linksartinsch(nach
AL.5(ii)).

Wir haben noch zu zeigen, das Jacobson-Radikal Aist Null. Als Linksidealvon A
ist m zumindest ein direkter Summand des A-Moduls A. Sei

% nach dem Satz von Jordan-Hélder, vgl. den Beweis der Implikationes (N)).

180 d.h. jede absteigenden Kette von Linksidealen in A ist stationar.
181 d.h. der Durchschnitt aller maximalen Linksideale. Dieser Durchschnitt stimmt mit dem
Durchschnitt aller maximalen Rechtsideale tberein.
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p:A—m
eine zugehorige Projektion. Mit
| e =p(1)
gilt dann
m =p(A) = p(Al1) = Ap(1) = Ace
und

o pe)=peh=ep)=¢&. |
Nun ist die Einschrankung von p auf m die identische Abbildung, d.h. es ist

&= p(e) = e,
d.h. e ist idempotent.

JedesElement x& m liegt in jedem maximalerLinksideal. Deshalb kann 1 - X in
keinem maximalen Linksideal liegen, besitzt also ein Linksinverses, sagen wir
re(1-x) = 1.
Fur diesed.inksinverseElement r gilt r = 1 + n& 1 + m. Wir habengezeigt,jedes
Element von
1+m
besitzt ein Linksinverses in m. Deshalb ist 1 + m bezigi der Multiplikation von
A eine Guppe,undjedesElement von 1 + nbesitzt ein zweiseitigeRechtsinverses.
Dies gilt insbesondere auch fur 1 - e, d.h. 1 - e ist eine Einheit von A. Wegen
e(l-e):e-%:e-e:O,
gilt deshalb auch e =0, d.h. m = Ae = 0.

(i) = (ii)). Bezeichne {rri1}i ol die Famile der Linksidealevon A. Wir betrachten die

Menge aller endichen Durchschnitte der ImWeiI A linksartinschist, gibt es in der
Menge dieser Durchschnitte ein minimales Element, sagen wir

m. (.. m. .
iy N
Wenn wir diesen Durchschnitmit weiteren Elementenaus der Faitie {mi}i -
schneiden, bleibt dieser also unverandert, d.h. es gilt
m, ﬂ...ﬂmi C m fur jedes E .
1 r
Damit ist aber

milﬁ...ﬁmir C miEI m =m = 0.

d.h.
milﬂ...ﬁmir =0.
Die A-lineare Abbildung
A—M:= A/mi1® ...@A/mi , ar (@mod rrll1 , .., @a mod rin),
ist somit injektiv. Da die m Iinksmaximartl sind, sind die Moduln A{m einr1.‘ach,d.h. M
Y Y

ist ein halbeinfacheA-Modul. Als Teilmodul van M ist damitauch Aals Modul Uber
sich selbst halbeinfach.

(i) = (i). Es reicht zu zeigen, jeder A-Modul M ist halbeinfach (nach A1.2(ii)). Sei
mitig
ein Erzeugendensystem von M. Dann ist die A-lineare Abbildung
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Al s m, @i > T am,

|
il

surjektiv, und es reicht zu zeigen(,%ist halbeinfach (nach A1.3). Nun ist aber A als

Modul tber sich selbst nach Voraussetzung halbeinfach, also direkte Summe einfacher

A-Moduln (nach Al.4). Also ist auch(R direkte Summe einfacher A-Modulen, also
halbeinfach (nach Al.4).
QED.

i€l

Al.7 Beispiel: die Matrizenringe
Sei A= Mn(D) der Ring der mn-Matrizen mit Eintrdgen im Schiefkdrer D. Dann ist A
ein halbeinfacher Ring.

Bezeichne namlich

| &M (D)
die Menge der Matrizen, deren einzige von Null verschiedenen Eintrage sich in der r-ten
Spalte befinden. Dann isrtdein minimales Linksideal von MD), welches als '\r/IKD) -
Modul isomorph ist zu

pn

(nach 2.1.4). Insbesondere sind orlieihfache I\/In(D)-ModuIn. Offensichtlich zerfallt
Mn(D) als Modul in eiue direkte Summe

Mn(D) = |1@...@|r,
ist also halbeinfach.

A1.8 Direkte Produkte von halbeinfachen Ringen
Sind Al,...,Ar halbeinfache Ringe, so ist auch deren direktes Produkt
A= A1><...><Ar
ein halbeinfacher Ring.
Beweis Jedes ,iAist direkte Summe von einfacheriwwoduln (nach A1.6(iii) und
Al.4). Jeder einfacheiAVIoduI ist aber auch einfacher A-Modul. Also ist auch A

direkte Summe von einfachen A-Moduln, also als Modul Uber sich selbst halbeinfach
(nach Al1.4). Nach A1.6(iii) ist A dann aber auch ein halbeinfacher Ring.
QED.

Al1.9 Das Lemma von Schur
Seien A ein Ring und M, N einfache A-Moduln. Dann gilt:

() Jede von 0 verschiedene A-lineare Abbildung-M N ist ein Isomorphismus.
(in) Der Endomorphismenring ERQM) ist ein Schiefkdrper.

Beweis siehe 2.1.7
QED.
Bemerkungen
()  Sind M und N nicht-isomorphe einfache A-Moduln, so ist nach dem Lemma von
Schur
HomA(M, N) = 0.

Allgemeiner gilt sogar fiir beliebige Index-Mengen I, J.
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Hom A(|\/|('), NW) = o.
(i)  Fudr beliebige einfache A-Moduln M und Index-Mengen | gilt
Hom, (M, M1y ez HomA(M,M)(I) = D() Gber A,
wobei D = HomA(M, M) = EndA(M) ein Schiefkorper ist.

(i) Wir wollen jetzt den eben konstruierteA-Modul-Isomorphismus zueinem
Isomorphismus von D-Vektorraumen fortsetzBre Multiplikation vonD ist die
Komposition von Abbildungen

M — M.
Die D-Modulstruktur von ) kommmt von dieser Multiplikation, d.h.
OI'(di)iEI - (dop
Die D-Modulstruktur der Hom-Menge
Hom, (M, M)

i€l

dagegen kommt von d&-Modulstrukturdes Moduls M, d.h. fur f:M— M)
aus dieser Hom-Menge undD = EndA(M) ist def die Abbildung

m ~ f(d(m)).
Fur d', d"€ D erhalten wir
((d'd")f)(m) = f(d'd"m) = (d'f)(d"m) = (d"(df))(m),

d.h. esist

(d'd")f = d"(d'f).
Die Hom-Mengehat also die Struktur einesrechtenD-Moduls. Damit sie die
Struktur eines linkeModuls bekommtmiissenwir D durchdie entgegengesezte

Algebra PP ersetzen. Damit der Isomorphismus vonif) Isomorphismus von
Moduln Giber dem Endomophismenring wird, miissen wir also genauer schreiben

(V) Hom , (M, M1y = 0P 1) iiper PP,

A1.10 Klassifikation der halbeinfachen Moduln
Seien A ein Ring und
M tig

ein Reprasentantensystem fur die Isomorphieklassen der einfachen A-Moduln. Dann hat
jeder halbeinfache A-Modul M die Gestalt

M=) (M)TE,
wobei die Kardinalzahlen der Mengelrelndeutig bestimmt sind. Genauer, es gilt
# Ii = dlmDiOIO HomA(Mi , M)

mit Di = EndA(Mi)'

182 \Wir verwenden die Tatsache, da? M als einfacher A-Modul von einem Element erzeugt wird, sagen

wir
M = Am.

Ein Element f auger linken Hom-Mengeist deshalb durcldas Eément f(m)& M(I) vollstandig
festgelegt (und letzteres kann beliebig sein).
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Beweis Als halbeinfacheiA-Modul ist M isomorph zueiner direkten Summe von
einfachenModuln (nach Al.4). Alschat M dieangegebene GestaEum Beweis der
Eindeutigkeitsaussage haben wir noch die Formel fi‘m#lbeweisen Es qilt

dimDiOp Hom (M M) = dim op Hom (M @ I(M )(I ))
=183d'mD_op i HomA(Mi , (Mj)(lj))
= dim_op Hom, (M, , (M Wiy (Bemerkung A1.9())
i

=dim_op o°P)(17) (Bemerkung A1.9(iv))

=#1
[

QED.

Al.11 Klassifikation der halbeinfachen Ringe

Sei A ein halbeinfacher Ring. Dann gibt es nur endlich viele Isomorphie-Klassen
einfacher A-Moduln. Seien

M 1,...,Mr
Reprasentanten dieser Isomorphieklassen. Dann gilt:

() A hat als Modul tber sich selbst die Gestalt
= M) o.oM)"
mit eindeutig betimmen natirlichen Zahleinlnsbesondere kommt jeder der
Moduin Mi auf der rechten Seite wirklich vor.
(i) Als Ring hat A die Gestalt

o] o]

A = Mnl(Dl x XM (o3
r

mit Di = EndA(Mi)’ d.h. A ist direktes Produkt einfacher Rifje

(i) Ist A eine Algebra Bereinem kommutativeiRing (sodaf3auch dieSchiefkorper
Di solcheAlgebren sind), sd&ann derlsomorphismus von (iiauch alsAlgebra-

Isomorphismus uber diesem Ring gewalt werden.
(v) Sindumgekehrt q D Schiefkdper und It naturlicheZahlen, soist der

Ring
A=M (Dlp) ~x M (D)
r

ein halbeinfacheRing mit genau rverschiedenemsomorphie-Klasserminfacher

A-Moduln. Ist Ml’ ey Mr ein Reprasentantensystem dielsmmorphie-Klassen,
so gilt bei geeigneter Wahl der Indizes
Di = EndA(Mi).

Beweis Zu (i). Als halbeinfacheRing ist Aein halbeinfacheModul Gbersich selbst
(nachALl.6), alsodirekte Summe von einfach&toduln (nach Al.4). DieAnzahl der
direkten Summanden igndlich, weil A Uber sich selbstvon einem Element (dem

183 weil Mi als einfacher Modul von einem Element erzeugt wird.

184 ygl. mit dem Satz von Wedderburn 2.1.5.
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Einselement) erzeugt wird (naéti.5). Damit hat A die angegebene Gestalt, zumindest
mit nicht-negativen ganzen Zahleln Wir haben noch zu zeigen, dafl3 jeN&rdul Mi in

der Zerlegeung vo (i) wirklich vorkommt. Nun wird Mi als einfacheA-Modul von
einem Element erzeugt, sagen wir
Mi = Ami .
Es gibt also eine surjektive A-lineaere Abbildung
A —» Mi , dk am .
Bei dieser Sujektion wd jeder nicht zu 'Yl iIsomorphedirekte Summand indie O

abgebildet (nach dem Lemma von Schur A1.9). Atsf® in der Zerlegungon A ein zu
Mi isomorpherdirekter Summandwirklich vorkommen,d.h. I\/lI kommt mit einem

Exponenten > 0 vor.
Zu (ii). Betrachten wir die Abbildung

1) oA — EndA(A), ap (X xa),
welche jedem Element moA die Multiplikation mit a von rechts zuordnet. Diese
Abbildung ist injektiv: flr jedes@A gilt

¢(@)(1) = a.

Zeigen wir,¢ ist auch surjektiv. Fur jede A-Lineare Abbildung
fTA—A

und jedes & A gilt
f(a) = f(ee1) = af(2),
d.h. fist gerade die Multiplikation von rechtst f(1) € A und liegt damit imBild von
Q).
Weiter qilt fir a,b= A
¢ (ab)(x) = xab FH(b)(ax) =¢(b)(@(a)(x),

¢(ab) =¢(b)¢(a).

Damit ist$ ein Anti-lsomorphismus , d.h. es gilt
AOP = End, (A).

d.h.

Mit (i) erhalten wir nun
op ~ np Ny
AP = EndA((Ml) @...@(Mr) ).
Jede Abbildung f aus der Menge rechts definiert eine Matrix
XO = Efea); =g, r
Dabei bezeichne. glie naturlicheProjektion auf defrten direken Summandeond 9

die natlrliche Einbettung des i-ten direkten Summanden. Der Eintrag in der P@gition
ist also eine A-lineare Abbildung

N nj
(M) — (M)
Nach dem Lemma von Schur ist die Matrix X(f) eine Diagonalmatrix. Wir erhalten
op ~ Ny, Ny
A F= EndA((M 1) )X%...x EndA((Mr) )

= Mnl(EndA(M XXM nr(EndA(M )



186

= Mn (Dl)x...an (Dr)’
1 r
also

A=(A%PP=M_DPx..xM_(DPP).
1 "

Zu (iii). Ergibt sich aus den Rechnungen von (ii).

Zu (iv). Die Halbeinfachheiton A ergibtsich ausder Halbeinfachheit dedirekten

Produktehalbeinfacher Ring€A1.8) und derHalbeinfachheit deMatrizenalgebren

(A1.7).

Wir haben noch die Anzahl der Isomorphie-Klassen einfacher A-Modulbhegimmen
und die Isomorphien

Di = EndA(Mi)'

ZU beweisen.
Wir setzen

n
M, = oA
und denken uns Mersehen mit der nattrlichen Operation des Matrizenrings
= 0
A= Mni(DI B
(vgl. BeispielA1.7). Nach(i) und Beispiel A1.7 ist I\{I bis auflsomorphie deeinzige
einfache Ai\-ModuI. Je zwei der Moduln E\/Sind nicht isomorph. Ist

¢: Mi — Mj
ein A-linearerlsomorphismus undi @lasEinselement von IAso gilt (Ia-MJ. = 0 (nach

Definition der A-Multiplikation auf I\ﬁl). Fur jedes r&Mi ist deshalb
6(m) =¢(em) = e=p(m) = 0,

im Widerspruch zur Bijektivitat vod.

Nun istAI direkte Summe von hinksidealen, und dies&ind als Moduln isomorph zu
Mi (vgl. A1.7), d.h. Ai\hat als Modul tber sich selbst die Gestalt

A=)
(nach (i)). Die Modulstruktur von iVUber Ai definiert eineModulstruktur von l\/ll uber
A, und A hat als Modul tiber sich selbst die Gestalt
A=A ®.0A = (M) ©.OM)" .
Nach (i) sind damit die Moduln !\LA...,Mr die bis auf Isomorphieinzigen einfachen A-
Moduln. Schlieflich ist
DPP —s End, (O'A)" = End, (M), dr> (x > xd),
[ [

ein Anti-lsomorphismus (siehelie Bemerkungzum Beweis2.1.9 desSatzes von
Wedderburn). Also gilt

D, = EndAi(Mi) = End, (M,).

QED.
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Al.12 Das Lemma von Speiser

Seien K/k eine endliche Galois-Erweiterung mit der Gruppe G = Gal(K/k) und V ein
K-Vektorraum mit einer semi-linearen Operation

GxV—YV,(0,V)p ov,
d.h.
o(cv) =o(c)o(v) firoce G, ve V, ceK.
Dann ist die nattrliche Abbildung
A K®kVG —V,Cc®V » CV,
ein Isomorphismus. Dabei bezeichne
VG = {vVEV | ov = v fur cEG}

den Raum der G-invarianten Vektoren von V.
Beweis Bezeichne

K[G] = ®O'EG Keo
den getwisteten Gruppenring von G Uber K, d.h. die Multiplikation
K[G] xK[G] — K[G]
sei biadditive mit
(ce0)(c>0") = co(c)00'.
Die so definierte Multiplikation ist assoziativ wegen
((c-0)(ca"))(c"0") = ( c-0(c)0-0’)(c"0")
= c0o(c)o(a'(c"))-0-0'sc"
= co(c-o'(c"))s0-c'*0"
= (co)(c-a'(c")«0'-a")
= (c:0)((ca")(c"a"))
1. Schritt: die K-lineare Abbildung
¢:K[G] — Enol( K, 3 €0 Ccr» 3 co-o(c)),

oeG oeG
ist ein Isomorphismus von k-Algebren.

Die Abbildung ist ein Ring-Homomorphismus: fur je zwei Elemente

u:= 3c;0 undv:= % dT-T
oeG €6
und jedes €K gilt namlich

oV  =0( 3 3 cpo(d) o))
oeGteG

=3 3 ¢;0(d)o(t(c)
ocG1eG

=3 3 c o)
oeGtetG

=( 3 ¢0( 3 dT©)
oceG 1eG
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=(u)(@(v)(c))
_ = (@ (u)od(v))(c),
d.h. es st

G(uv) = (U)h(v).

Berechnen wir den Kern van Seiu= 3 ;0 ein Element aus dem Kern, d.h.
oeG

¢(u)(c) = c fur jedes € K,
d.h.

S CO_°G(C) =c fur jedes €K
oeG
Nach dem Satz (von Artiff von der linearen Unabhéangigkeit der Elemente von G Uber
K folgt
Cy= 0 firo # e (neutrales Element von G)

c =1,
e

d.h. es ist u =<k = Einselement von K[G]. Der Kern v@nist somit trivial und die
Abbildung ist injektiv. Zum Beweis der Surjektivitat reicht es zu zeigen, die k-
Vektorraum-Dimensionen von Definitionsbereich und Bild sind gleich. Sei n := [K:K].
Dann gilt

dim,_K[G] = dim, K- #G = [K:k]+ # G = ?

k
und

dim, End,(K) = (dim, K)2 = ré.
2. Schritt. Der Ring K[G] ist halbeinfach und K ist bis Isomorphie der einzige einfache
K[G]-Modul.

Zunéachst beachten wir, auf Grund des ersten Schitistsdurch

KIG] x K— K, ( 5 €570 b 5 cooc(c),

oeG oeG

eine Operation von K[G] auf K definiert. Diese ist biadditiv und definiert so auf K eine
K[G]-Modulstruktur. Da jeder K[G]-Modul insbesondere ein K-Vektorraum ist und K
als K-Vektorraum die Dimension 1 besitzt, ist

K einfacher K[G]-Modul.
Nachdemersten Schritt isK[G] isomorph zueiner Matrizen-Algebraind ist damit
halbeinfach (nactAl1.7). AulRerdem gibt ebis auf Isomorphie nueinen einfachen
K[G]-Modul (nach AL.11), denn jede Matrizen-Algebraist direkte Summe von
Linksidealen, die als Moduln alle zueinander isomorph sind (nach A1.7).
3. Schritt.Beweis der Behauptung.
Die Semilineatét der Operation von Guf demK-Vektorraum Vbedeutet, V hat die
Struktur eines K[G]-ModulsWeil K[G] halbeinfachist, ist V als K[G]-Modul direkte
Summe einfacher Moduln, d.h.

mit einer Index-Menge |. Damit gilt

185 wir fassen die Elemente von G als Gruppenhomomorphismen

K* — K*

auf, d.h. als Charaktere der multiplikativen Gruppe von K mit Werten in K.
18 genauer auf Grund des dort bewiesenen Assoziativgesetzes.
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VG = (kNG = (kG = | )
also

K@ka = K®kk(|) =k =v.
QED.

A2 Limites

A2.1 Definition

SeiC eine Kategorie. Ei(filtriertes) direkes System odawuch induktives System €
besteht aus

1. einer gerichteten halbgeordneten Meflge=< ),
2. einem Objekt g von C fur jedesaEL,

3. einem MorphismuepaB: Ba—>B fur je zwei Elemente,EA mita < 3.

B
Dabei wird gefordert, daf3 fur je diejB,yeA\ mit a<p=<y qilt

Yoy = ¥y Yop:

Ein direkter oder induktiver Limes eines solchen System ist ein Objekt
B=1M g
=
zusammen mit einer Familie von Morphismen
wobei die folgenden Bedingungen erfllt sind.
(i)  Fdr je zwei Indizest, B € A mit a=<[ ist das folgende Diagramm kommutativ.
Wa
5, e
W g
B
(i) Fdr jedes Mjekt B' und jede Familie von Morphismetp &: Ba — B}GE/\

mit der Eigenschatft, dal3 fur je zwei Indizes3 € A mit a<[3 das Diagramm
Yo
Ba —9 B|3
U\ W

Bl

kommutativ ist, gibt es genau einen Morphisnpu8 — B', sodal? die
folgenden Diagramm kommutativ sind.
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B
a

b W,
Y

B — B'

Bemerkungen

() Der direkte Limes eines direkten Systems ist, fallexasitiert, bis auflsomorphie
eindeutig bestimmit}’

(i) Derin4.2.3 definierte direkte Limes von abelscli@muppenstimmt mit demhier
definierten im Fall = Ab tbereine (bis auf Isomorphiéy.

(i) Die direkten Systeme vo€ tber einer festen égichteten) Index-MengA bilden
eine Kategorie. Falls der direkte Limes fur jedes solche direkte System existiert, so
wird der direkte Limes zum Funktor

||_m> . (direkte Systeme vo@ tber/\) — C.
aEN

(iv) Die gerichteteMenge A kann man alsKategorie ansehenderen Objekte die
Elemente vor\ sind und deren Hom-Mengen

Hom/\(a, B)

aus genau einem Element dstehen fallsa<[( gilt und die leer sind Im
entgegengesetzten Fall. EinaditesSystem Uben in der KategorieC ist dann
gerade ein Funktor

187 Liefern auch die in (ii) gegebenen Daten einen direkten Limes, so existiert auch ein Morphismus
y:B'—B, der die analogen Diagramme kommutativ macht. Die Eindeutigkeitsbedingung

in der Definition des direkten Limes hat dann aber zur Folgepdarundy'oy

identische Morphismen sein mussen. Insbesondere sind B und B' isomorph (wobei der
Isomorphismus durch die Kommutativitat der zweiten Dreiecke von (ii) eindeutig
festgelegt ist.

188 Eg reicht zu zeigen, der in 4.2.3 definierte direkte Limes hat die Universalitatseigenschaft des hier
definieren direkten Limes. Seien also ein Objekt B' und die zugehorigen Morphismen wie in (ii)
gegeben. Die Morphismepiu definieren dann einem Gruppen-Homomorphismus

®a€/\ ch — B, (ba)ae/\

) llJ'a(ba).
aeN

Die Kommutativitat der oberen Dreiecke von (ii) hat zur Follgf sich dieseadomomorphismusdiber
den direkten Limes im Sinne von 4.2.3 faktorisiert und so einen Gruppen-Homomorphismus
lim

Yy:_ B —PB
aeN
Nach Konstruktion ist die Verpflanzung vgnentlang der natirlichen Einbettung
lim
@ B—_4 B
aEN

gerade der Morphismu.p'u. Mit anderen Worten, dieweiten Diagrammeon (ii) sind kommutativ.

Wir haben damit die Existenz des in der Definiton A2.1 erwahnten Morphigrbasiesen.
Seien Eindeutigkeit ergibt sich aus der Kommutativitéat der zweiteredbmion (ii): diese fordd, dal
die Verpflanzung vop entlang der natiirlichen Einbettung (1) gerq»daeist. Der Homomorphismug

ist dadurch autlem Bildvon (1) festgelegt. Da die Bilder der Homomorphismenaldgr die Gruppe
I|_m> B erzeugen, isp auf diese Weise vollstandig festgelegt.
(0{STAN
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U]
FA—+&GHBWGSBHBGEE%,

(v) Verwenden wirdie in (iv) eingefuihrteSprache, s&kannman den direkten Limes
des Funktors F identifizieren mit einem Paar

(consb, &)

bestehend aus einem konstarfenktor

id
consb:/\—>€, ap B,a=pm» B—B,

der jedem ObjektlesDefinitionsbereichs dasselbe Objekt Bomdnetund jedem
Morphismusden identischerMorphismus von B.Die zweite Koordinate des
Paars ist eine natirlichen Transformation

E:F—>consb, o F(0) — consb(a)

B, a4 B
Man beachte, die kommutativen Vierecke, die zu dieser natirlichen Transformation
gehoren, sind gerade die Dreiecke von Bedingung (i) der Definiton.

(vi) Die Universaltatseigenschaft der Definition bedeutet gerade, dal3 es fur jede
nattrliche Transformation

& F— consé.
mit Werten in einem konstantefunktor consé. genau eine natdrliche
Transformatioff®
r|:c:ons[3 — consb.
gibt mit&' =no¢&.

(viiy Die obige Formulierunggestattet eine Verallgemeinerurdes Begriffs des
direkten Limes auf den Fall beliebiger Funktoren

F-N—2C
(d.h. lasserzu, dalRA einebeliebigeKategorieist). Ein direkter limes von F ist
ein Paar

(const, €)

bestehend aus einem konstanten Funktor
consb: N—C

und einer naturlichen Transformatigir — cons[3 mit der Eigenschaftdal® es

fur jede natirliche Transformation {: F — consb, eine natirliche
Transformation
r]:consb — consb.
gibt mit&' =n-&.
(viii) Ein inversesoder auclprojektivesSystemin C ist definiertals drektesSystem in

der dualen Kategorie®P. Eininverseroder auctprojektiver Limesist definiert als
direkter Limes in der dualen Kategorie.

A2.2 Iterierte direkte Limiten
Sei

189 d.h. einen Morphismus B— B.
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F:CxD — &

ein Funktor. Es gelte:

0) Flr jeden Funkto® —s &, existiert der direkte Limes.
(i) Fur jeden Funkto® — € existiert der direkte Limes.
Dann existiertj'_m> F und ist gleich
Im o Fedy="M (1M e d)).
(c,deCxD deD ceC
Bemerkungen
() Aus der Universalitatseigenschattes direkten Limes mgibt sich, dal’3 die
folgenden Zuordnung einen Funktor definiert.
(1) e—>8,c._>“_m>|:c.
wenn Fc den Funkto€ — €&, d » F(c,d) bezeichnet.
Ist ndmlich f: c— ¢' einMorphismus InC, so erhalt marfir jedes D einen
Morphismus
F(c,d)— F(c',d)
und fur jeden Morphismus g«dsd' in D ein kommutatives Diagramii
F(fidy)
F(c,d) — F(c',d)
l F(f,idy l
F(c,d) —>d F(c',d)
f
Mit anderen Wortenman erhélteine naturlicheTransformation E—*>Fc. und
damit eine naturliche Transformation
(2) FC—>FC. — consL ©)

(ii)

wenn L(c') den direkten Limes von c": bezeichnet. Auf Grund der

Universalitatseigenschaftles drekten Limes faktorisiert sich die natirliche
Transforman (2) auf genaueineWeise Ubeiden direkteriimes L(c) von Ié

d.h. man erhéalt ein kommutatives Diagramm

*

Lo d

L) |

L(c) — L(c)
Dabei haberwir dasObjekt L(c) bzw. L(c') mit dem zugehdrigen konstanten
Funktor identifiziert. Die vertikalen Morphismen sind die natirlichen
Morphismen in den dikten Limesund deruntere horizontaléorphismus ist
durch die Kommutativitat dieses Diagramms eindeutig festgelegt. Auf\liesse
ist der gesuchte Funktor (1) definiert:

C— &, ck L(c), f» L(f).

Als direkte Konsequenz des obigen Satzes ergibt sich, dafejeirekte Limiten
miteinander kommutieren:

19 \Weil in €xD gilt (f,id)°(id,g) = (f,g) = (id,g)(f.id).
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lim (Ilm Fed))= 'm lim (Ilm Fc.d))
E c=C ce =D

Beweis Wir setzen wie bisher
li
L) = 23 Fed).
daeDd

Fur jedes Paar von Objekten (82 xD hat man einen naturlichen Morphismus
F(c,d)— L(c)

f d
und fir jeden Morphismus {&+c', d— d') inCxD ein kommutatives Diagramm

Fed) D e T e gy

| | v
o 9 e

DasrechteDreieck istdabei kommutiv, dadie natirlichen Abbildung in den direkten
Limes von der nattrlichen Abbildung in den zugehoérigen konstanten Funktor kommt.

Bezeichne LL den direkten Limedes Funktors a» L(c). Dann liefert das obige
Diagramm zusammen nder naturlichenfransformation L— COHSLL kommutative
Diagramm

F(c,d) (—g)F( c',d)

l |

LL = LL
d.h. wir erhalten eine natirliche Transformation (von Bifunktoren)

¢F— consLL.

Wir haben zu eigen, diese istiniversell inBezugauf naturlicheTransformation von F
mit Werten in einem konstanten Funktor. Sei also

¢ F— cons}vI

eine weitere naturliche Transformation mit Werten in einem konstanten Fuhktodie
Diagramme
F(f.0)

F(c,d) —" F(c'.d)

® c,dl lEc',d'
M =

M

seien kommutativ. Peziell fir ¢ = d und f = iderhalt man eine natirliche
Transformation

FC — ConslvI
von FunktorerlD —s £ . Diese faktoriesiert sich
FC — consr_(c) — consR/I
auf Grund der Universalitatseigenschaft des direkten Limes c\:ldklE (3)erhalten wir
ein kommutatives Diagramm
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F(c,d) Fﬁg) F(c',d)

! l

L(c) — L(c)

l l

M = M
dessenmittlerer horizontalerMorphismus sich ausder Universalitateigenschaft des

direkten Limes L(c) ergibfund die Zuordnung c— L(c) wie oben beschrieben zum
Funktor macht). Wir erhalten so eine natirliche Transformation

L— cons[vI

Diese Faktorisiert sich Uber den konstanten Funktor zum direkten konds, d.h. wir
erhalten eine naturliche Transformation

(4) consEL — consIv'.
Wir haben gezeigt, die nattrliche Transformafborr — consrVI faktorisiert sich uber

cons}_L. Die Eindeutigkeit der nattrlichen Transformation (4) zeigt man so &hnlich.
QED.

A2.3 (Filtrierte) direkte Limites in Ens
SeienA\ eine gerichtetdlenge und ()&, L|JO(B: Xu — XB) ein drektesSystem von

Mengen mit der Index-Meng&. Dann gilt

lim
X =(UX_)~.
a_E/)\ a a

Dabei bezeichne ['J" die disjunkte Vereinigungind ~ die Aquivalenz-Relation, bei

welcherzwei Elemente X EXG und )hEXB genau danraquivalent sind, wenn es ein

YEA gibt mit may(xa) = any(xB).

Beweis siehe Bemerkung A2.1 (ii) und den zugehorigen Beweis.
QED.

A2.3 Der Hom-Funktor bei direkten Limites
SeienA eine gerichtete Menge,

FFAN— D, o du

ein direktes System, welchesliheinen direkten Limes besitzt, ungdD . Dann gilt

lim lim
Hom,.(d, d)= Hom,.(d, d_).
i iy R e S Nl

Beweis Fur jedes &D bezeichne
hd: D — Ens, X» hd(x) = Home(d,x)
den kovarianten Hom-Funktor. Wir haben zu zeigen,

l _ li
(1) %\ (hy(d ) = hy( a'E”lA d)

(und insbesondere, dal’ die linke Seite existiert). Die natirlichen Morphismen in den
direkten Limes
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d — I|m d aEN,
a " Gen

definieren Abbildungen
h(d )— d(“_”} d,) fir jedesuen,

(genauer: eine naturliche Transformation mit Werten im konstanten Funktor). Es reicht
zu zeigen, dal} diese Abbildungen die Universalitatseigenschatft der linken Seite von (1)
haben. Sei eine weitere Familie von Abbildungen

(2) hy(d)— M, a€A,
mit Werten in einer Menge M gegeben, die eine natirliche Transformation
E':hdoF — cons]vI

definieren. Die Familie (2) I&R3t sich trivialerweise auf die disjunkte Vereinigung der
Mengen %I(da) fortsetzen,

3) Ugep Nd)— M

Die Aussage, dal3 diese Abbildungen eine natirliche Transformation definieren, bedeutet
gerade, dafd zwei Elemente aus diesen Hom-Mengen, die bei irgendwelchen der

Abbildungen r&(da) — hd(dB) mit a< (3 dasselbe Bild haben, auch in M dasselbe

Bild haben missen. Mit anderen Worten, die Abbildung (3) faktorisiert sich tber die
Aquivalenzklassen bezuglich der din A2.2 beschriebenen Aquivalenz-Relation und liefert
eine Abbildung

I|m

(XE/\

Diese ist beriés eindeutig festgelegt, wenmman ihre Werte auf denBildern der
nattrlichen Abbildungen

hy(d) — M.

I|m
h (d d
o(%g) — = ()

(da diese den dikéen Limes Uberdeckenyl.h. sie ist durchdie Abbildungen (2)
eindeutig festgelegt.
QED.

A2.4 Der Hom-Funktor bei inversen Limites
SeienA eine gerichtete Menge,

FFAN—D o~ da

ein inverses System, welcheslireinen inversen Limes besitzt, unéed . Dann gilt
lim lim
Hom (<_d d= 5 Hom (d_, d).
D'aen aEA "0

Beweis Ein inverses System i ist ein direktes System in der dualen Kateg‘@‘?é’.
Die Behauptung folgt damit aus A2.3.
QED.

A3 Maximale Teilkdrper von Divisionsalgebren

frei nach
I.N. Herstein, Noncommutative rings, John Wiley and sons, 1968

Aussagen dieses Abschnitts werden im Beweis 4.5.6 von Aussage 4.5.3 bendtigt.
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A3.1 Zentralisatoren
Seien A ein Ring und@& A eine Teilmenge von A. Dann heif3t die Menge
CA(S) = {XEA : xs = sx fur jedesesS}

Zentralisator vors in A.
Bemerkung
Fur jeden Schiefkoérper D istéIS) ist ein Teilschiefkdrper von D.

Beispiel
Sei A eine k-Algebra und
E:= En(?((A)

die Algebra der k-linearen Abbildungen-A> A.
Wir betrachten die Abbildungen

R:A—E, ap (X » xa),

L:A —E,ap (X ax),

und setzen
Ar =R(A),
A / = L(A).
Dann gilt

CE(Ar) = Ag und qE(AZ) = Ar'
Beweis Da jede Multiplikation von links mit jeder Multiplikation von rechts
kommutiert, gilt

Ag (- CE(Ar) und Ar (- CE(AZ)'
Beweisen wir die umgekehrten Inklusionen. I%@E(Ar) gilt

fopa: paof fur jedes &A,
also
f(xa) = f(x)a fur beliebige agA.
Insbesondere ist f(a) = f(1)a fur jedesfg d.h. f istgerade dieMultiplikation von links
mit a, fEA ¢

Die verbleibende Imklusion wird analog bewiesen.
QED.

A3.2 Dichte Operation eines Ringes auf einem Modul
Seien R ein Ring und M ein einfacher R-Modul. Dann ist der Ring der R-linearen
Endomorphismen

A= Ean(M)

von M nach dem Lemma von Schur ein Schiefkérper, und M laf3t sich als Vektorraum
UberA auffassen bezuglich der Multiplikation

AXM — M, (8, m) » &(m).
Dann sagt man, operiert R dicht auf M oder auch R ist dicht aufe¥n es fur beliebig
vorgegebené-linear unabhangige Elemente

ml,...,mnEM

und beliebig vorgegebene Elemente
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m'l,...,m'nEM
ein Element&R gibt mit
r-mi = m'i fari=1,...,n.
Bemerkungen
() Ist M als A-Vektorraum endth-dimensional un@ls R-Modul exakt, soist R als
Ring isomorph zum Ring dex-linearen Endomorphismen von ¥,

R= EndA(M), res (M rem).
(i) Den Ring En%(M) kann mandannmit demMatrizen-Ring Mn(AOp) uber dem

zu A entgegengesetzten Ring identifizieren (mit n :&IM).192
(i) Versient man Mmit der diskreten Topologiend EndA(M) mit der kompakt-

offenen Topologie, so operiert R genau dann dicht auf M, wenn das Bild von R bei
der Abbildung

R— EndA(M), r's (M rem),
eine dichte Teilmenge ist.

A3.3 Der Dichte-Satz
Seien R ein Rin§®, M ein einfacher exakter R-Modul. Dann ist R dicht auf M.
Beweis SeiA = Enck(M). Dann istA ein Schiefkorper (weil M einfach ist tber R).

1. Schritt. Reduktion auf die folgende Aussage.

(1) Fdrjeden endlich-dimensionalen linearen Unterraum W1 GiberA und jedes

Element me M - V gibt es ein@&R mit rV = 0 und rm=0.

Nehmen wir an, ein solches Element r existiert stets. Dann gil=R0ralso
Rrm =M

(weil M einfach ist). Insbesondere gibt es damit €iR slerart, daf3 srm gleich einem
beliebig vorgegebenen Element von M ist wahrend aul3erdem noch srV = 0 gilt.

Seien jetzt

ml, ey mnEM

¥ Weil M ein exakter Modul ist, ist der angegebene Ring-Homomorphismus injektiv. Zum Beweis der
Surjektivitat fixieren wir eineA-Vektorraum-Basis T...,mnEM. Sei

fM— M

ein A-linearer Endomorphismus. Weil R dicht sein soll auf M, gibt escfmit
f(mi) =rm.

Dann ist r ein Urbild von fin R.

192 wir miissemA durch den zugehérigen entgegengesetzten Bﬂpgersetzen auf Grund der Art, wie
wir die Multiplikation auf dem Endomorphismen-Ring definiert haben:@[ﬁrfdA(M) unddEA ist &f
der Endomorphismus

M —s M, m > f(3(m)).

193 Wir nehmen hier an, alle Ring besitzen ein Einselement. Der Satz gilt jedoch in allgemeinerem
Kontext (fur primitive Ringe).
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Elemente, welche linear unabhangig thesind, und
m 1,...,mn eM
beliebig vorgegebene Elemente. Sei

A

V.=Am,+...+Am.+...+Am
I 1 I n

der von allen mmit Ausnahme des i-ten erzeugte lineare Unterraum von M. Weiljdie m
linear unabhangig sind, gilt
m, & Vi fir jedes i .
Also gibt es einiER mit
timi = m'i und ?Vi = 0 fur jedes i.

Mitt = t1+...+tn gilt dann

t-mi =194 m'i furi=1, ... ,n.
2. Schritt.Beweis der Aussage (1) des ersten Schrittes.
Wir fihren den Beweis durch Induktion nach der Dimension des linearen Unterraums V

C_ M UberA.

Ist dimA V =0, soist V =0 und die Behauptung ist trivial. Sei jetztAdivh> O und

Q) V=V +AvO und VO6EV .

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es fur jedes¥V/' ein reR mit
rvV' =0 und rm=0.

Wir setzen

(2) A(V') :={xER : xV' = 0}.

Dann gibt es fur jedes@M-V' ein reA(V') mit rem # 0. Anders ausgedriickt, es gilt

3) meEM, A(V)m =0= meV.

Nach Definition (2) ist die Menge A(V') ein Linksideal von R. Wegsﬁ\w gilt
A(V')v0 #0.

Da A(V')vO ein Teilmodul des einfachen Moduls M ist, folgt

(4) A(V')vO =M.

Nehmen wir jetzt an, die zu beweisende Aussage ist falsch, d.h. es gibt ein

*) meM -V

derart, dai? die folgende Implikation besteht.

5) reR, rv=0=rm=0.

Wir haben zuzeigen,dies ist unmdglichZum Beweis betrachtewir die folgende
Abbildung

(6) TM—M, avy b am fur &A\V").

Zeigen wir zunachst, dies ist eine auf ganz M korrekt definierte Abbildung. Zunéchst

laRt sich jedes Element von M in der Gestaétmhreiben mit@A(V') (wegen (4)).

Seien jetzt a,@A(V') zwei Elemente mit

104 mi wird von allen Summanden von t annulliert, aul3er \|/.0n t
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av, = a'Vv..

0 0
Wir haben zu zeigen, am = a'm. Es gilt (aba\’-')\x). Wegen a-&@A(V') gilt auRerdem
(@-a)v'=0
(nach Definition (2)), also
(@-a)v=0

(weil V von V' und ¥ erzeugt wird, (1)). Nach (5) ist dann aber (a-a)m = 0, also

am=a'm. Wir haben gezeigt, die Abbildung (6) ist korrekt definiert. Aus der Definition
(6) vonTt liest man ab, daein Homomorphismus der additiven Gruppe von M ist und
R-Vielfache in R-Vielfache abbildet (weil A(V') ein linkes Ideal von R ist). Mit anderen
Worten,T ist R-linear,

(7) T € End,(M).

Fur &2A(V') gilt damit

am :T(avo) nach Definition vort (vgl. (6))

= a-T(vo) weil T linear ist Gber R (vgl. (7))

also

a(m-T(vO)) =0.
Wir haben gezeigt,

AV -(m-r(vo)) =0.
Nach (3) gilt damit
m- T(VO) eV,

also

meV' +T(VO)QV' +A°V0:V.
Das Gleichheitszeichen rechts gilt nach Definition von V (vgl. (1)). Die Inklusion in der

Mitte besteht weger=A.
QED.

A3.4 Maximale Teilkérper

Ein maximaler Teilkorper einer Divisionsalgebra D ist ein Teilkdrp&r 0, welcher in
keinem Teilkorper von D echt enthalten ist.
Bemerkungen
() Jeder maximale Teilkoérper K von D enthalt automatisch das Zentrum von D,
C(D) C K,
denn andernfalls erhielte man durch Adjunktion von Zentrumselementen einen
echt grof3eren Teilkdrper von D.
(i)  Ist D eine Divisionsalgebra tber dem Kdrper k, so gilt insbesondere

kCKCD.

A3.5 Kriterium flir Maximalitat

Seien D ein Schiefkérper und®. D ein Teilkérper. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent.
() K ist maximaler Teilkérper von D.
(i CD(K) = K.

Beweis (i) = (i). Ist L ein Teilkdrper von D mit K= L C D, so gilt
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LC CD(K) =K,

d.h.L=K.
() = (ii). Trivialerweise gilt

KC CD(K).
Sei umgekehrt & CD(K). Dann ist K(a) ein Teilkorper von D mit

K C K(a).

Weil K maximal ist, gilt das Gleichheitszeichen, d.i& K. Damit gilt auch

CD(K) C K.

QED.

A3.6 Das Zerfallen iiber den maximalen Teilkérpern

Seien D eine zentrale Divisionsalgebra tiber dem Korper k und K ein maximaler
Teilkdrper von D,

kC KC D.
Dann gilt
D®kK = Enok(D).
Insbesondere zerfallt D Uber K.

Beweis(vgl. 4.5.2). Bezeichne ¥ die zuD entgegengesetzieAlgebra. Dann besteht
eine Isomorphie

Op: o
(1) D®,DOP = End (D), a®b k> p N,

(vgl. den Beweis von 2.4.165. Auf Grund der Kommutativitat von K besteht awghe
Inklusion'®®

' X B bxa,

K C DOP,
und wir erhalten eine Injektion
(2) |:D®kK — Enol((D).
Die Abbildungsvorschrift von (1) zeigt, das Bild volegt sogar in Enlg(D),

Im(1) C Enq((D)

(auf Grundder Kommutativitat vonK). Wir betrachterjetzt D®, K als Teilmenge von

k

EndK(D). Auf dieseWeise wd D zumModul GiberdemRing D®, K. Fir jedes von

k
Null verschiedene Elemen&d gilt,

d®1.D :)\d(D) =dD=D
(weil D eine Divisionsalgebraist). Insbesonderast D ein einfacherModul Uber
D®1§D®kK und damit erst recht ein einfacherModul tber B@kK. Wegen der

Injektivitat von (2) ist der ®, K-Modul au3erdem treu. Nach dem Dichte-Satz igt, D

k K
K dicht auf D.
Wir setzen

1% Dabei bezeichneall?«tjie Multiplikation mit a von rechts unddeie mit b von links.

196 d.h. K ist ein Teilkérper von oF.
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A = EndD®kK(D).

Dies ist ein Schieflrper (nachdem Lemma vonSchur). Weil A insbesondere die

Multiplikationen mit den Elementenaus k enthalt, ist D als A-Modul endlich-
dimensional. Die Dichte der Operation bedeuted deshalb,

D®kK = EndA(D).
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen K.
Es qilt
A = {¢EEnq<(D) ca¢ =¢a fur jedesaED®kK}

= {¢EEnq<(D) : paq) = ¢paund)\b¢ = ¢>\b flr a=D und EK}
= {q)EEnq((D) tp(x)ea =¢(xa), bd(x) = ¢(bx) fur a, x€ D, bEK}

= {q)EEndK(D) :9(1)-a =¢(a) fur ac D}
C"" D®1.

Die Linksmultiplikationen\, mit Elementen &K liegen offenbar im*°2;

b
10K C A C D®1.
Schreiben wir abkirzend
KCACD.
Die Elemente vo kommutieren bei den so gewahlten Einbettungen mit denen von K
(Wegen)\bq) = ¢)\b fur €A und E=K),

KQAQCD(K).
Weil K ein maximaler Teilkbrper von D ist, mul3 nach A3.6 uberall das
Gleichheitszeichen bestehen,
K=A.
QED.

A3.7 Der Grad eines maximalen Teilkérpers
Seien D eine zentrale Divisionsalgebra tber dem Kérper k und K ein maximaler
Teilkérper von D,
kC KC D.
Dann gilt _ _
dlka = dlmKD = deq( D.
Beweis Nach A3.7 gilt

D®, K = End, (D),
also

. T _ . 2
(2) dlmkD = dlmKD®kK = (dlmKD) .
Aulerdem ist

dlmkD = dIrT'IKD°dIka.

97 Die Abbildung¢ ist gerade die Multiplikation von links mjt(1).
1% Djese sind k-linear und kommutieren mit den Rechtsmultiplikatio%elaEED, und den

Linksmultiplikationen Lb beK (letzteres weil K kommutativ ist).
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Durch Kiirzen von dirRD erhalten wir

dika = dimKD.
Nach Definition des Grades einer einfachen zentralen k-Algebra ist

: - 2
dlmkD = (deq(D) .
Vergleich mit (1) liefert
dlmKD = deq(D.
QED.
Bemerkung

Unsernéchsteiel ist es, zu zeigerdal? marden maximalenTeilkdrper K separabel
Uber k wahlen kann. Dazu bendétigen wir den Satz von Noether-Jacobson.

A3.8 Satz von Noether-dJacobson

Sei D eine zentrale Divisionsalgebra tiber dem Koérper k mat K. Dann gibt es ein
Uber k separables Element in D-k.
Beweis Im Fall der Charakteristik Null ist jedes Element von D - k separabel tber k.
Wir kdnnen also 0.B.d.A. annehmen, die Charakteristik von k ist

char(k) =p > 0.
Angenommen die Behatyng ist falschfr D. Dann ist jedes Element vonD rein

inseparabel Uiber k, d.h. fir jedesx gibt es eine natiirliche Zahl n&N mit
n(x)
xP ek
Insbesondere existiert ein Element mit

a€ D - k, Pek.
Wir betrachten die k-lineare Abbildung

0.D— D, XxpXxa- ax.
Wegen & k istd nicht identisch Null. Es gilt jedodsP(x) =*°° xaP - &x = 0, d.h.
1) 5#0,5°=0.
Sei =D ein Element mit

19 Firr jede natiirliche Zahl n gilt

n
8"0= 3 (1! ()b
i=0
Fir n = 1 ist das gerade die Definition. Leitein aus dieser Formel denaloge Formel fir n+1 ab. Es

gilt

wa=3 (1) ¢ yalxa
=0

a0 = § (0 (™ = § ) ()
i=0 i=1
also

Nn+1-i

") = xd™t L+ § (1) (( )+( Daxa
i=1

rg (- 1)| (n 1)axan+1 i

+ (_1)n+1an+1x
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o(y) #0.
Wegen (1) gibt es eine nattrliche Zahl mit 1 <lp mit
Ly) =0,84y) = 0.
Wir setzen x =5k'1(y). Wegen k>1 kann man X in der Gestalt
X =9d(w) = wa - aw mit WweD
schreiben. Nach Wahl von k &tx) = 0, d.h.
Xa = ax.
Weil D ein Schiefkorper ist, kann man x in der folgenden Gestalt schreiben.
X = au mit &D.
Weil x und a kommutieren, so kommutieren auch u Uit &s folgt
au=x=wa - aw,
also
a= (wa-aw)EJ1 = (wu'l)a -a (wul) = ca - ac mit ¢ = wit
also
c= (a+ac)él1 =1+ acal
Weil nach Annahme die Elemente von D rein inseparabel tber k sind, gilt

{
cP ek fur ein £0.
Nun ist

t t t t t
P =(1+acal)P =1+ (acd)P =1+afPal=1+&F.

t
Wir ziehen auf beiden SeiteR @b und erhalten den Widerspruch 0 = 1.
QED.

A3.9 Tensorprodukte von einfachen Algebren
Seien A eine zentrale einfache k-Algebra und B eine einfache k-Algebra. Dann ist auch

A®kB

eine einfache k-Algebra.
Beweis Sei | ein nicht-triviales Ideal in diesem Tensorprodukt,

0=1C A®kB.
Sei u ein von Null verschiedenes Element dieses Ideals,
0 uel.
Wir schreiben u in der Gestalt

(2) u=y a|®bi mit aiEA und bIEB.
[
Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, die Elemente
u sind linear unabhéngig tber k.
Die Anzahlder von NullverschiedeneKoeffizienten ?auf der rechten Seite von (1)

wollen wir Lange vonu nennenWir kdnnenannehmen, ust ein Element minimaler
Lange, diese Lange ist gleich m und die Zahl der Summanden rechts ist m:

u= §a®b.,aEA-{O}.
I I
=1

Far r,s€ A qilt

20 Eg gilt xa = ax, also aua = aau. Durch Multiplikation von links iiteahalt man ua = au.
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(r®l)u(s®l) = ra}s@)bi el
Weil A einfach ist, gilt AEA = A, d.h.wir kdnnen u durclkein Elemengleicher Lange
mit a = 1 ersetzen, d.h. wir kbnnen annehmen
a = 1.
Fur jedes Element&aA qilt
(a®1)u - u(avl) e U,
d.h.

rzn (aall-ala)@)bi e U.
i=1
Der ersten Summand untegrd Summenzeichest jedoch 0 (da flzl ist). Wegen der
Minimalitat der Lange voru, muf3die Summealso gleich Null sein. Dadie IoI linear
unabh&ngig Uber k sind, folgt
ag-aa = Ofari=1, ..., mundzA.

Die Elemente iaiiegen somit im Zentrum von A, also in k,

alek fur alle a,
d.h.

m .

u=1® 3 ab. = 1®b mit bk=B.

i=1

Wegen u# 0 folgt b # 0. Wir erhalten
| O (1®B)u(1®B) = 1®BuB = 1XB.

Das Gleichheitszeichen rechts gilt, weil B einfach urd 0 ist. Mit | D 1®B gilt aber

| D (A®L)(19B) = A®, B.

Das Ideal | gleich der gesamten Algebra. Wir haben gezeigt, die Algebra ist einfach.
QED.

A3.10 Satz von Noether-Skolem
Seien R eine zentrale einfache Algebra tber dem Koérper k und

A, BCR
zwei einfache k-Teilalgebren. Es gebe einen k-Algebra-Isomorphismus
F:A— B.
Dann hat F die Gestalt
F(a) =X Lax

mit einer Einheit X R.

Beweis Wir betrachten den Matrizen-Ring Uber k,
E(R) := En(il((R)

und die Einbettungen
MR—ER), r» )\r, mit)\r(x) =X

p:R— ER), r Py mit pr(x) = XTI
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Wir bezeichnen die Bilder von R, A und B Bemit RZ’ AZ und BZ und diejenigen bgd
mit Rr’ Ar und Br' Diese Bilder sind isomorph bzw. anti-isomorph zu Ryz&v. B, und

wir werden diese bei Bedarf mit R, A, B bzw?HRACP BOPdentifizieren.

Das Tensorprodukt Z@kAr ist dannnach A3.9 eine einfachek-Algebra, deren
naturliches Bild in E(R),

RZ®kAr — E(R),)\r®pa|—> (X » rxa),
wir mit RéAr . Die Tensoralgebrist isomorph zu digem Bild*°* Analogist RZ®kBr
einfach und isomorph zu seinem nattrlichen Bikﬂ%ﬁn E(R),

RZ®kBr — E(R),)\r®pb B (X » rxb).
Die gegebene Abbildung F induziert einen Isomorphismus

RZ®kAr — RZ®kBr’ )\r®pa 53 )\r®pF(a)'

Wir betrachtenjetzt R als Modul tUber dem Tensorprodukt @@kAr beziglich der
Operation

RZ®kAr xR— R, ()\r®pa, X) b rxa.

und als Modul UberE@)kBr beziglich der analogen Operation

R/®B, * R— R, & ®p, X) > rxb.

Beide Tensorproduktesind als einfache k-AlgebrenMatrizen-Ringe Uber einer
Divisions-Algebra (nach dem Satz vddedderburn,22.1.5). Als solche sind esaber
halbeinfache Ringénach Al.11)mit nur einemeinfachenModul (bis auf Isomorphie,
nach A1.11(°? und 2.1.4),

R = UM mit einem einfacher Modul U UbergR)kAr

R = V! mit einem einfacher Modul V Ubel’gB)kBr

Weil die beiden Ringe isomorph sirgind esauch diezugehérigereinfachen Moduln,
d.h. es gibt eine k-lineare Bijektion

ooU—YV
mit
(2) G(Arpau) :)\rpF(a)G(u) fur reR, &A, ue U.
Durch Vergleich der k-Vektorraum-Dimensionen sehen wir, es gilt
m =n.

Wir bezeichnen diglurcho induzierteAbbildung auf den n-fachen direkten Summen
ebenfalls mio und erhalten so eine k-lineare Bijektion
00R— R

fur welche ebenfalls (1) gilt (mit R anstelle von U).
Aus (1) erhalten wir speziell fir u = 1, a = 1 die Relation

a(r) = r-a(1) fur jedes E R.

201 Die Abbildung ist ein von Null verschiedener k-Algebra-Homomorphismus. Der Kern ist somit ein
Ideal, welches vom gesamten Ring verschieden ist. Wegen der Einfachheit mul} dieser Kern trivial sein.
202 Jeder einfache Modul tritt als direkter Summand des Rings auf.

203 Matrizen-Ringe zerfallen in direkte Summen von minimalen Linksidealen, wobei diese Linksideale
als Moduln zueinander isomorph sind.
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mit X :=o(1)ER also
a(r) = rex fUr jedes € R.
Ebenfalls aus (1) erhalten wir firr = u = 1:
o(a) =o(1)F(a) = xF(a) fur jedeszA.
Zusammen ergibt sich
xF(a) = ax fur jedes@A.

Damit ist der Beweis der Behauptung auf die Aussage reduziert, daf3
x=0(1)

eine Einheit von R ist. Da bijektiv ist, gibt es einER mito(r) = 1. Wegen (1) gilt
1=0(r)= G(Arpll) :)\rpF(l)o(l) = feX
d.h. x besitzt ein Linksinverses. Weiter ist nach (1) auch
1=0(r) = G(Alprl) :AlpF(r)cr(l) = xF(r),
d.h. x besitzt auch ein Rechtsinverses, ist somit eine Einheit.
QED.

A3.11 Satz vom doppelten Zentralisator
Seien A eine zentrale einfache Algebra tber dem Korper k und

BCA

eine einfache Teilalgebra (Uber k). Dann gilt
() C A(B) = {acA : ab = ba fur &EB} ist einfach.
(in) CA(CA(B)) =B.
Beweis 1. Schritt: der Fall A =E := Erp((B) = Mn(k) (n:= dirr]( B)
Wir betten B mit Hilfe der Multiplikation in die Matrizen-Algebra Uber k ein,

B—E:= Encﬂ((B), b )\b ,)\b(x) = bx,
d.h. wir identifizieren B mit % Auf Grund es Beispiels von A3.1 gilt

CE(BZ) =B
und
CECE(B é) = CE(Br) = Bg

Die Algebra Br ist anti-isomorph zu B, also ebenfalls einfach.

Wir sehen so, die Behauptung ist richtig, sobald man die k-Algebra A durch die
Matrizen-Algebra

E= Enci((B)
ersetzt.
2. Schritt. Beweis von (ii).
Die k-Algebra
A®kE ist

als Tensor-Produkt zentraler einfacher k-Algebren zentral und einfach.Wegen
B= BégEund BC A

lassen sich B®1 und 1®B als k-Teilalgebren von ,@kE auffassen. Nach

Voraussetzungind dieseeinfach,und siesind offenghtlich isomorph (zuB). Nach
dem Satz vomMNoether-Skolem A3.18ind sie in A@kE konjugiert(bzgl. einer Einheit

dieser k-Algebra).Dann sind aber auch dieZentralisatorendieser Teilalgebren
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konjugiert (bzgl. derselberkinheit). Diese Zentralisatorenlassen sichwie folgt
schreiben.

204
1) CA®kE(B®1) =% C,(B)®,E
205
2 CA ®kE(1®B) = A®kCE(B)
Weil die Ringerechts konjugiersind in A@kE (bzgl. einer Einheit), sosind esauch

deren Zentralisatore(bzgl. derselberkinheit). Letzterelassen sich irder folgenden
Gestalt schreiben.

CA®kE(CA(B)®kE) =206 CA(CA(B))®kk = CA(CA(B))

Cy ®kE(A®kCE(B)) =" k®, C(CL(B)) = C(CL(B))

24 E(r jedes ECA(B) und jedes € kommutiert ®e mit jedem Element von®1. Deshalb gilt
"2". Zum Beweis der umgekehrten Inklusion fixieren wir eine k-Vektorraum-Basis von E, sagen wir
E =k, +...+ked 2.

1 n2

Jedes Element aus dem Zentralisator auf der linken Seiten 1&3t sich dann in der Gestalt
X=3% a|®wi

[

schreiben mit eindeutig bestimmeIEA. Nach Wahl von x gilt fir jedes3B:

0=(®1)x-x(b®l) =3 (bal—aib)®u)i
i

also b?a|b = 0. Somit liegen dieiaim Zentralisator %(B), d.h. x liegt im Zentralisator auf der

rechten Seite.
25 Fiir jedes ECE(B) und jedes@A kommutiert &x mit jedem Element von&B. Deshalb gilt

"". Zum Beweis der umgekehrten Inklusion fixieren wir eine k-Vektorraum-Basis von A, sagen wir
A= kew +..+kew
1 m

Jedes Element aus dem Zentralisator auf der linken Seiten laBt sich dann in der Gestalt

X=3% wi®ei
[
schreiben mit eindeutig bestimmeIEE. Nach Wahl von x gilt fur jedesss:

0 = (I®b)x - x(1®b) =y coi®(bei—eib)
i
also b?eib = 0. Somit liegen diei ém Zentralisator %(B), d.h. x liegt im Zentralisator auf der rechten

Seite
28 Wie oben folgt wiederD". Jedes Element des Zentralisators der linken Seite kommutiert

insbesondere mit jedem Element va#®B. Letztere Menge enthalt insbesondere alle
Elementarmatrizen. Die einzigen mit diesen Matrizen kommutierenden Matrizen sind jedoch die Skalar-
Matrizen, d.h. die linke Seite besteht auis lauter Skalar-Matrizen, d.h. aus EIemente@IQ)oaéA(\,

welche mit den Elementen vorMB)@l = CA(B) kommutieren.
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Der Ring rechts in der zweiteteile ist nach demrsten Schritisomorph zu Bd.h. der
in der ersten Zeile rechts ist konjugiert zu B,

C,(CA(B) =B.

Insbesonderdiabenbeide Teilringe von A dieselbBimension tber k. Da der Ring
rechts ganz im doppelten Zentralisator links enthalten ist, folgt
CA(CA(B)) = B.

Damit ist (ii) bewiesen.
3. Schritt: Beweis von (i).
Wie wir gerade bewiesemmaben,sind die k-Teilalgebren(1) und (2) kojugiert
zueinander, also insbesondere isomorph.
—~ ~ ~208
C A(B)®kE_ A®kCE(B) = A®kCE(B Z) = A®kBr
Nun ist Br bis auf Isomorphie gerade die BlentgegengesetzteAlgebra, also einfach.

Also ist

C,(B)®,E
eine einfache k-Algebra. Dann muR aber au&l(B; einfach seirf®®
QED.

A3.12 Existenz separabler maximaler Teilkérper
Sei D eine Divisionsalgebra tiber dem Korper k. Dann gibt es einen maximalen
Teilkorper K von D,
kC KCD,
welcher separabel tber k ist.
Beweis Im Fall D = k ist nichts zu beweisen. Sei alsezDk. Nach dem Satz von
Noether-Jacobson gibt es ein Uber k separables Element
aceD-k.
Deshalbgibt es eineseparable Korpererweiterung von k in \Belche kecht enthalt.
Also gibt es einen Korper K mit
kC KC Dundk# K,

welcher separabel Uber k und maximal unter allen Korpetrdiesen Eigenschaftast.
Es reicht zu zeigen, K ist ein maximaler Teilkérper von D.
Dazu reicht es zu zeigen,

CD(K) =K
(nach A3.5). Weil K kommutativ ist, gilt
KC CD(K).

AulRerdem ist K eine einfache Teilalgebra von D. Nach A3.11 ist deshalb
Cp(CoK) =K,
d.h. Kist das Zentrum des Schiefkdrﬁé’ré:D(K). Ware
CD(K) # K,
so gébe es nach dem Satz von Noether-Skolom ein tber K separables Element

207 \Wie oben folgt wiederD". Jedes Element des Zentralisators der linken Seite kommutiert

insbesondere mit jedem Element vo®2A Weil A nach Voraussetzung zentral ist, besteht die linke
Seite somit aus Elementen vo®E = E, welche mit ®CE(B) = CE(B) kommutieren.

208 nach dem ersten Schritt bzw. nach dem Beispiel von A3.1.
29 Eir jedes Ideal © CA(B) ist I®kE ein Ideal von C,&(B)®kE'

219 Nach der Bemerkung von A3.1 ist jeder Zentralisator in einem Schiefkérper ein Teilschiefkdrper.
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ue CD(K) - K.
Dann ware aber K(u) eine separable Kérpererweiterung von k mit
kC K(u) S D,
welche echt grof3er ist alsK. Dies widerspricht jedoch deivahl von K (der

Maximalitatseigenschatft). Also gilt
CD(K) =K.

QED.
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