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Bezeichnungen

Ab Kategorie der abelschen Gruppen, vgl. 1.1.4.

BN n-dimensionale Vollkugel im euklidsichen Raum von Radius 1, vgl. 3.5.9.

BnK Gruppe der n-Rinder des Komplexes K, vgl. 2.1.1.

Cat Kategorie der Kategorien, vgl. 1.1.11.

C(K) Komplex der orientierten smplizialen Ketten des K ettenkomplexes K, vgl.
5.1.2.

C(K,L) Komplex der orientierten simpliziaen Ketten des simplizialen Paares
(K,L),vgl.5.1.2.

0Ab Kategorie der Komplexe abelscher Gruppen, vgl. 2.1.4.

aq n-ter Rand-Operator eines Komplexes, vgl. 2.1.1, insbesondere des
singuldren Komplexes eines topologischen Raums, vgl. 3.2.2.

ar*f n-ter Rand-Operator des KomplexesK, vgl. 2.1.1.

Aq das g-dimensionale Standard-Simplex, vgl. 3.1.2

Aq Rand des g-dimensionalen Standard-Simplexes, vgl. 3.1.4.

A Kategorie der (abstrakten) Simplizialkomplexe, vgl. 5.1.1.

A Kategorie der smpliziaen Paare, vgl. 5.1.1.

N

A Kategorie der geordneten Simplizialkomplexe, vgl. 5.1.1.

N

A2 Kategorie der geordnete smplizialen Paare, vgl. 5.1.1.

Ens Kategorie der Mengen, vgl. 1.1.4.

ejq diej-te Rand-Abbildung des g-dimensionalen Standard-Simplex, vgl.
3.14.

GAb Kategorie der graduierten abelschen Gruppen, vgl. 2.1.4.

yX die konstante Abbildung des topologischen Raums X mit Werten im

einpunktigen topologischen Raum P, vgl. 3.4.2.
HomC(X,Y) Menge der Morphismen X — Y der Kategorie C, vgl. 1.1.2.

Hn(K) n-te Homologie-Gruppe des Komplexes K, vgl. 2.1.1

Hn(X) n-te singuldre Homologie des topologischen Raums X, vgl. 3.3.1.

Hn(X A) n-te singuldre Homologie des topologischen Paares (X, A), vgl. 3.3.1.

ﬁqX g-te reduzierte Homol ogie des nicht-leeren topol ogischen Raums X, vgl.
34.2.

idx identischer Morphismus des Objekts X, vgl. 1.1.2.

Mor(C) Klasse der Morphismen der Kategorie C, vgl. 1.1.3.
P ={p} der einpunktige topologische Raum, vgl. 3.4.1.

gn n-dimensionale Einheitssphire, vgl. 3.5.9.
S(K) Komplex der geordneten simplizialen Ketten des SimpliziakomplexesK,
vgl. 5.1.2.



S(K,L) Komplex der geordneten ssimplizialen Ketten des smplizialen Paares

(K,L),vgl.5.1.2.

Top Kategorie der topologischen Rdume, vgl. 1.1.4

Top(z) Kategorie der topologischen Paare, vgl. 1.2.7.

VeC'[K Kategorie der Vektorrdume iiber dem Korper K und K-linearen
Abbildungen, vgl. 1.1.10.

S X Gruppe der g-dimensionalen singulédren Ketten des topologischen Raums
X,vgl. 3.2.2.

V(K) Menge der Ecken des abstrakten SimplizialkomplexesK, vgl. 5.1.1.

N Gruppe der n-Zyklen des Komplexes K, vgl. 2.1.1.
|| Redliserungsfunktor, vgl. 5.1.2.
=~  Homotopie von stetigen Abbildungen, vgl. 1.2.3, Homotopie-Aquivalenz von
topologischen Rdumen, vgl. Bemerkung 1.2.6 (iv), Kontrahierbarkeit eines
Raumes, vgl.1.2.3.
A

welche 1 in das O-Simplex P abbildet, vgl. 3.4.5.

Ak der im Grad k konzentrierte Komplex zur abelschen Gruppe A, vgl. 2.1.4.

[C| Klasse der Objekte einer Kategorie, vgl. 1.1.2

cop die zur Kategorie C duale Kategorie, vgl. 1.1.5.

CxD Das Produkt der Kategorie Cund D, vgl. 1.1.6

A

P das singuldre 0-Simplex mit dem Wert P, wobei P einen Punkt eines
topologischen Raums X bezeichnet, bzw. die Ketten-Abbildung (Z,0) —
3X,

1. Vorbereitungen
1.1 Kategorien und Funktoren

1.1.1 Vorbemerkung

Der Begriff der Kategorie axiomatisert das Phianomen, dal3 es zu den meisten
mathematischen Objekten in natiirlicher Weise zugeordnete Abbildungen gibt.

Beispiele solcher Paare von Objekten und Abbildungen sind:

Vektorrdume - lineare Abbildungen

Gruppen - Gruppenhomomorphismen

Ringe - Ringhomomorphismen

metrische Rdume - abstandstreue Abbildungen, bzw. kontrahierende Abbildungen
topologische Rdume - stetige Abbilungen

1.1.2 Der Begriff der Kategorie
Eine Kategorie C besteht aus
(i) einer Klasse von Objekten |C|
(i) ener Menge
Hom(X,Y) = HomC(X,Y) =C(X,Y)

von Morphismen von X nach Y fiir je zwei Objekte X,YE|C|.
(iii) ener Abbilung



Hom(X,Y)xHom(Y,Z) — Hom(X,2), (f,g) » gef,
fiir je drei Objekte X,Y ,Z€|C|, welche M orphismenkomposition heif3.

Man fordert aulerdem, daf} die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

1.

Assoziativgesetz der Morphismenkomposition. Fiir je vier Objekte X,Y,Z,W
€ |C| und je drei Morphismen feHom(Z,W), geHom(Y,Z), heHom(X,Y) gilt

. _— fe(geh) = (feg)oh. . .
Existenz der identischen M or phismen. Fiir jedes Objekt XEICI enthilt die
Menge Hom(X,X) einen sogenannten identischen Morphismus idXEHom(X X)

derart, dal3 fiir je zwei Objekte X,YE|C| und jeden Morphismus fEHom(X,Y) die
folgenden beiden Relationen bestehen.
foidX =fund idYof =f
Die Hom-Mengen einer Kategorie sind paarweise digunkt, d.h. aus
Hom(X,Y) () Hom(X',Y") # &
folgt stets X = X'und Y =Y'. Zum Beispiel werden in der algebraischen Topologie

die Abbildung
Q—R x» x,

Q—C xw»x,

als verschieden angesehen (obwohl sie als Mengen von Paaren, d.h. aus der Sicht
der Mengentheorie, gleich sind).

und

1.1.3 Bemerkungen zur Definition

(i)

(ii)

(iii)

Man sieht leicht, dal3 es in jeder der Mengen Hom(X,X) genau einen identischen
Morphismus gibt. Sind namlich id, id’ €Hom(X,X) zwe solche Morphismen, so
gilt

id=ideid’ =id'.
Seien X und Y Objekte der Kategorie C. Ein Morphismusf: X—Y ist dann ein
Element der Menge Hom(X,Y'). Das Objekt X heifdt auch Quelle des Morphismus
X undY heil Ziel vonf.
DieKlasse, welche durch Vereinigung aller Hom-Mengen einer Kategorie C
entsteht heif Klasse der Morphismen von C und wird mit Mor(C) bezeichnet.

1.1.4 Beispiele fiir Kategorien

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

v)

Die Kategorie der Mengen wird mit Ens bezeichnet. Ihre Objekte sind die
Mengen, d.h. |Eng| besteht aus allen Mengen. Die Morphismenmenge Hom(X,Y)
besteht aus alen Abbildungen X—Y.

Die Kategorie der abelschen Gruppen wird mit Ab bezeichnet. Ihre Objekte sind
die abelschen Gruppen, d.h. |JAb| ist die Klasse aller abelschen Gruppen. Die
Morphismenmenge Hom(X,Y) besteht aus alen Gruppenhomomorphismen X—Y.
Die Kategorie der topologischen Riume wird mit Top bezeichnet. Ihre Objekte
sind die topologischen Raume. Die Morphismenmenge Hom(X,Y) besteht aus
alen stetigen Abbildungen X—Y.

Im néchsten Abschnitt werden wir die Homotopiekategorie Htp definieren. lhre
Objekte sind dieselben wie die von Top. Ihre Morphismen sind im algemeinen
keine Abbildungen mehr, sondern Aquivalenzklassen stetiger Abbildungen.

Sel C eine quasigeordnete Menge, d.h. C sei eine Menge, die mit einer reflexiven
und trangtiven Relation =" versehen sai. Dann definiert C eine Kategorie, die
ebenfalls mit C bezeichnet werde. Die Objekte der Kategorie seien die Elemente
vonC,

IC|=C.
Die Menge Hom(X,Y) bestehe aus genau einem Element, wenn X=Y gilt und ist
andernfalls leer. Ist umgekehrt C ein Kategorie, fiir welche ICl eine Menge ist und



deren Hom-Mengen aus jeweils hochstens einem Element besteht, so besitzt
dadurch |C| die Struktur einer quasigeordneten Menge.

(vi) Sei G ene Gruppe. Dann definiet G eine Kategorie, die ebenfals mit G
bezeichnet wird. Die Kategorie besteht aus nur einem Objekt, sagen wir, dem
Einselement der Gruppe,

o Gl ={¢},
und die einzige Hom-Menge Hom(e,e) besteht aus den Elementen der Gruppe,
Hom(ee) = G.
Die Morphismenkomposition sei gerade durch die Multiplikation der
Gruppene emente gegeben.

Hom(e,e)xHom(e,e—Hom(e,e), (0,0°) » g 0.

1.1.5 Dieduale Kategorie

Sei C eine Kategorie. Die zu C duae Kategorie wird mit COP bezeichnet und ist wie
folgt definiert. Die Objekte von COP sind dieselben wie die von C,
|COP| := |C].

Die Morphismen von CP sind ebenfalls diesslben wie die von C, werden aber in
anderer Weise den Paaren von Objekten zugeordnet. Es gelte
HomCop(X Y) = HomC(Y,X)

fiir je zwe Objekte X,Y€E|C|. Ein Morphismus f:X—Y von C ist also as Morphismus

von COP ein Morphismus mit dem Ziel X und der Quelle Y. Morphismenkomposition
von COP it ebenfalls diesdlbe, wie die von C,
foCOpg = gon

1.1.6 Das Produkt von Kategorien

Seien C und D Kategorien. Das Produkt von C und D wird mit

CxD
bezeichnet und ist die in folgender Weise definierte Kategorie. Die Objekte von CxD ist
die Paare (X,Y) mit X€|C| und YE|C|. Die Menge Hom((X,Y),(X’,Y)) besteht aus den
Paaren (f,g) mit feHom(X,X") und geHom(Y,Y"). Die Komposition ist schliefdich
koordinatenwel se definiert.

(f.9)°(f".g’) := (fof', g°@).

1.1.7 Teilkategorien

Sei C eineKategorie. Eine Kategorie D heifd Teilkategorie von C, fallsfolgende
Bedingungen erfiillt sind.

@ DblI<icl

(i) HomD(X,Y) c HomC(X,Y) fiir beliebige Objekte X,Y von D.

(iii) Die Komposition von Morphismen von D ist dieselbe wie die der entsprechenden
Morphismen von C.
(iv) Dieidentischen Morphismen der Mengen HomD(X,X) mit X&|D| sind auch

identische Morphismen von C.

Eine volle Tellkategorie ist eine Teilkategorie, fiir welche in (ii) stets das

Gleichheitszeichen gilt.

Beispiele

(i) DieKategorie der endlichen abelschen Gruppen ist ein Beispiel einer vollen
Tellkategorie von Ab.

(i) Die Kategorie der metrischen Rdume und abstandstreuen Abbildungenist eine
Teilkategorie in der Kategorie der metrischen Rdume und kontrahierenden




Abbildungen. Beide Kategorien haben dieselben Objekte. Die erstere ist keine
volle Tellkategorie in der zweiten. Beide sind Teilkategorien von Ens.

1.1.8 Spezielle Morphismen
Selen C eine Kategorie und f:X—Y, g:Y —=X zwei Morphismen von C mit

fog =id.
Dann heif® f linksinvers zu g und g rechtsinvers zu f. Der Morphismus g heif3t dann
auch Schnitt von f und der Morphismus f hellét Retraktion von g. Ein Isomorphismus ist
ein Morphismus, zu welchen ein linksinverser und ein rechtsinverser Morphismus
exigtiert. Zwei Objekte X,Y heil3en isomorph,

X=Y,

fals ein Isomorphismus X—Y existiert. Ein Monomorphismus ist en Morphismus
f:X—Y mit der Eigenschaft, daB fiir beliebige Morphismen u,v mit dem Ziel X gilt

fous fovfalsus= v.
Ein Epimorphismus ist ein Monomorphismus der dualen Kategorie.

Beispiele

Ein Isomorphismusin Ensist einfach eine bijektive Abbildung. Ein Isomorphismusin
Top ist eine bijektive stetige Abbildung mit stetiger Umkehrung. Solche Abbildungen
hei3en auch Homsomorphismen.

1.1.9 Funktoren

Seien C und D Kategorien. Ein Funktor F: C—D (oder auch kovarianter Funktor)
besteht aus

() ener Abbildung F: |C|—|D| der Objekte, die ebenfalls mit F bezeichnet wird.

(i) ener Abbildung F: Mor(C)—Mor(D) der Morphismen, die ebenfalls mit F
bezeichnet wird.

Dabei wird gefordert, da3 folgende Bedingungen erfiillt sind.

f
1.  FHom(X,Y)) € Hom(F(X),F(X)) fiir beliebige X,YE|C|, d.h. {(X—Y) it &n

F(f
Morphismus der Gestalt f(X) L)> f(Y).

2. F(feg) = F(f)°F(g) fiir beliebige Morphismen, welche fog definiert ist.
3. F(idx) = idF(X) fiir beliebige Objekte XE|C|.

Ein Kofunktor F von C nach D (oder auch kontravarianter Funktor) ist ein Funktor
F:C%P—D,

f
der auf der zu C duaen Kategorie definiert ist, d.h. f(X—Y) ist eéin Morphismus der

F(f)
Gestalt f(Y) — F(X).

Ein Bifunktor ist ein Funktor der Gestalt
F: CxC' — D,
wobei C, C' und D Kategorien seien.
Bemerkung
Ist F.C—D en (Ko-)Funktor und f:X—Y en Isomorphismus, so ist auch F(f) en
Isomorphismus. Ist ndmlich g zu f invers, so ist F(g) zu F(f) invers. Zum Beispiel gilt im

Funktorfall
F(g)°F(f) = F(g*f) = Fidy ) = idp .y



1.1.10 Beispiele fiir Funktoren

(i) Sei Ceine Kategorie. Der identische Funktor 1d:C—C hildet jedes Objekt von C
und jeden Morphismus von C auf sich selbst ab.
(i) Seien C eine Kategorie und A€|C| ein Objekt. Der zu A gehorige kovariante
Hom-Funktor ist der Funktor
hA =Hom(A,?): C — Ens, X » Hom(A,X),
d.h. fiir Objekte X€E|C| gelte hA(X) := Hom(A ,X). Auf den Morphismen f:X—=X’

vonCisth A durch die Morphismenkomposition definiert.

hA(f): Hom(A,X) = Hom(A,X"), g » feg.
(i) Seien C eine Kategorie und A€|C| ein Objekt. Der zu A gehorige kontravariante
Hom-Funktor ist der Funktor
KA = Hom(?2,A): COP — Ens, X 1 Hom(X,A),
d.h. fiir Objekte X€E|C| gelte hA(X) := Hom(X,A). Auf den Morphismen f:X—X’
von Cist i durch die M orphismenkomposition definiert.
hA(f): Hom(X’,A) — Hom(X,A), g » gef.
(iv) Seien C eine Kategorie. Dann ist der zu C gehorige Hom-Funktor definiert als der
Bifunktor
Hom: C%PxC — Ens, (X,Y) = Hom(X,Y),

welcher kontravariant im ersten und kovariant im zweiten Argument ist. Auf den
Morphismen (f,g):(X,Y) — (X’,Y’) ist Hom durch die Morphismenkomposition
definiert.
Hom(f,9): HomC(X,Y) — HomC(X’,Y’), o B geowef

Man beachte, a's Morphismen von C haben f bzw g die Gestalt f:X’—X und
gY—=Y’.

(v)  Wennwir die Gruppen G und H als Kategorien auffassen, so ist ein Funktor
F:G—H gerade ein Gruppenhomomorphismus und Kofunktor ein
Antihomomorphismus (d.h. eine Abbildung mif F(g-g’) = F(g')-F(g)).

(vi) Fiir jeden Korper K definert der Ubergang zum dualen Vektorraum einen
kontravarianten Funktor

*: (VectK)Op — Vect
der KategorieVe(:tK

(vii) Fiir jeden K-Vektorraum W definiert das Tensorprodukt einen kovarianten
Funktor

W®K: Vect

* *
K,V|—>V TS

der K-Vektorrdume und K-lineare Abbildungen in sich.

—Vect,,Vp W®KV,f [EN f®|dW.

K K’
1.1.11 Komposition von Funktoren
Seine F.C—D und G:D—E zwei Funktoren. Dann ist die Zusammensetzung von F und
G ein Funktor
GeF. C—E,

der wie folgt definiert ist. Fiir jedes Objekt X von C gilt

GeoF(X): = G(F(X))
und fiir jeden Morphismus f:X—Y von C gilt

GeF(f) := G(F(f)).
Die Kategorie der Kategorien wird mit Cat bezeichnet. Ihre Objekte sind die
Kategorien, ihre Morphismen sind die Funktoren und als Komposition nimmt man die




eben beschriebene Zusammensetzung von Funktoren. Die Kategorie ist mit Vorsicht zu
verwenden, da sie anfillig gegeniiber den Widerspriichen der Mengenlehre ist.

1.1.12 Natiirliche Transformationen

Seien F, G: C—D zwei Funktoren mit derselben Quelle und demselben Zidl. Eine
natiirliche Transformation £:F—G oder ein funktorieller Morphismusist eéine Familie

(E)FO~C00} y c

von Morphismen aus D mit der Eigenschaft, daB fiir jeden Morphismus f:X—X" von C
das folgende Diagramm kommutativ i<t.
X

F(X) E(—) G(X)

F(H)] <) e

F(X") —" G(X)
Sind die Morphismen g(X) sidmtlich Isomorphismen, so heif & auch natiirliche
Aquivaenz oder funktorieller Isomorphismus. Die Inversen der §(X) definieren dann
ebenfalls eine natiirliche Aquivalenz. Sind §:F—=G und m:G—H zwe natiirliche
Transformtionen, so ist durch

(Een)(X) = E(X)en(X)
eine natiirliche Transformation Een: F—H definiert, die Zusammensetzung der
natiirlichen Transformationen € und ).

Die Kategorie der Funktoren auf C mit Wertenin D wird mit
Hom(C,D) = HomCat (C,D)

bezeichnet. Ihre Objekte sind die Funktoren C—D, d.h.
|[Hom(C,D)| = HomCat (C,D)

ihre  Morphismen sind die natiirlichen  Transformationen und  die
Morphismenkomposition ist die eben definierte Zusammensetzung natiirlicher
Transformationen.

1.1.13 Beispiele natiirlicher Transformationen®

(i)  Fiir jeden Funktor F:C—D definiert die Familie der identischen Morphismen von
D eine natiirliche Transformation id:F—F, die identische Transformation von F.

(i) Selen C ene Kategorie und AE|C| ein Objekt. Weiter seien F:C—Ens en
Funktor und acF(A) ein Element. Dann kann man wie folgt eine natiirliche
Transformation

d)a'.hA—>F

konstruieren. Wie oben bezeichne h A C—Ens, Xi»>Hom(A,X) den kovarianten

Hom-Funktor. Fiir jedes XE|C| sei ®&(X) die Abbildung

®AX): Hom(A,X) — F(X), (AL)X) > F(f)(a),
d.h.

OX)(f) := F(f)(a).

! Diein der lineare Algebra definierte Abbildung
V N V**
eines Vektorraums in sein doppeltes Dual definiert einen funktoriellen Morphismus des identischen

Funktors in die Zusammensetzung des Dualisierungsfunktors mit sich selbst. Auf den endlich-
dimensionalen Vektorrdumen ist dies ein funktorieller Isomorphimus.



Man beachte F(f) ist eine Abbildung F(f):F(A)—F(X). Die Kommutativitit der
obigen qudratischen Diagramme ist eine Folge der Funktoreigenschaft von F.

(i) Seien C eine Kategorie und AE|C| ein Objekt. Weiter seien F:COP—Ens ein
Kofunktor und acF(A) ein Element. Dann kann man wie folgt eine natiirliche
Transformation

DA > F
konstruieren. Wie oben bezeichne H: COP—Ens, XpHom(X,A) den
kontravarianten Hom-Funktor. Fiir jedes X&|C| sai ®(X) die Abbildung

®AX): Hom(X,A) — F(X), (XLA) m F(f)(@).

Man beachte F(f) ist eéine Abbildung F(f):F(A)—F(X). Die Kommutativitit der
obigen qudratischen Diagramme ist eine Folge der Funktoreigenschaft von F.
Das nachfolgende Lemma von Yoneda besagt, es gibt keine weiteren natiirlichen
Transformationen h N F neben den eben beschriebenen.

1.1.14 Lemmavon Yoneda
Seien F. C — Ens en Funktor, A€|C| en Objekt und &: hAaF eine natiirliche

Transformation. Dann gibt es genau ein Element acF(A) mit £ = 2. Es gilt

a=E(A)(id,).
Mit anderen Worten, die Abildung
a
FA) — HomHom(C,Ens) (h, ,F),ap @
ist bijektiv.
Bemerkungen
()  Eine natiirliche Transformation h A—>F ist also bereits eindeutig durch ihren Wert

im Element idAehA(A) bestimmt, und als Bild kann man ein beliebiges Element
von F(A) vorgeben.

(i) Eine analoge Aussage gilt auch fiir Kofunktoren F:C%P— Ens und natiirliche
Transformationen h*> — F. (Man ersetze C durch COP).

Beweis des YonedaLemmas. Fiir jeden Morphismus f:A—X von C ha man en
kommuitatives Diagramm
E(A)

hy(A) = F(A)

h, (f) F(f)
hA la(x)l
(0 = F(X)

Inshesondere erhilt man fiir das Bild von id Aeh

A(A) bel den beiden moglichen

Kompositionen:
EX)(h, (N(id,)) = F(E(A)Id,))
Il Il
E(X)() Ff@  =o4X)@a
Dabei haben wir a= E(A)(idA) gesetzt. Esgiltalso & = o2
Zum Beweis der Eindeutigkeit von anehmen wir an, es gilt
o= 0%  aacFA).



Dannist aber a= F(id,,)(8) = ®XA)(id ) = @2 (A)(id ) = F(id)@) =a.
QED.

1.1.15 Dar stellbar e Funktoren

Seien F:C—Ens ein (Ko-)Funktor und A€|C| ein Objekt. Ein Element acF(A) heil3t
universdl fiir F, wenn die zugehorige natiirliche Transformation

o2 = F (bzw. o%h, —F)

ein Isomorphismus von Funktoren (d.h. eine natiirliche Aquivalenz) ist. Das Objekt A

heil¥ dann darstellendes Objekt fiir den Funktor F. Ein Funktor, der ein darstellendes

Objekt besitzt, heifd darstellbar.

Nicht jeder Funktor ist darstellbar. Das Paar (A,d) ist, fallses existiert bis auf

| somorphie eindeutig bestimmt.

Bemerkungen

(i)  Wir haben in der Vorlesung zur linearen Algebra eine Reihen von Beispielen fiir
Universalititeigenschaften kennengelernt, ohne genau sagen zu kénnen, was man
unter ener Universalititseigenschaft eigentlich versteht. Der Begriff des
darstellbaren Funktors ist die formale Antwort auf diese letztere Frage: der
Nachweis der Darstellbarkeit eines Funktors ist gleichbedeutend mit der
Konstruktion eines Objektes mit einer Universalititseigenschaft.

(i) Man beachte die Ahnlichkeit des nachfolgenden Beweises mit den
Eindeutigkeitsbeweisen fiir Objekte mit Universalitdtseigenschaften.

1.1.15 Eindeutigkeit des darstellenden Paares
Sel F.C—Ensein darstellbarer Funktor mit dem universellen Element acF(A). Dann
gilt:
()  Zujedem Objekt X&€|C| und jedem Element x&F(X) gibt es genau einen
Morphismus f:A—X von C mit F(f)(a) = x.
(i) Istx ebenfalls universell, soist f ein Isomorphismus.
Bewels. (i). Nach Voraussetzung ist die Abbildung
DX(X):Hom(A X) — F(X), f 1> F(f)(a),
bijektiv. Es gibt also genau ein f mit F(f)(a) = x.
(i) Ist auch x universell, so gibt es aul¥erdem noch genau ein g mit F(g)(x) = a. Dann ist

L ~ F(fg)(x) = F(F@)(x) = F(f)(a) = x
Vergleich mit der Identitét
F(idx)(x) =X

zusammen mit der Universalitit vom x liefert fg = id,,. Aus Symmetriegriinden gilt dann

X
aber auchfg= idA, d.h. f ist ein Isomorphismus.

QED.

1.1.16 Algebraische Konstruktionen in beliebigen Kategorien

Der Begriff des darstellbaren Funktors kann man benutzen um Konstruktionen der
Mengelehre auf allgemeine Kategorien zu iibertragen. Wir fiihren einige Beispiele an.
0] Direkte Summen. Seien A,BE|C| zwei Objekte und F der Funktor

F= (hA, hB): C — Ens, X » Hom(A,X)xHom(B,X).

Auf den Morphismen sei F wie folgt definiert. Fiir f:X—=X'&Mor(C) sei F(f) die
Abbildung

21In der obigen Identitiit, E(A)(f) = F(f)(a), welche fiir jeden Morphismus f:A—X gilt, setze man f=idA (und

insbesondere X=A). Wegen & = @2 ergibt sich Fid )@ =E(A)(id, ) = (I)a(A)(idA).



F(f): Hom(A,X)xHom(B,X) — Hom(A,X’)xHom(B,X"), (a.,p) » (fa,,fp).

Ist F darstellbar und ist S ein darstellendes Objekt, so gilt fiir jedes XE|C]:

Hom(A,X)xHom(B,X) = Hom(S,X).
Das Objekt S=|C]| heil3t dann direkte Summe von A und B (oder auch Koprodukt) und
wird mit

S=A®B
bezeichnet. Ist
(p,9EHOM(A,S)xHom(B,S)

das universelle Element, so heiRen p:A—A®B und g:B—A@®B natiirliche Einbettungen.®
Die direkte Summe S von A und B ist dadurch charakterisert, dal3 es zu je zwe
Morphismen aA—X und b:B—X mit demselben Zid X genau enen Morphismus
f:S—=X gilt mit a=fp und b = fq. Anaog definiert man unendliche direkt Summen.
(i) Direkte Produkte sind die direkten Summen der dualen Kategorie. Man spricht
dann von den natiirliche Projektionen AxB—A und AxB—B.
Beispiele
Diedirekten Summen in Ensund Top sind gerade die digunkten Vereinigungen. In Ab
sind es die gewohnliche direkten Summen von Gruppen.
Die direkten Produkte in Ens, Top und Ab sind die Produktmengen, Produktriume
bzw. die gewohnlichen direkten Produkte.

1.2 Homotopie

1.2.1 Vorbemerkungen

(i) Sa f:X—Y ene stetige Abbildung. Die Homotopietheorie interessiert sich fiir
Eigenschaften von f, die sich bel kleinen Verdnderungen von f auch nur wenig
dndern.

(i) DiePhysik zum Beispiel muf3 im algemeinen davon ausgehen, dal3 dies bel dlen
physikalisch interessanten Eigenschaften der Fall ist (weill jede Messung mit
Fehlern behaften ist, also nur Eigenschaften erfal3 werden, die sich bei geringen
MefBfehlern nur unwesentlich abandern).

(i) LaBt sich ene Eigenschaft der angegebenen Art durch ene diskrete Grofe
beschreiben, zum Beispiel durch eine natiirliche Zahl, so bleibt diese Eigenschaft
tiberhaupt vollig invariant auch bel grof3en Veridnderungen, sobald sich diese nur
aus vielen kleinen zusammensetzen.

(iv) Letzteresist die Grundlage des sogenannte Prinzips der Homotopie-Invarianz. Der
Begriff der Homotopie ist eine Formalisierung des beschriebenen Phinomens.

1.2.2 Der Begriff der Homotopie

Seien X,Y topologische Ridume und 1=[0,1] das Einheitsintervall. Eine Homotopie oder
auch Deformation von X nach Y ist eine stetig Abbildung
F: Xxl =Y.
Fiir jedes t€l ist dann insbesondere die Abbildung
Ft - X=Y, X » F(X1),
stetig. Wir werden im folgenden auch von der zugehorigen Familie
{ Ft : X—=Y} el

als von einer Homotopie sprechen, bzw. mit dem Begriff der Homotopie immer die
Vorstellung einer solchen Familie von stetig variierenden Abbildungen verbinden. Stait
von einer Homotopie werden wir auch von einer stetigen Familie

Ft X=Y, El,

% Im Fall von Vektorrdumen oder Gruppen kann man fiir p und q die natiirlichen Einbettungen der beiden
direkten Summanden in die direkte Summe verwenden.



von Abbildungen sprechen.
Bemerkung
Wenn man x&X festhilt und t€l variiert, so kann man sich Ft(x) als einen sich mit der

Zeitim Raum'Y bewegenden Punkt vorstellen. Analog stellt man sich Ft(X) aseinsch
mit der Zeit deformierendes Gebilde vor.

1.2.3 Homotope Abbildungen

Zwei stetige Abbildungen f,g:X—Y heil3en homotop, falls es eine stetige Familie von
Abbildungen
Ft :X=Y, El,

gibt mit f = Fo undg= Fl‘ Wir schreiben dann

f=~goder Ff=g
und sagen, F ist eine Deformation der Abbildung f in die Abbildung g.
Sal ACX en Teilraum. Falls die Einschrinkung Ftl A auf A unabhingig von t ist, so

heil3t eine F auch relative Homotopie bzgl. A. Wir schreiben dann

f=grel Aoder Ff=grel A.
Istg = Fl eine konstante Abbildung, so heif¥ F auch Nullhomotopie und f = F,, heil

0
nullhomotop, symbolisch

f=0.
Ein topologischer Raum X heif3t kontrahierbar, fall die identische Abbildung

d: X — X
nullhomotop ist. Wir schreiben dann auch
X=0.

1.2.4 Homotopieklassen

Die Homotopierelation ~ ist eine Aquivalenzrelation. Die zugehorigen
Aquivalenzklassen heiflen Homotopieklassen. Die Homotopieklasse der stetigen
Abbildung f:X—Y wird mit [f] bezeichnet.

Beweis. Reflexivitit. Die konstante Homotopie Ft(x) =f(x) zeigt, esgilt F:f = .
Symmetrie. Ist

Ft:X—>Y,tEI,

eine Deformationvonfing, soist

FpLyi XY, €l

eine Deformationvon ginf.
Trangtivitit. Seien Homotopien

Ff=gundG:g=h
gegeben Wir setzen

1

"2
N

G(X,Zt-l) fiir §—t—1

F(x,2t) fiir 0=
H(x,t) :=

Dannist H eine Deformation von f in h.
QED.

1.2.5 Vertriglichkeit mit Kompositionen
Seenf,f:X—Y und g,g":Y —Z stetige Abbildungen mit

f=fundg=g'.
Dann gilt gef = g’ of".



Beweis. Mit F:f =f' und G:g = g’ gilt H: gof = g of’, wenn man Ht = GtoFt Setzt.

QED.
Bemerkung

Nach Aussage 1.2.5 ist die Homotopieklasse [feg] nur von den Homotopieklassen [f]
und [g] abhéngig und nicht von den einzelnen Reprisentant. Man kann also

[fle[g] := [foq]
setzten und auf diese Weise die Komposition von Homotopieklassen definieren.

1.2.6 Die Homotopiekategorie

Die Homotopiekategorie wird mit Htp bezeichnet. Ihre Objecte sind die topologischen
Riume und thre Morphismen die Homotopieklassen setiger Abbildungen. Die
Morphismenkomposition ist die oben definierte Komposition von Homotopieklassen.
Bemerkungen
0] Htp hat dieselben Objekte wie Top.
(i) Der Ubergang zu den Homotopieklassen definiert einen Funktor
. Top— Htp, X » X, f » [f],
den sogenannten Homotopiefunktor.

(i) Diewichtigste Methode der algebraischen Topologie besteht in der Konstruktion

von gewissen Funktoren F: Top — A, wobei A eine der algebraischen Kategorien

ist (Gruppen, Ringe, ...). Meistens sind diese Funktoren homotopieinvariant, d.h.

ausf = gin Top folgt stets F(f) = F(g). Mit anderen Worten, F faktorisiert sich
tiber den Homotopiefunktor 7, d.h. hat die Gestalt

n F’
Top — Htp — A.

Der Funktor F vernachléssigt alle Informationen, welche auch von s vernachlidssigt
werden. Deshalb interessiert man sich in der algebraischen Topologie mehr fiir die
Kategorie Htp als fiir Top.

(iv) Insbesondere macht man oftmas keinen Unterschied zwischen topologischen
Réumen, die in Htp isomorph sind. Das sind Raume X)Y zu denen es stetige
Abbildungen

f:X—=Y undgY—X

gibt mit fog = idY und gof = idx. Solche Abbildungen heif3en
Homotopieiquivaenzen. Die Riaume X und Y, zwischen denen es
Homotopieédquivalenzen gibt, heifst homotopieiquivaent, symbolisch,

X=Y.*

* Ein nicht-leerer Raum X ist genau dann homotopie-iquivalent zum einpunktigen Raum P, wenn er
kontrahierbar ist:

X=P& X=0.
Die Bedingung links bedeutet, die einzige Abbildung f: X — P besitzt eine Homotopie-Inverse, sagen

wir g: P— Y. Die konstante Abbildung gef: X — X ist dann homotop zur identischen Abbildung,
d.h. die Bedingung rechts ist erfiillt. Die Bedingung rechts bedeutet umgekehrt, die identische Abbildung
Id: X — X ist homotop zu einer konstanten Abbildung, sagen wir zu
f: X — X, f(X)={p}.
Betrachten wir f als Abbildung
f: X — P:={p}

und bezeichnen mit g: {p} — X die natiirliche Einbettung. Dann gilt

gof = Id.
Triviadlerweiseist feg = Id, d.h. f und g sind zueinander homotopie-invers, d.h. es gilt

X =P



(v) Homotopieinvariane Funktoren haben dieselben Werte auf homotopieéquivalenten
Réiumen, genauer

X =Y = F(X) = F(Y).

1.2.7 Topologische Paare

Unter einem topol ogischem Paar wollen wir im folgenden ein Paar (X,A) verstehen,
wobel X ein topologischer Raum ist und A ein Unterraum von X. Eine Abbildung von
Paaren,

f: (X,A) = (Y,B),
soll eine stetige Abbildung f:X—Y sein mit f(A)CB. Die topol ogischen Paare und ihre
Abbildungen bilden bzgl. der gewohnlichen Komposition eine Kategorie, die mit

Top(z)
bezeichnet wird. Mit Hilfe des Funktors

Top — Top(z), X (X,9),
identifizieren wir im folgenden Top mit einer vollen Tellkategorie von Top(z).

1.2.8 Die direkte Summe von topologischen Paaren
Sel der topologische Raum X digunkte Vereinigung der Familie{Xi}iEI ,d.h. Xistdie
direkte Summe dieser Rdume in Top,

X=®ig X

Weiter sei A C X ein Unterraum und es sai Ai = AﬁXi . Dann ist das Paar (X,A) Iin
Top(z) die direkte Summe der Paare (Xi' Ai)’
(X,A) = ®iEI (Xi ’Ai)'

1.2.9 Ein Produkt von topologischen Paaren

Fiir Paare (X,A) und (Y ,B) setzen wir
(X,A)x(Y,B) .= (XxY, XxB U AxY)

Diesist nicht das direkte Produkt der beiden Paare in Top(z).

1.2.10 Homotopie von Paaren

Zwe Abbildungen f,g:(X,A)—(Y,B) heil®en homotop, falls es eine Homotopie H:f=g
gibt, fiir welche alle Ht Abbildungen (X,A)—(Y,B) von Paaren sind. Man schreibt dann
wieder f=g. Die Relation = ist éine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen werden

wieder mit [f] bezeichnet. Man erhilt auf diese Weise eine Kategorie Htp(z) und einen
Funktor

2 Top@—Htp@, (X,A)m (X,A), f & [f].

1.2.11 Topologische Tripel von topologischen Riumen

Unter einem topologischen Tripel wollenwir ein Tripel (X,A,B) verstehen mit

B C A C X,wobe X eintopologischer Raumist. Fallsnur A C X und B C X gilt
sprechen wir von einer (topologischen) Triade.

Beide Begriffe fiihren zu gewissen Kategorien, welche Top(Z) enthalten und sogar zu
entsprechenden homotopi schen Begriffen und Kategorien.




2. Homologie von Komplexen
2.1 Komplexe

2.1.1 Die Homologie eines Komplexes
Ein Komplex K (von abelschen Gruppen, von k-Vektorrdaumen, von R-Moduln, ...) ist
eine Familie
{an:Kn_)Kn-l} neZ
von aufei nanderfol genden Homomorphismen (von abel schen Gruppen, von k-
Vektorraumen, von R-Moduln,...) mit der Eigenschaft, dal die Zusammensetzung von je
zwei aufeinanderfolgenden Homomorphismen Null ist,
0 .°0 =0.
n-1 "n
Schreibweise:
K: K an+1K an K an-1K
PR n+1é né n_lé n_2...
Die Elemente von Kn heifen n-dimensionale Ketten oder auch n-Ketten von K. Die

Elemente der Untergruppe
ZnK = Ker(an)
heiffen n-dimensionale Zyklen oder auch n-Zyklen von K. Die Elemente der

Untergruppe

B.K:=Im@_,,)

heiRen n-dimensionale Riinder oder auch n-Rénder von K. Wegen anoan 1" 0 besteht

die Inklusion BnKQZnK. Man kann also die Faktorgruppe
H K:=Z K/B K.
n n-n

bilden. Diese heifd n-te Homologie des Komplexes K. lhre Elemente heif®en n-
dimensionale Homologieklassen. Zwel Zyklen z,z heiffen homolog, wenn sie in
derselben Homol ogieklasse liegen. Symbolisch:

-7 < Z-Z’EBnK < 7-7' = Jc fiir ein c€EK

n+1’
Dies ist eine Aquivalenzrelation. Die Homologieklasse eines Zyklus z wird mit
[]
bezeichnet. Die Abbildungen an heilfen auch Randabbildungen oder Differentidle des
Komplexes.
Ein Komplex heifdt exakt, wenn Im(8n+1) = Ker(an) gilt fiir jedes n. Das ist équivalent

zu den Bedingungen

HnK =0 fiir n&€Z.

Die Homol ogiegruppen kann man as ein Mal fiir die Abweichung von der Exaktheit
auffassen.

2.1.2 Komplexabbildungen
SeienK := {an:Kn—>Kn_1} nEZ und K’ :={d n:K n—>K n-l} nEZ

Komplexabbildung f:K—K oder auch K ettenabbildung oder auch Komplexmorphismus
ist eéne Familie

Komplexe. Eine

f= {fn:Kn—>K’n} neZ



von Gruppenhomomorphismen, welche mit den Randabbildungen der Komplexe
vertriglich sind. Das bedeutet, die folgenden Diagramme sollen kommutativ sein.

n ,
Kn—>Kn

_n‘l/ f ‘l’_ n
Kk
n-1 n-1
Sind f:K—K’ und f":K’—K” zwei Komplexabbildungen, so ist durch

(Fof) = F of

eine Komplexabbildung K—K” definiert, welche Komposition von f und ' heif% und

mit f’ of bezeichnet wird.

Die Komplexe bilden zusammen mit den Komplexabbildungen und der eben
beschriebenen Komposition eine Kategorie, die Kategorie der Komplexe abelscher
Gruppen oder auch Komplexkategorie iiber Ab. Diese wird mit

0Ab

bezeichnet. Die Isomorphismen in dAb sind digienigen Komplexabbildungen f, deren
Komponenten fn Isomorphismen in Ab sind.

2.1.3 Der Homologiefunktor

Sel f:K—K’ eine Komplexabbildung. Aus der Kommutativitit des obigen Diagramms,
d.h. aus der Bedingung

0 of =f o0
n n nl n

ergeben sich die Inklusionen
f (ZK)CZ K undf (B K)CB K.
nn n ntn n

Nach dem Homomorphiesatz induziert fn einen Homorphismus
f, = an: HnK — HnK 4 =S [fn(z)],

fiir welchen das folgende Diagramm kommutativ ist:

ZKfnZK’
ns 7 “n

ik e
Trividerweise ist Hn(id) die identische Abbildung. Fiir je zwel Komplexabbildungen
f:K—=K’ und f":K’—=K" gilt Hn(f’of) = Hn(f’)oHn(f). Mit anderen Worten, fiir jedes
NEZ ist Hn ein Funktor

H : 0Ab — Ab.
n
Bemerkung
Die Funktoren der algebraischen Topologie sind typischerweise von der Gestalt
Top—0JdAb—ADb,

d.h. sie setzen sich aus zwei Funktoren zusammen, wobel der zweite Funktor der gerade
konstruierte Homologiefunktor ist. Fiir den ersten Funktor gibt es recht unterschiedliche
Moglichkeiten (vielleicht sovide wie Mathematiker). Wir betrachte hier aso zunichst
den formalen, dlen Homologietheorien gemeinsam Tell der algebraischen Topologie
(der manchmal auch a's “general nonsense” bezeichnet wird).



Vereinbarungen
Wenn keine Verwechdungen moglich sind, werden wir anstelle von 6n, fn’ Hn(f) auch

d, f, f, schreiben.

Alle Gruppen seien, wenn nicht ausdriicklich anderes erwihnt, abelsch.

2.1.4 Graduierte Gruppen

Eine (Z-)graduierte Gruppeist eine Gruppe G welche in eine direkte Summe von
Untergruppen Gn zerfallt,

G= @nEZGn

Die Untergruppe Gn heil¥ n-ter homogener Bestandteil von G. Ein Morphismus

f:G—G’ graduierter Gruppen ist ein Gruppenhomomorphismus mit f(Gn)QG’n fiir

jedes n. Die graduierten Gruppen bilden mit den angegebenen Homomorphismen die
Kategorie der graduierten Gruppen. Diese wird mit

GADb
bezeichnet. Ist G eine graduierte Gruppe, so bezeichnet G[i] die graduierte Gruppe mit
G[i]n = G[n+i].
Bemerkungen.
() Einen Komplex K kann man a's graduierte Gruppe
K:= @nEZKn
betrachten, zusammen mit einem Morphismus 0:K—K[-1], welcher der
Bedingung
d°0 =0
geniigt.

(i) Kernund Bild der Randabbildung 0 sind dann graduierte Gruppen

ZK =Ker(d) =@ _,Z K

BK =1Im(d) = ®nEZBnK
deren n-te homogene Bestandteile aus den n-Zyklen bzw. n-Rindern bestehen.
(i) DieHomologievon K ist die graduierte Gruppe
HK := ZK/BK.
Diesist eine graduierte Gruppe

HK = ®n€ZHnK

deren n-ter homogenere Bestandteil aus den n-dimensionalen Homologieklassen
von K gebildet werden.
(iv) Der Ubergang zur Homologie definiert einen Funktor

H: dAb — Gab.
(V) Jeder abelschen Gruppe AEAD und jeder ganzen Zahl k€Z kann man enen
Komplex
Ak:..—0—o0—-A—>0—50—..
zuordnen mit
_ (Afallsn=k
(A, = {0 sonst

wobei die Randabbildungen samtlich Null sind. Diese Konstruktion definiert fiir
jedes k einen Funktor

Ab = GAb, A > (AK).



2.1.5 Direkte Summen von Komplexen
Sel {K)\}XEA eine Familie von Komplexen (diewir hier a's graduierte Gruppen

betrachten wollen). Dann heil3t der Komplex
K=, K
T UAEA

: : _ . . A .
mit der Randabhbildung 0 := @xeAa direkte Summe der Familie {K }}\E[\. Esgilt

M
Kn= @eakn

_ oMo
0 (1M, <) = {0
aso N
ZK = ®kEAZK

- A
BK = @kEABK

- A
HK = ®)\EAHK

Analoge Konstruktionen bestehen fiir das direkte Produkt.

2.1.6 Der Kegel einer Komplexabbildung

Das ist ein technisch wichtiger Begriff, der mit dem Kegel iiber einem topologischen
Raum zusammenhéngt.

Sei f:(K’,0')—(K”,0”) eine Komplexabbildung. Der Kegel Cf iiber f ist dann definiert
als Komplex mit

(Cf)n =K n@K N1
Die n-te Randabbildung ist wie folgt definiert.

a[c] _|d"c +fc

¢ -dc’

Betrachtet man die Elemente von (Cf)n as zweizeilige Spatenvektoren, so besteht o
gerade in der “Multiplikation” mit der Matrix

a:(a” f ]
0 -0’
Insbesondere ist

Gog [0 1107 ) _[87eam 9ver-tod
0-9)10-0 0 §ed

die Nullabbildung, d.h. Cf ist tatsichlich ein Komplex.
Spezialfille
() ImFal K=K, K”"=0, f=0 schreibt man auch

KT :=Cf.
+
O =-9K dsoH K¥=H__ K, dso

Esgilt dann KrT = Kn-l’

H(K™) = (HK)[-1].
K™ heift Suspension iiber K.
(i) ImFal K=K’=K", f=id schreibt man auch
CK = Cf.
CK heif3t Kegd iiber K.



2.1.7 Die kurze exakte Sequenz zum Abbildungskegel

Sel f:K’—K” eine Komplexabbildung. Dann besteht eine kurze exakte Sequenz von
Komplexabbildungen

0—K” —%5 Cf K’ [-1] 0.
mit v(c’) = (0,c) und k(c’,c’) = c¢. Es ist leicht zu sehen, dal3 ¢« und «
Komplexabbildungen sind. Offensichtlich gilt Im(\) = Ker(x), d.h. die Sequenz ist

tatséchlich exakt.
Diese Sequenz zerfillt als Sequenz graduierter Gruppen, jedoch im allgemeinen nicht in

der Komplexkategorie’ (Nehme K’ = K” = (Z,0) und f = id)°.
2.2 Die lange exakte Homologiesequenz

2.2.1 Teilkomplexe und Faktorkomplexe
Selen K und K’ zwei Komplexe. FallsK’ nQKn fiir jedes n gilt und die

Randabbildungen von K’ die Einschrinkungen der Randabbidlungen von K sind, so
hei3t K’ Teilkomplex von K. Es gilt dann an(K’ n)QK’ 1 d.h. die Randabbildung 8n

: Kn—>Kn_ induziert einen Homomorphismus

1

Hn: K/K =K /K _.d)w cl(an(c)),

wobei cl(c) die Restklasse von ¢ bezeichnet. Wir setzen
K =K /K’
n n n
Dann ist das folgende Diagramm kommutativ,

an
Kn—> Kn-l

und es gilt

d_.°d =0

n-1 "n
fiir jedes nEZ. Letzteres bedeutet, die Familie

K= {an: Kn — Kn-l} n&EZ

ist ein Komplex. Auf Grund der Kommutativitit der obigen Vierecke setzen sich die
natiirliche Abbildungen

yn: Kn—>Kn

® d.h. der Komplex in der Mitte IiBt sich nicht identifizieren mit der direkten Summe der beiden duBeren
Komplexe.

. ) |01 . i .
® Der Randoperator des Kegelsist dann durch die Matrix (0 0 ] welche nicht direkte Summe von zwei

1x1-Matrizen ist.



zu dner Kettenabbildung y:K—K zusammen. Ein Komplex der Gestat K heifl

Faktorkomplex, und y:K—K heiBt wie iiblich natiirliche Abbildung. Bezeichnung:

K =KI/K.

2.2.2 Beispiele fiir Teil- und Faktorkomplexe

Sel f:K—K’ ene Kettenabbildung. Der Kern von f wird mit Ker(f) bezeichnet und ist
ein Teilkomplex von K mit
Ker(f)n = Ker(fn).

Das Bild von f wird mit Im(f) bezeichnet und ist ein Teilkomplex von K’ mit
Im(f) .= Im(fn).
Auf Grund des Homomorphiesatzes fiir Gruppen ist der Faktorkomplex K/Ker(f)
isomorph zu Im(f),
Im(f) = K/Ker(f).
Eine Sequenz von Kettenabbildungen

K KK .
heif3t exakt an der Stelle K, wenn Im(a) = Ker(B) gilt. Sei heil¥ exakt, wenn sie an dlen
Stellen exakt ist. Zum Beispiel ist fiir jeden Teilkomplex LCK die kurze Sequenz
0—L—K—=K/L—0
exakt. Wie im Fal von abelschen Gruppen sind dle kurzen exakten Sequenzen
isomorph zu einer Sequenz dieser Gestalt.

2.2.3 Die Halbexaktheit des Homologiefunktors
Sei

0k LKLk 0
eine kurze exakte Sequenz von K ettenabbildungen. Dann ist die folgende Sequenz von
Homomorphismen graduierter abel scher Gruppen ebenfalls exakt.

H(K’)FE)H(K)I_L(E)H(K”).

Bemerkung. Diese Aussage ist bedeutet gerade, dal jedes der Sequenzen

H H
H(K) “_>(G)Hn(r<) l(P)Hn(K").

exakt ist.
Beweis von 2.2.3. Wir haben zu zeigen, Im(H(c)) = Ker(H(p)). Nach Voraussetzung
ist Im(a) = Ker(f), insbesondereist a'so
Bea =0

die Nullabbildung. DaH ein Funktor ist, folgt H(p)°H(a) = 0, also

Im(a) € Ker(B).
Zum Bewels der umgekehrten Inklusion nehmen wir an, wir hitten ein Element
[c]eKer(H(pB)) gegeben. Wir haben zu zeigen, [c] liegt im Bild von H(a).Es gilt
_ ~ 0=H(P)(© = [B(©)]
in H(K”). Das bedeutet, f(c) ist ein Rand,

B(c) = 90" (d") , -
fiir eine Kette d” von K”. Nun ist nach Voraussetzung die Kettenabbildung f surjektiv,
d.h. esgibt eine Kette d von K mit

d’ = p(d).

B(dd) = 9”>p(d) = 9"(d") = B(c)

Nach Konstruktion gilt



aso

B(c-0d) = 0.
Nun ist die gegebene Komplexsequenz aber exakt, d.h. es gibt eine Kette ¢’ von K’ mit
(%) a(c) = c-0d.

Daauf der Rechte Seite eine Differenz von Zyklen steht, ist auch a(c') ein Zyklus,

0=da(c)=a(d'c).

Da a nach Voraussetzung injektiv ist, folgt d'c’ = 0, d.h. ¢’ ist ein Zyklus von K"

Berechnen wir das Bild der zugehorigen Homologieklasse bei H(at). Nach (*) gilt

 H@IC] =[o(e)] = [c-a(d)] = [c].

Insbesondere liegt [c] im Bild von H(a).

QED.

Bemerkungen.

(i) Dieobige exakte Sequenz von Homologiegruppen 146t sich im algemeinen nicht
zu einer kurzen exakten Sequenz erweitern. Um das einzusehen, kann man zum
Beispiel

K" =K” =(Z,0)

setzen, d.h. fiir K und K” nehmen wir den im Grad 0 konzentrierten Komplex,
dessen einzige von Null verschiedene Komponente Z ist. Als kurze exakte
Komplexsequenz nehmen wir die zum Abbildungskegel der identischen
Abbildung id:(Z,0)—(Z.0) gehorige.

0—(Z,0)—C(id)—(Z,1)—0.
Die Differentiale der beiden duleren Komplexe sind identisch Null. Der Komplex
in der Mitteist konzentriert in den Graden O und 1 und dort isomorph zu Z. Sein
Differential im Grad 1 ist die identische Abbildung. Alle anderen Differentidle
sind ebenfalls Null.

id
Clid): .. >0—>7—57—>0—>...

Damit gilt

H(Z,0) =(Z,0)

HC(id) =0

H(Z,1) =(2,)
Die Sequenz

H(Z,0)—HC(id)—H(Z,1)
ist von der Gestalt
(2,0) — 0— (Z,1),

also nicht Tell einer kurzen exakten Sequenz.
(i)  Unser nichstes Ziel ist es, ein MaB fiir die Abweichung des Homomorphismus
H(K)—H(K")
von der Surjektivitit zu finden (bzw. en Mal3 fiir die Abwechung von
H(K’)—H(K) von der Injektivitit). Etwas genauer, zu jedem h”€H(K”) wollen
wir ein Element
d,h"eH(K")
konstruieren, welches genau dann Null ist, wenn h” en Urbild in H(K) besitzt.
Man sagt auch, d, h” ist ein Hindernis fiir die Existenz eines Urbildes von h” in

H(K). Man kann zeigen, durch diese Eigenschaft ist die Abbildung
d,: HK")—=H(K"),

die wir jetzt konstruieren werden, vollstindig charakterisiert.

2.2.4 Konstruktion des Zusammenhangshomomor phismus
Sei eine kurze exakte Sequenz



0-k %k Lk 0
von Kettenabbildungen gegeben. Betrachten wir die Homomorphismen

<) <z ke P 1ok
n-1 n n

@) « ¢ 5 [BO)
mit
B :=[BE)]
Q) =[ated(c)]

Wir haben uns zunichst zu iiberzeugen, daf3 die Homomorphismen wohldefiniert sind.

Zur Korrektheit der Definition von B. Fiir ce[i'l(Zn(K")) gilt [:3((:)EZn(K”), d.h. p(c)
ist ein Zyklus und [B(c)] en wohldefiniertes Element von Hn(K”).

Zur Korrektheit der Definition von 9 Fiir cEB'l(Zn(K”)) gilt B(c)ezn(K”), also

0= (3"°p)(c) = (B=9)(0),
d.h d(c)eKer(B) = Im(a). Da o nach Voraussetzung injektiv ist, gibt es genau eine
Kette
c’::a'l(a(c))eK’ mit a(c’) = d(c). Wir haben noch zu zeigen, ¢’ ist &in Zyklus.
Zumindest gilt

a(d'(c")) = d(a(c')) = d(d(c)) = 0.
Daaber o injektiv igt, folgt 0’ (c') = 0, d.h. ¢’ definiert ein Element

, d(c) :=[c]
von Hn-l(K ).

Definition des Zusammenhangshomomorphismus.

0,: H (K")—=H_(K’), [c"] > einziges Element der Menge 9B~ L([c"]))
(mit anderen Worten, die Zuordnung hat die Gestalt [B(x)] > [ 1(9x)]

Zur Korrektheit der Definition von d, . Wir haben zu zeigen, die Menge EIGCRR(ER)))

besteht aus genau einem Element. Zunichst beachten wir die durch f induzierte
Abbildung

iz (K")—=Z, (K")
ist surjektiv (da f surjektiv ist). Die Zusammensetzung mit der natiirlichen Abbildung
Z (K")—H (K")
n n
ist also auch surjektiv. Mit anderen Worten, f ist eine Surjektion. Insbesondere ist aso
die Menge I(B-1([c’])) nicht-leer. Seien jetzt c,dep-L([c’]) zwei Elemente. Wir haben
zu zeigen d(c) = d(d).



ore k'l ccd s [C'],06H (K")

+ 1 B/ i
Gtz ey Bz k)
f’ » cdcde > de”,0

Auf jeden Fall gilt B(c) = [¢’] = B(d), d.h.
B(c)-p(d) = 0"e

ist ein Rand von K”. Sai e eine Kette von K mit

p(e) = €.

B(c-d-de) = B(c-d) - 3"B(e) = 0,
d.h. c-d-decKer(B) = Im(a). Sei ' eine Kette von K’ mit
o(f’) = c-d-de.

Dann gilt

Dann gilt
a(d'f") = d(a(f’)) = dc - dd - dde = dc - dd,

dsod'f = a'l(ac) - a'l(ad). Ubergang zu den Homologieklassen liefert dc = dd.
QED.

Bemerkung. Als nichstes zeigen wir, der Zusammenhangshomomorphismus ist eine
natiirliche Transformation

9, H (K) = H_(K)

wenn man Hn und H_ . als Funktoren auf der Kategorie der kurzen exakten Sequenzen

n-1
von Komplexen auffalt.
Hi 0—=K'—K—=K'=0 1 H(K")

Hn-l: 0—K -K—=K"—=0 » Hn-l(K)

2.2.5 Funktorialitit des Zusammenhangshomomorphismus
Se
00— K —K—K”"—0
0 A
O—wL" —wL—L”" —0

ein kommutatives Diagramm von K ettenabbildungen, dessen Zeilen exakt sind. Dann ist
das folgende Diagramm kommutativ.

wy O :
H (K") =5 H_ L (K)

O Ay
” * )
H (L) =5 H_ (L)
Beweis. Die beiden bei der Konstruktion von o, auftretenden Abbildungen sind

natiirliche Transformationen, d.h. liefern kommutative Diagramme des obigen Typs.
Diese setzen sich zu dem gesuchten kommutativen Diagramm zusammen.
QED.



2.2.6 Die Exaktheit der langen Homol ogiesequenz
Sei

o
0—K'—K—K"—=0
eine kurze exakte Sequenz von Kettenabbildungen. Dann ist die zugehorige Sequenz

* | Ox B, ., 0« . O
...—)Hn(K )—>Hn(K)—>Hn(K )—)Hn_l(K )—...

ebenfalls exakt.
Beweis. Nach 2.2.3 geniigt es, die Exaktheit an den Stellen H(K’) and H(K’’) zu
beweisen. Das fiihrt auf die nachfolgend bewiesenen vier Inklusionen.

1. Schritt. Im(0, )CKer(o., ). Ein Element aus dem Bild von d, hat die Gestalt

[ 1(9x)] mit [B(X)]EH(K").
Anwenden von o, liefert

a, ([ (@x)]) = [0x] =0.

2. Schritt. Ker(a, )CIm(d, ). Liege [z’]eHn(K') im Kernvon a,, d.h sei
0=a,[Z] = [aZ'].
Mit anderen Worten, .z’ soll ein Rand sein: oz’ = dc mit einer Kette ceK. Es gilt
d"pc=pdc=paz =0,
d.h. pc definiert eine HomoIogiekIasse[[Sc]EHn(K”). Ihr Bild bei 0, ist
9,[8d] = [0 X@0)] = [aHaz)] = [2],
d.h. [Z] liegtim Bild von 0, .

3. Schritt. Im(B, )CKer(d,). Fiir [z1EH (K) gilt 9, (B,.([2])) = 0, (1)) = [ 1(02)] =
0 (dazein Zyklusist).
4. Schritt. Ker(d, )CIm(B, ). Liege [z"]EH (K") im Kern von d,, d.h. es gibt en
cEK mit

[2] = [B¢] und [ (@) = 0inH_, (K").

Die zweite Bedingung bedeutet, a‘l(ac) ist ein Rand, d.h esgibt ein c €K’ mit
a'l(ac) =0'cC.
Damit ist aber
d(c-ac’) =dc-ad'c=0,
d.h. c-ac’ definiert eine Homologiegruppe[c-ac’]eHn(K). Deren Bild bel f, ist
B.([c-ac’]) = [Bc- Pac] = [Bc] = [27],
d.h. [z"] liegt im Bild von 3, .
QED.

2.2.7 Quasi-I somor phismen
Ein Komplex-Morphismus f: K — K' heil% Quasi-lsomorphimus, wenn er fiir dle

NEZ 1somorphismen
Hn(f): Hn(K) — Hn(K')
auf den Homol ogie-Gruppen induziert.



0—wK ——K—K"—0

0 A
0L —L—L”" —0
ein kommutatives Diagramm von Kettenabbildungen, dessen Zeilen exakt sind. Falls
zwel der drei vertikalen Kettenabbildungen Quasi-lsomorphimen sind, so gilt dies auch
fiir die dritte.
Beweis. Dies ergibt sich aus den beiden langen Homol ogiesequenzen zu den Zeilen den
Diagramms und dem Fiinferlemma.

QED.
2.2.8 Zerfallende Sequenzen
Sei
a B
(*) 0—-A'—-A—A"—0

eine kurze exakte Sequenz von abel schen Gruppen. Die Sequenz heil?t zerfalend, wenn
wenn sie zu einer Sequenz der Gestalt

[
(**) O—>A’—>A’®A”—p>A”—>O

miti(a) =(a’,0) und p(a’,a’) = a” isomorph ist (in der Kategorie der kurzen exakten
Sequenzen). Mit anderen Worten, es gebe ein kommutatives Diagramm

O—>A’i> A — A" —O0

Pl i f”
[
0— A" - A'®A” _p) A" —0
dessen vertikde Homomorphismen Isomorphismen sind. Zerfillt die Sequenz (*), so
existierte ein zu o linksinverse Abbildung o’ und eine zu  rechtsinverse Abbildung 8’
mit
aco’+ff =id.
(Fiir (**) gilt das trivialerweise). Durch diese Bedingung ist das Zerfalen der Sequenz
charakterisiert.
Man sagt, ein Komplex von Kettenabbildungen
0—-K'—=K—=K”"—0
zerfillt in jeder Dimension, wenn fiir jedes nEZ die zugehorige Sequenz abelscher
Gruppen
0—K '—=K —K "—0
n n 'n

zerfillt. In dieser Situation ist die Beschrelbung des Zusammenhangshomomorphismus
besonders einfach.

2.2.8 Komplexsequenzen die in jeder Dimension zerfallen
Se
a P
*) 0—K'—K—K”"—0
eine kurze exakte Sequenz von Kettenabbildungen, welche in jeder Dimension zerfillt.
Weiter seien fiir jedes n Homorphismen ocn’, Bn’ gegeben mit
°aL n+[3 nan =id.

a'ca_=id, B °f' =id, a
n n ntn
Dann setzen sich die Homomorphismen
" — 10 o 1. ” — 1 e l+
di=aod of "K' =K' =(K")
zu einer Kettenabbildung

n

n



d:K"—K'*
zusammen. Die von d auf der Homol ogie induzierte Abbildung
H(d): H(K'")—H(K' )
ist gerade der Zusammenhangshomomorphismus zu (*).
Beweis. Zeigen wir, d kommutiert mit den Randabbildungen. Es gilt

0d'd=0ad o’ dp’ = dac’ B’ = (id-p’B)OP’ = AP’ - IB'BAR’ =- AP "B’ = -
dp’a”
= -(aa’+B'B)IB’0” = -aa’dp’d” - p’BIR’0” = add” - f'A"pp’I”
=add” - b'0”9”
= ado”
Also gilt 9’d = dd”, d.h. d ist eine Kettenabbildung.
Fiir z7€Z(K”) gilt weiter
0,121 = [0 t0p 2] = [0 3p 2] = [d2'].
QED.

2.2.9 Zusammenhangshomomor phismus eines Abbildungskegels
Seien f:K—K’ eine Kettenabbildung und

o
0—K’ —>C(f)£>K[-1]—>O
die exakte Sequenz zum Abbildungskegel von f. Der  zugehorige
Zusammenhangshomomorphismus ist dann gerade die von f induzierte Abbildung
H(f):H(K)—=H(K")
der Homol ogiegruppen.
Beweis. Die Sequenz zerfillt in jeder Dimension. Einen Schnitt von 3 kann man durch

e =(2)

definieren und eine Retraktion von adurch

(of ,
a =c.
c

Nach 2.2.8 wird der Zusammenhangshomorphimus induziert durch die Abbildung

s P HE N

induziert, d.h. durch f.
QED.

2.2.10 Kriterium fiir Quasi-Isomorphie

Sal f:K—K’ eine Kettenabbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

() H(f):H(K)—H(K") ist ein Isomorphismus.

(i) H(Cf) = 0.

Beweis. Ergibt sich aus der langen Homologiesequenz zum Abbildungskegel iiber f und
der Interpretation 2.2.9 fiir deren Zusammenhangshomomorphismus.

QED.

2.3 Kettenhomotopie

2.3.1 Homotope K ettenabbildungen

Seienf,g: K=K’ zwel Kettenabbildungen. Eine Homotopie svon f nach g ist eine
Familie
{Sn'Kn_>K n+1} nEZ



von Homomorphismen mit
J n+15n * Sn-loan =T 9
fiir alle n€Z. Man schreibt in dieser Situation
sf= g
und sagt, f und g sind homotop. Homotopie von Kettenabbildungen ist ene
Aquivalenzrelation.
Reflexivitat:  O:f=f

Symmetriee s f=g=-sg=f
Trangtivitit  sif =g und t:.g=h = stt:f=h.
Die Aquivalenzklassen homotoper Abbildungen heiffen Homotopieklassen. Die
Homotopieklasse von f wird mit
[f]

bezeichnet.

2.3.2 Vertriglichkeit mit der Komposition
Seienf,f:K—K und g,g":K’ —K” Kettenabbildungen mit f=f' und g=g'. Dann gilt
auch gef=qg’ of’.
Beweis. Seien Homotopien
sf=fundt:g=g

gegeben.Dann gilt

f-f = ds+sd und g-g' = Jt+t0.
Wir wenden g auf die erste Identitiit an und erhalten

gf - of’ = gds+gsd = dgs+gso
aso

gs. of = of.
Analog liefert die zweit Identitét
tf': gf = g'f.

Die Behauptung folgt damit aus der Transitivitit der Homotopierelation.
QED.

2.3.3 Die Homotopiekategorie iiber Ab

Die Komplexe abelscher Gruppen bilden zusammen mit den Homotopieklassen von
K ettenabbildungen und der Komposition

[fle[g] :=[feq]
eine Kategorie, welche mit HOAb bezeichnet wird. Eine Kettenabbildung f:K—K’,

deren  Homotopieklasse [f] en Isomorphismus von HJAb ist hel
Homotopieiquivadenz. Fals en solches f exidiet, so heflfen K und K’
homotopieiquivalent. Ein Komplex K heil kontrahierbar, fals die identische
Kettenabbildung 1d:K—K homotop zur Nullabbildung 0:K—K ist.

2.3.4 Homotope Abbildungen induzierten auf der Homologie dieselben
Abbildungen

Seien f,g:K—K’ homotope Abbildungen. Dann gilt H(f) = H(g): H(K)—=H(K").
Bewels. Sei s. f =g eine Homotopie, d.h. esgelte
f-g=0s+s0.
Fiir jedes [z]EH(K) gilt dann,
‘ H(f)[2] - H(9)[Z] = [fZ] - [9Z] = [0sz + s0z] = [sZ] = 0.
Die vorletzte Identitét besteht, weil z ein Zyklus ist.
QED.



2.3.5 Homotopieidquivalenzen induzieren Isomorphismen

Sei f:K—K’ eine Homotopiedquivalenz. Dann ist H(f):H(K)—H(K") ein

| somorphismus.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine Kettenabbildung g:K’ —K mit

fg=idund gf =id.

Durch Anwenden des Homol ogiefunktors erhaten wir nach 2.3.4
H(f)eH(g) = H(id) = id und H(g)°H(f) = H(id) = id.

Mit anderen Worten, H(f) ist ein Isomorphismus.

QED.

2.3.6 Kriterium fiir Kontrahierbarkeit

Sei K ein Komplex mit H(K)=0. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.
() K ist kontrahierbar.
(i) Fiir jedes n ist Zn(K) ein direkter Summand von Kn'

Bewels. Betrachten wir die exakte Sequenz graduierter abelscher Gruppen,

0—2Z(K) = K i B(K) — 0.
(i) = (ii). Nach Voraussetzung ist die identische Kettenabbildung id:K—K
nullhomotop, d.h. es gilt
id=id-0=0s+ s0
mit einem Homomorphismus graduierter abelscher Gruppen s:K—K|[+1]. Schrinken
wir diese Identitit auf B(K) ein. Da 0 auf B(K) identisch Null ist, folgt

IdlB(K) = aOSlB(K)'
Mit anderen Worten, 0 besitzt einen Schnitt, d.h. die obige Sequenz zerfillt und Z(K) ist

direkter Summand von K.
(i) = (). Ist Z(K) direkter Summand von K, so besitzt die Einbettung Z(K)CK en

Linksinverses, die obige Sequenz zerfillt, und 0 besitzt einen Schnitt t’,
0
K — B(K)

U 1t

tB(K)

Insbesondere gilt
K = Z(K)®tB(K) = B(K)®tB(K).

Wir haben eine Homotopie von id nach 0 auf K zu definieren, d.h. enen
Homomorphismus graduierter Gruppen

s K — K[+1].
Da K in ene direkte Summe zerfillt, geniigt es, s auf jeden der beiden direkten
Summanden zu definieren. Sei

o= {t auf B(K)

0 auf tB(K)
Auf B(K) gilt dann
dostsed = des = gdot = id
Schliefdlich gilt auf tB(K)
dostse0 = sed =tod = id
Man beachte, sist auf tB(K) gleich Null, auf dem Bild von o gleich t und d it auf tB(K)

inverszut..
QED.

7 Als Abbildung B(K) —s tB(K) ist t ein Isomorphismus mit der Inversern d.



2.3.7 Kontrahierbarkeit des Kegels und Homotopieiquivalenz

Ist der Kegel der Kettenabbildung f:K—K’ kontrahierbar, so ist f eine Homotopie-
dquivalenz.

Bewels. Nach Voraussetzung ist die identische Abbildung C(f) — C(f) homotop zur

Null-Abbildung. Alle Komplex-Morphismen, die auf C(f) definiert sind oder Wertein
C(f) annehmen, sind somit nullhomotop. Es geniigt also folgende Aussagen zu

beweisen.

(i) IstdieEinbettungi: K’—C(f), ¢ H[% ] nullhomotop, so besitzt f eine rechte

Homotopieinverse h:K’—K, d.h. feh=id.
(i) st dieProjektion® p: C(f)—>K+, (E]I—)C, nullhomotop, so besitzt f eine linke
Homotopieinverse,
Zu (i). Sei S: i =0 eine Kettenhomotopie. Dann hat S die Gestalt
.~ [9(C)
s©)=([0)]
mit Abbildungen g: K’ —K’ und h:K’—K. Nun gilt
C(f) = K'@K[-1]
in der Kategorie der graduierten abelschen Gruppen (nicht in der Komplexkategorie).
Die Identitiit i = 0S+S0 148t sich also in der folgenden Gestalt schreiben.
(C’ ] _[of [Q(C’)] L[ 9(0e) ] _]dg(c)+fh(c') +gd(c)
0 0-9 JAh(c) h(dc') -0h(c)+hd(c)
Mit anderen Worten , es gilt dh = hd und dg + gd = id - fh, d.h. h ist ein Komplex-
Morphismus, der in der Homotopie-Kategorie rechtsinvers zu f i<t.
Zu(ii). Sei T: p=0:C(f) — K* eine Kettenhomotopie. Dann hat T die Gestalt

T(C;] = g(c) + h(c))

mit Abbildungen g: K—K und h:K’ —K. Die Identitit p = 3 T+Td 148t sich dann wie
folgt schreiben.

c = 8+(T(C(; ]) + T([(; ]:9 (Cc ]) = 6+g(c) + 6+h(c’) + T[
=9%g(c) + 9*h(c) + g(-dc) + h(dc +fc)
= -dh(c’)+h(dc’) - dg(c) - g(dc) + h(f(c))
Fiir ¢ = 0 erhalten wir damit - oh(c’)+h(dc’) = 0 fiir alle ¢', d.h.

ac’ +fc]

oh = ho.
Fiir ¢' = 0 erhalten wir -0g(c) - g(dc) + h(f(c)) = ¢, d.h.
dg+go = hf - id.
Damit ist
h: K'—s K

ein Komplex-Morphismus, der in der Homotopie-Kategorie linksinvers zu f i<t.
QED.

8 Nach 2.1.6 entsteht K aus dem Komplex K[-1], indem man den Randoperator 0 durch dessen
Negatives ersetzt. Die Projektion p wird auf diese Weise zum Komplex-Morphismus:

] =-d(c) + d(c) = 0.

+ ?f c _ )
(@ °p-p°(0_?])(c]— d(c) p(_ac



2.4 Freie Komplexe

2.4.1 Definition

Ein Komplex (abelscher Gruppen) heilt frei, wenn fiir jede ganze Zahl q die abelsche
Gruppe Kq frel ist.

2.4.2 Die Untergruppe der Zyklen ist ein direkter Summand
Sei K ein freier Komplex. Dann ist fiir jedes q die Untergruppe ZqK der g-Zyklen ein

direckter Summand von K .

Beweis. Die Untergruppe einer freien abelschen Gruppeist frei. Insbesondereist die
Untergruppe BK C K frei. Dann zerfillt aber die folgende kurze exakte Sequenz
graduierter ablescher Gruppen.

0—2ZK - K —=BK —=0,
d.h. ZK ist ein direkter Summand von K.
QED.

2.4.3 Quasi-Isomorphie und Homotopieiquivalenz

Sel f:K — K’ eine Kettenabbildung von freien Komplexen K und K’, welche einen
Isomorphismus HK — HK der Homol ogiegruppe induziert. Danniist f eine
Homologiedquivalenz.

Beweis. Nach 2.3.7 geniigt es zu zeigen, der Abbildungskegel C(f) = O ist
kontrahierbar. Nach 2.3.6 geniigt es, wenn wir beweisen, es gilt HCf = 0 und ZCf ist
direkter Summand von Cf .Das erste folgt aus 2.2.10 und das zweite aus 2.4.2.
QED.

2.4.4 Kurze und elementare Komplexe

Ein Komplex heil kurz, wenn es ein nEZ gibt mit
Kq =0 fiir q€{n,n+1}
gibt und die Randabbildung
8n+1: Kn+1 — Kn injektiv

ist. Man sagt dann auch, K ist im wesentlichen in der Dimension n konzentriert. Der
Komplex heil3 elementar, wenn auf}erdem noch

K =7

n

gilt.

2.4.4 Zerlegung in kurze bzw. elementare Komplexe

Jeder freie Komplex K ist eine direkte Summe kurzer (freier) Komplexe. Ist auf3erdem
noch jede der Gruppe Kq endlich erzeugt, so ist K sogar eine direkte Summe

elementarer Komplexe.

3. Die singulare Homologie
3.1 Standardsimplexe und ihre linearen Abbildungen

3.1.1Vorbemerkung

Die Intention der Konstruktionen dieses Abschnitts besteht in der Konstruktion von
Zahlen, die Informationen {iber einen gegebenen topologischen Raum enthalten. Diese
Zahlen will man gewinnen, indem man den Raum in Dreiecke, Tetraeder, ... zerlegt und



aus den kombinatorischen Relationen zwischen den so gewonnen Einzelteilen des
Raumes Zahlen gewinnt.

Da sich eine Flache aber auf sehr viele verschiedene Weisen in Dreiecke zerlegen 143t
(soweit es iiberhaupt eine Zerlegung gibt), entsteht die Frage, inwieweit diese Zahlen
unabhingig von der gewihlten Zerlegung sind.

Um dieses Problem zu umgehen, betrachten wir zunéchst alle moglichen Zerlegungen
simultan und bemiihen uns, alle Konstruktionen so auszufiihren, daf} sie nur von
gegebenen topologischen Raum abhéngen.

3.1.2 Die Standardsimplexe
Sel g eine nicht-negative ganze Zahl. Dann heil3 die Menge

A= {x=(x0,...,xq)E]Rq+l | X+, = 1und 0=x <1 firalle i }
g-dimensionales Standardsimplex oder auch g-Standardsimpl ex.
Bemerkungen

(i)  Fiir g = 0 erhalten wir einen Punkt, fiir =1 eine Strecke, fiir =2 ein Dreleck und
fiir =3 einen Tetraeder.
A 1

— >
Figure 1: nulldimensionales Standard-Simplex

-

Figure 2: zweidimensionales Standar d-Simplex



Figure 3: eindimensionales Standard-Simplex
(i) Aq ist abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt.
(i) DieBedingungen Oin =1 kann man durch die schwicheren Forderungen OSXi

ersetzen. Das Simplex Aq ist aso gerade der Durchschnitt der Hyperebene

x0+...+xq =1

mit dem nicht-negativen Oktanten. Insbesondere ist Aq konvex, d.h. mit je zwe
Punkten liegt die ganze Verbindungsstrecke in Aq.
(iv) Die Punkte e = ©....,0,1,0,..,00 mit genau einer von Null verschiedenen

Koordinate, welchegleich 1 i, liegenin Aq' Sie sind die einzigen Punkte von Aq’
welche nicht innere Punkte einer ganz in Aq verlaufenden Strecke sind. Sie heil3en
Ecken von Aq.

Beweis der Behauptung von (iv). Seien p,quq zwe verschiedene Punkte und IiegeeI

im Innern der Strecke von p nach g. Dann gilt
e =tp+(1-9)q

fiir eine reelle Zahl t mit O<t<1. Vergleich der j-ten Koordinaten mit j=i liefert
0= t-pj + (1-t)-qj.

Da sowohl t as auch 1-t groBer als Null sind und die Punkte p,g im nicht-negativen
Oktanten liegen, folgt

pj = qj =0 fiir alle j=i.
Wegen p,qEAq ist dann aber die einzige von Null verschiedene Koordinate dieser
Punkte gleich 1, d.h. es gilt p=q im Widerspruch zur Wahl von p und g.

Fiir Punkte aus Aq mit zwe von Null verschiedenen Koordinaten findet man leicht eine

ganze Streckein A _, in deren Inneren sie liegen (man vergroBere die eine Koordinate im
selben Ma, in dem man die andere verkleinere)®.

9 Sind a und b positive Koordinaten von (...,a,...,b,...) so liegt (...,a-t,...,a+t,...) fiir kleine t im
positiven Quadranten.



QED.

3.1.3 Lineare Abbildungen auf den Standardsimplexen
Eine Abbildung f:Aq—>Rn heilX linear, wenn es éine R-lineare Abbildung g:RI+1

—[RM Abbildung gibt mit g A =faibt.

q
Bemerkungen

mit f(el) =P fiir alle i, ndmlich die Abbildung f mit

f(xo,...,xq) = igoxi-pi .
DasBild dieser Abbildung ist gerade die Menge
f(Aq) ={ igoxi-pi | Xgh g = 1 und 0=x fiir alle i}

(d.h. ein Smplex im Rn). Die obige Existenzaussage 1at sich auch wie folgt
formulieren.

(i) Einelineare Abbildung auf Aq ist durch ihre Werte in den Ecken bereits eindeutig
bestimmt. Die Werte der Ecken kann man beliebig vorgeben.

3.1.4 Randabbildungen und Seiten der Standardsimplexe
Diej-te Randabbildung des Standardsimplex Aq ist definiert als die lineare Abbildung

= - q+1
. dia g Aq(gR )

q
_ e firij
e(e) =

ei +1 sonst

mit

Figure 4. Seitenabbildung eines Standar d-Simplex
DasBild dieser Abbildung besteht aus alen Punkten von Aq, deren j-te Koordite Null

ist. Dieses Bild sj(Aq_l) heil%t j-te Seite von Aq. Die Vereinigung dler Seiten von Aq

heil¥ Rand von A _ und wird mit A bezeichnet. Der Rand von Aq besteht aus dlen
Punkten, die mindestens eine Koordinate haben, welche Null ist.



Bemerkungen

() DieAbbildungen ¢} sind bilden die Ecken e des Simplex A_ . in Ecken von A
q | g-1

ab, und siesind als lineare Abbildungen durch ihre Werte in diesen Ecken schon
vollstindig festgelegt. Wir werden sie deshalb oft mit ihren Einschrinkungen auf
diese Ecken-Mengen identifizieren, d.h. als Abbildungen

eJq: {eO""’eq-l} — {eo,...,eq}.
(i)  Fiir das folgende wird es gelegentlich zweckmifig sein, die Eckenmengen mit der

linearen Ordnung

e.<e <..<e
0 1

zu versehen. Die Rand-Abbildung sjq 148t sich dann charakterisieren als die einzige

streng monotone Abbildung
{eO""’eq-l} —{e ,...,eq} :
welcheedie EckeeJ auslafBt (d.h. deren Bild diese Ecke nicht enthilt.

3.1.5 Relationen zwischen den Randabbildungen
Fiir k<j gilt
j-1_ k_ k]
8q+1 Sq - 8q+1 Eq.
Beweis. Auf beiden Seiten stehen streng monotone Abbildungen, die die Ecken & und

e audassen.
QED.

3.2 Der singulédre Komplex

3.2.1 Vorbemerkung

Wir konstruieren jetzt einen Funktor

S Top— 7Ab
aus der Kategorie der topologischen Riaume in die Kategorie der Komplexe, welcher
jedem topologischen Raum seinen sogenannten singuldren Komplex zuordnet.

3.2.2 Definition des singuliren Komplexes
Sei X ein topologischer Raum. Ein g-dimensionales singulires Simplex oder auch
singulires g-Simplex von X ist eine stetige Abbildung

Aq—>X.
Bezeichne S_X die frei abelschen Gruppe, welche von den singuldren g-Simplexen von
X erzeugt wird. Ein Element von SqX heif3 g-dimensionale sinqulire K ette oder auch

singulédre g-Kette von X. Jededs Element c€S_X 14t sich somit auf genau eine Weise

als endliche ganzzahlige Linearkombination von g-Simplexen schreiben:

c=Y ;O

Eine Kette, in der nur ein Summand vorkommt, und deren enziger von Null
verschiedener Koeffizient Eins ist, werden wir mit dem entsprechenden singuldren
Simplex identifizieren.

Fiir q<0 setzen wir SqX =0.

Als nichstes definieren wir die Randoperatoren



d:SX—-S _X.
qa q -1
Da SqX eine frele abelsche Gruppe i, geniigt es Gq(o) fiir jedes g-Simplex ¢ zu
definieren. Wir setzen
0 (0)= 3 (1)-(oeeh).
q & q
j=0
—>Aq die g-te Randabbildung des Standsimplex Aq(d.h. das

. . J.
Dabei bezeichne sq.Aq_l

ist die Seite gegeniiber der g-ten Ecke). Nachfolgend beweisen wir jetzt, dafl

Bild von qu

die S X zusammen mit den eben definierten Abbildungen 0 einen Komplex bilden.
Dieser Komplex heil3t singulirer Komplex von X und wird mit SX bezeichnet.

3.2.3 Die Komplexeigenschaft von S(X)
Die Gruppenhomomorphismen

0 ad

g+2 g+l q -1
— Sq+1X — SqX —>Sq_1X — ...
bilden einen Komplex SX, d.h esgilt
d .0 =0

a-1°q
fiir jedes qEZ.
Bewels. Fiir jedes singulédre q-Simplex o gilt

99s = (S (-D-ooel) = 3 (-1-d(eel)
j ]
=3 (D)3 () oecdeek
ik

=3 ()} K goglogK + » (D)K. goglogk
j<k >k
Auf die zweite Summe wenden wir 3.1.5 an und fiihren eine Indexverschiebung durch.
Im Ergebnis erhalten wir
dos = Y (-1)J+k-0°£J°ek -3 (-1)J+k-0°ek°.~3J =0.
i<k j=k

QED.

3.2.4 Die Abbildungen der singuliren Ketten zu einer stetigen Abbildung
Sal f:X—Y eine stetige Abbildung topologischer Rdume. Fiir jedes singulire q-Simplex
o. A =X
q
von X ist dann die Zusammensetztung foo: Aq—>Y ein singuldres g-Simplex von Y.

Durch lineare Fortsetzung auf die Ketten erhalten wir fiir jedes q einen
Gruppenhomorphismus

Sqf: SqX — SqY.
DieFamilie der S_f bezeichnen wir mit Sf. Wir werden gleich sehen, dai3 die Sqf ene
K ettenabbildung bilden.



3.2.4 Der Komplex-Morphismus zu einer stetigen Abbildung
Sa f:X—Y ene stetige Abbildung. Die zugehorige Folge Sf = {Sqf} EZ ist dann mit

den Randabbildungen der Komplex SX und SY vertréglich,
d S f=8 _fod
o qq ol q
d.h. Sf: SX — SY ist eine Kettenabbildung.
Beweis. Fiir jedes g-Simplex gilt
8°Sqf (o) = d(f-0)

= § (1) (tooech)
j=0

_ (ed
= S go(-lﬂ-(ooeq»

= (S,.4(00)
QED.

3.2.5 Die Funktorialitit von S
Die oben definierte Abbildung S fiir topologische Rdume und stetige Abbildungen ist
ein Funktor

S: Top — 0Ab.
Mit anderen Worten, fiir stetige Abbildungen id:X—X, f:X—=Y und g:Y —=Z gilt

S(Id) = Id
. _ S(feg) = (f)°(g).

Beweis. Das folgt unmittelbar aus den Definitionen.
QED.

3.2.6 Verallgemeinerung auf den Fall von Paaren

Die oben angegebene Konstruktion 146t sich auf den Fall von Paaren verallgemeinern.
I st
(X.A)
ein Paar von topologischen Rdumen und bezeichnet
it A—=X

die natiirliche Einbettung, so ist die durch 1 induzierte Abbildung

Si: SA — SX
injektiv. Man kann also SA als Teilkomplex von SX auffassen. Der Faktorkomplex

S(X,A) := Koker(i) := SX/SA

heild (relativer) singuldrer Komplex des Paares (X,A). Bezeichnet j: SX—=S(X,A) die
natiirliche Abbildung auf den Faktor-Komplex, so erhdten wir ene kurze exakte
Sequenz von Kettenabbildungen

i .
0 — SA s SX 35 S(X,A) =0,

Diese Sequenz zerfillt in jedem Grad,
SqX = SqA@Sq(X A),

denn die Menge der singuldren Simplexe o: A_—X von X ldft sich in zwe Tellmengen

zerlegen: in solche, welche sogar Simplexe von A sind, und solche, es nicht sind. Die
erste Mengeist aber gerade ein freies Erzeugendensystem von SA. Nach Konstruktion

gilt
S(X,0) = SX.



Eine Abbildung von Paaren f:(X,A)—(Y,B) induziert ein kommutatives Diagramm mit
exakten Zelen

0— SA — X—SXA) —0

st sl s
0— SB — S — SYB)—0

wobei Sf auf Grund des Homomorphiesatzes eindeutig bestimmte Abbilung

Sf: S(X,A) = S(Y,B), tco B Xc fo,

ist. Die oben bewiesene Funktoreigenschaft von S iibertrdgt sich auf den Fal von
Paaren. Genaugenommen ist S ein Funktor von der Kategorie der Paare topologischer
Riume mit Werten in der Kategorie der kurzen exakten Sequenzen von
K ettenabbildungen.

3.3 Die singuldare Homologie

3.3.1 Die singuliren Homologiegruppen eines topologischen Raumes

Sei X ein topologischer Raum. Die n-te singulire Homol ogiegruppe von X ist definiert
als n-te Homologiegruppe des singuldren Komplexes SX. Bezeichnung:

HM(X) := HY(SX).
Sei (X,A) ein Paar topologischer Riaume. Die n-te singulire Homol ogiegruppe von (X,A)
ist definiert als die n-te Homologiegruppe des relativen singuliren Komplexes S(X,A).
Bezeichnung:

H(X,A) := HY(S(X,A)).
Wir werden weiterhin folgende Bezeichnungen fiir die entsprechenden graduierten
Gruppen benutzen.
HX := HSX
H(X,A) := HS(X ,A)
Die Gruppen H(X,A) bzw. ihre homogenen Bestandteile heil3en auch rdaive
Homol ogiegruppen im Unterschied zu den absol uten Homol ogiegruppen HX.

Eine Kette z&SX heil® Zyklus modulo eines Unterraumes A, wenn 0z€SA gilt und
Rand modulo A, wenn z = X + u gilt mit x&SX und ueSA. Die rdaive

Homologiegruppe Hn(X ,A) kann man dann identifizierem mit der Faktorgruppe
Hn(X,A) = {n-Zyklen mod A}/{n-Rinder mod A}.

3.3.2 Funktorialitiit
Fiir jede Abbildung von Paaren f:(X,A)—(Y,B) induziert die Abbilung Sf:S(X,A)—(Y,B)
einen Homomorphismus graduierter Gruppen

(

f, = Hf: HXX,A)—H(Y,B),| = .o b)) cofoo

Die singuldr Homologie definiert damit einen Funktor

S H
H: Top(® 5 dAb —s Gab.

3.3.3 Homologiesequenz eines topologischen Paares bzw. eines Tripels

Sel (X,A) ein Paar topologischer Riume. Der Zusammenhangshomomorphismus zur
kurzen exakten Sequenz

i .
0—>SA—s SX—5 S(X,A) =0



heil auch Zusammenhangshomomorphismus des Paares (X,A) und die zugehorige
lange Homol ogiesequenz

a* i* -* a* i*
...—>Hq(A)—>Hq(X)j—>Hq(X ,A)—>Hq_1(A)—>...
hei%t Homol ogiesequenz des Paares (X,A). Fiir jede (stetige) Abbildung

£:(X,A) = (Y,B)

von topol ogischen Paaren hat man ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen
— Hq(A) — Hq(X) — Hq(X,A) — Hq-l(A) —

flaed f| .l Uas
— Hq(B) — Hq(Y) — Hq(Y,B) — Hq-l(B) —

wobei die Zeilen gerade die Homol ogiesequenzen der Paare (X,A) bzw. (Y,B) sind.
Sa jetzt en Tripd (X,A,B) gegeben. Die Inklusonen BCACX induzieren dann
Inklusionen von Teilkomplexen

SB C SA C SX

und damit eine kurze exakte Sequenz von K ettenabbildungen
0 — SA/ISB — SX/ISB — SX/SA — O

I | I
S(A,B) S(X,B) S(X,A)

Die zugehorige lange Homologiesequenz

0, J,
...—>Hq(A,B)—>Hq(X,B)—>Hq(X,A)_>Hq_1(A,B)

heit Homologiesequenz des Tripels (X,A,B). In Fal B=C ist das gerade die
Homol ogiesequenz des Paares (X,A).

3.4 Spezialfille
3.4.1 Homologie des einpunktigen Raumes
Sei

P={p}

der einpunktige topologische Raum. Fiir jedes q = 0 besitzt P genau ein singuléres
Simplex
T A —P.

qa q
Diej-te Seitevon ‘cq ist fiir jedes j gleich ‘cq_ 1

og) =

T _°¢ ‘I:q_ 1

DatOI gerade g+1 Seiten hat folgt

ot =

{Eq— 1 fiir q gerade
q

O fiir q ungerade



Der Kettenkomplex SP hat damit bis auf Isomorphie die Gestalt

0 [ 0 [ 0 0
SP..—Z—l—1—L.—>7—>0

wobei in den negativen Dimensionen alle Gruppen Null sind. Damit erhalten wir

Genauer gilt HO({ p}) =Z-=

Z fiir =0

H (P = {0 o

o

3.4.2 Reduzierte Homologie
Sel X ein nicht-leerer topologischer Raum. Die konstante Abbildung

Y=YXIX—>F’2={|O}

in den einpunktigen topol ogischen Raum induziert dann einen Homomorphismus
graduierter abelscher Gruppen

Hy: HX — HP,

welcher Augmentation von X heif3t. Der Kern der Augmentation heifd reduzierte
Homologie von X und wird mit

H X :=Ker (H_(y): H X—H P).
q er (Hy:-HX=H_P)

Bemerkungen

(i)
(i)

Offensichtlich gilt ﬁqx = H X fiir g=0.
Die reduzierte Homol ogie definiert einen Funktor
I?Iq:(nicht—leere topologische Rdume) — Ab.

Ist ndmlich f:X—Y eine stetige Abbildung, so ist das Diagramm

f
X — Y

X\ A
P

(Z,0)
kommutativ. Dasselbe gilt damit fiir

Hf
H(X) —> H(Y)

Y\ /HyY
H(P)

Insbesondere bildet Hf den Kern von H(yx) in den Kern von H(yY) ab, d.h. wir
haben einen Homomorphismus
Hf:HX—HY.
a q q
Da sich qu funktoriell verhilt, gilt dasselbe auch fiir F|qf. Die natiirlichen

Inklusionen

HXCH X
q q



setzen sich zu einer natiirliche Transformation zusammen. I:|q ist ein Belspid fiir
einen Teilfunktor (des Funktors Hq).
(i) Ist X nicht-leer, so gibt es mindestens ene Abbildung i: P—X. lhre
Zusammensetzung mit yX liefert
yRei = 1d.
Damit gilt aber auch H(yX)OH(i) = id. Mit anderen Worten, die exakte Sequenz
graduierter abelscher Gruppen

0 — H(X) = H(X) = H(P) = 0
zerfillt. Insbesonder gilt

Hy(X) = HO(P)@HOX = Z@ﬁox
In der Dimension Null unterscheiden sich die reduzierte und die gewohnliche

Homol ogie um den direkten Summanden Z.
(iv) Fiir jede Einbettung P—X in einen nicht-leeren topologischen Raum X haben wir
eine exakte Sequenz*®

0—H(P) = Hy(X) = Hy(X) = 0

Vergleich mit der Homol ogiesequenz des Paares (X,P),
—>HO(P) — HO(X) — HO(X,P) — 0,

liefert H 0(X) =H 0(X ,P). Genauer: die Einschrinkung der natiirlichen Surjektion
Ho¥) = Hy(X.P)

auf die Untergruppe H 0(X) ist ein Isomorphismus.

3.4.3 Reduzierte Homologiesequenz eines Paar es
Se (X,A) ein topologisches Paar mit A;e@ Dann hat man eine Iange exakte Sequenz

a—>H (A)—)H (X)—)H (X A)—)H 1(A)—>

welche reduzierte Homol ogiesequenz des Paares (X,A) heild. Dabel sindi, undj, die

Einschrinkungen der analogen Abbildungen der gewohnlichen Homologiesequenz des

Paares (X,A).

Beweis. Wir wihlen eine Inklusion i:P—A und fassen diese als Abbildung von Paaren
1:(P,P) = (X,A)

auf. Betrachten wir die zugehdrige Abbildung der langen Homologiesequenzen.

— Hq(P) — Hq(P) — Hq(P,P) — Hq-l(A) —

faed il .l flps
— Hq(A) — Hq(X) — Hq(X,A) — Hq-l(A) —
Die Augmentation von X ldBt sich als Paarabbildung

19 Genauer, die Einbettung P— X definiert eine Schnitt des rechten Homomorphismus der
exakten Sequenz von (iii), und damit eine direkte Summenzerlegung wiein (iii). Die
Projektion der direkten Summe auf den zweiten Faktor ist dann die Surjektion der
gesuchten kurzen exakten Sequenz. Die Einbettung des ersten direkten Summanden ist
deren Injektion.



v:(X,A) = (P,P)
auffassen. Dieseist linksinvers zur Einbettung i:(P,P) — (X,A) ist. Die durchy
induzierte Abbildung zwischen den obigen Homol ogiesequenzen besteht aus einer
Familie von linksinversen Abbildungen zu den vertikalen Abbildung des obigen
Diagramms. Die obere Zeile des Diagramms kann man deshalb mit einem direkten
Summanden der unteren Zeile identifizieren. LBt man diesen direkten Summand weg,
so bleibt eine exakte Sequenz iibrig. Diese ist gerade die exakte Sequenz der
Behauptung.
QED.

3.4.4 Die Augmentation auf den Niveau der Kettenabbildungen
Sel X ein topologischer Raum. Dann heif3t die Kettenabbildung

_ Xy o lfirq=0
n=nX:SX - (Z,0), Aq—>x|->{050nst

welchejedes O-Simplex in die 1€Z iiberfiihrt, ebenfalls Augmentation von X.

(i) Mit Augmentation bezeichnet man also sowohl ene Abbildung von
Homologiegruppen (3.4.3) as auch, wie eben definiert, eine Kettenbildung.
Beschreiben wir den Zusammenhang zwischen den beiden eingefiihrten

Augmentationsbegriffen.
Bezeichney wie oben die konstante Abbildung des Raumes X mit Wertenin P,
_ _ v: X = P={p}.
Dann ist das Diagramm
SX ﬂ) SP
Q) 7]X \/ \[TIP
(.,0)

kommuitativ: ale g-Simplexe mit g > 0 werden in die Null abgebildet. Ein O-
Simplex o von X wird bei Sy in das 0-Simplex yoo abgebildet. Beide Simplexe
gehen bei der Augmentation in die 1 iiber.

(i)  Wie wir oben gesehen haben, wird die O-te Homologie von P vom einzigen O-

Simplex von P erzeugt und ist isomorph zu Z. Insbesondere induziert nP einen
| somorphismus

HMP): HP) =5 H(Z.0) Toh 1
(2 Il Il

Zro 7

Bis auf die durch H(n F>) gegebene |somorphie ist also die Augmentation H(y) auf

der Ebene der Homologiegruppen gerade die Homologie der Augmentation nx
auf der Ebenen der Komplexe.

topologische Rdaume  Komplexe Homologie
"X —P Sy:SX — SP H(y) = H(Sy): HX — HP = (%Z,0)
# =

n: SX —s (Z,0) H(n): HX —s H(Z.0) = (Z,0)




(i)  Auf Grund des kommutativen Diagramms (1) und der Isomorphie (2) gilt
Ker HmX) =2 Ker H(y).

Insbesondere kann man sowohl nX also auch y zur Definition der reduzierten
Homol ogie nehmen.

(iv) Man beachte, nP:SX — (Z,0) ist eine Homotopie-Aquivalenz (nach Satz 2.4.3).

3.4.5 Die Homologie der konvexen Tellmenge des affinen Raumes

Sal X eine nicht-leere konvexe Teilmenge des R". Dannist die Augmentation
n:SX —= (7,0
eine Homotopiedquivalenz. Insbesondere ist die reduzierte Homologie von X trivial,
HX = 0.

Beweis. Die Technik, mit deren Hilfe wir diesen Satz beweisen werden, nennt man auch
Kegelkonstruktion. Sei PEX ein Punkt. Fiir jedes g-Simplex 0q:Aq—>X von X
definieren wir auf folgende Weise ein (g+1)-Simplex

(P-oq): Aq+1—>X

welches Kegel iiber Oq mit der Spitze P heil3t.

P fiir x =1
X X 0
(P )(XmpeuX_ 1) 1= 1 _“ogtl ..
qgvor gl xOP+(1-x0)0q(1_XO,...,1_XO) fiir xo;é 1
P-o
Y (Po)(x)

Figure 5: der Kegel iiber einemSimplex
) X4 xq+1

y - 0q(l-xo’ T 1—x0)

(P-o) = xO-P + (1—x0)-y

! Genauer: der Isomorphismus H(n P) identifiziert diese beiden Kerne.



Man beachte, well X eine konvexe Menge ig, ist P-oq en (g+l)-Simplex von X.
Berechnen wir den Rand des Simplex P-oq. Esqilt

. o I = 3

(Poq) € (XO,...,Xq) (POq)(XO, X 110X X
Fiir i=0 steht rechts gerade (P-o )(0, X ,...,X o (X.,...x ), dh.

gerade (P0 (0, Xyer.X ) = O (XX ),
() (P-Gq)oeo =0, fiiri=0.
Fiir >0 und i>0 bekommt die rechte Seite die Gestalt

X X
1 %1 g,

XP+(1X 0( yreey aoa ]y )
0 o) 1x0 1xo 1x0 1x0

X
g+ g YT

asoist

2 (Po )oei = P'(G oei'l) firq>0undi>0.

Schliefdich erhalten wir fiir g= O und i=1 das konstant auf P abbildende Simplex,

welches wir mit P bezel chnen wollen'?

3 (P00)°8 =P A —>{P}CX firq=0undi>0(dh.i=1)

Aus den Formeln (1), (2) und (3) erhaten wir durch das Bilden von aternierenden

Summen
G(P’Gq) = Oq - P-(aoq) fiirq>0
G(P-GO) =04- P
Betrachten wir Pjetzt as Abbildung
P: {g-Simplexe} — {(g+1)-Simplexe}, o » P-o,
und setzen diese Z-linear auf die von den beteiligten Mengen erzeugten freien abelschen
Gruppen fort. Dadurch wir P zu einem Gruppen-Homomorphismus SqX — Sq +1X.

A
Weiter sei P die Ketten-Abbildung (Z, 0) — SX, 1 » P. Die beiden gerade
bewiesenen Identititen kann man dann as Identititen von Gruppen-Homomorphismen
schreiben:
d°P=1d - Pod als Homomorphismen SqX — SqX (fiir ¢ > 0)

A

d°P = Id - Per) als Homomorphismen SOX — SOX

A
Wir haben dabel die Ketten-Abbildung P: (£, 0) — SX mit der Augmentation
zusammengesetzt, damit sie den '"richtigen" Definitonsbereich bekommt. Die

2 Nach Definiton ist (P-oo)oel ein 0-Simplex, d.h. eine Abbildung

(P-oo)oel: AO — X

Sein Wert im einzigen Punkt von A, ist nach Definiton
(Po)(1.0) = P.



A

Zusammensetzung Pen bildet jedes O-Simplex auf das O-Simplex P ab und jedes andere
Simplex indieO.
Wir haben gezeigt, die Ketten-Abbildung

A

P (Z,0) — SX
ist eine linksseitige Homotopie-Inverse zur Augmentation
n: SX — (%, 0).
A

Fiir die umgekehrte Zusammensetzung von P und v erhalten wir
A

nP=1d:(Z,0) — (Z,0),1» P 1
A

Mit anderen Worten, P ist homotopie-invers zur Augmentation v, d.h. die Augmentation
1 ist eine Homotopie-Aquivalenz.
QED.

3.4.6 Der Zusammenhangshomomor phismus einer Teilmenge des affinen
Raumes

Fiir jede nicht-leere Teilmenge YCIRM ist der Zusammenhangshomomorphismus
: n w
| | 0,: Hq(R Y) — Hq_l(Y)
ein |somorphismus.
Beweis. DalR" konvex i, gilt

HERM =0
(nach 3.4.5). Die Behauptung ergibt sich damit aus der reduzierten Homol ogiesequenz
des Paares (R"Y).
QED.

3.4.7 Linear zusammenhéingende Riume
Ein topologischer Raum X heif3t linear zusammenhingend oder auch wegeweise zusam-
menhiéingend, wenn sich je zwel Punkte von X durch einen Weg verbinden lassen.
Genauer, fiir je zwei Punkte p,qEX gibt es eine stetige Abbildung

: [0,1] =X
auf dem Einheitintervall mit Werten in X derart, dal3 o(0) = p und w(1) = q gilt.

Sel X ein beliebiger topologischer Raum. Betrachten wir die Relation ~ auf X mit

X ~ Yy < x und y kénnen durch einen Weg von X verbunden werden.

Dies ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf der Menge X. Die Aquivalenzklassen
beziiglich dieser Aquivalenzrelation heif3en lineare Komponenten von X oder auch
einfach Komponenten von X. Nach Definition sind die Komponenten maximale linear
zusammenhingende Unterrdume von X. Jeder topologische Raum zerfillt somit in
paarweise disjunkte linear zusammenhéngende Unterrdume.

3.4.8 Die Homologie linear zusammenhéingender Riume
Sal X en nicht-leerer linear zusammenhéngender topologischer Raum. Dann induziert
die Augmentation n: SX — (Z,0) einen |somorphismus



Ho(): HyX = Hy(Z,0) = Z.
Bewels. Sai pEX ein fest gewihlter Punkt. Wir betrachten die Kettenabbildung
A
p: (Z,0) = SX, m » m-p.

Fiir die Zusammensetzung mit der Augmentation erhalten wir
A

1) nep =id.
Fiir jedes 0-Simplex o: A0—>X fixieren wir ein 1-Simplex

w(0):A,~X mit 1(0)2e9 = o und m(0)eel = p.

n(0)

Figure 6: Wege und 1-Simplexe

Die Angabe eines solchen 1-Simplex ist im wesentlichen dasselbe wie die Angabe eines
Weges vom einzigen Punkt von o zum Punkt p. Ein solches 1-Simplex exigtiert, well X
nach Voraussetzung linear zusammenhénged sein soll. Nach Konstruktion gilt

A
a(TE(GO)) =0q-p=(ld-pn)(oy)
fiir alle O-Simplexe 00, d.h. esist

A

Qo = 1d - pen auf SX.

A
Das bedeutet aber , auf der O-ten Homologie induziert pev die identische Abbildung:
A A
Ho(P)eH )2 = [pon(2)] = [z - d(x(2))] = [2],
d.h.
A

2 Ho(P)eH ) =id.

Zusammen bedeuten (1) und (2), dal3 n: SX — (Z,0) auf der O-ten Homologie einen

| somorphismus induziert.
QED.

3.4.9 Die 0-te Homologie und lineare Komponenten
Seien X en beliebiger topologischer Raum und



{ Xk} AEA
die Familie der linearen Komponenten von X. Weiter seien ACX ein Unterraum und
A, =ANX,.
A A
Dann induzieren die Inklusionen ih: (XNAK) C (X,A) eine Zerlegung in eine direkte
Summe
®XE AS(X)UA)\) = S(X,A)
und folglich auch eine Zerlegung
@xEAH(Xwa) = H(X,A).

Insbesondere ist HO(X) isomorph zur frelen abelschen Gruppe, die von den linearen

Komponenten von X erzeugt wird.
Bewels. Betrachten wir die Kettenabbildung

®) DreaS) =S Ghepp 26,
AEA

Fiir unterschiedliche A liegen die Smplexe, welche in der Kette C, vorkommen, in

unterschiedliche Rdumen und sind deshalb paarweise verschieden. Die Summe

2 G
AEA

ist deshalb nur dann gleich Null, wenn jedes C, Null ist. Mit anderen Worten, die obige

Kettenabbildung ist injectiv. Zeigen wir, Sieist auch surjektiv. Dazu geniigt es, wenn wir
zeigen, jedes Simplex von o:Aq — X liegt im Bild dieser Abbildung. Nun ist Aq linear
zusammenhéngend: je zwei Punkte lassen sich sogar durch eine Strecke verbinden. Das

Bild von o ist deshalb auch linear zusammenhingend: je zwel Punkte lassen sich durch
das Bild einer Strecke verbinden. Somit liegt das Bild ganz in einer linearen

Komponente von X, d.h. es gibt ein A mit o(Aq)QXx. Dann ist aber o ein Smplex von

X)M und liegt im Bild der obigen Kettenabbildung. Wir haben gezeigt, die Abbildung (*)

ist ein Isomorphismus von Kettenkomplexen. Durch Einschridnken erhaten wir einen
| somorphismus

®) DrenSA) = SAL G g P 2G,

AEA

und durch Faktorisieren einen |somorphismus
®, 22 SO%,IS(A, ) = S(AY/S(X).

Letzterer ist gerade der gesuchte Isomorphismus @xe AS(X)\’AA) — S(X,A).
QED.
3.4.10 Die O-te Homologie des diskreten Raumes
Sel X ein diskreter topologischer Raum (d.h. jedes Teilmenge von X sel offen). Dann
gilt

HO(X) = 69XEX Z,
d.h. HO(X) ist die von den Punkten von X erzeugte freie abel sche Gruppe.



Beweis. Die linearen Komponenten von X ist gerade die einpunktigen Teilmengen. Die

nullte Homologie einer einpunktigen Menge ist gerade Z. Die Behauptung folgt damit
aus 3.4.9.
QED.

3.4.11 Umgebungsr etr akte
Seien X ein topologischer Raum, A ein Unteraum und
itA—X
die natiirliche Einbettung. Der Unterraum A heifit Retrakt von X, wenn es eine stetige
Abbildung r:X—A gibt mit rei =id. Die Abbildung r heil% dann Retraktion.

Figure 7: ein Retrakt
Ein Unterraum A eines topol ogischen Raumes X heif3t Umgebungsretrakt, wenn es eine

offene Umgebung U von A in X derart gibt, dal3 A ein Retrakt von U i<,

Beispiele

1. Jeder Punkt von X ist ein Retrakt von X.

2. Sind X und Y topologische Riaume und pEX, soist {p} xY ein Retrakt von XxY.
Als Retraktion kann man folgende Abbildung verwenden.

XxY = {p}xY, (xy) > (py).

3. Jeder Retrakt ist ein Umgebungsretrakt. Die Umkehrung ist falsch. Wenn X zum
Beispidl das Einheitsinterval ist und A aus dessen beiden Endpunkten besteht, so
ist A ein Umgebungsretrakt von X, jedoch kein Retrakt (weil X linear
zusammenhingend ist, A jedoch nicht).

Bemerkung

Spiter befassen wir uns mit Umgebungsretrakten. Hier beweisen wir nur ein einfaches

Ergebnis iiber Retrakte.

3.4.12 Die Zerlegung der Homologie mit Hilfe von Retraktionen

Selen X ein topologischer Raum, A ein Teillraum, i:A—X die natiirliche Einbettung und
rX—A
eine Retraktion. Dann ist der Homomorphismus

H(X) = H(A)®H(X,A), [2] » ([S(Nz [2])



ein Isomorphismus.
Beweis. Betrachten wir die kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

[
0—>SA % SX 5 S(X A) 0.
Die Existenz der Retraktion r hat zur Folge, dal3i, ein Linksinverses besitzt: mit rei = id

gilt r,ei, = id. Damit zerfillt aber die Sequenz, und zwar sogar as Sequenz von

Kettenkomplexen (nicht nur as Sequenz von graduierten abelschen Gruppen). Es es
besteht a so eine Isomorphie von Komplexen
SX = SA@S(X,A).
Ubergang zur Homologie liefert die Behauptung.
QED.

3.4.13 Die Homol ogiesequenz eines Retrakts
Seien X ein topologischer Raum und A ein Retrakt von X. Dann zerfillt die Homologie-
sequenz des Paares (X,A) in lauter kurze exakte Sequenzen
d,=0 d,=0

0—>HqA—>HqXJ—*>H X,A) 250
Beweis. Nach 3.4.12 erhidlt man ene kurze exakte Sequenz, wenn man die
Zusammenhangshomomorphismen an den duBeren Enden durch die Nullabbildung
ersetzt. Well die Homologiesequenz von (X,A) exakt ist, miissen dann aber die
Zusammenhangshomomorphismen Null sein.
QED.

3.5 Homotopieinvarianz

3.5.1 Wiederholung

Zwei stetige Abbildungen f,g: X—Y heif3en homotop, wenn es eine stetige Familie von

Abbildungen
F : X=Y, t€l:=[0,1]

gilt mit FO—f und F =g. Eine Famnel Ft X—Y mit t€l heil} stetig, wenn die

Abbildung
Xxl =Y, (Xt » Ft(x),
Stetig ist.

3.5.2 Formulierung des Satzes iiber die Homotopieinvarianz

Seienf,g: X — Y homotope Abbildungen topologischer Rdume. Dann sind die
zugehorigen Abbildungen der singuldren Kettenkomplexe
Sf, Sg: SX — SY
(ketten-)homotop.
Bemerkung. Bevor wir den Satz beweisen, geben wir einige Folgerungen an.

3.5.3 Folgerung: die Homologie homotoper Abbildungen
Seienf,g: X — 'Y homotope Abbildungen. Dann sind die auf der Homologie induzierten
Abbildungen gleich:

H(f) = H(g): HX — HY.
Bewels. Kettenhomotope Abbildunge induzieren dieselben Abbildungen auf der
Homologie.
QED.

3.5.4 Folgerung: die Homologie homotoper Riume
Mit (X,A) = (Y,B) gilt H(X,A) = H(X,B).



Beweis. Nach Voraussetzung gibt es stetige Abbildungen
f:(X,A) = (Y,B)und g:(Y,B) — (X,A)
mit
fog=id und gef = id.

Nach dem Satz iiber die Homotopieinvarianz gilt dann aber

H(f)eH(g) = H(feg) = H(id) = id
und analog

H(g)°H(f) = H(gef) = H(id) = id.
Mit anderen Worten, H(f): H(X, A) — H(Y,B) ist ein Isomorphismus.
QED.

3.5.5 Folgerung: die reduzierte Homologie kontrahierbarer Ridume

Wenn der Raum X kontrahierbar ist, X = P :={p}, so gilt HX = 0. Genauer, die
Augmentation n): SX — (7Z,0) ist eine Homotopiedquivalenz.
Beweis. Nach 3.5.4 induziert die einzige Abbildung
X—=P
einen Isomophismus

Hy(X) = Hy(P) = Z, [g ol » [g ¢ Pl - g Cs

Letztere Abbilung ist aber dieselbe Abbildung wie sie auch von der Augmentation
induziert wird. Mit anderen Worten, die Augmentation ) induziert e nen |somophismus

H(n): HX — H(Z,0) = (Z,0).
(fiir Dimensionen =0 ist dastrivial). Nun ist ) eine Kettenabbildung freier Komplexe.
Das bedeutet aber, 1) ist eine Homotopiedquivalenz (Satz von 2.4).
QED.

3.5.6 Vorbemerkungen

(i) Die Situation, in der wir uns befinden kann man sich wiefolgt illustieren. Wir
haben ein Diagramm von Funktoren

S H
Top — 0Ab — GADb
4l x| I

S H
Htp - — = HOAb — GADb
Der Satz iiber die Homotopieinvarianz bedeutet im wesentlichen, dald wir dieses

Diagramm kommutativ durch einen gestrichet eingezeichneten Funktor S
ergédnzen konnen.
(i)  Wennf:(X,A) — (X,B) eine Homotopiedquivalenz ist, so sind auch
f:X—=Y undf|A:A—>B

Homotopiedquivalenzen. Die Umkehrung dieser Aussage ist nicht richtig. Seien
zum Beispid

X =Y =[01],A={01}, B={01] - {5}.



7\

A & OB

Figure 8: Homotopie-Aquivalenz von Riumen und topologischen Paaren

Dann sind die natiirlichen Einbettungen XCY und ACB Homotopiedquivalenzen
(es gibt eine Retraktion B—A, welche as Abbildung B—B homotop zur
identischen Abbildung ist). Die Einbettung f:(X,A) C (Y,B) ist jedoch keine
Homotopiedquivalenz, denn eine Homotopieinverse

g:(Y.B) = (X,A)
miifite auf jedem Talintervdl von B konstant sein, miiite also aus
Stetigkeitsgriinden auf ganz Y konstant sein. Dann ist aber auch

gef: (X,A) = (X,A)
konstant. Die Einschrinkung von geof auf A 1468t sich also nicht in die identische
Abbildung von A deformieren (nach dem Zwischenwersatz - man betrachte das

Bild des Punktes, der kein Wert von gef ist bel der Homotopie von gef in die
Identitét).

3.5.7 Ein vorbereitender Satz

Seien FO, Fl.sx — ([0,1]xX) natiirliche Kettenabbildungen mit der Eigenschaft, dal3
die Komposition

F.

S, —> S(0.11xA ) —> (Z.0)

unabhingig von i€{0,1} i<,

nFO =nFl auf sa
Dann existiert eine natiirliche Kettenhomotopie

sFO=FL

o

Bemerkung

Die Natiirlichkeit der Abbildung ¢ (:FO, FL oder s) soll bedeuten, dai} sie fiir dle
topologischen Riaume X definiert ist und dal? fiir jede stetige Abbildung h:X’—X das
folgende Diagramm kommuitativ ist.

sX' —¥5 5([0,1]xX’)
1) sh| | sthxid)
sx 25 5([0,1]xX)
Beweis. Wir haben eine Kettenhomotopie s zu konstruieren, d.h. eine Familie von

Gruppenhomomorphismen
S¢S~ S (01X)

_.0 1
(2) Der1% * Sc1% = Fie Fi

mit



fir jedes k€Z. Fir k<O mui3 S der trivide Homomorphismus sein, da der
Definitionsbereich dietriviale Gruppe ist. Nehmen wir jetzt an, wir hitten die S bereits
fiir dle k<q derart kongtruiert, dal3 (2) gilt. Wir haben sq SO zu definieren, dal3 die

Identit auch fiir den neuen Index q bestehen bleibt.
Bezeichne LqZAq—>Aq dieidentische Abbildung. Wir kdnnen Lq als singuldares Simplex

des topol ogischen Raumes Aq auffassen.

L ESA
q q

Insbesondere konnen wir auf «  den Randoperator und die Kettenabbildungen F
anwenden. Betrachtenwir die folgenden Kette
-0 1
3 c:=F%_- F_-s_ .0u €Y]0,1]xA ).
(3 g™ Flig .10t ESI0AIxA )
1.Schritt. Wir zeigen, die Kette cist ein Rand: esgibt ein bESq+1([O,l]qu) mit
c=db.
Zeigen wir zunidchst, ¢ ist ein Zyklus. Es gilt
dc  =0F9% - oFl_-9s .o nach Definition (3) von ¢
q q 091 q

-0 1 0_ ¢l le—
=F0. - Fo_-(F'-F-s_.d)du_ nach(2) mitki=g-1
g € 120 nech 2 q
Damit représentiert ¢ eine Homologieklasse
[c]le Hq(([O,l]qu).
Esgilt sogar noch mehr: [c] liegt sogar in der reduzierten Homologie. Fiir g=0 ist das

trivial, da fiir diese q die reduzierte mit der gewohlichen Homologie iibereinstimmt. Fiir
g=0 haben wir zu zeigen, [c] liegt im Kern der Augmentation, d.h. zu zeigen it

o _0=ylc] =[nd]. | |
Dabei bezeichne wie bisher n) die Augmentation auf Komplexniveau. Es gilt:

C =nF%_- nF_-ms_ ,du_nach Definitoin (3) von ¢
n NP - P =S 0y, ©)

q
= nsq_ 18Lq wegen nFO = nFl fiir =0 nach Voraussetzung
=0 wegenatq:Oim Fal g=0.
Damit ist gezeigt,
clEH_([0,1]xA ).
[c] OI([ 1x q)

Nun ist [O,l]xAq eine konvexe Tellmenge des Rq+2, hat also trivide reduzierte
Homologie. Mit anderen Worten [c] = 0, d.h. cist Rand einer (g+1)-Kette b,

c = db fiir ein bESq+1([O,1]qu)

Damit ist die Behauptung des ersten Schritts bewiesen. Die eben konstruierte Kette b
versetzt unsin die Lage, den Homomorphismus sq wiefolgt zu definieren.

(4) 5415409 = S [0.11xX), & 1> Sicxo)(b).

2. Schritt. Der Homomorphismus (4) ist wohldefiniert.



Die g-Simplexe von X bilden ein linear unabhiingiges Erzeugendensystem von S_(X).
Zur Definition von s_ geniigt es deshalb, fiir jedes g-Simplex o dessen Bild anzugeben.
Ein g-Simplex von X ist eine stetige Abbildung
O'ZAq — X.
Dieseinduziert eine stetige Abbildung
idxo: [0,1]><Aq — [0,2]xX
und damit einen Komplex-Morphismus
S(idxo): S([O,l]qu) — S([0,1]xX).
DabinS +1([O,1]><Aq) liegt, kann man S(idxo) auf b anwenden und erhilt als Bild en
Element von Sq+1([0,1]xX). Wir haben gezeigt, die Abbildung (4) ist wohldefiniert. Es

bleibt noch die Natiirlichkeit zu zeigen (d.h. die Kommutativitit des Diagramms (1)) und
die Giiltigkeit der Identitét (2) im Fallk = q.

3. Schritt. Beweis der Natiirlichkeit von sq.
Selen h:X'—X ene stetige Abbildung und o’:Aq — X’ ein g-Simplex von X’. Dann

ilt
) Slidxh)(s,0") = S(xh)(idxo"))b = S(idx(ho'))b = 5, (ho') = s (S(h)).

Dao’ beliebig war, folgt S(idxh)osq = sqoS(h).

4. Schritt. Beweis der Giiltigkeit von (2) fiir k=q.

Esqilt

(0s,)o = S(idx0)b = S(ico)db da S(idxo) Kettenabbildung ist)
= S(idxo)(FOLq . Fltq -S540t wegen db = ¢
= FZS(G) L(i - F]'S(O‘)Lq - Sq_ 1S(0)8Lq Natiirlichkeit von FO,Fl und o1
=Fo- Fo- sq_ls(o)auq wegen quld
= - Flo- 5.105(0)tg weil S(o) Kettenabbildung ist
0 (1 _
=(F- F~- sq_ 16)0 wegen Lq—ld

Dao beliebig war, folgt asq =F0. L. sq_la.
QED.

3.5.8 Beweis der Homotopieinvarianz (Satz 3.5.2)

Sel eine Homotopie O von stetigen Abbildungen
f,0: (X,A) = (Y,B)
gegeben, d.h. eine stetige Familie

©: ([0,1]xX,[0,1]xA) — (Y ,B), (t, X) » G)t(x)

von stetigen Abbildungen @t: (X,A) — (Y,B) mit @O =fund @1 =g.

Fiir jedes t€[0,1] und beliebige topologische Raume Z sei th = F die geti ge Abbildung
Fl. Z = [0,1]%Z, X 1> (£,%).



Z

Figure 9: Palleleinbettung eines Raums in seinen Zylinder
Speziell fiir Z = X erhalten wir ©° Ft = ®t ,aso

©oF9 = f und @-F1 = g.
Es geniigt deshalb, eine Homotopie

) s SFO= sFL: s(x, A) —» S([0,1]xX, [0,1]xA)  ( 9 S(Y,B))

zu konstruieren. Durch Zusammensetzen mit S(©) erhaten wir dann die gewiinschte
Homotopie:

S(0)°s: (0)°S(FO) = 5(0)-S(F1)
I I
S@-F)  se-Fh
I I
S(f) S(g)

Konstruieren wir aso eine Kettenhomotopie (*).

Fiir jedes t€[0,1] induziert Fl den Komplex-Morphismus
2 S(F):S@2Z) = ([01x2), c= 3 ¢_o v S(FIc=3 ¢c_{thxo,
o (0

wenn {t} xo das Simplex {t}xc:Aq—>[O,1]xZ, X B (t, o(x)) bezeichnet. Dieser ist

natiirlich beziiglich Z, d.h. fiir jede stetige Abbildung h: Z'—Z ist das folgende

Diagramm kommutativ.
t

2 S s(04x2)

(3) s(h)] |stdxh)
t

sz 5 soux2)



Aus der Abbildungsvorschrift von (2) lesen wir &b, die Summe der Koeffizienten der
Kette

S(Ft)c
ist unabhingig von t, d.h die Zusammensetzung von S(Ft) mit der Augmentation
N:§([0,1]xZ)—(Z 0) ist unabhingig von t. Insbesondere ist
neS(F) = neS(Fh).
Nach 2.5.7 gibt es eine natiirliche Homotopie
s:SF9%= sFL: 5(x) — S([0,1]xX)
fiir jeden topologischen Raum X.
Aus (3) erhalten wir fiir den Fall, daB h die natiirliche Einbettung A <& X ist,

S(FHSA C S([0,1]xA)

fiir dle t. Andog ergibt sich auf Grund der Natiirlichkeit von s, dal3 das folgende
Diagramm (graduierter abelscher Gruppen) kommutativ ist,

SX 5 S([01]xX)[+1]
U U

SA 25 S04 X A)[+1]
d.h. esqilt
S(SA) € S([0,1]xA)[+1],

Durch Ubergang zu den Faktorkomplexen erhalten wir eine Kettenhomotopie

s SFO9= SFL: S(X,A) — S([0,1]xX,[0,1]xA).
QED.

3.5.9 Defor mationsretrakte und star ke Defor mationsr etr akte
Seien (X,A) en topologisches Paar und
iA—X
die natiirliche Einbettung. Dann heifit A Deformationsretrakt von X, wenn eses
Homotopie@t:X—>X gibt mit

0, =1d, 0,X)=A, ©

1|A

Figure 10: ein starker Deformationsretr akt



In dieser Situation ist r:= @1:X—>A eine Retraktion und es gilt rei =id und ier = id, d.h. i

und r sind zueinander homotopieinverse Homotopiedquivalenzen. Insbesondere ist
Hi: HA — HX

ein lsomorphismus.
Wenn man die Homotopie sogar so wéhlen kann, daf3

@tl Nl
gilt fiir alle t, so heiit A starker Deformationsretrakt von X.
Beispiele
(i) IstpeX ein Punkt von X, soist die einpunktige Teilmenge { p} ©X genau dann ein

Deformationsretrakt, wenn, X kontrahierbar™® ist. Es gjlt dann HX = 0 (nach
3.5.5).
(i) Die n-dimensionale Einheitssphire
s" = (xeR™1 | x|l = 13
ist ein starker Deformationsretrakt des punktierten euklidischen Raumes
Rrﬂ' 1_{ 0} .
Als Deformation kann man die folgende stetige Familie nehmen™.

o t
@t(x) =(1-t+ W)-x

Figure 11: die Sphiire als starker Deformationsretrakt des punktierten Raums

(iii) Die Deformation von (ii) zeigt auch, dal S" ein starker Deformationsretrakt der
Punktierten (n+1)-dimensionalen Vollkugel
Bn+1_{ 0}
ist. Dabel sei
BNl = (xeR™1 | IxlI = 13.
Insbesondere gilt
HS" = HB"1-{0}) = HRL{q}).

3 d.h. dieidentische Abbildung Id: X — X ist homotop zu einer konstanten Abbildung.
1 @O ist die identische Abbildung und @1 die Abbildung x » x/IIxIl. AuBerdem ist fiir jedes t die

Einschrinkung von ®t auf S" die Abbildung X - X.



3.6 Baryzentrische Unterteilung

3.6.1 Der Unterteilungshomomor phismus
Fiir jede nicht negative ganze Zahl q heiBt der Purlkt

- (q+1 i q+1) S%q
des g-dimensionalen Standardsi mplex Baryzentrum von Aq (Massenmittelpunkt). Fiir
jedes (g-1)-Simplex o des topol ogischen Raumes Aq bezeichne Bq-o wieim Bewels
von 3.4.5 das Simplex von Aq, dessen Bild der Kegel mit der Spitze Bq und der Basiso
ist. Wir denken uns die Abbildung Bq linear zu einer Abbildung

B:S .A —SA
9ol aq aq

e

o

Figure 12: Kegel mit der Spitzeim Baryzentrum
fortgesetzt.
Fiir jeden topologischen Raum X und fiir jedes q = O definieren wir induktiv einen
Gruppenhomomorphismus
Bq:SqX — SqX.
welcher baryzentrische Unterteilung heif3t. Fiir g=0 sei ﬁq die identische Abbildung.

[30 =id :SOX — SOX, Ch C.

Sei jetzt >0 und Bi fiir dle i<q bereitsdefiniert. Zur Definition von ﬁq geniigt es das
Bild Bq(o) fiir jedes g-Simplex von G:Aq—>X anzugeben. Falls X := Aq ist und
o =1 A —=A
q

a q
die identische Abbildung, so setzen wir

L):=B v )ES
|3q( q) Bq 1 ) q q
SchlieBlich sei fiir ein beliebiges q-Simplex 0.Aq—>X,15

Bq(O) = S(0)°[3q(tq)-

5 d.h wir unterteilen zuerst das Simplex Lq: Id:Aq—>Aq und transportieren dann diese Unterteilung mit

Hilfe von S(o) in den uns interessierenden Raum.



Man beachte, S(0) ist eine Kettenabbildung S(o):SAq — SX.

Bemerkungen.
(i)  Grob gesagt, erhélt man die baryzentrische Untertellung des g-Simplex o aus der

baryzentrischen Unterteilung des Randes do, indem man iiber jedem Simplex der
Randunterteilung den Kegel mit der Spitze im Baryzentrum von o errichtet.

(i) Die wichtigste Eigenschaft der baryzentrischen Untertellung besteht darin, en
gegebenes Simplex in kleinere zu zerlegen.

3.6.2 Der Durchmesser mehrfacher baryzentrischer Unterteilungen
Die Folge der Homomorphismen ﬁq:SqX — SqX definiert eine natiirliche

K ettenabbildung
B:SX — SX
mit der folgenden Eigenschaft:

Fiir jedes ¢ = O und jedesreellee > 0 existiert ein N := N(g, q) derart, daB fiir jedes
n=N
alle Simplexet der Kette c = Bn(tq)ESqu einen Durchmessser |ft|| < ¢ besitzen. Mit
anderen Worten aus |ft|| = ¢ folgt, dal3 der Koeffizient c_vont incgleich Null ist,
c =0.
T
Dabei sei der Durchmesser eines Simplexest: Aq — RK definiert als
IFell := sup { |fe(x) - T(W)I X,VEAq}-
Beweis. 1. Schritt: Natiirlichkeit von £.
Fiir jede stetige Abbildung f:X—Y und jedes g-Simplex 0:Aq—> X gilt
S(F)(B(0)) = S(f)(S(o)qu(Lq)) (induktive Definition von )
= S(foo)(Bq(Lq)) (Funktorialitit von S)

= B(feo).
Mit anderen Worten, das folgende Diagramm ist kommuitativ.
YLV
sh] ; EQ)
SY — SY
Alsoist § eine natiirliche Transformation.

2. Schritt. B ist eine Kettenabbildung.
Wir zeigen dies durch Induktion nach q. Fiir q=0 gilt trivialerweise

abq = bq_ 18,
da auf beiden Seiten aus Dimensionsgriinden die Nullabbildung steht. Fiihren wir den
Induktionsschritt durch. Fiir jedes q-Simplex 0:Aq—>X , 00, gilt:

a(bqo) = 8(8(0)°Bq(uq)) (induktive Definition von )
= 6(5(0)(Bq-[3q_ 1(8Lq))) (induktive Defintion von ﬁq(tq))
= S(0)(0(B By, 1(9r)))  (S(o) ist Kettenabbildung)
= S(0)(B 1 (O1g) - By 10 1(0r) (siehe unten)



= 5(0)(Bq_1(atq)) (wegen aﬁq_f B q-Za nach Ind.vor.)

= Bq_ 1(8(0)(8 Lq)) (Natiirlichkeit von )

= Bq_ 1((90) (S(0) ist Kettenabbildung)
Das vierte Gleichheitszeichen ergibt sich dabei aus der Tatsache, dal3 die Multiplikation
mit einem Punkt B im konvexen Raum Aq eine Kettenhomotopie ist,

A
0B + Bd =id - Ben
A
(vgl. den Beweisvon 3.4.5) und der Term Beny wegen g>0 die Nullabbildung i, d.h. es
ist
0B =id - Bo.
Wir haben gezeigt, aﬁq = ﬁq_la, d.h. B ist Kettenabbildung.

3. Schritt. Sei o: Aq — RKein lineares Simplex mit den Ecken
K o .—
pol!pqER ’ pl = G(el)
Dann gilt
@ PP’ || = max{ ||p-pi|| 1i=0,...,q} fiir beliebige p,p’Eo(Aq).
() lloll=max{lp- P, I11,j=0,...,a}

Zum Beweis beachten wir, der Punkt p’ 146t sich in der Gestalt p” = § X' P, mit § X’ i
i=0 i=0
1 schreiben. Also gilt
o-p' =11 S x )p-pl

i=0
=1 Socip-xip) I
=0
< § x’i “|lp - P, Il (Dreiecksungleichung)
i=0
<1 (3 x' ) maxllp-p,| 1i=0....c}
iI=0

= max{[lp-p,|| |i=0.....q}-
Damit ist (a) bewiesen. Aussage (b) erhilt man durch 2-maliges Anwenden von (a)."’
4. Schritt. Sel o Aq — TRX din lineares Simplex. Dann besteht die Kette p(c) aus

linearen Simplexen eines Durchmessers < qg_l llol)-

Insbesondere besteht B(1 ) aus Simplexen eines Durchmessers < q?_—l '”Lq”.
Mit dem Beweis dieser Aussage ist dann auch der Satz bewiesen.

16 Wir ersetzen jeden Summanden durch das Maximum aller Summanden.
7 Genauer: man bekommt dadurch die Ungleichung. Trivialerweise gilt dann aber das
Gleichheitszeichen.



Aus der Definition der Kegelkonstruktion im Bewels von 3.4.5 ergeben sich folgende
Eigenschaften.

(i)  Fir jedes singulire Smplex ©: A — IRS, jeden Punkt pERS und jede lineare

Abbildung f:RS—-R gilt®
S(f)(p-t) = f(p)-(for).

(P /f(p)
)= X

Figure 13: lineares Bild eines Kegels

f( &

@i) IstT Ar—> RS ein lineares Simplex mit den Ecken Og-~Gp SO ist der Kegel iiber

T, d.h. die Abbildung
- . TRS
pr.AH_l R
ein lineres Simplex mit den Ecken POy

Mit Hilfe dieser beiden Eigenschaften erhalten wir fiir das lineare Simplex o: Aq — Rk

die folgenden Identitéten:

B(o) = B(S(G)Lq) = S(O)[S(Lq) (Natiirlichkeit von f3)
= S(o)(Bq-[Sq_l(GLq)) (Definition von B)
= 0(Bq)'S(C’)(fiq_l(atq))) (Eigenschaft (i))
= G(Bq)-Bq_ 1(80) (Natiirlichkeit von p)
= | go(-l)j G(Bq)-ﬁq_l(osj) (Definition von d).
Damit besteht $(o) aus Simplexen der Gestalt
o= G(Bq)"l:

wobei tin einer der Ketten
]
B2 (0¢)
vorkommt. Das Simplex ¢’ hat den Durchmesser

18 \weil lineare Abbildungen Strecken in Strecken abbilden (und Endpunkte von Strecken in Endpunkte
von Strecken).



lloll = llp-ql
mit geeigneten Ecken p,g von ¢’ .Nach Eigenschaft (ii) sind diese Ecken entweder beides
Ecken von t oder eine der Eckenist gleich o(Bq). Im ersten Fall gilt

lo' I=Np-all = |kl (well p, g Eckenvont sind)
< %—1-”08]” (Induktion bzw. q)

< q('q—l-||o|| (wegen Im(ce)) C Im(c))
gt llol (wegen L=< o)

Im zweiten Fall gilt nach dem 3.Schritt, wenn z.B. p = o(Bq) i,
lo” I =1ip-dll = lIp-p;ll
fiir ein 1. Also ist
) —19 1 . L =20 i
To" 1= No(By) -p I1=71 équr—l (b, P I=g+1 goll P, P 1= gaz lloll

Damit ist die Aussage des 4.Schritts bewiesen, also auch die Aussage des Satzes.
QED.

3.6.3 Kettenabbildungen die in der Dimension 0 iibereinstimmen

Seien yo L. Sx - SX zwei natiirliche Komplex-Morphismen, die in der Dimension 0
0

tibereinstimmen. Dann existiert eine natiirliche Homotopie y :yl.
Beweis. Betrachten wir die Kompositionen
|

oy Vg DY
F': SX —SX—Y([0,1]xX),

\

w LN

Figure 14: Einbettung in den Zylinder und Projektion

{

.

wobei Jdie stetige Abbildung JX—[0,1]xX, X i (0,X), sai. Nach 3.5.7 existiert eine
natiirliche Homotopie
sFO=F1

® Nach Definition ist Bq = qi_il(Summe der Ecken von Aq). WEeil o ein lineares Simplex ist, ist

-1
o(Bq) o) (Summe der Ecken von o)

2 Der i-te Summand der Summe links ist Null.



Ihre Komposition mit S(it), wobei 7t:[0,1]xX—X die Projektion auf den zweiten Faktor
s, liefert eine Homotopie

S(m)s: S)F0 = s)FL.

Wegen S(n)Fi = S(n)S(J)yi = yi ist das gerade die Behauptung.
QED.

3.7 Kleine Simplexe und Ausschneidung

3.7.1 Vorbemerkung

Zid dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, zur Berechnung der singuliren Homologie
geniigt es, sich auf die Betrachtung kleiner Simplexe zu beschrinken. Daraus wird sich
ergeben, daf sich H(X,A) nicht dndert, wenn man aus X und A einen gewissen Tellraum
B herausnimmt, der sich nicht mit dem Rand von A scheidet.

3.7.2 Der singulire Komplex eines Systems von Teilmengen

Selen X ein topologischer Raum und U ein System von Teilmengen von X. Wir
bezei chnen mit
SU
den kleinsten Teilkomplex von SX, welcher alle SU mit UEU als Teilkomplexe enthlt.
Mit anderen Worten, S(U) ist der Teilkomplex, welcher von der Familie der

Teilkomplexe
{SU} ueu

erzeugt wird. Die Ketten von S(U) sind gerade die Linearkombinationen von Simplexen
sind, welche ganz in einem UE€U liegen. Man kann sagen, S(U) wird von den Simplexen
vom Kleinheitsgrad U erzeugt.

Fiir jeden Teilraum ACX setzen wir
UNA:={UNA} o,
Dannist SUNA) ein Tellkomplex von S(U) und wir setzen
S(U,UNA) = S(U)/S(U () A).
Man hat ein kommutatives Diagramm
0— SUMA)— S(U) — SUUMA)—0

l | |
0— SA) —SX)— SXA) —0

dessen linke vertikde Pfeille die natiirlichen Einbettungen bezeichnen. Der rechte
vertikale Komplex-Morphismus exitiert nach dem Homomorphie-Satz.

3.7.3 Vergleich der Homologien von S(X,A) und S(U,UNA)

Seien (X,A) ein topologisches Paar und U ein System von Teilmengen von X. Dabel sl
folgende Bedingung erfiillt:

(*) Jeder Punkt x&X befindet sich im Innern von A oder im Innern einer der Mengen
ueu.

Dann ist die Kettenabbildung S(U,UNA) — S(X,A) eine Homotopiedquivalenz.

Insbesondere induziert sie einen 1somorphismus der Homol ogiegruppen
H(U,UNA) — H(X,A).

Bevor wir diese Aussage beweisen, geben wir zunichst einige Folgerunge an.



3.7.4 Folgerung: Ausschneidungssatz |
Seien (X,A) en topologisches Paar und YCX eine Tellmenge mit

o o

X = YUA.
Dann ist die natiirliche Einbettung
1: Y, YNA) = S(X,A)
eine Homotopieédquivalenz. Insbesondere gilt H(Y,YNA) = H(X,A).

Bewels. Dasist der Spezialfall von 3.7.3, in welchem U aus nur einer Menge Y besteht.
QED.

3.7.5 Folgerung: Ausschneidungssatz I1
Seien (X,A) en topologisches Paar und BCA eine Teilmenge mit

BCA.
Dann ist die natiirliche Einbettung
j: S(X-B,A.- B) = S(X,A)

eine Homotopiedquivalenz. Insbesonder gilt H(X-B,A .-B) = H(X,A).

Beweis. Das ergibt sich aus 3.7.4 indem man die Menge Y durch ihr Komplement
B:=X-Y ersatzt.

QED.

3.7.6 Beweisvon 3.7.3.
1. Schritt. Fiir jede Kette CESqX gibt es ein nEN mit [Sn(c)ESqV. Dabei bezeichne p

die baryzentrische Unterteilung und V die Uberdeckung
V = UU{A}
von X.

Da die Kette ¢ eine endliche Linearkombination von Simplexen i, geniigt es, die
Aussage fiir den Fall c:o:Aq—>X eines g-Simplex zu beweisen. Nach Voraussetzung

bilden die Mengen
V mitveVv
eine offene Uberdeckung von X. Also bilden die Mengen

W := o~ L(v) mit vev
eine offene Uberdeckung W von Aq' Se ¢>0 ene Lebesgue-Zahl fiir diese

Uberdeckung, d.h. jede Teilmenge von Aq mit einem Durchmesser <¢ liege ganz in einer

der Mengen W. Ein solches ¢ existiert, weil Aq ein kompakter metrischer Raum ist (vgl.
Anhang 2). Nach 3.6.2 gibt es eine iterierte baryzentrische Unterteilung ﬁn(tq) des

identischen Simplex Lq:Aq — Aq derart, dal} jedes Simplex von f)n(tq) einen

o

2 Y bezeichne das Innerevon Y, d.h. die Vereinigung aller offenen Teilmengen, dieganzin Y liegen.



Durchmesser kleiner als ¢ hat, dso ganz in einer der Mengen Wzo'l(V) liegt. Dann
liegt aber jedes Smplex von

(o) = S(G)(B”(tq))

o

in einer der Mengen V mit VEV. Mit anderen Worten, es gilt Bn(o)ESqV.

2. Beweis der Behauptung.
Wir wollen zeigen, die natiirliche Einbettung
J: (U, UNA) — (X, A)
ist eine Homotopiedquivalenz. Da die Komplexe S(U, UNA) und S(X, A) frei sind,
geniigt es, wenn wir die Bijektivitit der induzierten Abbildung H(U, UNA) — H(X, A)
auf der Homologie beweisen (vgl. 2.4.3). Aus der Homologiesequenz zur kurzen
exakten Sequenz
0— S(U, UNA) — S(X, A) — S(X,A)/S(U, UNA) — 0
ergibt sich, es geniigt zu zeigen
H(S(X,A)/S(U, UNA)) =0,
Wir haben zu zeigen, jeder Zyklusvon
K = S(X,A)/S(U, UNA) = (SX/SA)/(S(U)+SA/SA) = SX/S(V), V :=U U {A},
ist ein Rand. Ein Zyklus von K wird reprisentiert durch eine Kette zES(X) mit
0z € S(V)
Nach Konstruktion ist die baryzentrische Unterteilung eine natiirliche Kettenabbildung
SX—SX, die in der Dimension O mit der Identischen Kettenabbildung iibereinstimmt.

Dasselbe gilt fiir die iterierte baryzentrische Unterteilung . Nach 3.6.3 gibt es deshalb
eine natiirliche Homotopie von Komplex-Morphismen

s g =id.

Esist dso
Id=ds+ sd + "

und speziell fiir unsere Kette z gilt

z=0sz +s0z + p"z.
Wir haben zu zeigen, z représentiert einen Rand von K, d.h. z ist die Summe aus einem
Rand von SX und einer Kette von S(V). Weil s natiirlich ist,

S
S = S

U . U
Sq(V) — Sq+1(V)
gilt
S(S(V)) C S(V) fiir jedes V EV,
aso

(S(V) = 3 SV)YES 3 SV)=9(V),
vev vev

Mit 0zeS(V) gilt dso auch s0zeS(V). Es geniigt also, wenn wir zeigen, es gibt €n n
mit
pNzes(v).
Dasist aber gerade die Aussage des ersten Schritts.
QED.



3.7.6 Das Bukett punktierter topologischer Raume, Faktor-Topologie

Fiir jeden topologischen Raum X und jede Aquivalenz-Relation ~ auf der Menge X
besitzt die Menge

X/~
der Aquivalenz-Klassen eine Topologie mit folgenden Eigenschaften.
1 Die natiirliche Abbildung p: X — X/~, diejedes Element von X auf dessen

Aquivalenzklasse abbildet, ist stetig.
2. Jede stetige Abbildung f: X — Y, die konstant ist auf jeder Aquivalenz-Klasse

von X, faktorisiert sich eindeutig tiber p, d.h. es gibt genau eine stetige Abbildung T, fiir
welche das folgende Diagramm kommuitativ i<t.

f
X —Y
ol /T

X/~
Die so0 definierte Topologie von X/~ ist gerade die Topologie, fiir welche eine Teilmenge
U C X/~ genau dann offen ist, wenn ihr vollstindiges Urbild p'l(U) offenistin X.

Diese Topologie heil3t Faktor-Topologie von X/~, und der topol ogische Raum X/~
heif3 Faktorraum von X beziiglich ~,

Ein punktierter topologischer Raum ist ein Paar (X,p) bestehend aus einem

topologischern Raum X und einem Punkt pEX. Der Punkt p heif3t dann Grundpunkt

oder auch Basispunkt des punktierten topologischen Raums. Eine stetige Abbildung
f.(X;p) = (¥.Q)

punktierter topologischer Rdume ist eine stetige Abbilung f:X—Y mit f(p) = g. Die

punktierten topologischer Rdume bilden eine volle Teilkategorie der Kategorie Top(2
der topologischen Paare. Sind (X,p) und (Y ,q) punktierte topologische Raume, so heift
der topologische Raum

XVY = XUY/P-Q

(d.h. man identifiziere in der digunkten Vereinigung die Punkte P und Q und versehe
das Ergebnis mit der Faktortopologie) Bukett der Ridume (X,p) und (Y q).%

Das Bukett wird a's punktierter topologischer Raum (X\VY ,*) aufgefaldt, wobel * den
Punkt bezei chnet, welcher durch das Identifizieren von p und g zustandekommit. Die
Einschrinkungen der natiirlichen Abbildung

XUY — XVY
auf die Rdume X und Y identifiziert X und Y mit Unterrdumen des Buketts, wobei die
Grundpunkte von X und Y zum Grundpunkt des Buketts werden. Auf Grund der
Definiton der Faktor-Topologieist eine Teilmenge

U C XVY
genau dann offen, wenn U[ )X und UMY offensindin X bzw. Y.

Das Bukett entsteht, indem man die Rdume in ihren Grundpunkten zusammenkniipft.

2 Eine Teilmenge U der disjunkten Vereinigung ist genau dann offen wenn U)X und U(MY offen sind
in X bzw. Y..



P=Q

Figure 15: zwei Rdume und ihr Bukett

3.7.7 Die Homologie eines Buketts

Seien (X,p) und (Y ,q) punktierte topologische Riume. Die AbschlieBung der
einpunktigen Menge { p} besitze eine kontrahierbare Umgebung U,

{ppCUCX
Statt der Kontrahierbarkeit von U reicht es auch die Existenz einer stetigen Familie von

Abbildungen
d;: (U,p)—(X,p), t€[0,]]

zu fordern mit dO:I dundd,(U)={p 2% Dann induzieren die natiirlichen Einbettungen
i X —=XVY undjY = XVY
| somorphismen
HOX{pH@H(Y {d}) = HXVY %), ([a, [b]) » [S(i)a+ S(j)b]
und
HX @ HY — H(X\VY).
Beweis. Die beiden Isomorphieaussagen sind nach 3.4.2 dquivalent: die reduzierte

Homologie 1dBt sich identifizieren mit der relativen Homologie beziiglich eines
einpunktigen Unterraumes. Betrachten wir die reduzierte Homol ogiesequenz des Paares

(XVY,Y).DaY enRetrakt von X\VY ist (die Retraktion kommt von der Projektion des
Raumes X auf seinen Grundpunkt), degeneriert die Homologiesequenz nach 3.4.13 zu
einer kurzen exakten Sequenz.

0 — HY — H(XVY) = H(XVY, Y) = 0.

Da die natiirliche Einbettung Y — X\V/Y eine Linksinverse besitzt, zerfillt diese Sequenz,
d.h. esgilt

HY @ H(X VY, Y) = HX\VY)
wobel die Isomorphie von der natiirlichen Einbettung Y — XVY und irgendeinen

Schnitt von H(X\VY) — H(X\VY, Y) kommt. Es reicht deshalb, wenn wir beweisen, die
natiirliche Einbettung

(X,;p) = (XY, Y)
induziert einen Isomorphismus H(X,p) = H(XVY, Y).

Zum Beweis benutzen wir die Existenz der im Satz erwidhnten Homotopie. Bezeichne I =
[0,1] das Einheitsintervall. Die stetige Abbildung d: IxU—X induziert eine stetige

Abbildung®*
diIx(UUY) = XUY, (t, 1) 15 d(W) , (ty) b .
Diese wiederum liefert ein kommutatives Diagramm von stetigen Abbildungen®

% Einen Raum, der diese Bedingung nicht erfiillt, erhilt man, indem man eine Folge von Kreislinien,
deren Radius gegen Null geht, so zueinander verschiebt, dald sie sich ale in einen gemeinsamen Punkt
beriihren.

% Dabei bezeiche | hier die disjunkte Vereinigung.



Ix(UUJY) N XUJY

al le

Ix(UVY) — XVY
wobei die vertikalen Pfeile die natiirlichen Abbildungen bezeichnen sollen. Wir erhalten
damit eine stetige Familie

e (UVY)Y) = (X\VYY)Y),

welche fiir t=0 die identische Abbildung und fiir t=1 eine Abbilung mit Werten in Y ist.
Dieinduzierte Familie von K ettenabbildungen
Q) H(cpt): HUWVY,Y) = H(X\VY)Y)

ist fiir t=1 die Null-Abbildung®®, also fiir alle t identisch Null. Die natiirliche Einbettung

UVY—=XVY induziert also die Nullabbildung auf der Homologie. Betrachten wir das
folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen.

0 0
— H(XVY.Y) — H_(XVY,UVY) 2 H UVY.Y) =

@ 1 1o 1

0
— HXp — HXU) — H (Up)

Die obere Zeileist gerade die Homologiesequenz des Tripels (XY, UVY, Y), die untere
diedes Tripes (X,U{p}).

Die Null links und rechts oben ergibt sich aus der gerade bewiesenen Aussage, dal3 die
Abbildungen (1) Null-Abbildungen sind. Man beachte, dies gilt fiir jeden punktierten
topologischen Raum (Y, @), aso auch fiir ({q},q). Deshalb ist auch die linke untere
Abbildung die Null-Abbildung.

Die vertikalen Morphismen kommen von der natiirlichen Einbettung

X, U{p}) S (XVY,UVY,Y).
Die Projektion des Raumes Y auf seinen Grundpunkt induziert eine Abbildung in
umgekehrter Richtung, deren Einschrinkung auf (X,U,{p}) die Identitit ist. Deshab
sind in (2) ale vertikaen Abbildungen injektiv (und besitzen eine Linksinverse). Wir
wenden jetzt den Ausschneidungssatz auf die mittlere vertikale Abbildung an. Die
Abschlief3ung von

Y -{q (CUVY)

liegt ganz im Innern von UVY (nachpriifen!)?’. Deshalb kénnen wir Y-{c} entfernen,
ohne daf3 sich die reaive Homologie idndert. Mit anderen Worten, der vertikae
Homorphismus in der Mitteist ein Isomorphismus.

» Weil die Punkte der Gestalt (t, p) und (t,q) in die Grundpunkte p bzw g abgebildet werden.
% \Weil sich cpl:U\/Y—)Y—)X\/Y iiber Y faktorisiert, also H(cpll'l iiber H(Y,Y) = 0.
% DieMenge V:=UwY ist offenin XY, denn die Durchschnitte
vNnxX=U
vy =Y
sind offen in X bzw. Y. Es geniigt also zu zeigen, die AbschlieBung von Y - {q} liegt in UwY. Dazu

wiederum geniigt es zu zeigen, die AbschlieBung Y liegt in UvY. Esgilt

Y = (YNY)UNNX) =YU{p CYUU =UwY.



Weiter ist o surjektiv (wegen der Null ganz rechts), also it es auch die

Zusammensetzung o3 mit dem Isomorphismus , aso ist es auch der vertikde
Homomorphismus ganz rechts. Wir haben gezeigt: auch der vetikae
Homomorphismus rechts ist ein 1somorphismus.

Nach dem Fiinferlemma ist dann aber auch der vertikde Homormorphismus links
bijektiv. Mit anderen Worten, die Inklusion induziert einen |somorphismus

H(): HOGP) —s HOXVY, Y).
QED.

3.8 Die Mayer-Vietoris-Sequenz

3.8.1 Bezeichnungen

Seien X ein topologischer Raum und X 1 und X2 zwei Unterrdume. Wir bezeichnen mit

iM: XM —X
die natiirlichen Einbettungen. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, die Beziehungen

zwischen den Homologien HX und HX 1 und HX2 zu untersuchen. Wir werden von (X,

Xl’ X2) asvon einer Triade sprechen (Diesist im allgemeinen kein topol ogisches
Tripd).

3.8.2 Ausschneidungstriaden

Eine Triade (X, X 1 X 2) hei 3 ausschneidend oder auch Ausschneidungstriade, wenn

eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist.

0] H(il):H(Xl, XlﬂXZ) — H( X1UX2, X2) ist bijektiv.

(i) H(i2):H(X2, Xlﬂxz) — H( X1UX2, Xl) ist bijektiv.

(i) (H(il),H(iZ)):H(Xl, XlﬂXZ)@H(XZ, Xlﬂxz)—>H(X1UX2, XlﬂXZ)

ist bijektiv.

(iv) H(): HS{Xl,XZ} — HS(X1UX2) = H(X1UX2) ist bijektiv.

9 HOHe 2y I i b

V 1): — ) = , ist bijektiv.
S, X)) S NXy) LT 2T TR

(Vi) H(p):H(%) s H(X, X1UX2)=H(ﬁ) ist bijektiv.

Dabei bezeichne S Xl’Xz} denvon SX 1 und SX, erzeugten Teilkomplex von

2

Zur Gleichheit in der Mitte: ein Punkt von \_(ﬂx ist ein Punkt ein Punkt von X, der in jeder offenen
Umgebung von Y liegt. Die offenen Umgebungen von'Y sind MengenV mit V(Y =Y und V(X =
offenin X, d.h. Mengen der Gestalt

YUV mit V = offene Umgebung von Y(X ={p} in X.

Der Durchschnitt aller offenen Mengen dieser Gestalt ist gleich YU@.



SX 1UX o
Weiter seien
. SX SX
i:S(X,.X,} = S(X,UX,) und p: —
die natiirliche Einbettung bzw. die natiirliche Projektion.

Beweis. Betrachten wir die folgenden kurzen exakten Sequenzen von
K ettenabbildungen.

~ X, AS(xluxz) S(X sz)

0— S{Xl,XZ} — S(X1UX2) %W% 0

SIX X T OSXUX,)  SXUX,)
0— — ~gX. X]
SXMX,)  SXMX,) 172
S(X 1 UX) SX _|) SX
TSR T SXXG S, UX,)
Aus den langen Homologiesequenzen zu diesen kurzen exakten Sequenzen ergibt sich,
daB die Bijektivitit der Abbildungen (i), (iv),(v), (vi) dquivalent ist zu
(X UX.)
e =0

Insbesondere sind aso (i), (iv),(v), (vi) aquwalent zueinander. Aus Symmetriegriinden
sind dann aber auch (ii), (iv), (v), (vi) zueinander dquivalent. Die Aquivalenz von (iii)
und (v) ergibt sich aus dem folgenden kommutativen Diagramm von Kettenabbildungen
durch Ubergang zur Kohomologie.

X, X, o SIX X}

(D).

N —
SX,MX,) S NX) S NX,)

Ligiy) li

-0

-0

(X, UX,) _ sxgUxp
SX,MX,) S, MX,)
QED.
Beispiele
1. FadlsdieMengen X1 und X2 offensindin X1UX2, so ist nach 3.7.3 Bedingung

(iv) erfiillt, d.h. (X, X 1,X 2) ist eine Ausschneldungstriade.

2. Andere Beispiele fiir Ausschneidungstriaden sind sogenannte Zellkomplexe (CW-
Réiume) und ihre Teilkomplexe (CW-Unterrdume). Polyeder (d.h. geometrische
Realisierungen von abstrakten Simplizialkomplexen) sind Spezialfille solcher CW-
Réume.

Bemerkung



Ein Beispiel fiir eine Triade (X,X 1,X2),Wel che nicht ausschneidend ist, erfordert die

Betrachtung ziemlich exodische Rdume.

3.8.3 Die absolute Version der Mayer-Vietories-Sequenz
Fiir jede Triade (X ,Xl,XZ) hat man die folgende kurze exakte Sequenz von

K ettenabbildungen. o o
(1-12) i1+
0— S(XlﬂXZ) — SX]_@SX2 — S{erz} -0
Falls die Triade ausschneidend ist, so hat die zugehdrige Homologiesequenz die Gestalt
(1-92) 1o

> Hq(X 1ﬂXz) — HqX 1@HqX2 — Hq(X1UX
Sei heildt (absolute) Mayer-Vietories-Sequenz der Triade.
Beweis: Siehe 3.8.2 (iv).
QED.

) =Hy 4 (X4NX

. )

3.8.4 Dierelative Version der Mayer-Vietories-Sequenz
Fiir jede Triade (X ’Xl’XZ) hat man die folgende kurze exakte Sequenz von

K ettenabbildungen. o o
sx U172 o o 1t o
oy vl X9 X XT
S(X,MX,) 1 2 172

[XI & (IX], [-x]) - (IX], [YD) & [Xx +Y]
Falls die Triade ausschneidend ist, so hat die zugehdrige Homologiesequenz die Gestalt
(192) 1+
- Hq(x,xlmxz) SN Hq(X,Xl)@Hq(X,XZ) — Hq(x,xluxz) —...
Beweis. Die Exaktheit der angegebenen langen Sequenz ist eine direkte Folge der
Exaktheit der Komplexsequenz und der Definition der Ausschneidungstriade (Bed.
(vi)). Es geniigt also, die Exaktheit der Komplexsequenz zu beweisen.
Zunichst ist leicht zu sehen, daf} es sich wenigstens um einen Komplex handelt (d.h. die
Zusammensetzung aufeinanderfolgender Kettenabbildungen ist Null): das ergibt sich
direkt aus den Definitionen der betelligten singulidren Komplexe. Weiterhin ist klar, die
rechte Kettenabbildung ist surjektiv und die linke injektiv. Es bleibt aso nur noch zu
zeigen, dald der Kern der rechten Kettenabbildung im Bild der rechte liegt.

0 0

Betrachten wir einen Reprisentanten eines Elements aus dem Kern der rechten
K ettenabbildung. Sei also

c:=(ipi,)(@ab) =atb € S{X X }.
Dabei konnen wir annehmen, in a kommen keine Simplexe aus X, vor und in b keine

1
aus X2. Dann bedeutet die Relation at+b € S{Xl,xz} aber, aESX2 und besxl. Also
reprasentiert o
(i i)(@b) = (&b, b-a)
dasselbe Element wie (a,b).
QED.

3.8.5 Der Zusammenhangshomomor phismus der absoluten Mayer-Vietories-

Sequenz

Der Zusammenhangshomomorphismus der absoluten Mayer-Vietories-Sequenz 3.8.3
ist gerade die folgende Zusammensetzung.
Hq(X 1UX) —>Hq(X JUX,X 2)qu(x 1 XX = Hq_l(X X

1 2)



Dabei sei der Homomorphismus links gerade durch die Einbettung
X 1UX2,®)Q(X 1UX 2,X 2)

induziert, der Isomorphismus in der Mitte komme von der Ausschneidungsbedingung
(), d.h. von der Einbettung

X 1,X 1ﬁXZ) c (X 1UX2’X2)’
und der Homormorphismus rechts sai der Zusammenhangshomomorphismus des
Paares (X X ﬂXZ)

Beweis. Der Beweis ergibt sich im wesentlichen aus dem Vergleich der Definitionen der
beiden beteiligten Zusammenhangshomomorphismen. Sei ueH(X 1UXZ):HS.{X 1,XZ}.
Wir wihlen einen Reprisentanten von u der Gestalt

C +C, € S{Xl,x 2} mit clesx 1 CZESX2 und 801+602 =0.

Um das Bild unter dem Zusammenhangshomomorphismus zu finden, miissen wir en
Urbild dieses Reprisentanten in SXl@SX 5 finden. Ein solches ist (Cl’CZ)' Als nichstes

miissen wir den Randoperator anwenden und erhaten (acl,acz) = (acl,-acl). Von

letzterem Element miissen wir ein Urbild in S(X 1ﬁXZ) finden. Ein solches ist acl. Das

Bild von u beim Zusammenhangshomomorphismus der Mayer-Vietories-Sequenz wird
also durch dc | Feprésentiert.

Wenn wir nun das Bild des Reprisentanten Cc,+C., von u bel den Abbildungen unseres

1%
Satzes verfolgen, erhalten wir (mit Hilfe derselben Argumentation wie eben) wiederum

den Reprisentanten acl. Die beiden Abbildungen stimmen also iiberein.
QED.

3.8.6 Der Zusammenhangshomomor phismus der relativen Mayer-Vietories-

Sequenz
Der Zusammenhangshomomorphismus der relativen Mayer-Vietories-Sequenz 3.8.4 ist
gerade die folgende Zuaammensetzung

Hq(x,xluxz) 1(x UX X ,)=H 1(x2,x 1NX,) —~H 1(x X,NX)

Dabel sai der Homomorphlsmus Ilnks gerade der Zusammenhangshomomorphlsmus
des Tripels (X, X UXZ’ Xl), der Isomorphismus in der Mitte komme von der Aus-
schneidungsbedingung (ii), d.h. von der Einbettung
(x2,x mxz) C (x UX., 1)'
und der Homomorphismus rechts werde durch d|e Ei nbettung
(X2,X 1ﬁXZ) C (XX 1ﬁXZ)

induziert.
Beweis. Sa uEH(X,Xluxz) =

cESX mitdc e S{Xl,xz} ,d.h.

Jc= c; + c, mit clesxl und CZESX >

Ein Urbild in SX/SX1®SX/SX2 wird durch (c,0) reprdsentiert. Anwenden des

Randoperators liefert (dc,0), und Ubergang zum Urbild in SX/S(X,NX.) schlie@lich c.,.
Letzteres Element reprisentiert einen Zyklus von SX/S(X 1ﬂX 2), welcher seinerseits das

H(SX/S X 1,X 2} ). Wir wihlen einen Reprisentanten

Bild von u bem Zusammenhangshomomorphismus der Mayer-Vietories-Sequenz
reprisentiert. Eine analoge Betrachtung fiir die im Satz angegebenen Abbildungen zegt,
daf} deren Zusammensetzung durch diesselben Reprisentanten beschrieben wird.



QED.

3.8.7 Funktorialitit der Mayer-Vietories-Sequenz
Sa f: (X, X 1 X 2) —(Y,Y 1 Y 2) elne stetige Abbildung von Ausschnel dungstriaden.

Dann induziert f einen Morphismus der zugehdrigen absoluten bzw. relativen Mayer-
Vietories-Sequenzen.

Genauere Formulierung und deren Beweis: Ubungsaufgabe. Hinweis: Man fiige die
beiden beteiligten kurzen exakten Komplex-Sequenzen in ein kommutatives Diagramm
en.

QED.

3.8.8 Reduzierte Mayer-Vietories-Sequenz
Sa (X, X 1 X2) eine Ausschneidungstriade mit X

Sequenz
...—>Hq(x1ﬂX2)—>HqX1®HqX2—>Hq(X1UX2)—>Hq_1(XlﬂX2)

lﬂ X2¢@ konnen wir einen Punkt pEX 10 X2 wihlen. Bezeichne P
den Raum mit dem einzigen Punkt p. Dann ist (P,P,P) eine Ausschneidungstriade, denn
zum Beispidl ist der erste Homomorphismus von 3.8.2 ein Isomorphismus:

H(P, PNP) — H( PUP, P).

1ﬂ X2¢® . Dann besteht eine exakte

>

Beweis. Wegen X

Die natiirliche Einbettung
(PPP)C (X, X1, X )

liefert einen Morphismus der zugehorigen Mayer- Vietorissequenzen
o: MS(P,P,P) - MS(X, Xl’ XZ)'

Desweiteren ist die konstante Abbildung X — P detig und induziert as stetige
Abbildung von Triaden (X, Xl’ X2) — (P,P,P) ihrerseits einem Morphismus von

Mayer-Vietories-Sequenzen
B: MS(X, X, X,,) > MS(PPP).

Nach Konstruktion ist § linksinvers zu o, d.h. MS(P,P,P) ist ein direkter Summand in
MS(X, X 1 X2). Durch Wegfaktorisieren des direkten Summanden MS(P,P,P) erhalten

wir die angegebene reduzierte Mayer-Vietories-Sequenz.
QED.

3.8.9 Beispiel: Homologie eines Buketts

Sei (X, X, X)) eine Ausschneidungstriade mit X, 1 X =2 und H(X JNX)=0.

Auf Grund der reduzierten Mayer-Vietories-Sequenz hat man dann Isomorphismen
qul@HqX2—>Hq(X 1UX2)'

ImFal, dal3 X = Xl\/X2 das Bukett der beiden Riume Xl’ X2 ist, erhalten wir gerade

das Ergebnis von 3.7.7. Der Beweis von 3.7.7 bestand im wesentlichen gerade darin,
nachzupriifen, daB (X, Xl’ X2) unter den angegebenen Bedingungen ausschneidend ist.

3.8.10 Beispiel: Satz von Jordan
Sel (X, X, X,,) €ine Ausschneidungstriade mit X N X =2 und ﬁ(xluxz) = 0. Auf
Grund der reduzierten Mayer-Vietories-Sequenz hat man dann einen Isomorphismen

H X4 NX)—>H X @H X,



Betrachten wir zum Beispiel eine dicke Sphire U C R", d.h. U ist eine offene Menge
welche homdomorph ist zu S'" 1x(-1,1). Sel
®: 11,1 - U (CRM)

Figure 16: eine dicke Sphire
ein Homoomorphismus. Die Menge
s = oS0}
heifk dann Skelett der dicken Sphiire U. Sei V := R" - 3 das Komplement des Skeletts.
Dannist
(1) R", U, V)

eine Ausschneidungstriade, denn auf Grund des Satzes iiber kleine Simplexe ist
HS{U,V} — H(UUV)

ein Isomorphismus (U und V sind offen IR"). Das bedeutet aber gerade, (1) ist eine
Ausschneidungstriade.

AulRerdem gilt

H(UUV) =HR" =0.
Diereduzierte Mayer-Vietories-Sequenz liefert 1somorphismen

I:|q(UﬂV)—>I?|qU®I:|qV.
Insbesondere erhalten wie fiir =0, da U zusammenhéngend ist,
2 HO(UﬂV) = HOU®HOV = HOV'

Weiterhin besteht der Durchschnitt UNV aus zwei Komponenten,
unvV = U-3 =~ S™1(-1,0) U S 1x(0,).
Nach (2) ist
HOV = HO(UﬂV) =Z,

d.h V ha ebenfdls zwe Zusammenhangskomponenten. Wir haben damit enen
wichtigen Spezid satz des veralgemeinerten Satzen von Jordan bewiesen:

Das Geriist "1 C R" einer beliebigen dicken Sphiire teilt im Fall n>1 den R™ in zwe
K omponenten, welche Inneres und AufReres von ™1 heien,

3.8.11 Beispiel: Homologie einer Suspension
Sa (X, Xl, X2) eine Ausschneidungstriade mit Xlﬂ Xf@ und F|X1 = IP-'|X2 = 0. Auf
Grund der reduzierten Mayer-Vietories-Sequenz hat man dann I somorphismen

H < UX)—H (XX,



Ein interessantes Beispid fiir eine solche Situation ist die Suspension XX eines
topologischen Raumes X. Sieist definiert als das Ergebnis

X =[0,1]xX/~
einer Kontraktion von Dach {0} xX und Boden {1} xX des Zylinders [0,1]xX in jewells
einen Punkt.

Figure 17: Suspension eines Raumes X

Mit anderen Worten, ~ ist die Aquivalenzrelation deren Aquivalenzklassen gerade die

folgenden sind.

~A{0pxX, {1} =X, {(tx)} mit O<t<1 und xEX.
Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit der Faktortopologie beziiglich der
natiirlichen Surjektion

v: [0,1]xX — ZX, (t,X) » Klasse von (t,X),
versehen. Man kann sich X veranschaulichen als zweiseiten Kegel iiber X mit der Basis
{%} xX und den Spitzen y(0,x) und y(1,x). Die Projektion [0,1]xY—[0,1] induziert eine
stetige Abbildung
h: =X —=[0,1], y(t.X) » t.
Die Suspension =X ist Vereinigung der beiden offenen Teilmengen

_ 1
CoX =h0.]

CX = h'l0,2)



O

Figure 18: Punktierte Suspensionen
Dies sind zwe “offene Kegel” iiber X und als solche sind sie kontrahierbar. Zum
Beispiel erhilt man wie folgt fiir C 1X eine kontrahierende Deformation.

S clx — clx, v(uXx) B y(tu,x).

/

Figure 19: Kontrahierbarkeit der punktierten Suspensionen

Auf Grund der Definition der Topologie von =X ist dies eine stetige Familie. Fiir t=1
erhdlt man die identische Abbildung und fiir t=0, wird der gesamte Raum in die Spitze
des Kegels abgebildet. Mit andere Worten, C1C ist kontrahierbar. Damit ist

HC X =0=HC_X.

0 1
Dadie beiden Kegd offenin X sind, ist
(=X, COX, ClX)

ausschneidend. Insbesondere hat man Isomorphismen



Hy@X) = A (CoXUC X)—=H 1 (CXNCyX) =H ((00)=X) =H ;X

Es ist nicht sehr schwer, zu zeigen =51 ~ S, soda® man mit Hilfe der Suspension
die Homologie der Sphéren ausrechnen kann.

3.8.12 Die Mayer-Vietories-Sequenz eines Paar s von Ausschneidungstriaden
Seien zwel Triaden (A, Al’ A2) und (X, Xl’ X2) gegeben mit

(A! A11 Az) g (x1 xl’ X2)'
Dann hat man ein kommutatives Diagramm von K ettenabbildungen mit exakten Zeilen

0— S{Al,AZ}—>S{X }_>S{A A}—>0

l l l

S04, UX,)
—— < _ 50
s, UA,)

Wenn die beiden Triaden ausschneidend sind, so induzieren die beiden linken vertikalen
Abbildungen Isomorphismen auf der Homologie, und auf Grund des Fiinferlemmas gilt

dies dann auch fiir die rechte vertikde Abbildung. Nun sind dle beteiligten Komplexe
frei, d.h. die Kettenabbildungen selbst sind Homotopiedquivalenzen, insbesondere ist

S(Xp Xk S UX)
AR T sAUA)
Die folgende kurze Sequenz von K ettenabbildunge ist exakt.
S(XlﬂXZ) SX1 SX2 S{xl’XZ}
SA £ SA S{A }
A MAY) 2
Die zugehorige Homologiesequenz hat die folgende Gestalt.
...—>Hq(X 1ﬂX2,A 1ﬂA2)—>Hq(X 1,A 1)(-BH(X 2,A2)—>Hq(X 1UX2,A 1UA2)
H . (X,NX,A.NA
g1v'1

0—s S(A,UA,) — SX,UX,) —

0— — 0.

, )—
21 "2

Sel heildt Mayer-Vietories-Sequenz des Triadenpaares (A, Al’ A2) C (X, Xl’ X2).

Im Fall A=0 ist dies gerade die absolute Mayer-Vietories-Sequenz, und im Fall X = X1
= X2 die rddive. Im Fal, dai A1= A2 aus nur einem Punkt besteht, erhalten wir die
reduzierte Mayer-Vietories-Sequenz. Ist Xl—X und Alg A2—X2, so erhalten wir die
%

-— Hq(XZ’Al) — Hq(X’Al) — Hq(x’XZ) — Hq-l(XZ’ Al) — ..

Homologiesequenz des Tripels (X, X2,A

4. Anwendungen auf den euklidischen Raum
4.1 Standardabbildungen zwischen Zellen und Sphéren

4.1.1 Bezeichnungen
Wie bisher verwenden wir folgenden Bezeichnungen



| x || = §x-2 Norm von x=(X,,....x_)ER"
=1 o

sh:= {XERnﬂ' ||| X || =1} n-dimensionale Einheitssphire, n-Sphire
BN :={x€R"|||x||< 1} n-dimensionaleVollkugel, n-Kugel

BN :={xeR"||Ix||<1} n-dimensionae offeneVollkugel, offene n-Kugel, n-Zelle
Q:=(0....,0,)es" Grundpunkt von S

4.1.2 Die Standardabbildungen der Vollkugel

Die folgende Abbildung heil3 Standardabbildung der abgeschlossenen n-Kugel auf die
n-Sphire.

x@"SY)~(S"Q.y b Iy 1Dy, 21y 1) (ER™R = R™D),
Die folgende Abbildung heif3t Standardabbildung der offenen n-Kugel auf den RN

i’ :Bn—>Rn, Y m
Die Abbildung & ist wohldefiniert. Es gilt

leIZ = 4@y 1Dy P+ @y [1°-1)2
=4\ly IP- 4y I*+ &1y I*- 40y IP + 1

(S ={(02-1)} ={Q}
QED.

4.1.3 Eigenschaften der Standardabbildung =
0] Jr'l(Q) = Sn'l, n'l(p) ist einpunktig fiir pESn-{ Q}.
(i) Die Standardabbildung n:(Bn,Sn'l)—>(Sn,Q) induziert Homéomorphismen

7 B! s M ynd BN — SN{ Q).

(iii) Diefolgende Abbildung ist die Umkehrung von :B" — SN-{Q}.

- g — Bn, z) » z
p: Q) @) s
Man erhilt also die n-Sphire aus der n-dimensionalen Vollkugd, indem man den Rand
der letzteren zu einen Punkt zusammenzieht. Anschaulich kann man sich S” vorgtdllen

als ein rundgebogenes Exemplar der “Scheibe” B", wobei der Rand von B" zu einen
Punkt zusammengezogen wurde.
Beweis. Zu (i). Esgilt

2 =Qe N1y Py =0und 2|y [>1= 1< ||y [=1 < yes
e jetzt
_ p=(zHeS™{Q}
vorgegeben. Dann gilt

n(y) =p < 2\ 1|y Dy =zund 2]y [>-1 =t
ImFal z=0giltt=-1,as0y =0, d.h. yistindiesem Fal durch p = (z,t) festgelegt.



Sei jetzt z #» 0. Die Gleichungen rechts haben dann, wenn sie iiberhaupt 16sbar sein
sollten nur Losungen der Gestalt

y=Azmit0 <reR.
Einsetzen liefert die Bedingungen

Ao A Pl Z DI A el 2 1B = |l 2 |12 und 2¢] & 2| 2 |2 -1 =t

t+1
s A@|APlzIP)en P = 1und AP = ——
. 2zl
o 2(@-YnP=1und|rP =t
L . 2l
2 _ _
s |MP=grp=

Insbesondere ist die postive redle Zahl A durch p = (zt) festgelegt. Insbesondere

existiert hochstens ein Punkt in n'l(p) und die Bedingung fiir die tatsichliche Existenz
eines Punktesist
1 t+1

Letztere Bedingung ist aber erfiillt, wegen p = (z nesh.

o 1zIP=1P e« ||z|P+t2=1

Zu (ii). Nach (i) ist 7w wohldefiniert und bijektiv. Da n stetig ist, ist €s auch wr. Damit ist

7 eine stetige bijektive Abbildung eines kompakten Raumes in einen Hausdorff-Raum,
und als solche ein Homdomorphismus. Die Homomorphie von

n:B" — s{Q}
ergibt sich aus der von ww und (i).
Zu (iii). Einfach.
QED.

4.1.4 Eigenschaften der Standardabbildung &’

Die Standardabbildung 7’ :B"—IR" ist ein Homdomorphismus mit der
Umkehrabbildung

. TN Z
P R —-Bzp m
Zusammen mit 4.1.3 ergibt sich S™-{Q} = R" Anders ausgedriickt, S" ist die

Einpunktkompaktifizierung des RN (vgl. die Stereographische Projektion).

Beweis. Offensichtlich ist p” wohldefiniert und stetig. Fiir zeRgilt

o B 7z Z _ Z —
w0’ @) = Tzl =z D = Tz T

Analog gilt fiir yEBn
0'( @) = e (A + | e D) = T = Y-
TyT Ty TV = Ty + Ty

QED.

4.1.5 Kompakte konvexe Teilmengen des euklidischen Raumes

Sel K eine kompakte konvexe Teilmenge des R", welche eine n-Kugel B enthélt. Dann
sind die Paare (K,0K) und (B,0B) homéomorph.



Beweis. Durch Verschieben und Strecken reduzieren wir den Beweis auf den Fall B=B"
. Dann liegt insbesondere der Ursprung in K,

0eK.
Als kompakte Menge ist K abgeschlossen und beschrinkt. Jeder Strahl durch den
Ursprung enthélt also auch Punkte die nicht in K liegen. Die in K liegenden Punkte des
Strahls bilden eine Strecke, deren einer Randpunkt O ist und deren anderer Randpunkt
ein Randpunkt von K ist (weil K konvex ist).

1. Schritt. v: 0K — Sn'l, VAR Y st ein Homdoomorphismus.

Die Abbildung ist stetig und bildet einen kompakten Raum in einen Hausdorff-Raum
ab. Es geniigt also, ihre Bijektivitiit zu beweisen. Sie ist surjektiv auf Grund der obigen
Bemerkung, da3 jeder Strahl durch den Ursprung einen Randpunkt von K enthélt. Wir
haben zu zeigen, jeder andere Punkt auf diesem Strahl ist kein Randpunkt von K.

Sei x€ 0K und 0 < A < 1. Dannist A-x ein innerer Punkt von K. Um das einzusehen,
betrachten wir den Kegel, der durch Zentral projektion von B in den Punkt x entsteht.

Der Punkt A«x liegt ganz im Innern dieses Kegels.

Figure 20: ein innerer Punkt einer konvexen Menge

DaK konvex ist, liegt auf3erdem dieser Kegel ganz in K, d.h. A-x ist tatsédchlich ein
innerer Punkt von K. Wir haben damit gezeigt, auf jeden vom Ursprung ausgehenden
Strahl gibt es genau einen Punkt, welcher auf dem Rand von K liegt. Das bedeutet aber
gerade, die Abbildung v ist bijektiv.

Ay

2. Schritt. Die radiale Forsetzung K—B", Ay > IFaIE 0<A<1vonviden

Homd&omorphismus.

Aus der Bijektivitiit von v ergibt sich die Bijektivitiit der Fortsetzung. Es reicht deshalt
die Stetigkeit der Abbildung zu beweisen: da ein kompakter Raum in einen Hausdorff-
Raum abgebildet wird, ergib sich daraus die Behauptung.

Beweisen wir die Stetigkeit.
Die Abbildungen

(K-B)xI — R, (v, t) » ty, und (K-B)xI 5 R, (v.t) & Iiyll
sind offensichtlich stetig. Die zweite davon hat auf3erdem keine Nullstelle. Alsoist die
Abbildung
(K-I°3)XI —R"yH ”t;/—”
stetig. Wir schriinken diese auf die Menge



X:={(y.t) |y €0K}
ein und erhalten eine stetige Abbildung

X —5 K, (y.) b ”?,’—”

Alle Punkte der Teilmenge 0K x{0} werden dabei in denselben Punkt 0EK abgebil det,
d.h. die Abbildung induziert eine stetige Abbildung
@ f XIOK x {0} —s K, [y] _>”t§’—”

Dabel werde durch die eckigen Klammern der Ubergang zu den Aquivalenzklassen
bezeichnet.
Als néchstes betrachten wir die stetige Abbildung

g X —B" (v, 1) > ty.
Fiir jeden Punkt x € BM-{0} gibt es genau einen Punkt y von dK, der auf dem Strahl
vom Ursprung aus durch x liegt und genau eint € | mit ty = x. Mit anderen Worten, die

Menge g'l(x) besteht aus genau einem Punkt. Aufl3erdem gilt

g (0) = 9K x{0}.
Deshalb induziert g eine stetige Bijektion
g: X/0K x{0} —s BM.
WEeil der linke Raum als stetiges Bild des kompakten Raums X = 0K x| kompakt ist
und B" ein Hausdorff-Raum ist, ist g ein Homdomorphismus. Also ist
fog BT K, ty > (Ly) o ”?,/—”
wohldefiniert und stetig. Diesist aber gerade die Abbildung, deren Stetigkeit zu
beweisen war.
QED.
4.1.6 Folgerungen
(i) Der n-Kubus ist homdomorph zur n-Kugel: [-1,+1]"=[-1,+1]x...x[-1,+1] B".
(i) Das n-Standardsimplex An ist homGomorph zur n-Kugel: An%Bn.
(iii) Der Rand
An = {x€A_|x=0 fiir ein i}
des n-Standardsimplex ist homdomorph zur (n-1)-Sphére: An% Sl
Beweis. (i). Folgt unmittelbar aus 4.1.5.
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Figure 21: Einbettung des n-Standard-Simplex in den n-dimensionalen Raum

(ii).WirbettenAnindeaneinvermittelsderIinearenAbbiIdung
d  falsi<n
. RN 4 1.
cA =R Ew _%d failsi=n
j=0
Esist leicht zu sehen, dal3u bijektiv ist, aso ( An)zAn gilt. Aul3erdem ist L(An) eine

1

konvexe Mengeim IR", welche eine VVollkugel mit dem Zentrum (T § e enthilt,

iI=0
Daraus ergibt sich die Behauptung.

(iii). Die eben konstruierte Homéomorphismus An—>Bn bildet den Rand An von An ab

in den Rand 98" = 1 yon BN,
QED.

4.2 Die Homologie von Zellen und Sphéren

42.1Lemma
Sel An wie bisher das n-dimensionale Standard-Simplex,

An = {XEAn | Xj = 0 fiir mindestens ein j}

dessen Rand, und
An = {XEAn | xj = 0 fiir mindestens ein j>0}
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Figure 22: der Raum A2
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Figure 23: der Raum A3

die Vereinigung aller echten Seiten von An mit Ausnahme der O-ten. Dann bestehen
folgende Isomorphien.

0
. a* . i* . €y .
0
Hq(An,An) — Hq_l(An,An) — Hq_l(An-{e},An-{eo}y—E Hq_l(An_l,An_l).

Dabei seien 0, der Zusammenhangshomomorphismus von (An,An,An),

L] i L]
(B A (b A} A (%)
die natiirliche Einbettung, und
0

L] 8 L]
(A AP A A — (8 1A, )
die O-te Seitenabbildung.
Beweis. Bijektivitit von 0, . Es reicht zu zeigen, Hq(An,An):O (auf Grund der langen

Homol ogiesequenz des Tripels (An,An,An)).

Figure 24: Eine Kontraktion des Paars (An,An)



Die gtetige Familie
hi(a A )= (B A X b (1-t)x+teD,
zeigt nun, dal3
(CYRC VNS
ein starker Deformationsretrakt ist.
Bijektivitit von i, . Folgt aus dem Ausschneidungssatz: die AbschlieRung von {€%} ist

gleich {eo} und liegt im Innern der offenen Teilmenge An von An’
An:{xEAn|x0>O}.

Bijektivitit von 89 . Es reicht zu zeigen, Eoz(An-l’An-l)_)(An'{ eo} ,An-{ eo}) ist ene

Homotopiedquivalenz.

Y

Figure 25 Einbettung des Rands An-l in den Raum An-{eo}

Die gtetige Familie
s (8 A ) = (A %A ), x 1 X0,

mit
(It)x,  fiir j=0
xj(t) =q 1 A0xy
T % fiir j>0
0 J
ist wohldefiniert:
< - /4:-
i &
,-* =" . ."xg

Figure 26: eine Kontraktion des Raums An-{eo}



1. die Abbildung bildet An-{ eo} insich ab, denn
s esgilt
1—(1—t)x0
jgoxj () = (1, + T (%) =1
* aus Xj =0 folgt Xj (t)=0.

causx, < lfolgt xo(t) <1l

0
2. die Einschrinkung von s ¢ auf die O-te Seite x =0 ist fiir alle t die identische

0
Abbildung.

Fiir t=0 ist ¢ selbst die identische Abbildung. Fiir t=1 liegt das Bild von s, ganz auf der

O-ten Seite Mit anderern Worten, die O-te Sdate ist vermittes St an starker

Deformationsretrakt von An-{ eo} . Die Punkte x von An (d.h. Xj =0 fiir ein j>0) werden

bei % in den Rand der O-ten Seite von An abgebildet. Mit anderen Worten, durch S,

wird

0 [ ]
& (An-l’An-l)

zum starken Deformationsretrakt von (An-{ eo} ,An-{ eO}). Damit ist die Behauptung

bewiesen.
QED.
Bemerkung: die obige Abbildung s, ist gerade die Projektion des n-Simplex aus der O-

0
ten Ecke auf die O-te Saite.

4.2.2 Die Homologie von Zellen und Sphéren

() A (S _ 0 fiirg==n
q Z fiir g=n

@ H. (8" sTY - {0 fir q7=n
q Z fiir g=n

0 fiirg=#=n

n n —
(i) HyR"R™{p}) {meqzn

Beweis. Zu (ii). Es gilt firq=n
n an-1, _ A
Hq(B , ST = Hq(An,An) (nach 4.1.5)

= Hq_l(A (nach 4.2.1)

n-1’An-1)
= Hq_n(AO,AO) (nach 4.2.1)

= Ho (9 (wegen A =2).
Da AO der einpunktige Raum ist, ergibt sich daraus die Aussage von (ii).
Im Fall q < n erhalten wir nach derselben Argumentation



H@B"S™) cH (A A)=H (A A ).
o} g nn 0* 'n-g n-q
Wir haben zu zeigen, die Homologie rechts ist trivid. Wegen der reduzierten

Homol ogie-Sequenz des Paares (An qln

s (B — Fga ) — H ) — 0

reicht es zu zeigen,

A
n-g nq

H O(An-q) =0.
Dasist aber der Fall, well An-q linear zusammenhéngend ist.

Zu (i). DaB" 1 kontrahierbar ist, d.h. HB™1) = 0 gilt, ergibt sich aus der reduzierten
Homol ogiesequenz des Paares (B™1,.gM),

Sl N+1 < _ )0 fiir g+1#n+1
Hq(S ) = Hq+1(B S = :

Z fir q+1=n+1

Die Aussage von (i) folgt damit aus (ii).

Zu (iii). OBdA sei p = 0 der Ursprung. Die Beispiele (ii) und (iii) von 3.5.9 zeigen, die
Einbettung

8", S — (R" R™{p})

induziert Isomorphismen HBM—HRM und HESTH)—HR"{p}): B" i en
Deformatinsretrakt von IR und S ist einer von R™-{p}. Aus diesen Isomorphismen
erhélt man nach dem Fiinferlemma mit Hilfe der Homol ogiesequenzen von (Bn, Sn'l)
und (R™, R"-{p}), daiR i auch einen Isomorphismus

HE", s > HR" R"{p})
induziert. Damit folgt (iii) ebenfallsaus (ii).
QED.
Bemerkung

Wir sind jetzt in der Lage einige geometrische Schluf¥folgerungen aus unseren
Berechnungen zu ziehen.

4.2.3 Sphiren und euklidische Riume mit unterschiedlicher Dimension

Sphiren unterschiedlicher Dimension sind nicht homdomorph. Euklidische Raume
unterschiedlicher Dimension sind nicht homdomorph.

Beweis. Fiir Sphiren folgt dies aus 4.2.2(i). Sei h:RM-=R"ein Homdomorphismus
mit m=n. Dann ist auch h:Rm-{ o} —R"-{h(0)} ein Homoomorphismus im

Widerspruch zu 4.2.2(iii).
QED.

4.2.4 Sphiren und Vollkugeln

Die Sphire S 1 ist kein Retrakt der Vol lkugel B™.
Beweis. Angenommen, es gibt eine Retraktion r:B"—>S"1 Dann ist die
Zusammensetzung

Sn 1 Sn' 1

_> B n
mit der natiirlichen Einbettung die identische Abbildung Also ist auch

As™L, AN g



die identische Abbildung. Das ist aber unmoglich, denn es gilt As™1.0 und AB"=0.
QED.

4.2.5 Einbettungen von Vollkugeln in den Euklidischen Raum

Sei f:B"—R" eine stetige Abbildung. Dann gilt
0] f besitzt eine Nullstelle oder einen Eigenvektor auf auf dem Rand mit positiven
Eigenwert:
f(y) = 0 fiir ein yeB"
oder
f(2) = Az fiir ein z&€S"1 und ein A>0.
(i) f besitzt einen Fixpunkt oder einen Eigenvektor auf dem Rand mit eime
Eigenwert > 1.
f(y) =y fiir ein yEBn
oder
f(z) = Az fiir ein z&S"L und ein A>1.
Beweis. Zu (i). Betrachten wir die Abbildung
X\ e
D BRI x 4 @l1X 1= D @2l D fir 2+l =2
f(4s]| X |[+x) fiir 2¢[| x [|=<1

1 . o - .
Fiir IIxIl = 7 stimmen die beiden Definitonen fiir den Wert von p iiberein:

p(x) = f(2x) fiir Ixll = 5.
Insbesondere ist p wohldefiniert und stetig. AulRerdem ist
p(x) = x fiir xesl
Falls p keine Nullstelle besitzt, so ist die Abbildung
n_, ol
B S X P m

eine wohldefinierte Retraktion, was nach 4.2.4 nicht moglich ist. Auf dem Rand der
Vollkuge besitzt p keine Nullstelle (well dort p(x) = x gilt), also mu3 es eine Nullstelle
im Innern der Vollkugel geben,

p(x) = 0 fiir ein x€B".
Im Fall 2||x|| < 1 folgt

f(y) = 0 mity = 4| x ||-x&B".
Im Fall 2-|| x || > 1folgt
_ 2], 2efix]l-1

f(y)
2-2eIx[| - 2-2]Ix]]

[N9%

mity = ||>)§_|| esrl
Zu (ii). Wir betrachten die Abbildung
g B"=R" x 15 f(x) - x.
gach (i) gibt esein yeBM mit f(y) - y = 0 oder ein zeSL mit f(2) - z = Ax mit A>0,

f(z) = (\+1)X.
QED.



4.2.6 Fixpunktsatz von Brouwer

Jede stetige Abbildung f:B"—B" der Vollkugel in sich hat mindestens einen Fixpunkt.

Beweis. Hitte f keinen Fixpunkt, so wiirde es nach 4.2.5(ii) ein 25l und ein a1
geben mit
I1f@) [ =2z ]| > 1.

Wegen f(Z)EBn ist das aber nicht moglich.
QED.

4.2.7 Fundamentale Zyklen

Die identische Abbildung in:An—>An des n-Simplex ist ein Zyklus mod An' Seine

Homologieklasse erzeugt Hn(An,An) =7, .d.h.

Hn(An,An) = Z'[In].
Der Rand von in ist ein Zyklus des Raumes An' Seine Homologieklasse erzeugt die
reduzierte Homologie Hn- 1(An) =7, d.h.

Hn_l(An) = z-[aln].

Beweis. Wegen F'(An) = 0 liefert die reduzierte Homol ogiesequenz von (An,An) einen
| somorphismus

Q) 0, : Hn(An,An) — Hn_l(An).

Dieser bildet [in] in [6in] ab. Die beiden Aussagen von 4.2.7 sind also dquivalent. ES
geniigt die erste zu beweisen. Wir fithren den Bewels durch Induktion nach n. Fiir n=0
wird

Ho(B 2 = Hod)
trivialerweise vom einzigen Punkt i oVon ?O erzeugt. Sa jetzt bereits gezeigt, daid

|_|n-1(An-1’An-1) - Z'['n-l]
gilt. Nach 4.2.1 wird dann

I_ln-l(An’An)
erzeugt von i*(eg([in_l])) = [sO:An_1—>An]. Letztere Klasse ist aber gerade das Bild
von

i JEH (A A)

beim Zusammenhangshomomorphismus (1):
0,01 1=10i 1=1i oe% =[e7).
QED.



4.2.8 Produkte mit Sphiiren

Seien pESn ein Punkt und Y ein beliebiger topologischer Raum. Dann bestehen
folgende Isomorphien.

- n -

() HS™=Y{p} IY) =Hy ™)

.s n - _

(ii) Hq(B XY, STxY) = Hq_n(Y).

(@) HSXY)=H ((SH ). 12 v (pl2]. p,[2]).

Dabel s p:San—>Y die Projektion auf den zweiten Faktor und p sei induziert durch

dieEi nbettung syC (San {p}xY)und dem Isomorphismusvon (i).
Beweis. Zu (ii). Die Beweise sind analog zum Beweisvon 4.2.2. Wie dort haben wir
(aus denselben Griinden) Isomorphismen®®

0
d, i, €, )
H ((A A )xY)—)H ((A A)xY)<—H ((A {e}A {eo})xY)<—H a A xY).
g1 n1 n-1

Dabe| s (A, B)xY (AxY BxY) Insb@ondere ergibt such
Hq((An,An)xY) = Hq_n((AO,AO)xY) = Hq_n(Y).

Wegen (An,An) ~ (BN Sy it dies gerade die Aussage von (ii).

Zu (i). Zum Beweis von (i) betrachten wir das Tripd (B™1xY,S'xY {p}xY). Da
{p} xYCBM™Lxy eine Homotopiedquivalenz ist, gilt

HEB™ Ly {pixY) =0
DaHomol ogiesequenz des Tripelsliefert daher,
n+1l n _ n
q+1(B xY,S'xY) = Hq(S xY {p}xY).
Damit folgt (i) aus (ii).
Zu (iii). Die Projektion Sy — {p}xY , (sy) & (py), ist eine Retraktion. Als solche
liefert sie nach 3.4.13 eine zerfallende exakte Sequenz:

0 — H{p}xY) = H(S"xY) = H(S"xY, {p} xY) — 0.
Die Behauptung ergibt damit aus (i).
QED.

4.2.9 Ein Beispiel fiir die Kiinneth-Formeln (weglassen ?)

Die Isomorphie 4.2.8(iii) kann man auch in der folgenden Weise schreiben. Es gilt
Hq(XxY) @ i+j= qu(X)®H (Y)
wenn ener der beiden Riaume X, Y homoomorph zu einer Sphire ist. Die eben
bewiesene Isomorphie ist ein erstes Beispiel fiir eine sehr algemeine Aussage, die unter
dem Namen Kiinneth-Formeln bekannt ist. Spiter werden wir die graduierten Gruppen
H(X) und H(Y) (genauer ihre Duale, die Kohomologiegruppen) mit einer Ringstruktur
versehen. Die Kiinnethformeln bekommen dann die Gestalt
H(XxY) = HX)®H(Y)

eines Isomorphismus graduierter Ringe. Sie gelten fiir die Kohomologie beliebiger
Riume X\Y.

% Der Isomorphismus linksist der Zusammenhangshomomorphismus der Homol ogie-Sequenz des

Tripels (QxY, AnXY’ AnXY).



Als weiteres Beispid fiir Abbildungen, die diese Isomorphie redlisieren, betrachten wir
die die Abbildungen

(iqx:ipx) (Pyx:Pox)

(*) Hns”@Hns” — Hn(s”xs”) — Hns“@Hns”
Dabel seien die Abbildungen wiefolgt definiert.

il:Sn—>SnxSn,X|->(x,p)

i 2:5”—>s”xs”,x._>(p,x)

pl:SnxSn—>Sn,(X,y)|->X

p2:SnxSn—>Sn,(x,y)|->y
Die Komposition der Abbildungen (*) ist offensichtlich die Identitit. Deshalb ist

n n_
HnS @HnS =7®Z

ein direkter Summand von Hn(SnxSn):Z®Z. Das ist aber nur moglich, wenn die
beiden Abbildung von (*) Isomorpismen sind.

4.3 Lokale Homologie

4.3.1 Vorbemerkung

Die singulidren Homologiegruppen sind globale Invarianten. Rdume mit
unterschiedlichen Homologiegruppen konne lokal isomorph sein, wie das zum Beispiel

bei S und IR" der Fall ist. Wiewir in diesem Abschnitt sehen werden, haben einige
relative Homol ogiegruppen die Natur lokaer Invarianten.

4.3.2 Definition der lokalen Homologie

Seien X ein topologischer Raum und p&X ein Punkt. Dann heil3t
H (X.X-p)

p-te lokale Homologie von X im Punkt p. Diese Bezeichnung wird durch die

nachfolgende Aussage erklirt. Ein Punkt pEX heift abgeschlossen, wenn {p} = {p}
gilt. Man beachte, in Hausdorff-R4umen ist jeder Punkt abgeschlossen.

4.3.3 Lokalitiit der lokalen Homologie

Sein X ein topologischer Raum und pEX ein abgeschlossener Punkt. Dann induziert fiir
jede offene Umgebung U von p die natiirliche Einbettung (U,U-p) — (X,X-p)
| somorphismen

Hq(U,U-p) — Hq(X,X-p).

Mit anderen Worten, die lokale Homologie von X in p ist durch jede noch so kleine
Umgebung von p festgelegt.
Beweis. Das Paar (U,U-p) entsteht aus (X,X-p) durch entfernen der Menge F:= X-U.
Nach dem Ausschneidungssatz geniigt es zu zeigen, die Abschlief3ung von F liegt im
Innern von X-p. Offensichtlich gilt

F=X-UCX-p.
Die Behauptung folgt deshalb aus der Tatsache, dal3 F abgeschlossen und X-p offen ist
inX.
QED.



4.3.4 p-Abbildungen und Abbildungskeime
Zum besseren Verstindnis der lokaen Homologie werden wir ihr Verhalten bel
Abbildungen untersuchen, d.h. ihre funktoriellen Eigenschaften. Nach 4.3.3 geniigt s,
die Abbildung lokal in einer Umgebung des betrachteten Punktes zu definieren.
Seien X, Y topologische Raume, pEX en abgeschlossener Punkt und

f:U—=Y
eine auf einer Umgebung U von p definierte stetige Abbildung. Dann heil® f p-
Abbildung, wenn es eine offenen Umgebung VCU von p gibt mit

S f(V-p)SY-£(p), . .

d.h. f nimmt in einer ganzen Umgebung von p nicht noch einmal denselben Wert an wie

in p. Aquivalente Formulierung: p ist ein isolierter Punkt in seiner Faser f'l(f(p)). Eine
p-Abbildung induziert einen Homomorphismus der lokalen Homologie

fly
p. ) = i i}
fi: Hq(X,X p) = Hq(U,U p) — Hq(Y,Y f(p)).

Man sagt, zwei Abbildungen, diein einer Umgebung von pEX definiert sind, heil3en p-

dquivalent, wenn sie in einer Umgebung von p iibereinstimmen. Die p-Aquivalenz ist
eine Aquivalenzrelation. Eine Aquivalenzklasse beziiglich dieser Relation heifit Kelmim

Punkt p. Der Keim der Abbildung f im Punkt p wird mit fP bezeichnet.

4.3.5 p-Abbildungen mit demselben Keim

Seien X, Y topologische Raume, p&X und f, g zwei p-Abbildungen mit Wertenin Y, die
in p denselben Keim besitzen, Dann induzieren sie denselben Homomorphismus
H (XX-p) = H (Y.Y-0), (:=F(p) = a(p))

auf der lokalen Homologie.
Beweis. Sei g =f(p) =f'(p) und seien U und U’ offene Umgebungen von p mit

f(U-p) CY-qund f"(U-p) C Y-q.
Nach Voraussetzung gibt es eine offene Umgebung W von p mit WCUNU’ und

g:= f|W =f |W :

Insbesondere gilt g(W-p) € Y-q. ES geniigt zu zeigen, f und g induzieren dieselbe
Abbildung i = gE auf der lokalen Homologie. Aus Symmetriegriinden gilt dann
nidmlich

=g =rf
Betrachten wir das folgende kommutative Diagramm.

o flu
H(X,X-p) «— H(U,U-p) — H(Y,Y-0)

I Tv I

H(X,X-p) <£ H(W,W-p) i) H(Y,Y-q)
Die Abbildungen o, § und y seien induziert durch die entsprechenden natiirlichen
Einbettungen der topol ogischen Paare. Auf Grund es Ausschneidungssatzes sind o und
f Isomorphismen. Die beiden Zelen des Diagramms liefern gerade die

Homomorphismen fE bzw. g,l? . Die Kommutativitit des Diagramms zeigt, dal3 fE und

p

Ox libereinstimmen.
QED.



4.3.6 Die Kategorie der Keime von p-Abbildungen
Wir definieren wir folgt eine Kategorie Top, . Die Objekte von Top,. seien punktierte

topologische Rdume (X ,p), wobei der Grundpunkt p von X abgeschlossen ist. Ein
Morphismus

oo PXpeyg |
von Top, istein Keimin p einer p-Abbildung f:U—Y mit f(p)=g. Die
Morphismenkomposition sei wie folgt definiet. Seien

P-(X,p)—(Y,q) und g%:(Y @) —(Z.1)
Morphismen von Top, und seien
f:.U—=Y undgV—Z

eine p-Abbildung und eine g-Abbildung, welche fP bzw. g9 repriisentieren. Durch
Verkleinern von U bzw. V konnen wir erreichen, dal} gilt

f(U-p) CV-qund g(V-q) C Z-r
Dann gilt aber auch (gef)(U-p) € Z-r, d.h. gof ist eine p-Abbildung. Deren Keim in p
bezeichnen wir mit
fpogq = (gof)p

Ersetzt man f und g in der obigen Konstruktion durch andere Reprisentanten f* und g’
von fP bzw. g9, so stimmen f* und g’ in einer Umgebung von p bzw. g mit f und g
iiberein. Die Zusammensetzung gef stimmt also mit g’ °f’ in einer Umgebung von p
iiberein. Dieses zeigt, der Keim (gef)P ist unabhiingig von der Wahl der verwendeten

Reprisentanten. Die Komposition fpogq ist somit wohldefiniert und nur von fP und gq
abhéngig. Offensichtlich ist Top, mit dieser Komposition eine Kategorie.

Aussage 4.3.5 besagt gerade, die lokale Homologie definiert fiir jedes q einen Funktor
Top, — Ab, (X,p) » Hq(X,X-p).

4.3.7 Die lokale Homologie lokal homdomorpher Riume

Seien p&X und gEY abgeschl ossene Punkte, welche offene Umgebungen U bzw. V
besitzen und welche als punktierte Riume homoomorph sind,

(Up)=(V.,0).
Dann gilt H(X,X-p) = H(Y,Y-q).
Beweis. Esgilt
H(X,X-p) = H(U,U-q) = H(V,V-p) = H(Y,Y-q).
Die erste und die letzte |somorphie besteht nach dem Ausschneidungssatz. Diein der
Mitte ergiebt sich aus der Voraussetzung (U,p) = (V,Q).
QED.

4.3.8 Invarianz der Dimension

Wenn die Punkte pEIR™ und gER" homsomorphe punktierte Umgebungen U bzw. V
besitzen (d.h. Umgebungen mit (U,p) = (V,g)) so gilt m=n.

Beweis. Nach 4.3.7 gilt Hi(Rm, RMp) = H. (R" R"-q) fiir alle i. Wegen 4.2.2 ist das
aber nur moglich, wenn m=n gilt.

QED.

4.3.9 Invarianz der Randeigenschaft
Werde die Menge

]R_r: ={x€R"| xO:O}



als positiver Halbraum bezeichnet. Wenn zwel Punkte p,qERE homoomorphe

punktierte Umgebungen U bzw. V besitzen (d.h. Umgebungen mit (U,p) = (V,q)), SO
liegen entweder beide Punkte auf dem Rand

n_ n -
IR, = {xeR" | Xy=0}
von ]R_r:, oder sie liegen beideim Innern
RT_ ={xeR"| X5>0}.
Mit anderen Worten, ein lokaer Homéomorphismus bildet niemals innere Punkte in

Randpunkte oder Randpunkte in innere Punkte ab.

Beweis. Seien peaRQ ein Randpunkt und qeRil én innerer Punkt. Die stetige
Familie
n N n pn
ht:(R ,Ry-p) = (R, R-p), x » tx+(1-t)q,

er > egq &—

-

Q;R:

Figure 27: eine Kontraktion des Halbraumsin einen inneren Punkt
bildet fir jedes t den Punkt q in sich ab und kontrahiert (R}, R-p) in das Paar (q,q).

Mit anderen Worten, (q,0) ist ein starker Deformationsretrakt von (RE, Rg-p).
Insbesondere gilt

n mn
(1) HR}, Ry-p) = H(gq) =0.
Da g im Innern von R_r: liegt, gibt es eine kleine offene Vollkuge UQRE mit dem
Mittelpunkt g. Dann gilt aber

@) H(RY, Ri-6) = H(U, U-q) = H(R", R"-q) = Z.
Wegen (1) und (2) konnen p und g keine punktierten homdomorphen Umgebungen
besitzen (nach 4.3.7).

QED.

4.3.10 Lokale und reduzierte Homologie
Seien X ein topologischer Raum und p&X ein abgeschlossener Punkt, welcher eine

Umgebung UCX mit HU =0 besitzt. Dann gilt fiir jedes q
H (X,X-p)=H_ . (U-p).
KX P =H, ,U-p)
Bemerkungen

(i)  Umgebungen U mit HU = 0 heiRen azyklisch.
(i) FalsU kontrahierbar ist auf einen Punkt, soist U azyklisch.



(i)  Wenn man anstelle von HU = 0 nur fordert, daB die natiirliche Abbildung
ﬁqu — ﬁqx
die Nullabbildung ist, so erhilt man wenigstens noch
H (X,X-p) =Ker(H_ . (U-p) =H_ V).
(X XP) =Ker(H (U-p) = )

Beweis. Es reicht, die Aussage von Bemerkung (iii) unter der dort angegebenen
schwicheren Bedingung zu beweisen. Dazu betrachten wir das folgende kommutative
Diagramm.

0

HU—H (UU- H . (U- H .U
g’ = HWU-P) —H ,(Up)—H,

g-1
o = |i,
F|qx — H (X.X-p)

Die obere Zeile ist gerade ein Ausschnitt aus der reduzierten Homologiesequenz des
Paares (U, U-p), und untere einer der Sequenz des Paares (X, X-p). Nach Voraussetzung
ist die linke vertikae Abbildung die Nullabbildung. Die rechte vertikde Abbildung ist
ein Isomorphismus nach dem Aussschneidungssatz. Damit ist aber auch die horizontale
Abbildung links oben eine Null-Abbildung. Die Aussage von Bemerkung (iii) ergibt
sich damit aus der Exaktheit der oberen Zelle.

QED.

4.4 Der Grad einer Abbildung

4.4.1 Vorbemerkung

Jeder Endomorphismus ¢:Z—7 der freien zyklischen Gruppe ist durch seinen Wert an
der Stelle 1,

d:=¢(1) €7,
bereits vollstindig festgelegt, und diese ganze Zahl d kann beliebig sein. Es gilt dann

@(x) = dx fiir alle xEZ.
Wendet man diese Tatsache auf die Homologie von Sphiren, so fiihrt das zum Begriff
des Grades einer Abbildung, welcher viele Anwendungen besitzt.

4.4.2 Der Gradbegriff
Selen
f:9>g" und g:(8"M1 sM— (BN 5N
stetige Abbildungen. Ihre Grade deg f bzw. deg g sind durch die Bedingung
f. () = deg(f)-x bzw. g, (x) = deg(g)-x

definiert, wobe , bzw. g, dieauf der Homologie H_(S™)Z bzw. Hn+1(Bn+1,Sn)gZ
induzierten Abbildungen seien.

4.4.3 Eigenschaften des Grades

()  deg(ld) = +1.

(i) deg(fof’) = deg(f)-deg(f’).

(i) f=F = deg(f) = deg(f").

(iv)  Istfeine Homotopiedquivalenz, so gilt deg(f) = £1.

(V) Fiir jede Abbildung £:(B™1,8M—(B™1 s von topologischen Paaren gilt



deg(f) = deg(flp )-

Beweis. (i) und (ii) gelten, weil der Ubergang zur Homologie ein Funktor ist. (iii) und
(iv) ergeben sich aus der Homotopie-Invarianz des Homol ogiefunktors. Eigenschaft (v)
ergibt aus der Kommutativitiit des folglenden Diagramms und der Tatsache, daf3 die
vertikalen Abbildungen iibereinstimmen und bijektiv sind.

n+lany T« n+l.qn
H BT 5S) = H L B"5S)
9| 9.
~ (g _
H (S" = H (s"

Dabel sollen die beiden vertikde Abbildungen mit dem
Zusammenhangshomomorphismus zur reduzierten Homologie-Sequenz des Paares

(Bn+1, Sn) zusammenfalen. Die horizontalen Abbildungen seien induziert durch die
Paar-Abbildung f.

Weil B “kontrahierbar ist, ist d, einlsomorphismus, d.h. d, ist gerade die

Multiplikation mit € := Z1. Die Kommutativitit des Diagramms bedeutet gerade, es gilt
e-deg(f) = deg(flsn)-a

d.h. esist deg(f) = deg(f|Sn).

QED.

4.4.4 Der Grad einiger linearer Abbildungen

() Der Grad einer linearen Abbildung f:(A An)—>(An, A ), welche die Ecken des

Standardsimplex An permutiert, ist gleich dem Vorzeichen der zugehorigen

Permutation: _
deg(f) = sgn(f|{ 60 e

(i) Der Grad einer orthogonalen Abbildung f;: S — S"ist gleich ihrer Determinante:
deg(f) = det(f).
(i) Der Grad der antipotalen Abbildung f: " — S, x 15 -x, ist gleich
deg(f) = (-)™L.
Beweis. Zu (i). Nach 4.4.3(ii) ist der Grad multiplikativ. Da dies auch fiir das

Vorzeichen einer Permutation gilt und jede Permutation Produkt von Transpostitionen
ist, geniigt es, die Behauptung fiir den Fall einer Transposition zu beweisen. Bezeichne

v = (VO,...,vr)
dielineare Abbildung
via A e el
Wir wollen zeigen, wenn v eine Transposition der Eckenist (r=n), so gilt
[(vo,...,vr)] =sgn(v)[(0,1,...,n)].

Dabei bezeichne [ ] den Ubergang zur Homologieklasse in Hn(An,An). Man beachte,

die identische Abbildung (0,1,...,n) von An reprisentiert en erzeugendes Element dieser

Homol ogiegruppe (nach 4.2.7). Sei v die Transposition, welchei und i+1 vertauscht,
v=(0,1,...,i-1,i+1,i,i+2,...,n).



und bezeichne n die Abbildung n = (O,l,...,i-l,i+1,i,i+1,...,n):An+ —>An. Dann gilt

1
dov = (-1)'0,1,...,0) + (-1)'F0,...i-1,i+Li+2,..,n) + R,
wobal der Rest R aus solchen Termen besteht, in denen eine der Ecken von An nicht

vorkommt. Esgilt also RES(An). Ubergang zur Homologie mod An liefert

O:KQmeﬂ+KQNLLHLHZWmHnHéAWAQ

aso
v, [1d]%° = [veld] = [v]

[(O,...i-1i+1,i+2,...,n)]
-[(0,1,...,n)]
=-[Id]
Der Grad der Transposition v ist somit -1. Damit ist (i) beweisen.
Zu (ii). Jede orthogonale Abbildung f: S" — S" mit der Determinante +1 ist
Zusammensetzung von endlich vielen ebenen Drehungen und as solche homotop zur

identischen Abbildung: man deformiere die Abbildung so, dal3 die endlich viden
Drehwinkel nacheinander Null werden. Zum Beispiel kann man im Fall

cosg sSing
-Sin @ COoS @

die folgende Familie betrachten
_(coste sintg
t  \-sintyp costy |’
Es gilt also deg(f) = +1 = det(f). Hat f die Determinante -1, so ist f homotop zu einer
Spiegelung an einer Hyperebene H durch den Ursprung. Bel geeigneter Wahl der

Koordinaten konnen wir erreichen, dal H die Hyperebene,

H: xo-x:L =0

Figure 28: eine Spiegelung an einer Hyper ebene
ist. Die Abbildung f vertauscht dann gerade die ersten beiden Koordinaten,

f(XO’Xl’XS""’Xn) = (Xl’XO’XB""’Xn)'

# Die Kohomologie-K lasse der identischen Abbildung An—>An ist nach 4.2.7 ein Erzeuger der

Homologie-Gruppe H (A ,A ).
gl upp n( n n)



Dievon dieser linearen Abbildung auf dem (n+1)-Simplex
s=(eled.. . - § ey R
i=0
induzierte Abbildung vertauscht die ersten beiden Ecken und 146t dle iibrigen Ecken
fest. Nach (i) induziet f auf der Homologiegruppe Hn+1(s,as) gerade die

Multiplikation mit -1,
f*:Hn+1(s,as) — Hn+1(s,as), X P -X.

Se weiter g s — S, X ﬂéﬂ , die Projektion aus dem Ursprung auf die
Einheitssphire

Figure 29: Projektion des Simplex-Rands auf die Sphiire

und
h:s—BM1 x Ht-”)):—” (fiir xE05),

die radiale Fortsetzung von g auf ganz s. Wie wir in 4.1.5 gesehen haben, ist dies ein
Homoomorphismus. Da h adle Punkte nur mit einem nicht-negativen redllen Faktor
multipliziert, kommutieren h und f,* d.h. das folgende Diagramm ist kommutativ.

f
(Bn+1;Sn) N (Bn+1’sn)

glh glh

f
(0 — (s09
Durch Ubergang zur Homologie sehen wir, f induziert auch auf
Hn(B n+1, Sn)

die Multiplikation mit -1. Aus dem kommutativen Diagramm

% Es reicht, dies fiir f und g zu zeigen. Man beachte g bildet alle Punkte auf Punkte der Einheitssphiire
ab. Zwei Bildpunkte derselben Richtung sind also gleich.



n+1l.cn f, n+1l.on
n+1(B S) — |_|n+1(B )

d.] 19,

- (fISn)* _n

Hn(S ) - Hn(S )
(dessen vertikale Abbildungen bijektiv sind) lesen wir schliefdich ab, f induziert auch auf
Hn(s”) die Multiplikation mit -1, d.h.

deg(f) = -1 = det(f).

Zu (iii). Diesist ein Speziafall von (ii).
QED.

4.4.5 Stetige Abbildungen der n-Sphére in sich.
Sei f: 71— S" eine stetige Abbildung.
0] Fallsf keine Fixpunkte besitzt, so gilt deg(f) = (-1)n+1.
(i) Fallsf keine antipodalen Punkte besitzt (f(x)=-x), so gilt deg(f) = +1.
Beweis. Zu (i). Besitzt f keine Fixpunkte, so hat die stetige Familie

d;s" - R™L x5 (1-0)(x) - tx, t€[0,1],
keine Nullstellen. Sie definiert deshalb eine stetige Familie

d,(x)
08" S x o T

Diese Familie zeigt, dal3 f homotop zur antipodalen Abbildung x  -X ist, d.h. es gilt

deg(f) = deg(antipodale Abbildung) = (1)n+l
Zu (ii). Hat f keine antipodalen Punkte, so hat die Abbildung g(x) := -f(x) keine
Fixpunkte. Also gilt nach (i):

(-1)"*L-deg(f) = deg(g) = (-1)"*7,
d.h. deg(f) = +1.
QED.

4.4.6 Der Satz vom Igel

Sei f: 2 — R3ein stetiges Tangentialvektorfeld, d.h. f sei stetig und fiir jedes x€S" sl
f(x) ein Tangential vektor an S"im Punkt x. Dann hat f mindestens eine Nullstelle.

Beweis. Hat f keine Nullstelle, so ist
2 2 f(x)
:S°— S5 TR,
g X BT

eine wohldefinierte stetige Abbildung. Nach Konstruktion ist g(x) fiir jedes x ein zu x
orthogonaler Einheitsvektor. Also gilt

f(x) = £x.

Nach 4.4.5 (i) gilt also deg(f) = (-1)3 =-1 und nach 4.4.5(ii) ist deg(f) = +1. Dieser

Widerspruch zeigt, dal3 f eine Nullstelle haben muf3.

QED.

Bemerkungen

(i)  Eine andere Formulierung dieses Satzes lautet, ein Igel 148t sich nicht kimmen
(d.h. eine Stachel steht immer nach oben).



(if)

(iii)

(iv)

Figure 30: Igel, ungekimmt

A A
E: A
) J'_'/’ S ,4’7 P ;&
P & 1/
o*/

o

Figure 31: Igel, gekimmt

Die Menge TS? = { (x,v)ES?xIR3 | v.Lx} der tangentialen Ortsvektoren an S2

heil3t auch Tangentiabiindel von S2. Das Tangentialbiindel besteht also aus
Paaren

(X,v)
deren erste Koordinaten ein Punkt der Sphére (der Angriffspunkt des Vektors)

und deren zweite K oordinate ein Vektor der redllen Ebene R? ist, die die Sphiire
im Punkt x beriihrt. Es ist deshalb naheliegend zu fragen, ob man das
Tangentialbiindel mit der Menge

s?xIR?
identifizieren kann.
Die Projektion auf den ersten Faktor induziert eine stetige Abbildung
7 TS = 2, (x,v) b X.
Die Faser iiber x€S2 ist gerade der Raum der Tangentialvektoren
TXS2 = n'l(x)

an S2 im Punkt x. Diesist ein 2-dimensionaler \Vektorraum von Vektoren, die im
Punkt x angreifen. Ein Tangentialvektorfdd an 2 ig gerade eine detige
Abbildung f: ? T2 , welche jedem Punkt x € s? enen Tangentialvektor

zuordnet, der im Punkt x angreift, d.h. eine stetige Abbildung mit mwof = id. Mit
anderen Worten, ein Tangentialvektorfeld ist gerade ein  Schnitt des
Tangentialbiindels.

Das Tangentialbiindel 7i: TS? — S2 it lokal trivid, d.h. zu jedem Punkt x€S2
gibt es eine offene Umgebung U von x derart, dafl die Einschrinkung

1U) ~Lu)y—>u

|



v)

bis auf Homgomorphie gerade die Projektion p: UxIR2—U auf den ersten

Faktor ist. Genaver, es gibt einen Homsomorphismus f:UxR2—x"1(U) derar,
dal3 das Diagramm

uxR2_", )

Vet

kommutativ ist und die Einschriinkungen von f auf die Fasern (bijektiv und) IR-
linear sind. Ist zum Beispiedd U ene klene Umgebung des Nordpols und

identifiziert man R? mit der Aquatorebene des R3, so ist die folgende
Abbildung ein solcher Homdomorphismus.

UxRZ-x7 L), (uv) - (U, vr(uv)u),

Figure 32: lokale Trivialitit des Tangentialbiindels

dabel sai M(u,v) so gewihlt, daBl
0= <u, v+A(u,v)u> = <u,v> + A(U,v)
gilt, d.h. AM(u,v) = - <uv> (Man beechte, die Lineariserung im Nordpol ist die

identische Abbildung (u,v) & (u, v)).

Die lokale Trivialitit des Tangentialbiindels TS2 legt die Frage nach der Existenz
einer globalen Trividiserung nahe, d.h. nach der Exisenz enes

Homdéomorphismus wie in (iii) mit U = Sz:

2xR2 1, 152
ol n
¢ = &

Ausdem Satz vom Igel folgt, eine solche Trivialiserung f kann nicht existieren,

d.h. das Tangentialbiindel von s? igt nicht-trivid. Andernfalls wiirde niimlich

jeder Schnitt svon p einen Schnitt fes von it definieren. Speziell fiir den Schnitt
sS2>PxR2 X 15 (x,(1,1))

von p wire fes ein in jedem Punkt von Null verschiedenes Vektorfeld auf s?
(welches nach dem Satz vom Igel nicht existiert).



4.4.7 Der Bigrad eine Abbildung

Fiir jede stetige Abbildung w: S"'%S" — S hat die induzierte Abbildung

(1) H s”@H s” = H (s“xs“) H s”

die Gestalt ., (xl,xz) d 1t d X mit elndeutlg bestlmmten ganzen Zahlen d und
d2. Das Paar (dl,d2) heiBt B_lq@ der Abbildung u. Seine Eigenschaften sind, WleWII’

sehen werden, so dhnlich wie die des Grades.
Bemerkungen.

(i) Be der obigen Definition des Bigrades haben wir Hn(s”xs”) mit der direkten

Summe HnSn@HnSn identifiziert. Um die Definition des Bigrades eindeutig zu
machen, miissen wir genau festlegen, welchen Isomorphismus wir meinen. Um

den Isomorphimus zu beschreiben, fixieren wir einen Punkt g€S" und betrachten
die folgenden stetigen Abbildungen.

il:Sn—>SnxSn, Xk (X,9)

i 2:Sn—>Sn><Sn, X b (Q.X).
Weiter seienp,, p2'SnxSn — S die Projektionen auf die beiden Faktoren. Dann
ist die folgende Kompositon gerade die identische Abbildung.

) Hns”@Hns” Il*—+>| Sl (s” s ® 1*—>2*) s“@H s”

([al, [01) # [i 8+ iy bl b [Pyl 18+ Ppal g DL 128+ Pl b]) = (L8, [0]).

Man beachte, pa°i|3

Abbildung fiir a=p®. Aus (2) lesen wir &b, Hns”@ﬁns” ist ein direkter

ist die identische Abbildung fiir o= und eine konstante

Summand von Hn(s”xs”). Da beide Gruppen isomorph zu Z@Z sind, ist das nur

moglich, wenn die linke Abbildung von (1) (also auch die rechte) en
Isomorphismusist.

(i)  Wir haben gezeigt (pl*, pz*) und i 1+t sind zueinander inverse Abbildungen.

[
2*

Wir vereinbaren jetzt, dal3 diese den |somorphismus von (i) readlisieren sollen. Die

definierende Gleichung fiir den Bigrad bekommt dann genauer die Gestalt.

Mo (ign F i) (X X0) = dyxg +dX,
oder genauer

el XqFipeXo) = dyxg +doX,

4.4.8 Eine Eigenschaft des Bigrades
Seien f:3" =SS und w:S"'xS" — S" stetige Abbildungen. Die Abbildung f habe die
Koordinatenfunktionenf,, f S—g" dh.

f() = (F (), f ,(0)) fiir alle x€s",

% Eine konstante Abbildung faktorisiert sich iiber den einpunktigen Raum P. Die auf der Homologie

induzierte Abbildung faktorisiert sich also iiber ﬁ(P) = 0 und ist somit die Nullabbildung.



und die Abbildung u habe den Bigrad (dl’dz)' Dann gilt
deg(uef) = dl-deg(fl) + dz-deg(fz).
Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen von 4.4.6. Fiir xEFInSn gilt:

(Pgar Pp)fa () = (Ppafu (), e, ()
= (1109, F (X)
= (deg(f,)x, deg(f,)x)

aso
el 00 =70+ 10)o(P s Poe)f (X)
A vl
1 1 2 2
QED.

4.4.9 Der Grad der Potenzabbildung

Sei S=St={zeC [|lz]l = 1} oder S=S3={zeH | ||z|| = 1}. Dann hat die
Abbildung

P S—=Szp zk,
den Grad k.
Beweis. Sai

w: SxS— S, (21,22) P 2,2,
induziert durch die Multiplikation im Kérper C der komplexen Zahlen bzw. im
Schiefkorper HHl der Quaternionen. Weiter sei
(d,,d,)
172
der Bigrad von u, d.h.
(vgl. 4.4.6(ii)). Dabel seieni 1 und i2 die beiden Einbettungen
il: S—SxSzb (z,1),
i2: S—SxS zp (1,2.
Wir erhalten _ _
dlxl + d2X2 = WUy (Il* (Xl) + |2~k (Xz))
= (el ), (X)) + (1), (X,)

:X1+X2

Xy € Z). Esgilt deshab

d1:d2:1.

(fiir alle Xl’

Nun gilt P = uo(pk_l,id). Nach 4.4.7 ist also

¥ Die beiden in der mitte eingefiigten Abbildungen sind zueinander invers nach Bemerkung (ii) von
4.4.6.
% Auf Grund der Identitit von Bemerkung 4.4.6 (ii).



deg(p, ) = 1+deg(p, _,) + L-deg(ic) = deg(p, ) +1.
aso deg(pk) =k fiir jedes k.
QED.

4.4.10 Fundamentalsatz der Algebra

Jedes nicht-konstante komplexe Polynom p(z) = X

+ clzk'1+...+ck hat mindestens
eine komplexe Nullstelle.
Bewels. Angenommen, es gibt ein nicht-konstantes komplexes Polynom p ohne

Nullstelle. Wir betrachten die Abbildung

" p(2)
PS5 SLZ B )T

Diese ist wohldefiniert und stetig. Zum Beweis der Behauptung geniigt es die folgenden
beiden Aussagen zu beweisen.
A

() Hat p keine Nullstelle z mit ||z|]| = 1, so gilt deg(p) = 0.
A
(i) Hat p keine Nullstelle z mit ||z]| = 1, so gilt deg(p) = k.

Beweis von (i). Wir betrachten die folgende stetige Familie.
A
ol ol p(tz)
:S =S, TeriAT -
P 2 Tin(E2)T
A A A

Fiirt=1 gilt =P und fiir t=0 ist P, eine konstante Abbildung. Also gilt
A A
degy(p) = dey(py) = 0.
Beweis von (ii). Wir betrachten die folgende stetige Familie.
A

ol o(zt)
P ST =S5 2B T

mit o(zt) := ) = 2 + t-(clzk'1+tczzk'2+...+tk'1

Ck)' Die explizite Beschreibung
A A
von q zeigt, daB3 die Funktion q(z,t) auch fiir t=0 stetig ist. Fiir t=1 gilt P =P und fiir t=0
A
istp, (2) = X Also gilt
A
deg(p) = deg(z v 2 =k

QED.
Bemerkung

Der obige Beweis li8t sich auf andere Multiplikationen m:S"xS"—S" verallgemeinern
deren Bigradkomponenten positiv sind.



5 Die Homologie der Polyeder
5.1 Vergleich von simplizialer und singuldrer Homologie

5.1.1 Einige Kategorien von (abstrakten) Simplizialkomplexen
Bezeichne

A
die Kategorie der Smplizialkomplexe, d.h. die Objekte dieser Kategorie seien die
abstrakten Simpliziakomplexe, die Morphismen
K— K’

fiir je zwei Objekte K, K’ von A seien die Abbildungen
f: V(K) = V(K)
der Eckenmenge V(K) von K in die Eckenmenge V(K’) von K’ mit der Eigenschaft, dal?
das Bild einesjeden Simplexes von K ein Simplex von K’ ist,
se K =f(s) eK'.

~

Die Morphismen-Komposition in A sa die gewohnliche Zusammensetzung von
Abbildungen. Welter bezeichne
A2

die Kategorie der Paare abstrakter Simpliziakomplexen oder auch Kategorie der
smpliziden Paare. Die Objekte dieser Kategorie sind die Paare

(K, L)
bestehend aus einem abstrakten Simplizialkomplex K und einem Teilkomplex L von K.
Ein Morphismus

(K,L) = (K", L")
ist eén Morphismus f: K — K’ der Kategorie A, dessen Einschrinkung auf L en

MorphismusL — L’ von A ist. Die Komposition ist die gewdhnliche Komposition von
Abbildungen.
Weiter bezeichne

AN

A
die Kategorie der geordneten Simplizia komplexe. Die Objekte dieser Kategorie sind die
abstrakten Simplizidkomplexe K, deren Eckenmengen V(K) mit einer linearen

Halbordnung “ <" versehen sind.** Die Morphismen sind Morphismen
f:K =K’

von A, welche die Ordnung der Ecken respektieren,
X,y EV(K), x =y = f(X) = f(y).

Anaog bezeichne
A2
die Kategorie der geordneten smplizialen Paare. Die Objekte sind die Paare
(K,L)
N

bestehend aus zwei Objekten K und L von A, wobei L ein Teillkomplex von K ist und
die Eckenordnung von L mit der von K vertréglich ist, d.h. die natiirliche Einbettung
L—-=K

N N

ist e@n Morphismus von A. Die Morphismen (K, L) — (K’, L’) von AP gnd
N

Morphismenf: K — K von A mitf(L) C L’.

% d.h. die Halbordnung ist reflexiv, antisymmetrisch, transitiv und je zwei Elemente sind vergleichbar.



5.1.2 Einige Funktoren

(i)

(i)

(iii)

(iv)

v)

Die geometrische Realisierung eines Simplizialkomplexes definiert Funktoren

[2: A — Top,K b [K]
und

) 2 2D = Top, (K.L) i (K, IL]).
Der Ubergang zum geordneten Kettenkomplex definiert Funktoren

S A — K(Ab), K 1 S(K),
und

s 2@ S K(Ab), (K, L) » SK, L) := SK)/S(L)
und man hat wie im Fall der singuldren Homologie die iiblichen kurzen exakten

Sequenzen und langen Homol ogie-Sequenzen.
Der Ubergang zum orientierten Kettenkomplex definiert Funktoren

C: A — K(Ab), K » C(K),
und

c: A - k(ab), (K, L) 5 CK, L) := CK)/C(L)
und man hat wie im Fall der singuliren Homologie die iiblichen kurzen exakten
Seguenzen und langen Homol ogie-Sequenzen. Aul¥erdem hat man eine natiirliche

Transformationen
S—C

des Funktors S in den Funktor C (auf A bzw. A(@) weche fiir jeden
Simpliziakomplex K jedes geordnete Simplex (e ,...,eq) in das zugehorige

orientierte Simplex [e ,...,eq] abbildet. Wie wir in den Ubungen gesehen haben,

induziert diese natiirliche Transformation fiir jedes smplizide Paar (K,L) enen
| somorphismus

H(K.L) ;== H(S(K,L)) — H(C(K,L))
auf der Homologie.

N N
Die Aussagen von (iii) gelten analog auch fiir die Kategorien A und A angdle

von A und A AuRerdem hat man in dieser Situation noch eine natiirliche
Transformation

C—S
bel welcher jedes orientierte Simplex [e ,...,eq] mit paarweise verschiedenen

Koordinaten in das geordnete Simplex (eo,...,eq) mit &y=< eq abgebildet wird.

Wie wir in den Ubungen gesehen haben, induziert diese natiirliche Transformation
fiir jedes simpliziale Paar (K,L) einen Isomorphismus
_ CH(C(K,L)) = H(S(K,L))
auf der Homologie (der inversist zum Isomorphismus von (iii).
Jedes geordnete Simplex s= (e ,...,eq) eines Simplizialkomplexes K 146t sich mit

einem singuldren Simplex der Redlisierung |K| identifizieren, ndmlich mit dem
singuldren Simplex

Aq — |K|, (xo,...,xq) 5% x0e0+...+xqeq.

Dabei bezeichnexoe0+...+x e das Element a€|K| mit

a(ei) =X, fiiri=0,..q

und a.(e) = O fiir jede weitere Ecke e von K. Durch diese Identifikation wird der
Komplex der geordneten Ketten von K zu einem Teilkomplex des singuldren
Komplexes der Redisierung,



S(K) & S(IK]).

Diese natiirliche Einbettung definiert eine natiirliche Transformation

S(?) = S
von Funtoren
A — K(Ab).
Fiir jedes simpliziale Paar (K, L) hat man ein kommutatives Diagramm natiirlicher
Einbettungen
S(K) — S(IK])
S(L) — S(L)
und damit nach dem Homomorphiesatz einen Morphismus von K ettenkomplexen
S(K,L) = (K], |L]).

Es ist leicht zu sehen, daR der Morphismus injektiv ist.** Diese Abbildung
definiert einen funktoriellen Morphismus
S(2,72) — (7, [72)
von Funktoren
A s k(ab).
Das Zid dieses Abschnitts bestent darin, zu zeigen, dieser funktorielle
Morphismus induziert fiir jedes simpliziale Paar (K, L) einen Isomorphismus
| HK.L) = H(K], L) |
auf der Homologie. Insbesondere hingt damit die smpliziade Homologie nur von
den Redliserungen der betelligten smpliziden Paaren ab und nicht von den
simplizialen Paaren selbst.

5.1.3 Kompakte Teilmengen von Polyedern
Selen K ein Simplizialkomplex und
FC |K]|

eine kompakte Teilmenge. Dann gibt es einen endlichen Teilkomplex K C K mit

FC K|
Beweis. Sei zunichst F C |K| eine beliebige Teilmenge.
1. Schritt: Es gibt eine diskrete®® Teilmenge F' von F, welche mit jedem offenen Simplex

von K, welches F schneidet, genau elnen Punkt gemeinsam hat.

Sei | die Menge der Simplexe von K mit der Eigenschaft, dal3 das offene Simplex

s
einen Punkt mit F gemeinsam hat. Fiir jedes s€I wihlen wir einen Punkt
p.EFN Is|°
und setzen
P = 1P gpr
Weil Kl die disjunkte Vereinigung seiner offenen Simplexe ist, gilt fiir jedes s€K:
{p_} falssPI
Fig®= { J
_ sonst

% Links steht die freie abel schen Gruppe, die von den geordneten Simplexen von K erzeugt wird, welche
keine Simplexe von L sind. Rechts steht die freie abelsche Gruppe, die von den singulidren Simplexen
von K| erzeugt wird, welche keine singuldren Simplexe von [LI sind. Mittels der obigen Identifikation
der geordneten Simplexe mit gewissen singuldren erhdlt man damit ineinander enthaltene Mengen von
freien Erzeugendensystemen.

% Jeder Punkt von F’ besitzt eine Umgebung, die keinen weiteren Punkt von F’ enthiilt.



Jedes abgeschlossene Simplex |5, scK, ist Vereinigung von endlich viden offenen
Simplexen, und in jedem dieser offenen Simplexe liegt hdchstens ein Punkt von von F’.
Also gilt
F N Isl ist endlich fiir jedes s € K.
Letzteres gilt auch fiir jede Teillmenge von F'. Nach Definition der Topologie von |K|
bedeutet dies:
F' und jede Tellmenge von F ist abgeschlossen in |K|.
Fiir jeden Punkt pEF ist aso F -{p} abgeschlossen, also
U = |K| - (F-{p}) offenin |K].
U ist eine offene Umgebung des Punkts p, die mit F nur den Punkt p gemeinsam hat.
Wir haben gezeigt, F ist diskrete Teilmenge von |K|.
2. Schritt: 1st F kompakt, so gibt es einen endlichen Tellkomplex K’ von K mit FC|K’|.
Wir wihlen die Menge F” C F wie im ersten Schritt. Well F diskret ist und F kompakt,
so muR F endlich sein.®” Zu verschiedenen offenen Simplexen von |K|, die F schneiden,
gehoren verschiedene Punkte von F'. Die Zahl der offenen Simplexe von |K|, die F
schneiden, ist aso endlich. Diese offenen Simplexe bilden zusammen mit ihren Seiten
einen endlichen Tellkomplex
K'CK
mit F C [K’].
QED.

5.1.4 Endlichkeit und Kompaktheit von Polyedern
Ein Polyeder ist genau dann kompakt, wenn esendlich ist.

Beweis. Sa K ein Simplizialkomplex. Falls |K| kompakt ist, so liegt |K| nach 5.1.3
bereitsin der Redlisierung eines endlichen Teillkomplexes K’ von K,

K| € K[ < [K].
Esfolgt |K'| = |K]|, dso K" =K, d.h. K ist endlich.
Ist umgekehrt K endlich, soist [K| als Vereinigung der endlich vielen geometrischen
Simplexe

[s| mit s€K,

welche kompakt sind, ebenfalls kompakt.
QED.

5.1.5 Tellpolyeder sind Umgebungsretrakte
Seien K ein Simplizialkomplex und

LCK
ein Teilkomplex.

Dann gibt es eine offene Menge U = U(L) der Realisierung von K mit folgenden
Eigenschaften.

1. L] € U C K|
2. IL|ist ein starker Deformationsretrakt von U.
Insbesondere ist die natiirliche Einbettung

(K, L)) — (K], V)

eine Homotopie-Aquivalenz*®.
Beweis. Wir setzen

U=U{[[sEKud[sIL| = 2}

% Die Punkte von F’ bilden zusammen mit der Menge F-F’ eine offene Uberdeckung des Raumes F. Da
dieser kompakt ist, reichen endliche viele Mengen zum Uberdecken aus. Also ist F* endlich.

% Man wende das Fiinfer-Lemma auf den durch die Einbettung induzierten Komplex-Morphismus der
reduzierten Homol ogie-Sequenzen an.



Well |L| als digunkte Vereingung der offenen Simplexe |;| mit SSL geschrieben werden
kann, gilt

ILIC V.
1. Schritt: U ist eine offene Teilmenge von [K].
Wir haben zu zeigen, fiir jedes t € K ist der Durchschnitt

Uit

eine offene Tellmenge von [t|. Es gilt
UNI=U{191sEK, sCtund s L] = 2}
=U{1sCtund s IL| = 2}

=U{dIsCtund|s (LI [t|= &}
Seien ST die endlich vielen Seiten, diet und L gemeinsam haben. Dann ist

ISIAYLIAE = 1M (s 1 U - U s, )
= (8Nis,h U - U (siNis. .
d.h. UNt|ist die Vereinigung der endlich vielen Mengen
U= U{ I8 1sC tund sl Nis|= 2}
Esreicht zu zeigen, jede der Mengen Ui ist offen. Dazu wiederum reicht es zu zeigen®,
O U =l-U{lsIs&tund S| | = 2}
Beweisder Inklusion C.
Sei x ein Punkt der linken Seite von (1). Dann gibt esein s C t mit

x € |5 und [s| () sl = 2.

Wir haben zu zeigen, fiir jedes s” C t mit |[§ |ﬂ|sl| = giltx &[5
Wegen
SN Is| # @ und [s|NIs| = 2
kann |s| nicht ganzin |s| liegen. Deshab ist |s|()|s'| eine echte Seite von [s]. Weil x im
Innern von |5 liegt, folgt
x & [sNs']-
Wegen x € |5 muf3 dann aber
X & |s]
gelten.
Beweis der Inklusion D.

Sei x ein Punkt der rechten Seite von (1). Sei s C t die Seite von t, in deren Inneren x
liegt,

% Auf der echten Seite steht das Komplement einer Vereinigung von endlich vielen abgeschl ossenen
Mengen.



X E |9,
Dannist |5 nicht digunkt zu |S|I (denn dann lidge x im Komplement von Isl). Also gilt

SN sl = 2.

Dann liegt aber |;| und damit x in der linken Seite von (1).
2. Schritt: Konstruktion der stetigen Familie

ht: Uu—U,
welche |L’ | zum starken Deformationsretrakt von U macht.
Sei s€ K’ ein Simplex mit |g|()|L’| # <. Wir definieren wie folgt die Einschrinkung
von ht auf |gMU.
Seene eadie Ecken, welchesund L’ gemeinsam haben,

1o
s(\L ={e ,...,ea} (# 9),

und fl,...,fb die iibrigen Ecken von s. Dann sai die Einschrinkung von ht auf |s|U
definiert s die Abbildung

(2) he 18U —U

X.e + § yf. b t.(§ X.e +
i = i 2
Diese Abbildung ist wohldefiniert:
. die Summe der X; ist stets ungleich Null.*°

. die Summe der Koeffizienten des Bildesist 1.
. jeder Punkt (x,y) € [s|(U wird bel ht abgebildet in einen Punkt der Strecke,

y.f.) + (1-t)( x.e)/§ X. .
j=11! i=1 ' "i=

welche (x,y) mit einem Punkt (§ xiel)/§l X, einer Seite von |9 verbindet.
i=1 i=1
Insbesondere liegt der Bildpunkt wieder in |g].
. fiir jedes t liegt das Bild der Abbildung in U, denn der Koeffizient von €

tex. +(1-t)x./ § X.
[ 2
ist von Null verschieden (wenn X, von Null verschieden ist).

Firt=1 ist ht dieidentische Abbildung und t = O liegt das Bild von ht in|L|.

Fiir alle t st die Einschrinkung von h, auf IsMIL’| die identische Abbildung.*

0 Man beachte, die Punkte von |5 sind gerade digjenigen der Gestalt x.e + g yjfj mit Xi> 0 und yj>0
=1

fiir alle i und alle j. Die Punkte von U sind gerade solche Punkte von K, fiir welche mindestens eine

Ecke von L mit einem Koeffizienten > 0 vorkommt.

“ es sind dann aIIeyj gleich Null und die Summe der X, ist 1.



Ist schliefflich s’ eine Seite von s mit |S'|()|L'| # &, so ist die andog definierte
Einschrinkung von ht auf |S'|(U gerade die Einschrinkung der Abbildung (2).%2

Deshalb setzen sich die auf den Durchschnitten || U definierten Abbildungen zu einer

auf ganz U definierten stetigen Familie zusammen, durch welche |L| zum starken
Deformationsretrakt von U wird.
QED.

Bemerkungen
(i) SindK ein Simplizialkomplex und Ll’ ng K zwei Teilkomplexe, so gilt

u(L,UL) =u(L,) UuL,)
fiir die im Beweis konstruierte offene Umgebung U.
(i) BezeichneK', L'l,L'2 die baryzentrischen Untertellungen von K, L 1 bzw. L2, o

gilt auch
UL, ML) =uL') NUL).
(iii) DieMengen U(L) verallgemeinern den Begriff des offenen Simplex-Sterns eines

Punktes.
Beweis.Zu (i). Ein abgeschlossenes Simplex von K hat genau dann einen nicht-leeren

Durchschnitt mit |L1UL2|, wenn es mit einem der beiden Tellpolyeder |L1| bzw. |L

ol
einen nicht-leeren Durchschnitt hat.
Zu (ii). Wir haben zu zeigen, fiir jedes Simplex s' € K' gilt

& [SINIL,NIL] & SINIL | = @ und [SINIL",| = .

Dielmplikation " =" besteht trivialerweise. Beweisen wir die Umkehrung. Sel dso s en
Simplex der baryzentrischen Unterteilung von K mit

SINIL", | # @ und [SINIL| = 2.

Well der Durchschnitt von je zwel Simplexen von K' eine gemeinsame Seite dieser
Simplexeist, gibt eszwel Ecken

welche Ecken von L'1 bzw. L'2 sind, sagen wir
2 Py eL 1 und pZEL o

Wir haben zu zeigen, der Durchschnitt auf der linken Seite von (1) ist nicht leer. Zum
Beweis konnen wir bei Bedarf das Simplex s verkleinern (d.h. durch eine seiner Seiten
ersetzen). Wir konnen also annehmen

S :{pl,pz}
ist die Strecke mit den beiden Endpunkten Py und Py Weil s das Ergebnis einer
baryzentrischen Unterteilung i, ist einer dieser Endpunkte, sagen wir Py das

Baryzentrum eines Simplexes
seK

“2 Die Punkte von |s | unterscheiden sich von denen von |s| nur dadurch, daid einige der yj gleich Null

sind.



wihrend der andere Punkt Py das Baryzentrum einer Seite t von s ist. Insbesonder gilt

dann
3 p, Elslund p, € |11 [sl.
Wegen ple |L'1| = |L1| liegt das gesamte offene Simplex, in dessen Innern Py im

Teilpolyeder |L1|, d.h. esist

SC I, l= 1
und, weil das Tellpolyeder abgeschlossen ist,

sl < I

!
J=IL
Zusammen mit (3) folgt pze |L'1|, und zusammen mit (2)

PE |L'1ﬂL'2|.
Der Durchschnitt auf der linken Seite von (1) ist somit nicht leer.
QED.

5.1.6 Die Ausschneidungseigenschaft der polyedralen Triaden

Seien K ein Simplizialkomplex und K’, K” C K zwei Teilkomplexe. Danniist

| o (K, K], K"
eine Ausschneidungstriade.
Bewels. Wir verwenden die Bezeichnungen des Beweises von 5.1.5. Zum Beweis
konnen wir die Komplexe K, K', K" durch deren baryzentrischen Unterteilungen
ersetzen, also nach den Bemerkungen 5.1.5 (i) und (ii) annehmen,

(1) UK’ UK”) = U(K’) U U(K")
und
2 U(K'MK”) = UK") M U(K").

Wir betrachten das kommutative Diagramm von Komplex-Morphismen
0— S(UKHMU(K")) — SUK)®SU(K") — S U(K"),U(K")} —0

I I I

0— S(KINIK") — SKI®SK"| — S{K'|K"} —0

dessen vertikale Abbildungen induziert werden durch die natiirlichen Einbettungen der
Réume der unteren Zeile in die entsprechenden offenen Umgebungen. Durch Ubergang
zur Homologie erhalten wir ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen:

= H(UKINU(K) — HUK)IOHU(K") — H(UKIJU(K) —-..

I I I

— Hq(|K'|ﬂ|K"|) — HKIOH KT — HAKLKT —

In der ersten Zeile rechts haben wir dabei ausgenutzt, dal3 U(K") und U(K") offene
Tellmengen von |K| sind, dso (K|, U(K"), U(K")) nach 3.8.2 Beispied 1 ene
Ausschneidungstriade ist.



Wegen (2) und nach Definition der offenen Umgebungen U(...) sind die vertikaen
Abbildungen links und in der Mitte Isomorphismen. Nach dem Fiinferlemma gilt das
dann aber auch fiir die vertikale Abbildung rechts. Die natiirliche Einbettung

ES(IK'], K" P — S(UK)UJU(K™))
induziert also einen Isomorphismus auf der Homologie. Zerlegen wir diese Einbettung
in zwel Tellenbettungen,

i .
UKL KT — SKIUIK?) = SUK)UUK?)
Wegen (1) und nach Definition der Mengen U(...) induziert auch die Einbettung j einen
Isomorphismus auf der Homologie. Dann gilt dasselbe aber auch fiir i', d.h. Bedingung
(iv) der Definition 3.8.2 der Ausschneidungstriade ist erfiillt fiir
(KT, 1K, 1K™]).
QED.

5.1.7 Der Vergleichsatz
Sei (K,L) ein simpliziales Paar. Dann ist fiir jedes q der natiirliche Homomorphismus
_ | H(K, L) = H(K], IL)
ein Isomorphismus.
Beweis. 1. Schritt: Reduktion auf den Fall L = &.
Wir betrachten die langen Homol ogie-Sequenzen des simplizialen Paares (K,L) und des
polyedralen Paares (IKI, ILI). Die natiirliche Transformation
induziert dann einen Komplex-M orphismus zwischen diesen Homol ogie-Sequenzen,
d.h. wir bekommen ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

...—>Hq(K) — Hq(L) — Hq(K, L) — Hq_l(K)—>...

al Bl vl l
H (KD — Ho(ILD —> H (KL L) — He 1 (K)—>-..

Wir wollen zeigen, der Homomorphismusy ist fiir jedes q bijektiv. Nach dem Fiinfer-
Lemmareicht es zu zeigen, die Homomorphismen o und  sind fiir jedes q bijektiv. Wir
konnena also annehmen,
L=¢g

ist der leere Komplex, d.h. wir konnen uns auf den Fall der absoluten Homologie-
Gruppen beschriinken Zu zeigen ist, fiir jeden Simplizialkomplex K induziert die
natiirliche Einbettung

S(K) — S(K])

einen |somorphismus auf der Homologie.
2. Schritt: Der Fall, dalRK endlichist.

Der Beweisim endlichen Fall wird durch Induktion nach der Anzahl ¢ der Simplexe von
K gefiihrt.

Im Fall £ =0 ist die Behauptung trivial: beide Komplexe sind gleich, nimlich in jedem

Grad gleich der trivialen Gruppe. Sei jetzt ¢ > 0. Wir wiihlen in K ein Simplex s mit
maximaler Dimension. Die Menge aler nicht-leeren Tellmengen von sist dann ein
Teillkomplex, sagen wir
L C K.
Dasselbe gilt fiir
K':=K-{s},
d.h. auch K" ist ein Komplex.

ImFal L = K ist K ein Kegel und |[K| homdomorph zu einem Standard-Simplex. Die
reduzierte Homologie von S(K) und S(|K]) ist Null und

S(K) = S(IK])



induziert einen 1somorphismus auf der Homologie. Wir kénnen also annehmen, L ist
ein echter Teilkomplex,
LCK,L # K.
Nach Konstruktion gilt
K=LUK und |K|=|L|U [K’|

Wir betrachten die Mayer-Vietoris-Sequenzen von (K, L, K*) und (K|, |L], |K']) (vgl.
3.8.3und 3.9.5). Der funktorielle Morphismus S(-) — S(]-|) induziert einen Komplex-
Morphismus zwischen diesen Mayer-Vietoris-Sequenzen. Wir erhaten aso en
kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

...—>Hq(LﬂK’) — Hq(L)@Hq(K’) — Hq(K) — Hq_l(LﬂK’)—>...

ocl Bl Yl l
...—>Hq(|L|ﬂ|K’ ) — Hq(||—|)®Hq(|K’ ) — Hq(|K|) — Hq_1(|L|m|K’ —>-..

Wir wollen zeigen, v ist fiir jedes q ein Isomorphismus. Nach dem Fiinfer-Lemma reicht
es zu zeigen, o und B sind fiir jedes g Isomorphismen. Letzteres ist aber nach
I nduktionsvoraussetzung der Fall, da die Anzahl der Smplexe von

LNK’", L und K’

Kleiner ist ds die Anzahl ¢ der Simplexe von K. Damit ist der Beweis im Fall endlicher
Simplizia komplexe abgeschlossen.
3. Schritt: K beliebig
Sei jetzt K nicht notwendig endlich. Wir haben zu zeigen, die natiirliche Einbettung
S(K) = S(KI)
induziert fiir jedes q einen Isomorphismus

Hq(S(K)) — Hq(IKI)-
Bewels der Surjektivitit. Sel T € Hq(IKI). Wir wihlen einen Reprisentanten

z= glol+...+gror ' ; S
von C. Jedes Simplex o; hat als Bild eine kompakte Tellmenge von |K|. Nach 5.1.3 gibt

es einen endlichen Teilkomplex
K'CK
derart, dal jedes der o, bereits ein Simplex von IK’| ist. Dann reprisentiert z ein Element

[4 € Hy (KD
Da die Behauptung fiir endliche Simplizialkomplexe richtig ist, gibt es einen geordneten

Zyklus
ze€S(K’) € §(K)
[Z]=1[2] in Hq(IK’I)-

Die Bilder dieser Homologie-Klassen bei der natiirlichen Abbildung*?

HyUK D = H (KD

mit

sind dann aber auch gleich: _
[Z]=[z] =Cin Hq(IKI)-
Wir haben gezeigt: jede Homologie-Klasse von Hq(|K|) wird durch eine geordnete

Kette von K reprisentiert, d.h. die Abbildung ist surjektiv.
Beweis der Injektivitit: Sei C’EKer(Hq(S(K)) — Hq(|K|)) und

7’ €S(K)
ein Reprisentant von C’. Dann gibt es eine singulidre Kette

“8 die durch die natiirliche Inklusion IK’I — |K|induziert wird.



€=0,0,*-*9.0, .0 ez,

von |K| mit
dc=17.

Wie oben sehen wir, dal es einen endlichen Teilkomplex
K'CK

gibt mit der Eigenschaft, dald c und z' bereits Ketten von |[K’| sind. Das bedeutet, die
Homologie-Klasse
[Z] € Hq(K’)
liegt im Kern der Abbildung Hq(K’) — Hq(|K’|). Da letztere ein 1somorphismus i,
gilt
[Z]=0in Hq(K’),
d.h. es gibt ein geordnete Kette ¢’ von K’ mit 2 = dc’. Dac’ auch geordnete Kette von
Kig, folgt
T =[Z]=[0c]=0in Hq(K).
QED.

5.1.8 Vergleichssatz fiir geordnete simpliziale Paare

Sei (K,L) €in geordnetes simpliziales Paar.* Dann induziert die natiirliche
Transformation
C(--) = S, D

N
von Funktoren A(2) — K(Ab) fiir jedes q einen Isomorphismus
| | H(C(K, L)) = H(K], [L).
Beweis. Man kann dieselben Argumente wie im Beweis von 5.1.4 benutzen. Stattdessen
kann man aber auch die in den Ubungen bewiesene Tatsache verwenden, daf} die
natiirliche Transformation
C('!')_>S('!')

H(C(K, L)) = H(K, L)
induziert. Zusammen mit 5.1.4 ergibt sich daraus die Behauptung.
QED.
Bemerkung
Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Hinwels auf eine einfache Konseguenz von
5.1.3.

einen Isomorphismus

5.2 Simpliziale Mannigfaltigkeiten

5.2.1 Vorbemerkungen

Mannigfaltigkeiten (der Dimension d), genauer, topologische d-Mannigfatigkeiten sind
Hausdorff-Rdaume M, die eine offene Uberdeckung
M=Uip Yi

durch Mengen Ui besitzen, die hombéomorph sind zu offenen Mengen des RY zum

Beispiel sind die Kugeloberflidche und die Oberflidche des Torus 2-Mannigfaltigkeiten.

Wir fiihren im folgenden Simplizillekomplexe en, deren Realiserungen
Mannigfaltigkeiten sind. Das Ziel in diesem Abschnitt ist es, die d-te Homologie dieser
Polyeder zu berechnen (im kompaktn Fall).

AN
“ d.h. ein Objekt der Kategorie @ von5.1.1



5.2.2 Simpliziale Mannigfaltigkeiten

Ein d-dimensionaler Simpliziakomplex K heil%t smplizidle Mannigfatigkeit, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind.

1. Jede Seitevon K ist Seite eines d-Simplex.

2. Jedes(d-1)-Simplex von K ist Seite von genau zwel d-Simplexen.

3. ImFalld> 1 ist fiir jede Ecke e von K der Rand des Simplex-Sterns (steK). eine

zusammenhiingende(!) simpliziale Mannigfaltigkeit (der Dimension d-1).*

Beim Begriff der berandeten simplizialen d-Mannigfatigkeit oder auch simplizialen d-
Mannigfatigkeit mit Rand fordert man anstelle von 2. nur

2'.  Jedes (d-1)-Simplex von K ist Seite von hochstens zwei d-Simplexen.

Die (d-1)-Simplexe, welche Seite von nur einem d-Simplex sind, und deren Teilmengen
heiflen Randsimplexe. Man fordert zusétzlich:

4’ ImFal d> 1 bilden die Randsimplexe eine (d-1)-Mannigfaltigkeit.

Im folgenden wollen wir, wenn nicht ausdriicklich anders erwihnt, annehmen, daf} alle
Mannigfaltigkeiten zusammenhéngend sind.

Eine 1-dimensionale smpliziale Mannigfaltigkeit heil3t auch smplizide Kurve. Eine 2-
dimensionale smpliziale Mannigfaltigkeit heil3 auch simpliziale Fléiche.

Bemerkungen

() Ein Smpliziadkomplex der Dimension 2, der einen Komplex der Gestalt

Figure 33: ein Komplex, der keine Mannigfaltigkeit ist

“® Hier miissen wir den Zusammenhang fordern, auch wenn wir zulassen, daB Mannigfaltigkeiten nicht
zusammenhéngend sind.Die Realisierung sollte eigentlich sogar eine (d-1)-Sphére sein.



als Teilkomplex enthiilt, ist keine Mannigfaltigkeit.

(i) Die “richtige” Definition der simplizialen Mannigfaltigkeit K miif3te eigentlich
fordern, dai3 |K| eine Mannigfaltigkeit ist. Die oben angegebenen Bedingungen
sind jedenfalls notwendige Bedingungen. Wir lassen hier offen, ob sie auch
hinreichend sind. Im Fldchenfalls ist dies leicht einzusehen (und es wird sich aus
unseren weiteren Betrachtungen ergebenen).

5.2.3Lemma
Seien K eine (zusammenhingende) kompakte simpliziale d-Mannigfaltigkeit,

die Menge der d-Simplexe von K und
J=JUJ
eine digunkte Zerlegung von Jin nicht-leere Teilmengen. Dann gibt es zwei d-Simplexe
S€J und s’€J’
die ein (d-1)-Simplex gemeinsam haben,
dim sNs’ =d-1.
Beweis. Weil K ein Mannigfaltigkeit ist, gilt
K|=F U F" mit

F = UsEJ’lsl

F = USEJ" IS].

Die Mengen F und F’ sind kompakte, also abgeschlossene Teilmengen. Weil K
zusammenhingend ist, kann die Vereinigung nicht disjunkt sein,
Q) FNF = J.
Wir fiihren den weiteren Beweis durch Induktion nach d.
Der Fal d = 1ist einfach: F und F’ sind zwei Kantenziige ohne gemeinsame Kante.
Ihr Durchnitt muf3 daher aus Ecken bestehen. Jeder Punkt von F'NF’ ist daher
gemeinsame Ecke einer Kante von F und einer Kantevon F’. Sal jetzt
d>1 DaF und F" Vereinigungen von Simplexen |s| mit S=K sind*®, gibt es wegen
(1) sogar eine Ecke eeK mit

ec FNF".
Nach Definition 5.2.2 ist der Rand des Simplexsterns

(stK)

eine (d-1)-Mannigfatigkeit. Insbesondere ist dessen Realisierung Vereinigung von (d-
1)-Simplexen von K,

|(steK) | = U£I S| mit

| ={s=K | egs, sU{e}EK, dim s=d-1}
Wir zerlegen die Menge| in zwei Teilmengen,
I =1rul”
mit
I" :={s=l : suU{e} €T} ={s=l:|sU{e}|CF}
I” :={scl : sU{e} € I’} ={s=l: |sU{e}| C F"}.
Nach Wahl von e gibt esd-Simplexe s,s EsteK mit*’

ec|s|CF und ec|s' |CF".
Entfernt man aus diesen Simplexen die Ecke e, so erhélt man (d-1)-Simplexe aus I’ bzw.

|”.Beide Mengen sind somit nicht leer,
"=, 1" = .

% d.h. FNF ist Vereinigung von Durchschnitten der Gestalt |[s'|N[s’| = [s NS|.
4 F und F* sind Vereinigungen abgeschlossener d-Simplexeund e € F(F".



Nach Induktionsvoraussetzung gibt es (d-1)-Simplexe
s'El' und s"EI" mit dim s'Ns” = d-2.
Wir setzen
s = s'U{e}
s’ 1= s"U{e}
Dannsind s und s’ d-Simplexe von K mit
dmsng =dmsNs” +1=d-1
und
[S'|ICF und [s"| C F",
d.h.
sS&J und s’€J".
Mit anderen Worten, s und s’ sind Simplexe der gesuchten Art.
QED.

5.2.4 Die d-te Homologie kompakter d-Mannigfaltigkeiten
Sei K eine (zusammenhingende) kompakte simpliziale Mannigfaltigkeit der Dimension
d. Dann gilt

Hd(|K|) = Z oder Hd(|K|) =0.

Im ersten Fall heildt K orientierbar im zweiten Fall nicht orientierbar.
Beweis. Nach 5.1.4 ist K ein endliches Polyeder. Seien

€ ,..,€
1'7"™m
die Ecken von K. Durch diese Bezeichnung ist auf der Eckenmengen von K eine lineare
Halbordnung definiert. Fiir jedes Simplex
s={e ,..,e }eKmiti,<i, <..<i
| 0 Iq 0 1 q

bezeichne
[s]:[eI yee s € ]:(eI b 8 )
0 q 0 q
das zugehorige orientierte Simplex.
Wir legen auf der Menge der d-Simplexe eine lineare Halbordnung “ <” fest.*®

1. Schritt:  Konstruktion einer Folge von d-Simplexen s en§ und einer Folge S

von “Vorzeichen”, d.h. Elementen aus{+1,-1} .
-
S das erste d-Simplex von K und £1= 1
Weiter sai S, das erste von S verschiedene d-Simplex von K, welches mit S eine (d-1)-
Seite sgemeinsam hat. Die Zahl 82€{+1 ,-1} wihlen wir so, daB in den Ridndern

“8 d.h. wir denken uns diese Simplexe in irgendeiner Weise durchnummeriert.



ela[sl] und 828[32]
4
O/
=
1
®2

Figure 34: kohirente Orientierung der Simplexe maximaler Dimension

das die gemeinsame Seite [s] mit entgegengesetztem V orzeichen vorkommt, d.h. [g]
kommt in

818[81] + 828[82]

nur mit dem Koeffizienten Null vor. Wir werden in dieser Situation sagen, € und ¢

q[sly unde,
[52] sind kohérent orientiert.

Seienjetzt s S q bereits konstruiert. Dann sel

S

|
daserstevon SpenSiq verschiedene d-Simplex von K, welches mit einen der s S g
eine(d-1)-Seitegemeinsam hat. Sei~ .

j=j0) e{L,..i-1} _ ,

die kleinste natiirliche Zahl derart, daf s. eine (d-1)-Seite smit S, gemeinsam hat,
(D) dims:d-l,s::slﬂsj(i),j(i)<i.
Die Zahl e, &{+1, -1} wihlen wir derart, dal si[sl] und EJ(I)[SJ(I)] kohérent orientiert
sind.

Da die Zahl der d-Simplexe von K endlich ig, bricht dieses Verfahren nach endlich
vielen Schritten ab und wir erhalten die endlichen Folgen
Sy und €8] -

2. Schritt: {s,,...,S, } istdie Menge aler d-Smplex von K.
o 3

Andernfalls gibt es mindestens ein d-Simplex s=K, welches nicht in dieser Menge liegt.
Sei

| = O
die Menge dler dieser d-Simplexe. Nach Lemma5.2.3 gibt esein S und ein =l mit der

Eigenschaft, dal3 die beiden d-Simplexe eine gemeinsame (d-1)-Seite haben,
dim slﬂs =d-1.

Die Menge der Simplexe von |, die mit eénem s ene (d-1)-Seite haben, ist somit nicht

leer. Das erste Smplex dieser Art ist aber nach dem 1. Schritt eines der s im

Widerspruch zur Wahl von I. Also gilt die Behauptung.

3. Schritt: Jeder d-Zyklus von S(K) ist ein ganzzahliges Vielfachesvon ¢ .= % ei[sl]
i=1

Sea z ein d-Zyklus von K. Well dle e, gleich £1 sind, konnen wir z in der folgenden

Gestalt schreiben.



z= }r: ge[s] ,0 €2
i [
Nach Konstruktion der Folge der S gibt es fiir jedesi > 1 enj = j(i) <i mit der
Eigenschaft, dal3
S.= slﬁs
en (d-1)-Simplex von K ist. Die SimplexesI und s] sind die einzigen d-Simplexe mit
der Seite s. In der Summe auf der rechten Seite von

(2 0=0z= élgigia[s']
kommt der Summand [s] also nur zweima vor, nimlich in gieia[sl] und in gjeja[sj].

Nach Wahl der €; kommt [s] in eia[sl] und aja[s]] mit entgegengesetzen Vorzeichen

vor. In der Summe von (2) heben sich die zu s gehérigen Summanden genau dann weg,
wenn gilt
g = gj'
Wir haben gezeigt, fiir jedesi > 1 ist of gleich einem friiheren gj. Die 9, sind also dle
gleich, d.h. esist
z=g,¢
4. Schritt. Berechnung von H d(|K|).
Esqilt
H,(IKD) = H{(C(K)).
DaK von der Dimensiond igt, gilt Cq(K) =0 fiir g > d. Es folgt

H4(IKD = Z (C(K)).

Jeder d-Zyklusist nach dem 3. Schritt von der Gestalt g-c.

1. Fdl: cist ein Zyklus.

Dann sind auch alle ganzzahligen Vielfachen von ¢ Zyklen und es gilt
Hd(|K|) =Zc=2Z.

2. Fdl: cist kein Zyklus.

Dann ist auch g-c kein Zyklus, es sei denn g ist gleich Null. Damit ist
Hd(|K|) =0.

QED.

Bemerkungen
() Dieim Beweiskongtruierte Kette ¢ heil3t, wenn sieein Zyklusist, fundamentaler
Zyklus.

(i) Sind alle Koeffizienten aus IF2 anstellevon £, soist ¢ stets ein Zyklus. Deshalb

gilt fiir jede simpliziale d-Mannigfaltigkeit K
Hd(|K|, ]F2) = ]F2-[c] = IF2

(auf Grund des obigen Beweises).
(i) Dieselben Betrachtungen wie oben zeigen, fiir jede berandete d-Mannigfaltig K
mit nicht-leerem Rand und jede abel sche Gruppe gilt
Hd(|K|, A)=0.

Dennin dieser Situation ist ¢ nie ein Zyklus: dc ist eine alternierende Summe der
Randsimplexe der Dimension d-1 (und eventuell weiterer Summanden).



(iv) Im Fall d = 2 iibersetzt sich die Bedingung, dal ¢ ein Zyklus ist, in die Ausage,
dal3 K keine berandete 2-Teillmannigfaltigkeit L C K enthilt, deren Realisierung
homo6omorph zum Mobius-Band ist: ein Mobius-Band 14t sich als Folge von 2-
Simplexen auffassen, in welche je zwei benachbarte Simplexe kohérent orientiert
sind, wobei auch das erste und das letztze Simplex eine gemeinsame Seite besitzen,
die sich jedoch nicht weghebt.

Figure 36: das Mobius-Band

Mit anderen Worten, eine Fliche ist genau dann orientierbar, wenn sie kein
Mobius-Band enthdlt. Man beachte, bewegt man en podtiv orientiertes
Koordinatensystem (“Rechtssystem”) entlang der Mittdlinie des Mobius-
Bandes, ist es nach einer Umrundung in ein negativ orientiertes (Linkssystem”)
libergegangen.

5.3 Kompakte simpliziale Flachen

5.3.1 Einfach zusammenhéingende simpliziale Flichen

Ein Kantenzug heil%e einfach, wenn er (zusammenhingend und) geschlossen ist und
keine Selbstschnitte besitzt (d.h. jede Ecke ist Seite von genau zwei Kanten).




Eine simpliziale Fliche F heiflt einfach zusammenhingend, wenn sie zusammenhéngend
ist und fiir jeden einfachen Kantenzug L die Differenz |FI-ILI nicht mehr
zusammenhéngend ist.

5.3.2 Der Satz von Jordan

Seien F eine einfach zusammenhéngende kompakte Flidche und L ein einfacher
Kantenzug. Dann besteht

F| - L]
aus genau zwei Komponenten, d.h.

Ho(F) = Z@7Z

Beweis. Nach Definition der einfach zusammenhingenden Flidchen besteht das
Komplement von |L| aus mindestens zwei Komponenten:

D |F| - |L| hat mindestens zwei Komponenten.

Wir miissen zeigen, es gibt hochstens zwei. Der Beweis ist eine Variation des Beweises
des Satzes von Jordan fiir dicke Sphéren.

Wir durchlaufen den Kantenzug |L |, wobei wir unsimmer auf der einen Seite, sagen wir
der rechten Seite des Kantenzugs halten wollen. Wenn wir wieder am Ausgangpunkt
ankommen, gibt es zwei Moglichkeiten.

1. Wir befinden uns auf derselben Seite des Kantenzugs.
2. Wir befinden uns auf der anderen Seite.

Zeigen wir, dal3 der zweite Fall nicht eintreten kann. Falls er doch eintritt, so gilt:,

(2) Jeder Punkt auf der einen Seite von ILI 148t sich durch eine Kurve, die LI nicht
schneidet, mit einem Punkt auf der anderen verbinden.

Behauptung: mit (2) gilt auch:
3 IF| - ILI ist zusammenhéngend.

Um das einzusehen, verbinden wir zwei vorgegebene Punkte von |F| durch eine Kurve.
Eine solche Kurve exigtiert, weil |F| nach Vorsausetzung zusammenhéngend ist. Wir
konnen dabel annehmen, die beiden Punkte sind Ecken von F*° und die Kurve ist €n
Kantenzug®™. Nach Ubergang zu einer baryzentrischen Unterteilung kann man den
Kantenzug so abindern, daf er mit |L| nur endlich vide Punkte gemeinsam hat. Wegen
(2) kann man den Kantenzug auf3erdem auch so abidndern, dald er |L| iiberhaupt nicht
mehr schneidet. Wir haben damit gezeigt, es gilt (3). Das ist aber auf Grund von (1)
nicht moglich. Also kann der zweite Fall nicht eintreten.

“> Weil sich jeder Punkt von IFl durch eine Strecke mit einer Ecke von F verbinden 18t die mit
eventueller Ausnahme der Endpunkte aus inneren Punkten eines Simplex von F besteht.

% Jede (auf der kompakten Menge [0,1]) definierte Kurve zerfillt in endlich viele Teilstiicke, von denen
jedes (bis auf eventuelle Ausnahme der Endpunkte) ganz im Innern eines Simplex von F liegt. Die
Endpunkte von jedem Teilstiick kann man zunéchst durch Ecken von F ersetzen. AnschlieBend kann
man das Teilstiick der Kurve selbst durch einen Kantenzug ersetzen.



Esgilt dso 1. Das bedeutet aber, |L| ist die innere Kreidinie einer dicken 1-Sphére von
IFl, d.h. es gibt einen Homdomorphismus

h: (¢, +&) xSt 5 U C |F| mit h(0xSY) = L],
Wir betrachten reduzierte Mayer-Vietoris-Sequenz zur Uberdeckung von

IF = LUV
durch die beiden offenen Teilmengen U und
V = |F - L]

Wir erhalten die Exaktheit der Sequenz
—H (F) — HyUNV) — HyW@H(v) — H(IF) — 0

Nun besitzen |Flund U = (-¢, +¢) x st jewelils nur eine Komponente und
UMV = U-IL| = (-£,0)x ST U (0,+¢) xSt
besteht aus zwel Komponenten. Die Sequenz nimmt damit die folgende Gestalt an:

..._>H“1(|F|) — 7 — PiO(V) —0—0
Fiir ﬁO(V) gibt es damit nur die beiden folgenden Moglichkeiten:

HO(V) =0 oder HO(V) =7.

Im ersten Fall wire V = IF| - |L| zusammenhingend im Widerpruch zu (1). Also besteht

V aus zwei Komponenten wie behauptet.

QED.

Bemerkungen

(i) Der obige Beweis zeigt, einfach zusammenhingende Flichen enthalten keinen
Teilkomplex, der homdomorph zu einem Mobiusband ist.

(i) Der Beweiszeigt, der Kantenzug |L | teilt die ihn umgebende dicke Kreidiniein
zwei Teile, die verschiedenen Komponenten angehoren (kein Punkt des einen 1463t
sich durch eine Kurvein |F| - |L| mit einem Punkt des anderen verbinden).
Insbesondere gilt

|L| g EI m Enn’
wenn C' und C" die beiden Komponenten von |F| - [L|. Genauer gilt sogar die
folgende Aussage.
(iii)  Fiir jeden einfachen Kantenzug L einer einfach zusammenhingenden kompakten
Flache F gilt
LI=CNC,

wenn C' und C" die beiden Komponenten von |F| - |L| bezeichnen.
Beweisvon (ii). Wir haben noch zu zeigen, die rechte Seite ist in der linken enthalten.
Wir bemerken zunéchst,
1) IF[ - |L| = CcUc
ist eine Zerlegung in zwei disjunkte offene Teillmengen®. Insbesondere sind C' und C"
offenin der Menge (1). Dadiese offenin |F| sind C' und C" offene Teilmengen von |F|,
d.h.
2 |F|-C" und |F|-C" sind abgeschlossen in |F|.
Sei jetzt x ein Punkt aus dem Durchschnitt auf der rechten Seite der zu beweisenden
Identitét von (ii). Dann enthélt jede Umgebung von x Punkte von C' und Punkte von C",
aso auch Punkte von |F| - C und |F| - C". Mit anderen Worten, x ist en
Beriihrungspunkt dieser beiden Mengen. Wegen (2) folgt

x € (IF-C) M (F-C") = IF - (CUC") = IFl - (F - IL]) = ILI.

5! Jede der beiden Komponenten ist Vereinigung von offenen Simplexen.



QED.

5.3.3 Die Komplemente eines einfachen Kantenzugs
Seien F eine einfach zusammenhéngende kompakte simpliziale Flédche,
LCF
ein einfacher Kantenzug und
C,C"C F
die beiden Zusammenhangskomponenten von |K| - |L|. Dann sind C' und C"
homo6omorph zur offenen Kreisscheibe,

c~c ~Bl
Beweis. Esgilt
IFI-L]l=CUC'undC' (1 C"=a.

Jedes offene Simplex von F, welches digunkt ist zu [L|, liegt ganz in einer der beiden
Komponenten C' bzw. C". Die beiden Komponenten sind deshalb beide Vereinigungen
von offenen Simplexen von F. Die Abschlief3ungen

CundC"
sind deshalb Vereinigungen von jeweils endlich vielen abgeschlossenen Dreiecken von
F. Nach Bemerkung 5.3.2 (ii) gilt

LI=CNC"

Es reicht, die Behauptung fiir C' zu beweisen. Wir fiihren den Beweis durch Induktion
nach der Anzahl der Dreiecke, aus denen C' besteht. Sei
n := Anzahl der abgeschlossenen Dreiecke von F, diein C' liegen.

Im Fall n = 1 ist die Behauptung trivid, denn jedes abgeschlossene Dreieck ist
homdomorph zu einer Kreisscheibe. Sei jetzt

n>1.
Wegen |L| C C' gibt es ein Dreieck A von C’, welches mit |L| eine Seite gemeinsam

hat. Wir @ndern L so ab, dal3 dieses Dreieck A nicht mehr zu C' sondern zu C" gehort
und erhalten so einen neuen Kantenzur L . Genauer, wir setzen

1
C1 =C-A
L1 = aCl
Nach Konstruktion ist das Innere von C, eine Komponente des Komplements des

1
Kantenzugs L1 , und die Anzahl der Dreiecke, aus denen C1 besteht ist kleiner asn.

Fal 1: L 1 hat keine Salbstschnitte.

Nach Induktionsvoraussetzung ist C, homéomorph zur Kreisscheibe. Die Komponente

1
C' entsteht aus der Kreisscheibe C1 durch Ankleben eines Dreiecks entlang einer oder

zwel Seiten. Dann ist aber auch C’ homdomorph zur Kreisscheibe.

oFall 2: L1 hat einen Selbstschnitt x € |L1|.



Es gibt also eine Ecke x von L1 \Wwelche Seite von vier Kanten ist. Von diesen Seiten
gehoren zwel Kanten zum urspriinglichen Kantenzug L, die beiden anderen gehoren
nicht dazu, miissen dann aber Seiten von A sein. Dieser Fal tritt genau dann ein, wenn

gilt:

*) A hat genau eine Kante und die gegeniiberliegende Ecke mit L gemeinsam.

Figure 37: Zerfallen des Kantenzugsin zwei Komponenten

In dieser Situation gibt es wieder zwei Moglichkeiten:
Fall 2.1: Das Komplement |L1| - {x} ist nicht zusammenhingend.

Dannist L 1 Vereinigung von zwel zusammenhidngenden geschlossenen Kantenziigen

ohne Selbstschnitte

L1:L1UL 1

mit nur einem gemeinsamen Punkt x. Die Menge C1 zerfillt in zwei Teilmengen
C1:C1UC lmltaclzL 1undaC 1:L 1
Jede der Mengen C'1 und C"1 besteht aus weniger als n Drelecken, ist somit nach

Induktionsvoraussetzung homdomoprh zur Kreisscheibe. Auflerdem gilt

C' entsteht durch Zusammenkleben Cl’ , Z und Cl"

Genauer, C' entsteht durch Verkleben der Kreisscheibe Cl’ mit der Kreisscheibe Z

entlang eines gemeinsamen auf den Réndern liegenden Intervalls und anschlief3endemk

Verkleben mit der Kreisscheibe Cl" auch entlang eines solchen Intervalls. Nach jedem

Verkleben erhalten wir wieder eine Kreisscheibe (bis auf Homdomorphie).
Fal 2.2: Das Komplement |L1I - {x} ist zusammenhingend

Dannist L1 Rand von Cl und schneidet sich im Punkt x mit sich salbst.

Entfernt man aus C1 die (offenen) Simplexe, die x as Ecke besitzen, so erhilt man die
Realisierung eines Teilkomplexes C, dessen Rand ein einfacher Kantenzug ist®®. Nach
Induktionsvoraussezung ist | C2| homéomorph zur Kreisscheibe. Die Komponente C’
entsteht bis auf Hombomorphie durch Verkleben dieser Kreisscheibe mit sich selbst

%2 Man kann die Dreiecke nacheinander so entfernen, dal? Bedingung (*) in jedem Schritt verletzt ist, also
keine neuen Selbstschnitte auftreten.



entlang zweier Randintervalle. Fiir das Ergebniss dieses Verklebens gibt es zwe
Moglichkeiten:

1) C =~ six[0,1]
2) C’ ist homdomorph zu einem M&bius-Band.

Im ersten Fall ist der Rand |L| von |C'| nicht zusammenhingend, d.h. L ist kein
einfacher Kantenzug.

Der zwelte Fall ist nicht moglich nach Bemerkung 5.3.2 (i). Wir haben damit gezegt,
der Fall 2.2 kann nicht eintreten.

QED.

5.3.4 Die Struktur der einfach zusammenhingenden Flichen
Sei F eine einfach zusammenhéngende kompakte simpliziale Fldche. Dann dann ist die
Realisierung von F homdomorph zur Kugeloberfliche,
|F| = SZ.
Beweis. Nach dem 5.3.3 entsteht |F| durch Verkleben von zwel Kreisscheiben entlang

ihres gemeinsamen Randes, d.h. [Fl ist homéomorph zu einer Kugeloberfliche.
QED.

5.3.5 Kompakte Flichen die nicht einfach zusammenhiingend sind

Sei F eine zusammenhingende kompakte simpliziale Flidche, welche nicht einfach
zusammenhéngend ist. Dann gilt eine der beiden folgenden Aussagen.
()  Eine interierte baryzentrische Unterteilung enthilt einen Teilkomplex
LCF,
desssen Realisierung homdomorph ist zu einem (kompakten) Mobius-Band M.

L= M

Figure 3®: das Mobius-Band

(i)  Eine interierte baryzentrische Unterteilen enthilt einen Teilkomplex
L CK,
desssen Realisierung homéomorph zu einer Torus-Oberflédche ist, aus der eine
offene Kreisscheibe entfernt wurde, d.h. zu einer Hantel.

IL|=T,

Figure 39: eine Hantel

Bewels. Nach Voraussetzung gibt es einen zusammenhéngenden geschlossenen
Kantenzug L ohne Selbstschnittte mit der Eigenschaft, dal3
IFl - L]
zusammenhingend ist. Beginnend mit einer Ecke
ecL
durchlaufen wir die Kurve |L|, wobel wir uns vorstellen, dald wir immer links neben der
Kurve herlaufen. Wenn wir wieder bei der Ecke ankommen, gibt es zwei Moglichkeiten.



1. Wir befinden uns auf derselben Seite der Kurve |L|.
2. Wir befinden uns auf der anderen Seite der Kurve |L|.

Im zweiten Fall enthilt eine iterierte baryzentrische Unterteilung von F enen
Teillkomplex welcher homdomorph ist zu einem Mdobius-Band, d.h. es tritt der in (i)
beschriebene Fal ein.

Nehmen wir jetzt an, der zweite Fall tritt nicht ein, d.h. keine iterierte baryzentrische
Unterteilung von K enthilt einen Teilkomplex, desssen Realisierung homéomorph ist zu
einem Mobius-Band. Statt eines Mdobiusbandes liefert die obige Konstruktion einen
Streifen, der homéomorph ist zu [-1, + l]xS]',

N

Figure 40: eine dicke Kreislinie

Wir betrachten eine von e ausgehende Kante ¢ von C und die beiden Dreiecke A’ und
A” von K mit der gemeinsamen Kante ¢,

el =N NA"CIC|
Wir stellen unsvor, A’ liegt auf der linken Seite der Kurve |C| und A” auf der rechten.
Selen

b :=b(A’), b :=Db(A")
die Baryzentren dieser Drelecke. Well |F| - |C| zusammenhingend i, gibt es einen
zusammenhéngenden Kantenzug der baryzentrischen Unterteilung L.” von F, welcher b’
mit b” verbindet und ganz in |F| - [L| verlduft. Wir schlief3en diesen Kantenzug indem

wir b’ und b” verbinden und wiederholen die obige Konstruktion mit diesem neuen
Kantenzug (indem wir “links’ neben diesem Kantenzug entlanglaufen). Erneut erhalten

wir anstelle eines Mobiusbandes einen zu [-1, +1]xSl homo6omorphen Streifen:

- —

Figure 41: eine weitere dicke Kreidlinie

Durch Vereinigung der beiden Streifen erhalten wir einen Unterraum der homéomorph
ist zu einem Raum der folgenden Gestalt:



Figure 42: zwel verklebte dicke Kreislinien

Dieser Unterraum ist homdomorph zu Rdumen der folgenden Gestalt:

——

Figure 43: Deformation zweler verklebter dicker Kreislinien

d.h. er ist homdomorph zu einer Hantel
QED.

Bemerkungen
(i)  Fiir das Mobius-Band M gilt

H (M) =HM) =2Z,

denn M enthilt eine Kreislinie (in der “Mitte”), welche starker
Deformationsretrakt von M ist.
(i)  Fiir die Handel T, gilt



HO(T*) =Z, Hl(T*) = ZOZ, HZ(T*) =0
Beweisvon (ii). DaT, zusammenhingend ist, gilt

HO(T*) =2,
und daT, eineberandete 2-Mannigfaltigkeit ist mit nicht-leerem Rand, folgt
H2(T*) =0.
Beweisen wir die mittlere |somorphie-Aussage. Nach dem Aussschneidungssatz gilt
H (T,,dT,)=H (T, A)=*H (T),
q( x 0T) q( ) q( )

wenn T ene Torusoberfliche und A ene darauf liegende offene Kreisscheibe
bezeichnet. Insbesondere ist

H (T, 0T,) =* Z und H,(T,, IT,) =* Z&Z.
Die relative Homol ogie-Sequenz des Paares (T,,, 0T,) hat die Gestalt

0
HoT, 0T,) 5 H@T,) B H (T )L (T, 0T, )5 H (@, )—>H (T,)

Dabei ist ¢ die identische Abbildung Z—2Z.,*° d.h.
d=0.
Der verbleibende Tell der Sequenz hat damit die Gestalt

@ =) HyT, aT,) 5 H,@T,) 5> Hy(r,) 2> 262 0

Nun ist 0T, homdomorph zur Kreidinie, die erste Homologie wird deshalb von der

Klasse des Fundatmental zyklus erzeugt. Dieser liegt aber im Bild von o (man betrachte
die Summe der Dreieckevon T, ). Alsoist a surjektiv, also 3 identisch Null d.h. es gilt

H,(T,) = Z@Z.
QED.

5.3.6 Adjunktion von Mobiusbindern und Handeln

Sei F eine simpliziale Fliche. Wir entfernen aus IFl eine offene Kreisscheibe und kleben

entlang der Rand-Linie dafiir ein Mobius-Band oder eine Handel ein. Von der

entsttehenden simplizialen Fldche sagt man, sie sei aus F durch Adjunktion eines

Mobiusbandes bzw. einer Hantel entstanden.

Bemerkungen

(i) Be Adjunktion eines Maobiusbandes geht jede Fliche iiber in eine nicht-
orientierbare.®

(i) Be A58djunktion einer Handel geht eine orientierbare Fliche in eine orientierbare
tiber.

(i) Be Adjunktion einer Handel geht eine nicht orientierbare Fliche iiber in eine
nicht-orientierbare.™

% Man verwende die reduzierte Homol ogie-Sequenz des Paares (T, A) und die Kontrahierbarkeit der
Kreisscheibe A.

% Der Torusist orientierbar, bzw. esist T = Slx S1 und man kann 4.2.8(iii) anwenden.

* Man berechne H, (T) = H, sxsl) mit Hilfe von 4.2.8jii).

% beide Réume sind zusammenhéngend, jeder Punkt ist homolog zu jedem.

*" Denn die neue Mannigfaltigkeit enthilt ein Mébius-Band.

% Man betrachte die fundamentalen Zyklen der Ausgangsmannigfaltigkeit und des Torus. Sie liefern
durch Verheften einen fundamentalen Zyklus der neuen Mannigfaltigkeit.



5.3.7 Klassifikation der kompakten simplizialen Flichen

Sei F eine kompakte simpliziale Flache.
(i)  IFlenststeht aus der Kugeloberfldche durch Adjuktion von endlich vielen M&bius-
Béndern und endlich vielen Hanteln.
(i)  Ist F orientierbar, so entsteht IFl aus der Kugeloberflidche durch Adjunktion von
endlich vielen Hanteln.
Bewels. Falls F einfach zusammenhingend ist, so ist [Fl eine Kugeloberfliche und die
Aussage ist trivial. Sei jetzt F nicht einfach zusammenhéngend. Dann enthilt [Fl ein
Mobius-Band oder eine Handel:
M| C |F| oder [T, | C |F.

Wir schreibenY :=M bzw. Y :=T, und
IFl=1Y]U |F,]
wobel F, C F der Teilkomplex ist, der durch das Entfernen der Dreieckevon Y entsteht.

Dies ist ene Zerlegung in zwe Teilpolyeder, mit demselben Rand (welcher
homo6omorph zu einer Kreislinie ist). Weiter entstehe

FI
aus F, durch Verkleben entlang der Kreidinie mit einer Kreisscheibe. Mit anderen

Worten,
F entsteht aus F' durch Adjunktion eines Mobius-Bandes bzw. einer Handel.

Wir haben noch zu zeigen, durch Wiederholung der obigen Konstruktion erhilt man
nach endlich viden Schritten eine einfach zusammenhingende sSimpliziae Fliche, d.h.
der Prozef3 bricht ab. Dazu reicht es zu zeigen,

dim Hl(F’ IF2) >dim Hl(F’ 1F2)
(da diese Dimensionen fiir kompakte simpliziale Fldchen endlich und immer = 0 sind).

Wir betrachten die reduzierte Mayer-Vietoris-Sequenz der polyedralen Triade (F, Y, F,):
A @R (F,) 5 F- A, (v, L, (06, (F) -, P
YRS A MeR (F)-D AP — 0
Der untere Tell der Sequenz hat die Gestalt
2 S 20z Nz -0
Alsoist T ungleich Null, alsoinjektiv, asoist € gleich Null, aso § surjektiv. Die direkte

Summe, auf welcher o definiert ist, ist Null®, also ist o gleich Null, aso B injektiv.
Weiter ist YNZ eine Kreidinie, d.h.

H J(YNF) =2
wobel 1€Z gerade dem fundamentalen Zyklus entspricht.Wir erhalten die Exaktheit von
~ ~ ~ S ~
(1) 0, (A5 2L, (1R, (F)— F, (0.
1. Fal: F enthilt kein Mobius-Band (d.h. Y =T, ist eéine Hantel).
Dannist F orientierbar, d.h.

% Man betrachte ein Mobius-Band der Ausgangsmannigfaltigkeit und benutze die Orientierbarkeit des
Torus um ein Mobiusband in der neuen Mannigfaltigkeit zu konstruieren.
¥ weil Y und Z berandete Mannigfaltigkeiten sind : “es gibt keine 2-Zyklen”.



H,(F) = Z.
Die exakte Sequenz (1) hat die Gestalt 5
022 —>2®2@H (F,)—H,(F)~0.

Die beiden Komponenten des Bildes von 1&€Z be y ensprechen gerade der
gemeinsamen Randlinie von Y und Z. In der erstem Homlogie von T, und F,

représentiert diese die Null (sie it im wesentlichen gerade gleich 0T, bzw. OF,).
Inshesondereist y identisch Null und damit & ein Isomorphismus,

H, (F) = 20Z@H, (F,).

Analog erhalten wir fiir die Homologie mit Koeffizienten aus ]F2 )

dmﬁﬂEFQEmmﬁﬁ&dFQ+2
Ersetzt man in den obigen Betrachtungen Y durch eine Kreisscheibe (und nutzt die
Tatsache, dal die reduzierte Homologie letzterer trivid ist) so erhilt man in analoger
Weise
Hl(F*) = Hl(F)'
Esfolgt
dim Hl(F, ]F2) =dim Hl(F', IF2) +2>dim Hl(F', IF2).

2. Fal: Y = M ist ein Mobius-Band.
Die Flidche F ist nicht orientierbar, d.h.

H,(F) =0,
und die Sequenz (1) bekommt die Gestalt 5
@ 05 (2 =) A (MNF,) L H (M@, (F,)—H (F)—0.

Diese Sequenz ist weniger einfach zu analysieren as im ersten Fall. Wir gehen deshalb
zur Homologie mit Koeffizienten aus IF2 tiber. Es gilt

ﬁgxmg:mz
Die zu (1) analoge exakte Sequenz fiir die Homologie mit Koeffizienten aus IF2 hat die
Gestalt
0+H§EFQJLF
aso die Gestalt

Y ~ ~ 6 ~
2—)H:I_(M,IF2)®H1(F*,11:"2)—>H1(F, ]F2)—>O.

B Y ~ 0 ~
O—>IF2_>IF2_>IF2@H 1(F* ,IF2)_>H1(F,]F2)—>O.
Daseexakt i, ist die dternierende Summe der Dimensionen der auftretenden Riume

gleich Null, d.h.
dim Hl(F’lFZ) = Hl(F*’]FZ) +1.

Ersetzt man in alen Betrachtungen Y durch eine Kreisscheibe (und nutzt die Tatsache,
daf} die reduzierte Homologie letzterer trivial ist) so erhilt man in analoger Weise

H,(FF ) = H,(F, F,)



zusammen aso
dim Hl(F’]FZ) = Hl(F ,]F2) +1.
QED.

Bemerkungen
(i)  Aus dem Beweis ergibt sich, fiir jede orientierbare kompakte simpliziale Fliche ist

.~ _ =20 oo _ =229
dlmHl(F,IFZ)—IFZ unddlmHl(F)—Z .

Dabei ist g die Anzahl der Handeln, die man zur 2-Sphire adjungieren muf3 um F
zu erhalten. Diese Zahl heif% Geschlecht von F.
(i)  Fiir jede nicht-orientierbare kompakte simpliziale Fliche gilt
H 1(I:) = 0.

Beweis von (ii). Im Fal einer nicht-orientierten Fliche F haben wir wie im obigen
Beweis eine exakte Sequenz (2),

~ ~ ~ O ~
0= (2 =) A, (MNF,)—>A (M@, (F,)—H_ (A0
mit
F=MUF, undSt= MNF, .

Esreicht zu zeigen, 6 = 0. Dazu reicht es zu zeigen,
y ist nicht surjektiv.

v(D) =(u,v)
fiir das Bild des Fundamentalzyklus von MNF, be y. Nun ist M(\F, gerade der
gemeinsame Rand von M und F, . Das Bild des Fundamentalzyklus bei y in den beiden

Zum Beweis schreiben wir

direkten Summanden wird also jeweils durch den Rand von M und F, reprisentiert.

Das bedeutet jedoch nicht, daB die zugehorige Homologie-Klasse Null ist: es gibt keine

Z-Linearkombination der Dreiecke von M derart, dal3 je zwel Dreiecke mit gemeinsamer
Kante kohirent orientiert sind.

Um die Situation besser zu verstehen, zerlegen wir das Mobius-Band

Figure 44: Mobius-Band

entlang der Mittellinie g und erhalten eine berandete Mannigfaltigkeit M', deren Rand
aus zwei Kreislinien besteht.

Figure 45: geteiltes Mobius-Band

Diese Mannigfaltigkeit ist homdomorph zu einem Zylinder

sl[o, 1]
tiber einer Kreislinie, wobei die eine Randkomponente gerade dem Rand von M und die
andere der Mittelinie von M entspricht. Genauer entspricht diese 2zwete



Randkomponente dem Doppelten der Mittellinie. Die obere und die untere Kreidinie
des Zylinders sind aber homolog: ihre Differenz ist gerade der Rand des Zylinders. Fiir
das Mobiusband bedeutes dies. der Rand des Mdbiusbandes ist homolog zum
doppelten der Mittdlinie:

u=[oM] = 2[g] in F|1(|v|) =2

Die Mittdlinie des Mobius-Bands reprisentiert aber gerade den einen Erzeuger der
ersten Homologie. Identifiziert man letztere mit Z, so bekommt y(1) die Gestalt

v(1) =2 V).
Esfolgt

Im(y) C 2Z&H, (F,)

Das Bild von y ist eine echte Teilmenge von H 1(M)®FI1(F*), d.h. y ist nicht surjektiv.
QED.

5.3.8 Homologische Charakterisierung der einfach zusammenhingenden
Fliachen

Seien F ein kompakte simpliziale Flidche. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
i F ist einfach zusammenhéngend.

|
(i) Hl(F) =0.
Beweis. (i) = (ii). Nach 5.3.3 ist [Fl homdomorph zu 2. Also gilt
H,(F) = H (F) = H (S? = 0.
(ii) = (i). Angenommen F ist nicht einfach zusammenhingend. Nach Bemerkung

5.3.8(ii) ist F zumindest orientierbar. Deshalb gibt es eine iterierte baryzentrische
Unterteilung F von F und einen Teilkomplex

L'CF
mit der Eigenschaft, dal3 |L’ | homomorph ist zu einer Handel,
IL'| =T, .
Sei
L” € K

der Teillkomplex, dessen Dreiecke gerade die Dreiecke von F' sind, die nicht zu L’
gehoren. Dann gilt

F =LUL”
und wir haben eine Mayer-Vietoris—Seguenz
) a ) ” ) ” Y 1
H2(F ) — Hl(L nL”) — Hl(L )@Hl(L ) — Hl(F) (=0).
Da die Redliserung von L'NL" gerade st is, gilt Hl(L’ﬂL") = Z. Nach

Konstruktion ist |[L'NL”| die Kreidinie. Die erste Homologie wird also vom
Fundamental zyklus erzeugt.

Nach 3.8.5 ist a gerade die Zusammensetzung
(1) H, (F) —H, (F, L")=H,(L’.L'NL") = H, (L'NL")

Dabel kommt der Isomorphismus in der Mitte vom Ausschneidungssatz, d.h. von der
Inklusion
(L’,L’nL”) — (F, L").



Verfolgen wir das Bild des Fundamental zyklusvon F. In H2 (F, L") wird dieses Bild

reprisentiert von einer Summe orientierter Simplexe von L’. dasselbe gilt fiir das Bild in
Hl(L’ ,L'NL").

Der rechte Homomorphismus von (1) ist der Zusammenhangshomomorphismus zum
Paar (L', L'NL"). Das Bild eines Erzeugenden Elements von H2(F’) be o wird

deshalb reprasentiert durch den Fundamentalzyklus des Randes L’ NL” von L’, ist aso
ein erzeugendes Element von Hl(L’ﬂL"), Wir haben damit gezeigt, o ist surjektiv.

Dannist § aber gleich Null.

Wir erhalten die Exaktheit von
0— H,(L)&H, (L") > 0
Damit ist
Hl(L’) = Hl(L”) =0.
Das steht aber im Widerspruch zu
Ll=T,.
QED.

Anhang
1. Untergruppen freier abelscher Gruppen

1.1 Wohlgeor dnete M engen

Eine geordnete Menge heil3 wohlgeordnet, wenn jede ihrer Tellmengen ein kleinstes
Element m hat (d.h. mist vergleichbar mit allen anderen Elementen und = mit diesen).

1.2 Satz von Zermelo

Jede Menge kann wohlgeordnet werden.
Die Aussage ist zum Zornschen Lemma und zum Auswahlaxiom der Mengenlehre
dquivalent. Einen Beweis kann man finden auf den Seiten 13-16 des Buches von

A.G.Kuros: Vorlesungen iiber allgemeine Algebra, Teubner, Leipzig 1964.

1.3 Satz iiber die Untergruppen freier abelscher Gruppen

Jede Untergruppe einer freien abelschen Gruppeist frei.
Beweis. Sal

F=8a
(mit Z. = Z fiir jedes 1) eine freie abelsche Gruppe und sei
|

UCF
ein Untergruppe. Wir haben zu zeigen, U ist frei. Zum Beweis konnen wir annehmen,
dal3 | eine wohlgeordnete Mengeist. Wir setzen
Ui = Uﬂ@j<i Zj = {(Zj)jEIEU |Zj = 0 fiir alle j mit i=j}

Vi = Uﬂ@.:i Zj = {(Zj)

. €U | z. =0 fiir alle j mit i<j

Sa welter



P F=®ig 2 = 2. &g P g

die Projektion auf den i-ten Faktor. Dann ist P, (Vi) eine Untergruppe von Z, also von

der Gestalt
(1) p.(V)=pZ
mit einer ganzen Zahl pi.Wir wihlen ein vievi mit pi(vi) =p;- Im Fll pi:O wollen wir

fiir Vi das Nullelement von F wihlen.

Behauptung 1. Vi = Z-vi + Ui

Dielnklusion “2” ist trivial. Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Fiir x = (xj )j -

EVi ist wegen (1) die Koordinate X; ein Vidfachesvon P, und wir kdnnen schreiben
X; X;
X= p_ivi +(X - p_ivi)
X . . . .
mit EiEZ. Wegen X, viEVi ist der zweite Summand rechts ein Element von Vi , dessen i-
te Koordinate Null ist:
X; X;
pi(x - Eivi) =X - Eipi =0.
Mit anderen Worten, dieser zweite Summand liegt in Ui (@ Vi)' Also gilt XEZ-Vi + Ui'

Behauptung 2: Die von Null verschiedenen Elemente unter den v. sind linear unabhéngig

(iiber Z).
Angenommen esgilt

al vi +.+a v. =0

1t s's
fiir gewisse a €7, wobe sidmtliche a und vi ungleich Null seien. Wir miissen
A% A% Y%
zeigen, dies ist unmoglich. Dazu kdnnen wir annehmen,
i >i,>. >l
1" 2 S
beziiglich der Wohlordnung von |. Dann ist v. €F das einzige Element in dieser
1
Linearkombination, dessen il-te Koordinate ungleich Null ist. Daa.I ungleich Null sein
1
soll, muf3 die il-te Koordinate von v, ebenfalls Null sein. Diese il-te Koordinate ist
1
aber gerade P s d.h. esqilt af =0. Dann ist aber v, =0 im Widerspruch zu Wahl der \
1 1 1 Y%

Behaugtung 3: Diedie Elemente vj mit j=i erzeugen die Untergruppe Vi :
Sei J die Menge aller i, fiir die diese Aussage falsch ist.
J.={iel | Vi wird nicht erzeugt von den Vj mit j=i}

Wir haben zu zeigen, diese Mengeist leer. Angenommen, sie ist nicht leer. Dann besitzt

se as Teillmenge von | ein kleinstes Element iO' Fiir dle i<iO ist die Behauptung also



richtig. Esreicht zu zeigen, jedes Element xEVi ist ganzzahlige Linearkombination von

0

gewissen vj mit j=i .. Nach der bewiesenen Behauptung 1 gilt zumindest

0
2 X =aV. +umitacZ und uel. .
'0 '0
Nach Definition von Ui sind die io-te Koordinate und dle spiteren Koordinaten gleich
0
Null. Als Element einer direkten Summe hat u nur endlich vide von Null verschiedene
Koordinaten. Sei die j-te die letzte von Null verschiedene Koordinate. Dann gilt j<i . und

0
uEVj .
Wegen j<io ist u Linearkombination von gewissen v., mit j’=j. Nach (2) ist dann aber x
Linearkombinatiion von gewissen vJ mit j=i o Da x bdiebig gewihlt war steht dies im

Widerspruch zu Wahl voni .. Dieser Widerspruch beweist die dritte Behauptung.

0
Behauptung 4: Die gegeben Untergruppe H wird von den Elementen Vj erzeugt.

(da wir bereits wissen, die v. sind linear unabhingig, bewelst dies die Behauptung des

Satzes). Sei xEH. Als Element der direkten Summe F hat x nur endlich vide von Null
verschiedene Koordinaten. Dann liegt aber x in einer der Mengen Vi (wenn die i-te die

letzte von Null verschiedene Koordinate ist). Als Element von Vi ist x aber
Linearkombination von gewisser Vi Wir haben gezeigt, jedes Element von H ist
Linearkombination gewissen Vi d.h. dievi erzeugen H.

QED.

A2. Lebesque-Zahlen

Existenz von L ebesque-Zahlen )

Seien X ein kompakter metrischer Raum und U eine offene Uberdeckung von X. Dann
existiert ein >0 derart, daB fiir jede Menge von Durchmesser < € ganz in einer Menge
der Uberdeckung U liegt.

Bewels. Zu jedem x&X gibt es d(x)>0 derart, dal’ die Vollkugel vom Radius 2d(x) ganz
in einer Menge von U liegt. Endlich viele der zugehorigen Vollkugeln von Radius d(x)

tiberdecken X, sagen wir

X= Ud(Xl)U'"UUd(Xr)

Se e = min(d(xl),...,d(xr)). Ist YCX eine Tellmenge vom Durchmesser <g, so liegt

jeder Punkt y&Y in einer der Mengen U und hat damit von X; einen Abstand <d(xi).

d(x.)

|
Jeder weitere Punkt von Y hat von 'y einen Abstand <e < d(xi), asovon X; einen
Abstand < 2d(xi). Wir haben gezeigt

Y C U2d(Xi)'

Mit U2d(x) liegt aber auch Y ganz in einer der Mengen von U.
i

QED.
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