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1. Vorbereitungen
1.1 Kategorien und Funktoren

1.1.1 Vorbemerkung

Der Begriff der Kategorie systematisiert das Phenomen, daf} es zu den meisten
mathematischen Objekten in natiirlicher Weise zugeordnete Abbildungen gibt.
Beispiele solcher Paare von Objekten und Abbildungen sind

Vektorrdume - lineare Abbildungen

Gruppen - Gruppenhomomorphismen

Ringe - Ringhomomorphismen

metrische Rdume - abstandstreue Abbildungen, bzw. kontrahierende Abbildungen
topologische Rdaume - stetige Abbilungen

1.1.2 Der Begriff der Kategorie
Eine Kategorie C besteht aus
(i) einer Klasse von Objekten ICl
(i) einer Menge
Hom(X,Y) = HomC(X,Y) =C(X,Y)

von Morphismen von X nach Y fiir je zwei Objekte X,YEICI.
(iii) einer Abbilung
Hom(X,Y)xHom(Y,Z) = Hom(X,Z2), (f,g) a gef,
fiir je drei Objekte X,Y ,ZEICI, welche Morphismenkomposition heif3t.
Man fordert aulerdem, daf} die folgenden Bedingungen erfiillt sind.
1.  Assoziativgesetz der Morphismenkomposition. Fiir je vier Objekte X,Y ,Z,W
€ ICl und je drei Morphismen fEHom(Z,W), geHom(Y ,Z), heHom(X,Y) gilt
fe(geh) = (feg)eh.
2.  Existenz der identischen Morphismen. Fiir jedes Objekt XEIC| enthilt die

Menge Hom(X,X) einen sogenannten identischen Morphismus idXEHom(X,X)

derart, daB fiir je zwei Objekte X,YEIC| und jeden Morphismus fEHom(X,Y) die
folgenden beiden Relationen bestehen.

fc-ldX =fund 1dYof =f

1.1.3 Bemerkungen zur Definition

(i) Man sieht leicht, daB§ es in jeder der Mengen Hom(X,X) genau einen identischen
Morphismus gibt. Sind nidmlich id, id’EHom(X,X) zwei solche Morphismen, so
gilt

id =ideid’ =id’.

(i) Seien X und Y Objekte der Kategorie C. Ein Morphismus f: X—Y ist dann ein
Element der Menge Hom(X,Y). Das Objekt X heif3t auch Quelle des Morphismus
X und Y heift Ziel von f.

(iii) Die Klasse, welche durch Vereinigung aller Hom-Mengen einer Kategorie C
entsteht heifft Klasse der Morphismen von C und wird mit Mor(C) bezeichnet.

1.1.4 Beispiele fiir Kategorien

(i) Die Kategorie der Mengen wird mit Ens bezeichnet. Thre Objekte sind die
Mengen, d.h. [Ensl ist die Klasse aller Mengen. Die Morphismenmenge
Hom(X,Y) besteht aus allen Abbildungen X—Y.

(i)) Die Kategorie der abelschen Gruppen wird mit Ab bezeichnet. Ihre Objekte sind
die abelschen Gruppen, d.h. IAbl ist die Klasse aller abelschen Gruppen. Die
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Morphismenmenge Hom(X,Y) besteht aus allen Gruppenhomomorphismen
X—=Y.

Die Kategorie der topologischen Rdume wird mit Top bezeichnet. Ihre Objekte
sind die topologischen Raume. Die Morphismenmenge Hom(X,Y) besteht aus
allen stetigen Abbildungen X—Y.

Im nichsten Abschnitt werden wir die Homotopiekategorie Top’ definieren. Thre
Objekte sind dieselben wie die von Top. Ihre Morphismen sind im allgemeinen
keine Abbildungen mehr, sondern Aquwalenzklassen stetiger Abbildungen.

Sei C eine qua51geordnete Menge, d.h. C sei eine Menge, die mit einer reflexiven
und transitiven Relation <’ versehen sei. Dann definiert C eine Kategorie, die
ebenfalls mit C bezeichnet werde. Die Objekte der Kategorie seien die Elemente
von C,

ICl = C.
Die Menge Hom(X,Y) bestehe aus genau einem Element, wenn X<Y gilt und ist
andernfalls leer. Ist umgekehrt C ein Kategorie, fiir welche ICl eine Menge ist und
deren Hom-Mengen aus jeweils hochstens einem Element besteht, so besitzt
dadurch ICl die Struktur einer quasigeordneten Menge.
Sei G eine Gruppe. Dann definiert G eine Kategorie, die ebenfalls mit G
bezeichnet wird. Die Kategorie besteht aus nur einem Objekt, sagen wir, dem
Einselement der Gruppe,
IGl = {e},
und die einzige Hom-Menge Hom(e ) besteht aus den Elementen der Gruppe,
Hom(ee) = G.
Die Morphismenkomposition sei gerade durch die Multiplikation der
Gruppenelemente gegeben.
Hom(e,e)xHom(e,e)—=>Hom(ee), (g.g’) a g’-g.
Die simpliziale Kategorie A hat als Objekte die Mengen

[n]:={0,1,...n},nE Z>O = NU{0},

d.h.
IAl := {[n] | nEZzO}'
Die Morphismen sind die schwach monoton steigenden Funktionen, d.h.
Hom([m], [n]) = {f:[m] — [n] | (i) < {(j) fiir 1,j€[m] und i<j}.

Die Morphismenkomposition ist die gewohnliche Zusammensetzung von
Abbildungen.

(viii) Vergleiche 5.1.1 fiir weitere Kategorien.

1.1.5 Die duale Kategorie

Sei C eine Kategorie. Die zu C duale Kategorie wird mit C°P bezeichnet und ist wie
folgt definiert. Die Objekte von COP sind dieselben wie die von C,

ICOP| .= ICI.

Die Morphismen von CP sind ebenfalls dieselben wie die von C, werden aber in
anderer Weise den Paaren von Objekten zugeordnet. Es gelte

Homcop(X Y) = HomC(Y,X)

fiir je zwei Objekte X,YE|CI. Ein Morphismus f:X—Y von C ist also als Morphismus

von COP aufgefaBt ein Morphismus mit dem Ziel X und der Quelle Y.

Morphismenkomposition von C°P ist ebenfalls dieselbe, wie die von C,

f°C0pg = gocf

1.1.6 Das Produkt von Kategorien

Seien C und D Kategorien. Das Produkt von C und D wird mit CxD bezeichnet und ist
die in folgender Weise definierte Katego: Kategorie. Die Objekte von CxD ist die Paare (X,Y)



mit XEICI und YEICI. Die Menge Hom((X,Y),(X’,Y")) besteht aus den Paaren (f,g) mit
fEHom(X,X") und gEHom(Y,Y’). Die Komposition ist schlieBlich koordinatenweise
definiert.

(f.g)=(f",g") := (fof", gog’).

1.1.7 Teilkategorien

Sei C eine Kategorie. Eine Kategorie D heif3t Teilkategorie von C, falls folgende
Bedingungen erfiillt sind.

(1 IDICICI.

(i1) HomD(X,Y) C Hom C(X ,Y) fiir beliebige Objekte X,Y von D.

(iii) Die Komposition von Morphismen von D ist dieselbe wie die der entsprechenden
Morphismen von C.
(iv) Die identischen Morphismen der Mengen HomD(X,X) mit XEIDI sind auch

identische Morphismen von C.
Eine volle Teilkategorie ist eine Teilkategorie, fiir welche in (ii) stets das
Gleichheitszeichen gilt.

Beispiele
(i) Die Kategorie der endlichen abelschen Gruppen ist ein Beispiel einer vollen
Teilkategorie von Ab.

(i) Die simpliziale Kategorie A ist eine Teilkategorie von Ens, die nicht voll ist.

(iii) Die Kategorie der metrischen Riume und abstandstreuen Abbildungen ist eine
Teilkategorie in der Kategorie der metrischen Riume und kontrahierenden
Abbildungen. Beide Kategorien haben dieselben Objekte. Die erstere ist keine
volle Teilkategorie in der zweiten. Beide sind Teilkategorien von Ens.

1.1.8 Spezielle Morphismen

Seien C eine Kategorie und f:X—Y, g:Y—X zwei Morphismen von C mit

fog =id.
Dann heif3t f linksinvers zu g und g rechtsinvers zu f. Der Morphismus g heiflt dann
auch Schnitt von f und der Morphismus f heifit Retraktion von g. Ein Isomorphismus ist
ein Morphismus, zu welchen ein linksinverser und ein rechtsinverser Morphismus
existiert. Zwei Objekte X,Y heilen isomorph,

X=Y,

falls ein Isomorphismus X—Y existiert. Ein Monomorphismus ist ein Morphismus
f:X—Y mit der Eigenschaft, daB fiir beliebige Morphismen u,v mit dem Ziel X gilt

fou = fovfallsu = v.
Ein Epimorphismus ist ein Monomorphismus der dualen Kategorie.

Beispiele

1.  Ein Isomorphismus in Ens ist einfach eine bijektive Abbildung.

2. Ein Isomorphismus in Top ist eine auch topologische Abbildung (auch
Homdomorphismus genannt).

3.  Sie C eine Kategorie, deren Morphismen Abbildungen sind (und deren
Komposition die gewohnliche Zusammensetzung von Abbildungen ist). Zum
Beispiel

C=Ab, Top, A.
In dieser Kategorie sind injektive Abbildungen monomorph und surjektive
Abbildungen epimorph. Die Umkehrung dieser Aussage ist im allgemeinen nicht
richtig (Aufgabe!).

1.1.9 Funktoren

Seien C und D Kategorien. Ein Funktor F: C—D (oder auch kovarianter Funktor)

besteht aus
(1)  einer Abbildung F: ICI—IDI der Objekte, die ebenfalls mit F bezeichnet wird.




(i) einer Abbildung F: Mor(C)—=Mor(D) der Morphismen, die ebenfalls mit F
bezeichnet wird.

Dabei wird gefordert, daf} folgende Bedingungen erfiillt sind.
1.  FMHom(X,Y)) € Hom(F(X),F(X)) fiir beliebige X,YEICI.

2. F(feg) = F(f)=F(g) fiir beliebige Morphismen, welche feg definiert ist.
3. F(idX) = idF X) fiir beliebige Objekte XEIC!.

Ein Kofunktor F von C nach D (oder auch kontravarianter Funktor) ist ein Funktor
F:C°P—D,

der auf der zu C dualen Kategorie definiert ist. Ein Bifunktor ist ein Funktor der Gestalt

F: CxC’ — D,
wobei C, C’ und D Kategorien seien.
Bemerkung

Ist F:C—D ein (Ko-)Funktor und f:X—Y ein Isomorphismus, so ist auch F(f) ein
Isomorphismus. Ist ndmlich g zu f invers, so ist F(g) zu F(f) invers. Zum Beispiel gilt

im Funktorfall
F(@)oF(f) = F(gof) = F(idy ) =idp, .

1.1.10 Beispiele fiir Funktoren

(i)  Sei C eine Kategorie. Der identische Funktor Id:C—C bildet jedes Objekt von C

und jeden Morphismus von C auf sich selbst ab.

(i) Seien C eine Kategorie und AEICI ein Objekt. Der zu A gehorige kovariante

Hom-Funktor ist der Funktor

hA = Hom(A,?): C — Ens, X a Hom(A ,X),

d.h. fiir Objekte XEICI gelte h A(X) := Hom(A ,X). Auf den Morphismen f:X—X’

von Cisth A durch die Morphismenkomposition definiert.

hA(f): Hom(A ,X) — Hom(A ,X’), g a feg.

(iii)) Seien C eine Kategorie und AEICI ein Objekt. Der zu A gehorige kontravariante

Hom-Funktor ist der Funktor
hA = Hom(?,A): C°P - Ens, X a Hom(X,A),

d.h. fiir Objekte XEICI gelte hA(X) := Hom(X,A). Auf den Morphismen f:X—X’

von C ist h* durch die Morphismenkomposition definiert.
hA(f): Hom(X’,A) = Hom(X,A), g a gef.

(iv) Seien C eine Kategorie. Dann ist der zu C gehorige Hom-Funkter definiert als der

Bifunktor
Hom: C°PxC — Ens, (X,Y) a Hom(X,Y),

welche kontravariant im ersten und kovariant im zweiten Argument ist. Auf den
Morphismen (f,2):(X,Y) — (X’,Y’) ist Hom durch die Morphismenkomposition

definiert.
Hom(f,g): HomC(X,Y) — HomC(X’,Y’), o a geoef

Man beachte, als Morphismen von C haben f bzw g die Gestalt f:X’—X und
Y=Y’

(v)  Wenn wir die Gruppen G und H als Kategorien auffassen, so ist ein Funktor
F:G—H gerade ein Gruppenhomomorphismus und Kofunktor ein
Antihomomorphismus (d.h. eine Abbildung mif F(g-g”) = F(g’)-F(g)).

(vi) Die Funktoren

A — Ens, Ab — Ens, Top — Ens,



welche jedes Objekt und jeden Morphismus in sich abbilden (d.h. die
Einschriankungen des identischen Funktors sind), sind Beispiele fiir sogenannte
Vergif-Funktoren.

(vii) Funktoren der Gestalt

F: AP - C
mit irgendeiner Kategorie C heilen simpliziale Objekte der Kategorie C. Im Fall C
= Ens spricht man von simplizialen Mengen, im Fall C = Ab von simpliziale
abelsche Gruppe, im Fall C = Top von simplizialen topologischen Rdumen usw.
Ein solcher Funktor ordnet jeder nicht-negativen ganzen Zahl n ein Objekt

F_=F(nD
und jeder schwach monoton steigenden Abbildung
f: [n] — [m]
einen Morphismus
F —F
m n

einen Morphismus von C. Wir werden spiter sehen, da3 es geniigt, diese
Morphismen fiir ganze spezielle Abbildungen f zu definieren.
(viit) Vergleiche 5.1.2 fiir weitere Funktoren.

1.1.11 Komposition von Funktoren
Seine F:C—D und G:D—E zwei Funktoren. Dann ist die Zusammensetzung von F und
G ein Funktor
GeF: C = E,
der wie folgt definiert ist. Fiir jedes Objekt X von C gilt
G=F(X): = G(F(X))
und fiir jeden Morphismus f:X—Y von C gilt
. . - GeH() = GE®D). N
Die Kategorie der Kategorien wird mit Cat bezeichnet. Thre Objekte sind die
Kategorien, ihre Morphismen sind die Funktoren und als Komposition nimmt man die

eben beschriebene Zusammensetzung von Funktoren. Die Kategorie ist mit Vorsicht zu
verwenden, da sie anféllig gegeniiber den Widerspriichen der Mengenlehre ist.

1.1.12 Natiirliche Transformationen

Seien F, G: C—D zwei Funktoren mit derselben Quelle und demselben Ziel. Eine
natiirliche Transformation E:F—G ist eine Familie

ECFX=>GX)}y oy

von Morphismen aus D mit der Eigenschaft, daf fiir jeden Morphismus f:X—X’ von C
das folgende Diagramm kommutativ ist.

F(X) ﬂ G(X)
FOL 4G

F(X?) =X, G(X)
Sind die Morphismen E(X) sdmtlich Isomorphismen, so heifit & auch natiirliche
Aguivalenz. Die Inversen der £(X) definieren dann ebenfalls eine natiirliche Aquivalenz.
Sind §&:F—G und n:G—H zwei natiirliche Transformtionen, so ist durch

E=m(X) = EX)=n(X)
eine natiirliche Transformation Een: F—H definiert, die Zusammensetzung der
natiirlichen Transformationen & und ).
Die Kategorie der Funktoren aud C mit Werten in D wird mit Hom(C,D) bezeichnet.
Ihre Objekte sind die Funktoren C—D, ihre Morphismen sind die natiirlichen
Transformationen und die  Morphismenkomposition ist eben  definierte
Zusammensetzung natiirlicher Transformationen.




1.1.13 Beispiele natiirlicher Transformationen
(1)  Fiir jeden Funktor F:C—D definiert die Familie der identischen Morphismen von
D eine natiirliche Transformation id:F—F, die identische Transformation von F.
(i)) Seien C eine Kategorie und AEICI ein Objekt. Weiter seien F:C—Ens ein
Funktor und a€EF(A) ein Element. Dann kann man wie folgt eine natiirliche
Transformation
a.
®“:h AT F

konstruieren. Wie oben bezeichne h A C—Ens, XaHom(A,X) den kovarianten

Hom-Funktor. Fiir jedes XEIC| sei ®*(X) die Abbildung

®4(X): Hom(A X) — F(X), (A X) a F(f)(a).
Man beachte, F(f) ist eine Abbildung F(f):F(A)—F(X). Die Kommutativitit der
obigen qudratischen Diagramme ist eine Folge der Funktoreigenschaft von F.

DY X)(f) := F(f)(a).
(iii) Seien C eine Kategorie und AEICI ein Objekt. Weiter seien F:C°P—Ens ein

Kofunktor und a€F(A) ein Element. Dann kann man wie folgt eine natiirliche
Transformation

d*hA > F
konstruieren. Wie oben bezeichne hA: COp%Ens, XaHom(X,A) den
kontravarianten Hom-Funktor. Fiir jedes XEICl sei ®(X) die Abbildung

®(X): Hom(X,A) — F(X), (X A) a F(f)(a).
Man beachte F(f) ist eine Abbildung F(f):F(A)—F(X). Die Kommutativitit der
obigen qudratischen Diagramme ist eine Folge der Funktoreigenschaft von F.
Das nachfolgende Lemma von Yoneda besagt, es gibt keine weiteren natiirlichen

Transformationen h A — F neben den eben beschriebenen.

1.1.14 Lemma von Yoneda

Seien F: C — Ens ein Funktor, AEICI ein Objekt und &: h A—>F eine natlirliche

Transformation. Dann gibt es genau ein Element a€F(A) mit & = ®? . Es gilt
a=E&(A)(1d A).

Bemerkungen

(i)  Eine natiirliche Transformation h A%F ist also bereits eindeutig durch ihren Wert
im Element id AEh A(A) bestimmt, und als Bild kann man ein beliebiges Element
von F(A) vorgeben.

(ii) Eine analoge Aussage gilt auch fiir Kofunktoren F:C°P—sens und natiirliche

Transformationen hA — F. (Man ersetze C durch CP).
Beweis des Yoneda-Lemmas. Fiir jeden Morphismus f:A—=X von C hat man ein
kommutatives Diagramm

E(A)
h, (A) —— F(A)
h, (B VF(6)
AT )

h A(X) — F(X)

Insbesondere erhilt man fiir das Bild von id AEh A(A) bei den beiden moglichen

Kompositionen:



EX)(h , (H(d , ) = F(H)(EAG )
[l [l
EX)(®) F(f)(a)

Dabei haben wir a:= E(A)(id A) gesetzt. Es gilt also & = ®?,
Zum Beweis der Eindeutigkeit von a nehmen wir an, es gilt

D% =d? | aa’EF(A).
Dann ist aber a = F(id A)(a) =' dH(A)(id A) = d? (A)(id A) = F(id A)(a’) =a’.
QED.

1.1.15 Darstellbare Funktoren

Seien F:C—Ens ein (Ko-)Funktor und AEICI ein Objekt. Ein Element aEF(A) heil3t
universell fiir F, wenn die zugehorige natiirliche Transformation

dAhA = F (bzw. d%h AP

ein Isomorphismus von Funktoren (d.h. eine natiirliche Aquivalenz) ist. Das Objekt A
heillt dann darstellendes Objekt fiir den Funktor F. Ein Funktor, der ein darstellendes
Objekt besitzt, heilit darstellbar.

Nicht jeder Funktor ist darstellbar. Das Paar (A ,a) ist, falls es existiert bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt.

1.1.16 Eindeutigkeit des darstellenden Paares

Sei F:C—Ens ein darstellbarer Funktor mit dem universellen Element acF(A). Dann

gilt:

(1)  Zu jedem Objekt XEICI und jedem Element x&F(X) gibt es genau einen
Morphismus f:A—X von C mit F(f)(a) = x.

(i) Ist x ebenfalls universell, so ist f ein Isomorphismus.

Beweis. (i). Nach Voraussetzung ist die Abbildung

®¥(X):Hom(A X) — F(X), f a F(f)(a),
bijektiv. Es gibt also genau ein f mit F(f)(a) = x.
(ii) Ist auch x universell, so gibt es auBBerdem noch genau ein g mit F(g)(x) = a. Dann ist

aber
F(fg)(x) = F(OF(g)(x) = F(f)(a) = x
Vergleich mit der Identitét
F(idX)(x) =X

zusammen mit der Universalitit vom x liefert fg = id,,. Aus Symmetriegriinden gilt dann

X
aber auch fg =1id

QED.

A d.h. f ist ein Isomorphismus.

1.1.17 Algebraische Konstruktionen in beliebigen Kategorien

Der Begriff des darstellbaren Funktors kann man benutzen um Konstruktionen der
Mengelehre auf allgemeine Kategorien zu iibertragen. Wir fiihren einige Beispiele an.
(i) Direkte Summen. Seien A ,BEIC| zwei Objekte und F der Funktor

F=h AXhB: C — Ens, X a Hom(A ,X)xHom(B ,X).

Auf den Morphismen sei F wie folgt definiert. Fiir f:X—X"EMor(C) sei F(f) die
Abbildung

" In der obigen Identitiit, E(A)(f) = F(f)(a), welche fiir jeden Morphismus f:A—X gilt, setze man f=idA (und

insbesondere X=A). Wegen & = ®" ergibt sich Fd )@ =E(A)(id ) = <I>a(A)(idA).



(i)

F(f): Hom(A ,X)xHom(B,X) — Hom(A ,X’)xHom(B,X"), (a.,p) a (fo.fp).

Ist F darstellbar und ist S ein darstellendes Objekt, so gilt fiir jedes X€EICI:
Hom(A X)xHom(B,X) = Hom(S ,X).

Das Objekt SEICI heilit dann direkte Summe von A und B (oder auch

Koprodukt) und wird mit

S =A®B
bezeichnet. Ist
(p.9)€Hom(A,S)xHom(B,S)

das universelle Element, so heilen p:A—A®B und q:B—A®B natiirliche
Einbettungen. Die direkte Summe S von A und B ist dadurch charakterisiert, daf3
es zu je zwei Morphismen a:A—X und b:B—X mit demselben Ziel X genau einen
Morphismus f:S—X gilt mit a = fp und b = fq. Analog definiert man unendliche
direkte Summen.

Direkte Produkte sind die direkten Summen der dualen Kategorie. Man spricht

dann von den natiirliche Projektionen AxB—A und AxB—B.

Beispiele

Die direkten Summen in Ens und Top sind gerade die disjunkten Vereinigungen. In
Ab sind es die gewohnliche direkten Summen von Gruppen.

Die direkten Produkte in Ens, Top und Ab sind die Produktmengen, Produktraume
bzw. die gewohnlichen direkten Produkte.

1.1.18 Aufgaben

Kategorien

1.
2.

3.

Zeigen Sie, |[Ensl ist keine Menge.

Sei g linksinvers zu f und h rechtsinvers zu f. Zeigen Sie g=h. “Der zu f inverse
Morphismus”.

Definieren Sie den Begriff des Epimorphismus ohne Verwendung des Begriffs
der dualen Kategorie.

Geben Sie Beispiele von Epimorphismen und Monomorphismen in verschiedenen
Kategorien an. Untersuchen Sie die Beziehungen zu den Begriffen “injektiv’” und
“surjektiv”.

Definieren sie den Begriff des kontravarianten Funktors ohne Verwendung des
Begriffs der dualen Kategorie.

Zeigen Sie, die Kategorie A von 1.1.4 148t sich mit einer Teilkategorie der
Kategorie Top der topologischen Raume identifizieren, wobei man die Menge [n]
mit dem Standard-Simplex

— n+l _ o
An = {(XO,...,XH) eR I 20 X, = 1,0 =< X, = 1 firi=0,..n}
der Dimension n identifiziert und den Morphismus f: [n] = [m] von A mit der

IRII+1 — IRm+1

Einschrinkung der linearen Abbildung f : auf An’ welche den

i-ten Standard-Einheitsvektor e abbildet in e (i)’ Beschreiben Sie diese
Teilkategorie von Top und entscheiden Sie, ob es sich um eine volle Teilkategorie
handelt.

Topologische Riaume

7.
8.

Wiederholen Sie die Begriffe des topologischen Raumes, insbesondere den des
Hausdorff-Raumes.

Zeigen Sie, eine stetige bijektive Abbildung eines kompakten Raumes in einen
Hausdorff-Raum ist ein Homéomorphismus. Kann man die Bedingung, daf3 der
eine Raum ein Hausdorff-Raum sein soll, weglassen?



10.

11.

12.

13.

Ein Tl—Raum ist ein topologischer Raum, in welchem es zu jedem Punktpaar (x,y)

eine offene Menge gibt, welche x aber nicht y enthilt. Versehen Sie die reelle

Gerade mit einer Topologie derart, dal diese ein Tl—Raum und trotzdem kein

Haussdorff-Raum wird.

Seien X und Y zwei topologische Rdume die als Mengen identisch sind. Die
Topologie von X heifit schwicher als die von Y, wenn jede offene Menge von X
auch offen in Y ist und die Topologien nicht gleich sind. Sei jetzt {Xi} ein Familie

von Teilmengen von X. Beschreiben Sie die schwiichste Topologie von X, bei der
alle Mengen Xi offen sind. Man nennt diese Topologie die von den Xi erzeugte

Topologie.
Ermitteln Sie, wieviele topologisch nicht-dquivalente Rdume es gibt, welche genau

drei Punkte besitzen. Wieviele davon sind Hausdorff-Raume?

Faktortopologie. Seien X ein topologischer Raum und = eine Aquivalenzrelation
auf der Menge X. Bezeichne X/= die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. =. und

v: X = X/=
die natiirliche Abbildung, welche jedes Element auf seine Aquivalenzklasse
abbildet.
(a) Zeigen Sie, die Teilmengen von X/=, deren vollstindige Urbilder in X offen
sind, geben der Menge X/= die Struktur eines topologischen Raumes. Die
entsprechende Topologie heifit Faktortopologie von X/=. Der Raum X/= mit
dieser Topologie heifit Faktorraum von X modulo =.
(b) Geben Sie durch eine geeignete Definition der folgenden Aussage einen
exakten mathematischen Gehalt. Die Faktortopologie von X/= ist die “stidrkste”
Topologie der Menge X/=, bei der die natiirliche Abbildung y: X — X/= stetig ist.
(c) Charakterisieren Sie den Faktorraum X/= (bis auf Isomorphie) durch eine
Universalititseigenschaft.

Verheftung topologischer Riaume. Sei {Xi}i a1 eine Familie von topologischen

Réumen. Fiir je zwei Rdume Xi und Xi der Familie seien Unterrdume
1 2
Ai ; QXi und Ai ; QXi
21 1 12 2
und Homdomorphismen
L AL T AL
21 21 12
gegeben. Fiir je drei Elemente i1 , i2, i3EI der Indexmenge gelte

f. . of . of . =1d
13 32
auf der Teilmenge A. . NA. . von X. und fiir jedes i€l gelte f..=Id.
i sy i il
Konstruieren Sie einen Raum mit X mit folgenden Eigenschaften.
a. Jedes Xi der Familie 146t sich mit einem Unterraum von X identifizieren (d.h. es

gilt XiQX fir die Mengen und die Topologie von Xi ist gerade die

Unterraumtopologie).
b. X ist die Vereinigung der Unterrdume Xi' Zwei Punkte X, EXi und X, EXi
1 1 2 2
entsprechen genau dann demselben Punkt von X, wenn sie bei der Abbildung fi ;
21



ineinander {ibergehen. Man sagt auch, der Raum X entsteht durch Verheften der
Réume X entlang der Teilmengen A

" 2
(Hinweis: beschreiben Sie X als Faktorraum der disjunkten Vereinigung der Xi

mit Hilfe einer geeigneten Aquivalenzrelation).
c. Beschreiben sie den Rand eines Tetraeders als das Ergebnis einer Verheftung
von mehreren Kopien eines Standarddreiecks entlang von dessen Seiten.

Zusammenhdngende topologische Raume

14.

15.
16.

17.
18.

Ein topologischer Raum X heifit zusammenhédngend, wenn er nicht in die
Vereinigung von zwei disjunkten und nicht-leeren offenen Teilrdumen zerlegt
werden kann. Eine Teilmenge von X heilit heif3t zusammenhédngend, wenn sie als
Unterraum zusammenhingend ist. Zeigen Sie, eine beliebige Familie von
zusammenhingenden Teilmengen von X, von denen je zwei einen gemeinsamen
Punkt besitzen, hat eine zusammenhédngende Vereinigung.

Zeigen Sie, die AbschlieBung einer zusammenhingenden Teilmenge A des
topologischen Raumes X ist zusammenhéngend.

Zeigen Sie, zu jedem Punkt x des topologischen Raumes X gibt es genau eine
zusammenhingende Teilmenge C(x)&X, welche den Punkt x enthdlt und
auBerdem noch die folgende Eigenschaft hat: Jede zusammenhéngende Teilmenge
von X, welche den Punkt x enthdlt, ist ganz in C(x) enthalten. Diese Menge C(x)
heillt Zusammenhangskomponente von X in X.

Zeigen Sie, die Zusammenhangskomponente jedes Punktes eines topologischen
Raumes X ist abgeschlossen in X.

Geben  Sie einen  topologischen Raum X an  mit  einer
Zusammenhangskomponente, die nicht offen ist in X.

Simplizialkomplexe

19.

20.

Ein (abstrakter oder kombinatorischer) Simplizialkomplex K mit der Ecken-
Menge V(K) ist eine Menge von endlichen Teilmengen der Menge V(K), deren
Elemente Ecken von K heifen. Die Elemente von K heiflen Simplexe von K. Die
Teilmengen eines Simplex s von K heiBen auch Seiten von s.

Dabei wird gefordert, daf3 die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(a) Fiir jede Ecke v&V(K) ist {v} ein Simplex von K.

(b) Jede Seite eines Simplex von K ist ein Simplex von K.

(c) Fiir je zwei Simplexe s und s’ von K mit einer gemeinsamen Ecke ist sNs’ ein
Simplex von K.

Eine simpliziale Abbildung ist eine Abbildung f: V(K) — V(L) der Ecken-Menge
eines Simplizialkomplexes K in die Ecken-Menge eines Simplizialkomplexe K’
mit f(s) € K’ fiir jedes s€K.

Zeigen Sie
(a) Die Simplizial-Komplexe bilden mit den simplizialen Abbildungen eine

Kategorie A.
(b) Die endlichen Simplizialkomplexe K (d.h. diejenigen mit V(K) endlich) bilden

eine volle Teilkategorie von A.

Fiir jeden Simplizialkomplex K besteht die Realisierung IK| von K aus der
Menge aller Abbildungen

a:V(K) — [0,1],
welche den folgenden beiden Bedingungen geniigen.



21.

(@) > a(v)=1
veV(K)
(b) Der Trager Supp(a) := {vE€EV(K) [ au(v) = 0} von a ist ein Simplex des
Simplizialkomplexes K.
Wir identifizieren die Menge V(K) mit einer Teilmenge von IKI, indem wir der
Ecke v&V(K) die Funktion o mit dem Triager Supp(a) = {v} zuordnen,
V(K) C [KI.

Zeigen Sie

(b) IKl ist mit der Abstandsfunktion d(x,y) := > (x(e)-y(e))2
ecK

ein metrischer Raum (d.h. es gilt d(x,y)=0 < x=y, d(x,y)=d(y X),

d(x,y)+d(y,z)=d(x,z)), also insbesondere ein topologischer Raum. Die

entsprechende Topologie von Kl heifit metrische Topologie.

(a) Es gibt genau einen Funktor

;A — Top
welcher jedem Simplizialkomplex dessen Realisierung zuordnet, wobei die
folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(c) Fiir jede simpliziale Abbildung f: K — L ist die Einschrinkung von
Ifl:IKI—ILI
auf auf die Teilmenge V(K) gerade f,

Il IV K) = f.
(d) Fiir jede simpliziale Abbildung f: K — L ist die zugehorige Abbildung
Ifl: IKI — ILI

IE-linear in dem Sinne, daB fiir je zwei Punkte
a,pE [KI
der Realisierung und je zwei reelle Zahlen
A, uE[0,1] mit A+u =1

Ifi(hor + up) = M[fl(a) + wIfl(B).
Sei K ein Simplizialkomplex. Ein Simplex s € K, welches aus q+1 Elementen
besteht heiit auch g-Simplex oder g-dimensionales Simplex und die Zahl
dim s :=

heift Dimension von s. Zeigen Sie 1
(a) Fiir jedes g-Simplex von K bilden die nicht-leeren Teilmengen von s einen
Simplizialkomplex, dessen Realisierung

Isl

gilt

hom&omorph ist zur Teilmenge

A = {(xpx )ERIT $ x =1 0<x, < 1firi=0,.q}
q 0 q ol 1
des ]Rq"'l, welche q-dimensionales Standard-Simplex heifft. Durch diese

Identifizierung wird Isl zum topologischen Raum.
(b) Es gilt

IKI = USEK Isl.

(c) Es gibt genau eine Topologie auf K| mit der Eigenschaft, daf eine Teilmenge
U C Kl



22.

genau dann offen ist, wenn UNIsl offen ist in sl fiir jedes s€EK. Diese Topologie
heifit schwache Topologie von IKI. Wenn nicht explizit anders erwihnt, werden
wir IKI stets mit der schwachen Topologie versehen.

(d) Fiir endliche Simplizialkomplexe K stimmt die metrische mit der schwachen
Topologie iiberein.

(e) Fiir jeden endlichen Simplizialkomplex 146t sich der metrische Raum K| mit

einem Unterraum eines eines R™ identifizieren (d.h. es gibt eine injektive

Abbildung IKI — R™, die den Abstand erhilt).
Geben sie ein Simplizialkomplex K an, dessen Realisierung homéomorph ist
(a) zum einpunktigen Raum.

(b) zum Einheitsintervall [0, 1] (CIR).

(©) zu einem (abgeschlossenen) Dreieck.
(d) zu einer Kreislinie.

(e) zu einem Tetraeder.

(f) zu einem Oktaeder.

(2) zu einem Torus.

(h) zu einem Mobiusband.

6)) zu einer Handel (-Oberfléache).

--.\}_’_,.f’

— f ;-’ .

\'a-.c"'-

Simpliziale Objekte

23.

Eine simpliziale abelsche Gruppe, ein simplizialer topologischer Raum, ein
simpliziales Objekt einer Kategorie C ist ein Funktor

F: A°P — C,
wobei C die Kategorie der abelschen Gruppen, bzw. der topologischen Raume,
bzw. irgendeine Kategorie ist.
(a) Zeigen Sie, jede simpliziale Menge
F: AP — Ens,
definiert eine simpliziale abelsche Gruppe
<F>: A°P — Ab,
deren Werte freie abelsche Gruppen sind.

(b) Zeigen Sie allgemeiner, zu jeder simplizialen Menge
F: A°P — Ens

und jeden Funktor G: Ens — C gibt es ein simpliziales Objekt G=F von C.
Beschreiben Sie die simpliziale Gruppe von a) auf diese Weise.



1.2 Homotopie

1.2.1 Vorbemerkungen

(i) Sei f:X—Y eine stetige Abbildung. Die Homotopietheorie interessiert sich fiir
Eigenschaften von f, die sich bei kleinen Verdnderungen von f auch nur wenig
andern.

(i)) Die Physik zum Beispiel muf3 im allgemeinen davon ausgehen, daf} dies bei allen
physikalisch interessanten Eigenschaften der Fall ist (weil jede Messung mit
Fehlern behaften ist, also nur Eigenschaften erfalit werden, die sich bei geringen
Meffehlern nur unwesentlich abiandern).

(iii)) LaBt sich eine Eigenschaft der angegebenen Art durch eine diskrete Grofle
beschreiben, zum Beispiel durch eine natiirliche Zahl, so bleibt diese Eigenschaft
tiberhaupt vollig invariant auch bei grolen Veridnderungen, sobald sich diese nur
aus vielen kleinen zusammensetzen.

(iv) Letzteres ist die Grundlage des sogenannte Prinzips der Homotopie-Invarianz.
Der Begriff der Homotopie ist eine Formalisierung des beschriebenen
Phidnomens.

1.2.2 Der Begriff der Homotopie

Seien X,Y topologische Rédume und I=[0,1] das Einheitsintervall. Eine Homotopie oder
auch Deformation von X nach Y ist eine stetig Abbildung

F:XxI =Y.
Fiir jedes t€l ist dann insbesondere die Abbildung

Ft : X—=Y,xaFxy),

stetig. Wir werden im folgenden auch von der zugehorigen Familie
{Ft : X—>Y}t oI

als von einer Homotopie sprechen, bzw. mit dem Begriff der Homotopie immer die
Vorstellung einer solchen Familie von stetig variierenden Abbildungen verbinden. Statt
von einer Homotopie werden wir auch von einer stetigen Familie

Ft : X—=Y, tel,

von Abbildungen sprechen.
Bemerkung
Wenn man x&X festhilt und t&El variiert, so kann man sich F t(x) als einen sich mit der

Zeit im Raum Y bewegenden Punkt vorstellen. Analog stellt man sich Ft(X) als ein sich
mit der Zeit deformierendes Gebilde vor.

1.2.3 Homotope Abbildungen

Zwei stetige Abbildungen f,g:X—Y heiflen homotop, falls es eine stetige Familie von

Abbildungen
F . X—=Y,tel,

und g = F_. Wir schreiben dann

1
f~goderF:f~g
und sagen, F ist eine Deformation der Abbildung f in die Abbildung g.
Sei ACX ein Teilraum. Falls die Einschrinkung Ftl auf A unabhingig von t ist, so

gibt mit f = FO

A
heif3t F auch relative Homotopie bzgl. A. Wir schreiben dann
f~grel A oder F:if~grel A.
Istg = F1 eine konstante Abbildung, so heifit F auch Nullhomotopie und f = FO heif3t

nullhomotop.



1.2.4 Homotopieklassen

Die Homotopierelation ~ ist eine Aquivalenzrelation. Die zugehérigen
Aquivalenzklassen heilen Homotopieklassen. Die Homotopieklasse der stetigen
Abbildung f:X—Y wird mit [f] bezeichnet.

Beweis. Reflexivitit. Die konstante Homotopie Ft(x) = f(x) zeigt, es gilt F:f ~ f.
Symmetrie. Ist

Ft : X—=Y, tel,

eine Deformation von fin g, so ist

F, XY €L

eine Deformation von g in f.
Transitivitit. Seien Homotopien
Ff~gund G:ig~h
gegeben Wir setzen
F(x2t) fiir Osts%
Hxb) = 1
G(x,2t-1) fiir fts 1

Dann ist H eine Deformation von f in h.
QED.

1.2.5 Vertriglichkeit mit Kompositionen
Seien f,f:X—Y und g,g’:Y—Z stetige Abbildungen mit
f~fundg=~g’.
Dann gilt gef ~ g’=f".
Beweis. Mit F:f ~ f* und G:g ~ g’ gilt H: gef ~ g’=f”, wenn man Ht = GtoFt setzt.

QED.
Bemerkung

Nach Aussage 1.2.5 ist die Homotopieklasse [feg] nur von den Homotopieklassen [f]
und [g] abhéngig und nicht von den einzelnen Reprisentanten. Man kann also

[fl=[g] := [fog]

setzten und auf diese Weise die Komposition von Homotopieklassen definieren.

1.2.6 Die Homotopiekategorie

Die Homotopiekategorie wird mit Top’ bezeichnet. Ihre Objecte sind die topologischen
Rdume und ihre Morphismen die Homotopieklassen stetiger Abbildungen. Die
Morphismenkomposition ist die oben definierte Komposition von Homotopieklassen.
Bemerkungen
(1) Top’ hat dieselben Objekte wie Top.
(i1) Der Ubergang zu den Homotopieklassen definiert einen Funktor
m: Top — Top’, X a X, fa [f],
den sogenannten Homotopiefunktor.
Bemerkungen
(1)  Die wichtigste Methode der algebraischen Topologie besteht in der Konstruktion
von gewissen Funktoren F: Top — A, wobei A eine der algebraischen Kategorien
ist (Gruppen, Ringe, ...). Meistens sind diese Funktoren homotopieinvariant, d.h.

aus f ~ g in Top folgt stets F(f) = F(g). Mit anderen Worten, F faktorisiert sich
tiber den Homotopiefunktor 7, d.h. hat die Gestalt

b

T
Top—— Top’ A.



Der Funktor F vernachléssigt alle Informationen, welche auch von s vernachléssigt
werden. Deshalb interessiert man sich in der algebraischen Topologie mehr fiir die
Kategorie Top’ als fiir Top.

(iii)) Insbesondere macht man oftmals keinen Unterschied zwischen topologischen
Rédumen, die in Top’ isomorph sind. Das sind Rdume X und Y, zu denen es
stetige Abbildungen

f:X—=Y und gY—=X

gibt mit feg =~ idY und gef =~ idX. Solche Abbildungen heiflen

Homotopiedquivalenzen. Die Ridume X wund Y, zwischen denen es
Homotopiedquivalenzen gibt, heillit homotopiedquivalent, symbolisch,
X Y.
(iv) Homotopieinvariane Funktoren haben dieselben Werte auf homotopiedquivalenten
Réiumen, genauer

X =Y = F(X) = F(Y).

1.2.7 Topologische Paare

Unter einem topologischen Paar wollen wir im folgenden ein Paar (X,A) verstehen,
wobei X ein topologischer Raum ist und A ein Unterraum von X. Eine Abbildung von

Paaren,
f: X,A) = (Y.B),
soll eine stetige Abbildung f:X—Y sein mit f(A)CEB. Die topologischen Paare und ihre
Abbildungen bilden bzgl. der gewohnlichen Komposition eine Kategorie, die mit
Top?®
bezeichnet wird. Mit Hilfe des Funktors
Top — Top?, X a (X,9),

identifizieren wir im folgenden Top mit einer vollen Teilkategorie von Top(z).

1.2.8 Die direkte Summe von Paaren
Sei der topologische Raum X disjunkte Vereinigung der Familie {Xi}i ar’ d.h. X ist die

direkte Summe dieser Rdume in Top,
X=® X. .
i€l
Weiter sei A C X ein Unterraum und es sei Ai = AﬂXi . Dann ist das Paar (X,A) in

Top(z) die direkte Summe der Paare (Xi’ Ai)’

XA)= DX A).
i€l

1.2.9 Ein Produkt von Paaren

Fiir Paare (X,A) und (Y ,B) setzen wir
(X,A)x(Y ,B) .= (XxY,XxB U AxY)

Dies ist nicht das direkte Produkt der beiden Paare in Top(z).

1.2.10 Homotopie von Paaren

Zwei Abbildungen f,g:(X,A)—(Y B) heilen homotop, falls es eine Homotopie H:f=g
gibt, fiir welche alle H ) Abbildungen (X,A)—(Y,B) von Paaren sind. Man schreibt dann

wieder f~g. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen werden



wieder mit [f] bezeichnet. Man erhilt auf diese Weise eine Kategorie Top’(z) und einen
Funktor

7:TopP— Top’@) | (X A)a(X,A), f a [f].

1.2.11 Tripel von topologischen Riumen

Unter einem topologischem Tripel wollen wir ein Tripel (X,A,B) von topologischen
Réiumen verstehen mit

BCACX.
Falls nur ACX2B gilt sprechen wir von einer Triade.

Beide Begriffe fiihren zu gewissen Kategorien, welche Top(z) enthalten und sogar zu
entsprechenden homotopischen Begriffen und Kategorien.

1.2.12 Aufgaben

1 Definieren Sie die Kategorie A@ der simplizialen Paare (vgl.5.1.1).
A
2 Definieren Sie die Kategorie A der geordneten Komplexe (vgl. 5.1.1)
A
3. Definieren Sie die Kategorie A @ der geordneten simplizialen Paare (vgl. 5.1.1).
4

Definieren Sie in der Kategorie A der Simplizialkomplexe den Begriff der
Homotopie zweier Morphismen.

2. Homologie von Komplexen
2.1 Komplexe

2.1.1 Die Homologie eines Komplexes

Ein Komplex K ist eine Familie
{an:Kn_)Kn-l}nEZ

von aufeinanderfolgenden Homomorphismen abelscher Gruppen mit der Eigenschaft,

dal die Zusammensetzung von je zwei aufeinanderfolgenden Homomorphismen Null

ist,

Schreibweise:

K=K K K K,

Die Elemente von KIl heiBen n-dimensionale Ketten oder auch n-Ketten von K. Die

Elemente der Untergruppe
ZnK = Ker(an)

heiBen n-dimensionale Zyklen oder auch n-Zyklen von K. Die Elemente der
Untergruppe

B K:=Im(d )

n n+1

heilen n-dimensionale Rénder oder auch n-Rinder von K. Wegen ann 6n+1 = 0 besteht

die Inklusion BnKQZnK. Man kann also die Faktorgruppe
H K:=7Z K/B K.
n n o n
bilden. Diese heifit n-te Homologie des Komplexes K. Ihre Elemente heilen n-

dimensionale Homologieklassen. Zwei Zyklen z,z’ heilen homolog, wenn sie in
derselben Homologieklasse liegen. Symbolisch:




7.7’ < 7-77EB K < z-7’ = dc fiir eine cEK .
n n+1

Dies ist eine Aquivalenzrelation. Die Homologieklasse eines Zyklus z wird mit
[z]
bezeichnet. Die Abbildungen an heilen auch Randabbildungen oder Differentiale des

Komplexes.
Ein Komplex heifit exakt, wenn Im(6n+1) = Ker(an) gilt fiir jedes n. Das ist dquivalent

zu den Bedingungen
HnK =0 fiir nEZ.

Die Homologiegruppen kann man als ein MaB fiir die Abweichung von der Exaktheit
auffassen.

2.1.2 Komplexabbildungen

Seien K := {an:Kn—>Kn_1}nez und K* :={0 n:K n—>K n—l}nEZ Komplexe. Eine
Komplexabbildung f:K—K oder auch Kettenabbildung oder auch
Komplexmorphismus ist eine Familie

f:= {fn:Kn—>K n}nEZ

von Gruppenhomomorphismen, welche mit den Randabbildungen der Komplexe
vertriglich sind. Das bedeutet, die folgenden Diagramme sollen kommutativ sein.

f
K L K
n n
an¢ ; i, 0
n-1 ,
K  ——K
n-1 n-1
Sind f:K—K’ und f’:K’—K” zwei Komplexabbildungen, so ist durch
(f of)n =1 nufn
eine Komplexabbildung K—K” definiert, welche Komposition von f und f’ heif3t und

mit f’=f bezeichnet wird.
Die Komplexe bilden zusammen mit den Komplexabbildungen und der eben
beschriebenen Komposition eine Kategorie, die Kategorie der Komplexe abelscher
Gruppen oder auch Komplexkategorie iiber Ab. Diese wird mit

dAb
bezeichnet. Die Isomorphismen in dAb sind diejenigen Komplexabbildungen f, deren
Komponenten fn Isomorphismen in Ab sind.

2.1.3 Der Homologiefunktor

Sei f:K—K’ eine Komplexabbildung. Aus der Kommutativitit des obigen Diagramms,
d.h. aus der Bedingung

9 of =f o0
n n n-1 n

ergeben sich die Inklusionen
f (ZK)YCZ K undf (B K)CB K’.
n n n n n n

Nach dem Homomorphiesatz induziert fn einen Homorphismus

an: HnK — HnK ,[z] a [fn(z)].
Trivialerweise ist Hn(id) die identische Abbildung. Fiir je zwei Komplexabbildungen
f:K—K’ und f:K’—K” gilt Hn(f’of) = Hn(f’)oHn(f). Mit anderen Worten, fiir jedes

nEZ ist Hn ein Funktor



H _: dAb — Ab.
n

Bemerkung

Die Funktoren der algebraischen Topologie sind typischerweise von der Gestalt
Top—0Ab—Ab,

d.h. sie setzen sich aus zwei Funktoren zusammen, wobei der zweite Funktor der gerade

konstruierte Homologiefunktor ist. Fiir den ersten Funktor gibt es recht unterschiedliche

Moglichkeiten (vielleicht soviele wie Mathematiker). Wir betrachten hier also zunichst

den formalen, allen Homologietheorien gemeinsam Teil der algebraischen Topologie

(der manchmal auch als “general nonsense” bezeichnet wird).

Vereinbarungen
Wenn keine Verwechslungen moglich sind, werden wir anstelle von an, fn’ Hn(f) auch 0,
f, f, schreiben.

Alle Gruppen seien, wenn nicht ausdriicklich anderes erwihnt, abelsch.

2.1.4 Graduierte Gruppen

Eine (Z-)graduierte Gruppe ist eine Gruppe G, welche in eine direkte Summe von
Untergruppen Gn zerfillt,

G=® G
nEZ n
Die Untergruppe Gn heilt n-ter homogener Bestandteil von G. Ein Morphismus

f:G—G’ graduierter Gruppen ist ein Gruppenhomomorphismus mit f(Gn)QG’n fiir

jedes n. Die graduierten Gruppen bilden mit den angegebenen Homomorphismen die
Kategorie der graduierten Gruppen. Diese wird mit
GAb
bezeichnet. Ist G eine graduierte Gruppe, so bezeichnet G[i] die graduierte Gruppe mit
G[i]n := G[n+i].

Beispiele.
(i) Einen Komplex K kann man als graduierte Gruppe
K:= @nEZKn
betrachten, zusammen mit einem Morphismus 0:K—KJ[-1], welcher der
Bedingung
000 =0
geniigt.

(i) Kern und Bild der Randabbildung o sind dann graduierte Gruppen
ZK =Ker(0) =® Z K
nEZ n
BK =Im(9) = ®nEZBnK
deren n-te homogene Bestandteile aus den n-Zyklen bzw. n-Réndern bestehen.
(iii) Die Homologie von K ist die graduierte Gruppe
HK := ZK/BK.
Dies ist eine graduierte Gruppe

HK = @nEZHnK

deren n-ter homogenere Bestandteil aus den n-dimensionalen Homologieklassen
von K gebildet werden.

Der Ubergang zur Homologie definiert einen Funktor
H: dAb — Gab.

Jeder abelschen Gruppe AEAb und jeder ganzen Zahl kEZ kann man einen Komplex
(A k) zuordnen mit



A falls n=k
(A’k)n - {0 sonst

wobei die Randabbildungen sdmtlich Null sind. Diese Konstruktion definiert fiir jedes
k einen Funktor

Ab — GAb, A a (AK).

2.1.5 Direkte Summen von Komplexen

Sei {Kx}k A eine Familie von Komplexen (die wir hier als graduierte Gruppen
betrachten wollen). Dann heif3t der Komplex
K:= @)\E AK
mit der Randabbildung 9 := @)» = Aax direkte Summe der Familie {K}‘}}\ eA’ Es gilt
Kn - @kEAKI);
0 (M, 0= oy,
also
7K =@, _ \7K"
BK =@®, _, BK"
HK =@, _ HK"

Analoge Konstruktionen bestehen fiir das direkte Produkt.

2.1.6 Der Kegel einer Komplexabbildung

Das ist ein technisch wichtiger Begriff, der mit dem Kegel iiber einem topologischen
Raum zusammenhéngt.

Sei f:(K’,0")—(K”,d”) eine Komplexabbildung. Der Kegel Cf iiber f ist dann definiert
als Komplex mit

(Ch_=K” @K’ .

Die n-te Randabbildung ist wie folgt definiert.
a(c’,c’) = (a7°c’+fc’, -a’c’).
Betrachtet man die Elemente von (Cf)Il als zweizeilige Spaltenvektoren, so besteht 9

gerade in der “Multiplikation” mit der Matrix

o7 f
“Lo-o)

a a 3 a bh) f a 2 f 3 a”ﬂa” a”Qf—fﬂa’
Lo )flo-n )Tl o ges

die Nullabbildung, d.h. Cf ist tatsichlich ein Komplex.
Spezialfille
(i) Im Fall K=K’, K”=0, f=0 schreibt man auch

K* := Cf.

Insbesondere ist

+
oK =_ oK also H KY=H_ K, also

. +
Es gilt dann K =K 01

n-1’
H(K™) = (HK)[-1].

Kt heift Suspension iiber K.
(i) Im Fall K=K’=K”, f=id schreibt man auch



CK = Cf.
CK heiBt Kegel iiber K.

2.1.7 Die kurze exakte Sequenz zum Abbildungskegel

Sei f:K’—K” eine Komplexabbildung. Dann besteht eine kurze exakte Sequenz von
Komplexabbildungen

0—>K"——>Cf——K'[-1]—0.
mit uc’) = (0,c’) und x(c”’,c’) = c¢’. Es ist leicht zu sehen, daB v und «
Komplexabbildungen sind. Offensichtlich gilt Im(t) = Ker(x), d.h. die Sequenz ist
tatsichlich exakt.
Diese Sequenz zerfillt als Sequenz graduierter Gruppen, jedoch im allgemeinen nicht in

der Komplexkategorie (Nehme K = K = (£.,0) und f = id).

2.1.8 Aufgaben

Diagramm-Lemmata

1.  Fiinferlemma.Die Zeilen des folgenden kommutativen Diagramms von abelschen
Gruppen und Gruppenhomomophismen seien exakt.
A—-B—=C—=D—=E
voo By o e
AP—=B —-C =D —=F
Weiter seien o,3,0,6 Isomorphismen. Zeigen Sie, dann ist auch y ein
Isomorphismus.
2. 3x3-Lemma. Folgendes Diagramm von abelschen Gruppen und
Gruppenhomorphismen sei kommutativ.

0o 0 0
Voo
0—-A—=B—=C—0
Vool
0— A= B = C -0
| ! Y
0— A”"— B”— C”—=0
| ! Y
0 0 0

Die Komposition von je zwei zusammensetzbaren Homomorphismen in derselben
Richtung sei Null. Samtliche Zeilen und sédmtliche Spalten mit einer Ausnahme
seien exakt. Zeigen Sie, auch die verbleibende Zeile bzw. Spalte ist dann exakt.

3.  Schlangenlemma. Die Zeilen des folgenden kommutativen Diagramms von
abelschen Gruppen und Gruppenhomomophismen seien exakt.
A—-B—-=C—=D—E
oo By 16 e
A’—=B —-C =D —F’
AuBlerdem seien a surjektiv und € injektiv. Zeigen Sie, es gibt eine exakte Sequenz
der folgend Gestalt.

Ker(B) — Ker(y) — Ker(d) Coker(p) — Coker(y) — Coker(d)
Hier bezeichne Ker(f) den Kern des Homomorphismus f:X—Y und Coker(f) =
Y/Im(f) seinen Kokern.
Hinweis zur Konstruktion von 9. Seien K := Ker(C—D’) und K’=
Coker(B—C’). Zeigen Sie, es gibt eine surjektiven Homomophismus K—Ker(d)
und einen injektiven Homomorphismus Coker(f)—K’. Zeigen Sie weiter, es gibt




genau einen Homomorphismus d:Ker(d)—Coker(p) derart, dal die beiden
folgenden Kompositionen iibereinstimmen.
Y

K—C C—=K’
J
K—Ker()——=Coker(f)—K’

4.  Fiir je zwei Komplexe abelscher Gruppen K und L definieren wir einen Komplex

Hom(K L) indem wir fiir jedes nEZ setzen

Hom(K,L)n =X em Hom(Kk,Lk+n),
d.h. ein Element von Hom(K,L)n ist eine Familie
=K~ bnhez
von Gruppenhomomorphismen. Der Rand von f sei durch
= ol - (- n a
a(f) =40 fk (-1) fk—l a}kEZ

gegeben.
(i)  Zeigen Sie, auf diese Weise ist tatsdchlich ein Komplex definiert.
(1) Beschreiben Sie die Zyklen ZOHom(K ,L).
(i) Beschreiben Sie die Rinder B OHom(K L.
5. Zeigen Sie, der Kegel C(K) iiber einem beliebigen Komplex K ist homologisch

trivial, d.h. H(C(K)) = 0.
6. Zerfallende exakte Segenzen. Zeigen Sie, fiir eine kurze exakte Sequenz

o
0—A B b C—0

von abelschen Gruppen sind die folgenden Bedingungen dquivalent.

(1) (*) zerfallt.

(i1) Es gibt einen zu a linksinversen Homomorphismus.

(iii) Es gibt einen zu 3 rechtsinversen Homomorphismus.

(iv) Es gibt Homomorphismen a’:B—A und b’C—B mit

a’ea =id, Pef’ =id, aea’ + B’=p = id.

7.
Simplizialkomplexe
8.  Geordneter simplizialer Kettenkomplex. Sei K ein Simplizialkomplex. Ein

geordnetes g-Simplex von K ist ein (q+1)-Tupel (eO,...,eq) derart, dafy {eO,...,eq}
ein g-Simplex von K ist. Fiir jeden Simplizialkomplex K bezeichne Sq(K) die von

den geordneten g-Simplexen erzeugte freie abelsche Gruppe.
(a) Zeigen Sie, die Familie der Sq(K) bildet mit den Randhomomorphismen

. - BTy
aq.Sq(K) Sq_l(K),(eo,...,eq)a éo( 1) (eo,...,ei_l,ei+1,...,eq)

einen Kettenkomplex S(K). Dieser heiit geordneter simplizialer Kettenkomplex
von K.

(b) Sei K der Simplizialkomplex, welcher aus allen echten Teilmengen der
Dreiermenge {A,B,C} besteht (d.h. IKI ist der Rand eines Dreiecks). Bestimmen
Sie S(K) und Hl(S(K)). Andern Sie die Definition von S(K) so ab, da3 S(K) die

‘richtige” Homologie bekommt (d.h. die Homologie eines Dreiecksrandes).
(c) Setzen sie die Zuordnung K a S(K) fort zu einen Funktor

S: A — K(Ab)
von der Kategorie der Simplizialkomplexe in die Kategorie der Kettenkomplexe.




9.  Orientierter Kettenkomplex. Sei K ein abstrakter Simplizialkomplex, dessen
Eckenmenge mit einer linearen Ordnung versehen ist (d.h. einer Halbordnung =,
beziiglich welcher je zwei Ecken vergleichbar sind). Ein geordnetes Simplex

(e.,...t )
0™"q
von K heift orientiert, wenn gilt
e, <..<e€ .
0 q
(a) Zeigen Sie, die von den orientierten Simplexen erzeugte freie abelsche Gruppe
hat die Struktur eines Teilkomplexes
C(K) € S(K)
des geordneten simplizialen Kettenkomplexes (welcher orientierter simplizialer
Kettenkomplex von K heifit). Zeigen Sie weiter, diese Inklusionen definieren eine
natiirliche Transformation
A
C—=S:A—=K(Ab)
A
Funktoren auf der Kategorie der geordneten Simplizialkomplexe A mit Werten in
der Kategorie K(Ab) der Komplexe abelscher Gruppen.
(b) Fiir jedes geordnete Simplex (e ,...,eq) mit paarweise verschiedenen Ecken
setzen wir _
[eo,...,eq] := sign(o) (eOO R qu),
wobei o die Permutation bezeichne mit e o0 < < qu' Falls das geordnete
Simplex mehrfache Ecken hat, setzen wir
[e.,...e ]:=0.
0"""q
Zeigen Sie, durch
S(K) — C(K), (eO,...,eq) a [eO,...,eq],
ist eine Komplex-Abbildung definiert.
(c) Geben Sie eine Definition von C(K) an, die unabhiingig von der Wahl einer
linearen Ordnung auf der Eckenmenge ist. Zeigen Sie, die Komplex-Abbildungen
S(K) — C(K) definieren eine natiirliche Transformation
S — C:A—K(Ab)
von Funktoren auf der Kategorie der Simplizialkomplexe A mit Werten in der
Kategorie K(Ab) der Komplexe abelscher Gruppen.
(d) Setzen sie die in (a) -.c) definierten Funktoren und natiirlichen
A ~
Transformationen auf die jeweiligen Paar-Kategorien AP bzw. A fort.
Simpliziale Objekte
16.  Sei F: A°P — Ab eine simpliziale Gruppe. Zeigen Sie, F definiert einen Komplex
K(F)
mit
_ (F([n]) fiirn =0
K(F)n a { 0 sond

und den Randabbildungen



KE) —~KE)_ |.xa g()(-lﬂ'F(sL)(x)

17.  Wir betrachten die Kategorie A von 1.1.4 wie in Aufgabe 6 von 1.1.18 als
Teilkategorie von Top und fixieren einen topologischen Raum X&|Topl. Sei

—hX| . AOP s
F=h IA.A Ens, [n] aHomTOp(An,X),

die Einschriankung des kontravarianten Hom-Funktors auf hX auf die
Teilkategorie A. Beschreiben Sie den Komplex

K(<F>) =K(<h™1,>)
zur simplizialen abelschen Gruppe <F> von 1.1.18 Aufgabe 23.

2.2 Die lange exakte Homologiesequenz

2.2.1 Teilkomplexe und Faktorkomplexe
Seien K und K’ zwei Komplexe. Falls K’nQKn fiir jedes n und die Randabbildungen

von K’ die Einschriankungen der Randabbidlungen von K sind, so heifit K’

Teilkomplex von K. Es gilt dann (;ln(K’n)QK’n_1 , d.h. die Randabbildung an: Kn

%Kn induziert einen Homomorphismus

1

an: Kn/K 0 Kn-l/K 01’ cl(c)a cl(an(c)),

wobeli cl(c) die Restklasse von ¢ bezeichnet. Wir setzen

K =K /K
Dann ist das folgende Diagramm kommutativ,
d
K —1—=K
n n-1
y V
I
K —1-K
n n-1
und es gilt
n-1° an =0

fiir jedes nEZ. Letzteres bedeutet, die Familie
K= {an: Kn - Kn-l}nEZ
ist ein Komplex. Auf Grund der Kommutativitit der obigen Vierecke setzen sich die
natiirliche Abbildungen
Yy Kn—>KIl
zu einer Kettenabbildung y:K—>I_( zusammen. Ein Komplex der Gestalt K heiBt

Faktorkomplex, und y:K—>I_{ heifit wie iiblich natiirliche Abbildung. Bezeichnung:

K = K/K’.



2.2.2 Beispiele fiir Teil- und Faktorkomplexe

Sei f:K—K’ eine Kettenabbildung. Der Kern von f wird mit Ker(f) bezeichnet und ist

ein Teilkomplex von K mit
Ker(f)n = Ker(fn).

Das Bild von f wird mit Im(f) bezeichnet und ist ein Teilkomplex von K’ mit
Im(f) := Im(fn).

Auf Grund des Homomorphiesatzes fiir Gruppen ist der Faktorkomplex K/Ker(f)
isomorph zu Im(f),
Im(f) = K/Ker(f).

Eine Sequenz von Kettenabbildungen

o B
—K’ K K’—...

heift exakt an der Stelle K, wenn Im(at) = Ker(p) gilt. Sei hei3t exakt, wenn sie an allen

Stellen exakt ist. Zum Beispiel ist fiir jeden Teilkomplex LEK die kurze Sequenz
0—L—K—K/L—0

exakt. Wie im Fall von abelschen Gruppen sind alle kurzen exakten Sequenzen

isomorph zu einer Sequenz dieser Gestalt.

2.2.3 Die Halbexaktheit des Homologiefunktors
Sei
p

o

0—K’ K K”—0
eine kurze exakte Sequenz von Kettenabbildungen. Dann ist die folgende Sequenz von
Homomorphismen graduierter abelscher Gruppen ebenfalls exakt.

,, H(a) H(B) "
H(K’) H(K) H(K”).
Bemerkung. Diese Aussage ist bedeutet gerade, daf’ jedes der Sequenzen
H, (o) H, (B)
Hn(K’) Hn(K) Hn(K”).

exakt ist.
Beweis von 2.2.3. Wir haben zu zeigen, Im(H(a)) = Ker(H(f3)). Nach Voraussetzung
ist Im(a) = Ker(f3), insbesondere ist also

BOCL = O
die Nullabbildung. Da H ein Funktor ist, folgt H(3)=H(a) = 0, also
Im(a) € Ker(B).

Zum Beweis der umgekehrten Inklusion nehmen wir an, wir hitten ein Element
[c]leEKer(H(P)) gegeben. Wir haben zu zeigen, [c] liegt im Bild von H(a).Es gilt
0 =H(P)(c) = [B()]
in H(K”’). Das bedeutet, $(c) ist ein Rand,
B(c) = a7(d")
fiir eine Kette d” von K”. Nun ist nach Voraussetzung die Kettenabbildung 8 surjektiv,
d.h. es gibt eine Kette d von K mit
d” = B(d).

Nach Konstruktion gilt
B(ad) = 07=p(d) = 97(d”) = p(c)

also

B(c-ad) = 0.
Nun ist die gegebene Komplexsequenz aber exakt, d.h. es gibt eine Kette ¢’ von K’ mit
(%) a(c’) = c-ad.

Da auf der Rechte Seite eine Differenz von Zyklen steht, ist auch o(c’) ein Zyklus,
0=oda(c’)=a(d’c’).



Da a nach Voraussetzung injektiv ist, folgt d’c’ = 0, d.h. ¢’ ist ein Zyklus von K’.
Berechnen wir das Bild der zugehorigen Homologieklasse bei H(a). Nach (*) gilt
H(o[c’] = [a(c”)] = [c-a(d)] = [c].

Insbesondere liegt [c] im Bild von H(a).

QED.

Bemerkungen.

(1)  Die obige exakte Sequenz von Homologiegruppen 146t sich im allgemeinen nicht
zu einer kurzen exakten Sequenz erweitern. Um das einzusehen, kann man zum
Beispiel

K’'=K” =(2),0)
setzen, d.h. fiir K’ und K” nehmen wir den im Grad O konzentrierten Komplex,
dessen einzige von Null verschiedene Komponente Z ist. Als kurze exakte
Komplexsequenz nehmen wir die zum Abbildungskegel der identischen

Abbildung id:(Z ,0)—(Z 0) gehorige.
0—(Z 0)—C(id)—(Z,1)—0.
Die Differentiale der beiden dufleren Komplexe sind identisch Null. Der Komplex

in der Mitte ist konzentriert in den Grad O und 1 und dort isomorph zu Z. Sein
Differential im Grad 1 ist die identische Abbildung. Alle anderen Differentiale
sind ebenfalls Null.

C(@d): ..—~0—2

id
Z—0—...

Damit gilt

H(Z 0)=(Z0)

HC(1d) =0

H(Z.D)=(Z.1)
Die Sequenz

H(Z ,0)—HC(id)—H(Z,1)
ist somit nicht Teil einer kurzen exakten Sequenz.
(i)  Unser néchstes Ziel ist es, ein Mal fiir die Abweichung des Homomorphismus
H(K)—H(K”)

von der Surjektivitit zu finden (bzw. ein Mal} fiir die Abweichung von
H(K’)—H(K) von der Injektivitit). Etwas genauer, zu jedem h”€H(K”) wollen

wir ein Element
d,.h”EH(K’)

konstruieren, welches genau dann Null ist, wenn h” ein Urbild in H(K) besitzt.
Man sagt auch, d,h” ist ein Hindernis fiir die Existenz eines Urbildes von h” in

H(K). Man kann zeigen, durch diese Eigenschaft ist die Abbildung
d,: HK”)—H(K"),

die wir jetzt konstruieren werden, vollstindig charakterisiert.
2.2.4 Konstruktion des Zusammenhangshomomorphismus
Sei eine kurze exakte Sequenz
p

o
0—K’ K K”—0
von Kettenabbildungen gegeben. Betrachten wir die Homomorphismen

H (K°) o IRIVAS) —B% H _(K”)
n-1 n n

Be) =[B©)]



i) =lolea(e)]
Wir haben uns zunéchst zu liberzeugen, dal die Homomorphismen wohldefiniert sind.

Zur Korrektheit der Definition von |§ Fiir CEB'I(ZH(K”)) gilt B(C)EZH(K”), d.h. B(c)
ist ein Zyklus und [P(c)] ein wohldefiniertes Element von Hn(K”).

Zur Korrektheit der Definition von d.Fiir cEB'l(Zn(K”)) gilt B(C)EZn(K”), also
0 =(9"=p)(c) = (B=d)(c),

d.h d(c)eKer(f) = Im(a). Da o nach Voraussetzung injektiv ist, gibt es genau eine
Kette

c’::oc'l(a(c))EK’ mit a(c’) = d(c). Wir haben noch zu zeigen, ¢’ ist ein Zyklus.
Zumindest gilt

a(d’(¢c”)) = d(ac’)) = d(a(c)) = 0.
Da aber a injektiv ist, folgt 9’(c’) =0, d.h. ¢’ definiert ein Element

a(c) == [c’]
von Hn_l(K’).

Definition des Zusammenhangshomomorphismus.

0, Hn(K”)—>Hn_1(K’), [c”] a einziges Element der Menge _6([_3'1([0”]))
(mit anderen Worten, die Zuordnung hat die Gestalt [B(X)]a[oc'l(ax)]

Zur Korrektheit der Definition von d,,. Wir haben zu zeigen, die Menge 5(6'1([0”]))

besteht aus genau einem Element. Zunéchst beachten wir die durch P induziert
Abbildung

Bz (K")—Z (K"
ist surjektiv (da 3 surjektiv ist). Die Zusammensetzung mit der natiirlichen Abbildung
Z (K”)%H (K”)
n n
ist also auch surjektiv. Mit anderen Worten, |§ ist eine Surjektion. Insbesondere ist also

die Menge 5([_3'1([0”])) nicht-leer. Seien jetzt c,dEE' 1 ([¢’]) zwei Elemente. Wir haben

Zu zeigen 5(0) = 5(d).

of ko1 ce-d a  [¢"].0€H_(K”)
P B/ 1
’n a -1 2 ﬁ bh)
K plz K)——> 7 (K"
f’ a c-dc-d-e a 0e”.0

Auf jeden Fall gilt B(c) = [c”] = B(d), d.h. B(c)-f(d) = d”e” ist ein Rand von K”. Sei e
eine Kette von K mit $(e) = e”. Dann gilt
p(c-d-de) = P(c-d) - 9”P(e) =0,
d.h. c-d-de€Ker(f}) = Im(a). Sei f” eine Kette von K’ mit a(f’) = c-d-de. Dann gilt
a(0’f”) = d(a(f’)) = dc - ad - dde = ac - ad,

also 0’f’ = oz'l(ac) - oc'l(ad). Ubergang zu den Homologieklassen liefert dc=ad.



QED.
Bemerkung. Als nichstes zeigen wir, der Zusammenhangshomomorphismus ist eine
natiirliche Transformation

0, Hn(K ) — Hn—l(K )

wenn man Hn und H_ _ als Funktoren auf der Kategorie der kurzen exakten Sequenzen

n-1
von Komplexen auffaft.
Hn: 0—-K’=K—=K”—=0 a Hn(K”)

Hn—I: 0—-K’—=K—=K”—0 a Hn—l(K )
2.2.5 Funktorialitit des Zusammenhangshomomorphismus
Sei

0K -K—=K”—=0

f’ l, fl, f” 1,

0L —=L—-=L"—-0
ein kommutatives Diagramm von Kettenabbildungen, dessen Zeilen exakt sind. Dann ist
das folgende Diagramm kommutativ.

0
H (K)—*=H_ (K)
H(E),_ ) JHIP)
0
H (L) —*—H_ (L)

Beweis. Die beiden bei der Konstruktion von 4, auftretenden Abbildungen sind

natlirliche Transformationen, d.h. liefern kommutative Diagramme des obigen Typs.
Diese setzen sich zu dem gesuchten kommutativen Diagramm zusammen.
QED.

2.2.6 Die Exaktheit der langen Homologiesequenz
Sei
o B
0—K’ K: K”—0
eine kurze exakte Sequenz von Kettenabbildungen. Dann ist die zugehorige Sequenz

04 Ol B 0% Ol
Hn(K’)—eHn(K)—>Hn(K”)—eHn_I(K’)—e...
ebenfalls exakt.
Beweis. Nach 2.2.3 geniigt es, die Exaktheit an den Stellen H(K’) and H(K’’) zu
beweisen. Das fiihrt auf die nachfolgend bewiesenen vier Inklusionen.
1. Schritt. Im(9,,)CKer(a,,). Ein Element aus dem Bild von 9, hat die Gestalt

[ (8x)] mit [BOIEHK™).
Anwenden von o, liefert

o, ([ @x)]) = [9x] = 0.

2. Schritt. Ker(o, )CIm(d,,). Liege [z’]EHn(K’) im Kern von a., d.h sei
O=a,[z’] = [az’].

Mit anderen Worten, az’ soll ein Rand sein: az’ = dc mit einer Kette cEK. Es gilt
d”Pc = pPac = pPaz’ =0,
d.h. Bc definiert eine Homologieklass [BC]EHH(K”). Ihr Bild bei 9, ist



a,[Bc] = [ Lao)] = [0 (0z)] = [27],
d.h. [z’] liegt im Bild von 4.,.

3. Schritt. Im(f,,)CKer(d,,). Fiir [z]EHn(K) gilt 9, (B..([z])) = 9,.([Bz]) = [a'l(az)] =
0 (da z ein Zyklus ist).
4. Schritt. Ker(d,)CIm(B,,). Liege [z”]EHn(K”) im Kern von 4, d.h. es gibt ein c€EK
mit

2] = [Be] und [0 (90)] =0 in H__ (K").

Die zweite Bedingung bedeutet, oc'l(ac) ist ein Rand, d.h es gibt ein ¢’EK’ mit

oc'l(ac) =d’c’.
Damit ist aber
d(c-ac’)=0dc-ad’c=0,
d.h. c-ac’ definiert eine Homologiegruppe [C—ac’]EHn(K). Deren Bild bei 8, ist

Py ([c-ac’]) = [Pe - Bac] = [Be] = [27],
d.h. [z”] liegt im Bild von 3,,.
QED.

2.2.7 Quasi-Isomorphismen
Sei

0—-K —-K—=K”—=0

f’ J/ fJ/ f” J,

0—-L —-L—-=L"—=0
ein kommutatives Diagramm von Kettenabbildungen, dessen Zeilen exakt sind. Falls
zwei der drei vertikalen Kettenabbildungen einen Isomorphismus  der
Homologiegruppen induziert, so gilt dies auch fiir die dritte.

Beweis. Dies ergibt sich aus den beiden langen Homologiesequenzen zu den Zeilen den
Diagramms und dem Fiinferlemma.

QED.
2.2.8 Zerfallende Sequenzen
Sei
a p
(*) 0—A’ A A”—0

eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen. Die Sequenz heif3it zerfallend, wenn
wenn sie zu einer Sequenz der Gestalt
1 p

(**) O%A’ A’@A’ﬂ—%A’,eO
miti(a’) =(a’,0) und p(a’,a”) = a” isomorph ist (in der Kategorie der kurzen exakten
Sequenzen). Mit anderen Worten, es gebe ein kommutatives Diagramm

0— A’ A A7 =0
f&l/ fl, f”$
i p
0 — A’ A’@A” A” — 0

dessen vertikale Homomorphismen Isomorphismen sind. Zerfillt die Sequenz (*), so
existierte ein zu a linksinverse Abbildung o’ und eine zu 3 rechtsinverse Abbildung 3’
mit

aso’+B’=p =id.
(Fiir (**) gilt das trivialerweise). Durch diese Bedingung ist das Zerfallen der Sequenz
charakterisiert.
Man sagt, ein Komplex von Kettenabbildungen



0—K’—=K—=K”—0

zerfillt in jeder Dimension, wenn fiir jedes n€Z die zugehorige Sequenz abelscher

Gruppen
0—K =K —K ”—0
n n n

zerfillt. In dieser Situation ist die Beschreibung des Zusammenhangshomomorphismus
besonders einfach.

2.2.8 Komplexsequenzen die in jeder Dimension zerfallen
Sei
a p
(*) 0—K’ K K”—0
eine kurze exakte Sequenz von Kettenabbildungen, welche in jeder Dimension zerfillt.
Weiter seien fiir jedes n Homorphismen ocn’ , Bn’ gegeben mit

9

o 'eo =1d, '"'=id,a o’ +f’ =1id.
n““n Bnnﬁn n"%n b nan
Dann setzen sich die Homomorphismen
d :=a ’sd of K> =K' =K~
n n" noﬁn n n-1 (K™)

zu einer Kettenabbildung

n

d:K»—K*
zusammen. Die von d auf der Homologie induzierte Abbildung
H(d): H(K”)—H(K'T)

ist gerade der Zusammenhangshomomorphismus zu (*).
Beweis. Zeigen wir, d kommutiert mit den Randabbildungen. Es gilt
ad’d=0ad’a’df’ = daa’dp’ = a(id-B’B)op’ = ddP’ - IP’PIP” =- P’ I"PP’ = -
ap’a”

= -(aa’+B’P)IP’0” = -aa’df’d” - B’PIP’0” = add” - B’O"PR7I”

=oadd” - b’979”

=oadd”
Also gilt 3’d =dd”, d.h. d ist eine Kettenabbildung.
Fiir z°€Z(K”) gilt weiter

0,027 = [ 1op’27] = [’ ap’z"] = [dz”].
QED.

2.2.9 Zusammenhangshomomorphismus eines Abbildungskegels
Seien f:K—K eine Kettenabbildung und
p

o
0—K’ C(f) K[-1]=0
die exakte Sequenz zum  Abbildungskegel von f. Der  zugehorige

Zusammenhangshomomorphismus ist dann gerade die von f induzierte Abbildung
H(f):H(K)—H(K")

der Homologiegruppen.
Beweis. Die Sequenz zerfillt in jeder Dimension. Einen Schnitt von b kann man durch

B’(c)=(0.)
definieren und eine Retraktion von a durch
a’(c’c)=c’.

Nach 2.2.8 wird der Zusammenhangshomorphimus induziert durch die Abbildung

K—K',ca J‘C)] a \(3 g](g] = [ZCC] afe,

induziert, d.h. durch f.
QED.



2.2.10 Kriterium fiir Quasi-Isomorphie

Sei f:K—K’ eine Kettenabbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

6)) H(f):H(K)—H(K") ist ein Isomorphismus.

(i) H(Cf) =0.

Beweis. Ergibt sich aus der langen Homologiesequenz zum Abbildungskegel iiber f
und der Interpretation 2.2.9 fiir deren Zusammenhangshomomorphismus.

QED.

Bemerkung

Im nidchsten Abschnitt untersuchen wir das Analogon des Homotopie-Begriffs in der
Kategorie der Komplexe.

2.3 Kettenhomotopie

2.3.1 Homotope Kettenabbildungen
Seien f,g: K—K’ zwei Kettenabbildungen. Eine Homotopie s von f nach g ist eine
Familie

{sn:Kn—>K }

n+1'nEZ

von Homomorphismen mit

J n+1°sn + Sn—lﬂan = fn ) gn

fiir alle nEZ. Man schreibt in dieser Situation

sf~g
und sagt, f und g sind homotop. Homotopie von Kettenabbildungen ist eine
Aquivalenzrelation.
Reflexivitit:  O:f=f
Symmetrie: s:f~g=-sig~{f
Transitivitit:  s:f ~ g und t:g~h = s+t:f~h’
Die Aquivalenzklassen homotoper Abbildungen heilen Homotopieklassen. Die
Homotopieklasse von f wird mit

[f]

bezeichnet.

2.3.2 Vertriglichkeit mit der Komposition
Seien f,{":K—K und g,g’:K’—K” Kettenabbildungen mit f~f” und g~g’. Dann gilt

auch gef~g’of’.
Beweis. Seien Homotopien
sif~fundt: g~ g’

gegeben.Dann gilt

f-f> = ds+sd und g-g’ = dt+td.
Wir wenden g auf die erste Identitiit an und erhalten

gf - gf’ = gds+gsd = dgs+gsa
also

gs: gf =~ gf’.
Analog liefert die zweit Identitét
tf’: gf’ ~ g’f’.

Die Behauptung folgt damit aus der Transitivitit der Homotopierelation.
QED.

2.3.3 Die Homotopiekategorie iiber K(Ab)

Die Komplexe abelscher Gruppen bilden zusammen mit den Homotopieklassen von
Kettenabbildungen und der Komposition

ZAus 9’os+sed=f-gund 9ot +ted =g - hfolgt 9 a(s+t) + (s+t)ad = f - h.



[fl=[g] := [f=g]

eine Kategorie, welche mit K’(Ab) bezeichnet wird. Analog zur topologischen Situation
gibt es einen Funktor

[1:K(Ab) — K’(Ab),
der jeden Komplex in sich und jeden Morphismus in dessen Homotopie-Klasse
abbildet.
Eine Kettenabbildung f:K—K’, deren Homotopieklasse [f] ein Isomorphismus von
K’(Ab) ist heifst Homotopiedquivalenz. Falls ein solches f existiert, so heiflen K und K’
homotopiedquivalent. Ein Komplex K heiit kontrahiertbar, falls die identische
Kettenabbildung id:K—K homotop zur Nullabbildung 0:K—K ist.

2.3.4 Die Homologie homotoper Abbildungen
Seien f,g:K—K’ homotope Abbildungen. Dann gilt H(f) = H(g): HK)—H(K").
Beweis. Sei s: f ~ g eine Homotopie, d.h. es gelte
f-g=0s+5sd.

Fiir jedes [z]EH(K) gilt dann,

H(DH[z] - H(g)[z] = [fz] - [gz] = [dsz + sdz] = [dsz] = 0.
Die vorletzte Identitit besteht, weil z ein Zyklus ist.
QED.

2.3.5 Die Homologie einer Homotopieiquivalenz

Sei f:K—K’ eine Homotopiedquivalenz. Dann ist H(f):H(K)—H(K") ein

Isomorphismus.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine Kettenabbildung g:K’—K mit
fg ~id und gf ~id.

Durch Anwenden des Homologiefunktors erhalten wir nach 2.3.4

H(f)=H(g) = H(id) = id und H(g)=H(f) = H(id) = id.

Mit anderen Worten, H(f) ist ein Isomorphismus.

QED.

Bemerkung

Fiir kontrahierbare Komplexe K gilt also H(K) = 0 (die identische Abbildung von H(K)

ist gleich der Nullabbildung).

2.3.6 Kriterium fiir Kontrahierbarkeit

Sei K ein Komplex mit H(K)=0. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.
@) K ist kontrahierbar.
(i1) Fiir jedes n ist Zn(K) ein direkter Summand von Kn.

Beweis. Betrachten wir die exakte Sequenz graduierter abelscher Gruppen,

0—Z(K) =K B(K) — 0.
(i) = (i1)). Nach Voraussetzung ist die identische Kettenabbildung id:K—K
nullhomotop, d.h. es gilt

id=id-0=09s +sd
mit einem Homomorphismus graduierter abelscher Gruppen s:K—K[+1]. Schrinken
wir diese Identitit auf B(K) ein. Da 9 auf B(K) identisch Null ist, folgt

ldlB(K) = aosIB(K).
Mit anderen Worten, 0 besitzt einen Schnitt, d.h. die obige Sequenz zerfillt und Z(K) ist
direkter Summand von K (als graduierte abelsche Gruppe).
(i) = (i). Ist Z(K) direkter Summand von K, so besitzt die Einbettung Z(K)CK ein
Linksinverses, die obige Sequenz zerfillt, und 0 besitzt einen Schnitt

t:B(K)—K.
Insbesondere gilt
K = Z(K)®tB(K) = B(K)®tB(K).



Wir haben eine Homotopie von id nach 0 auf K zu definieren, d.h. einen
Homomorphismus graduierter Gruppen
s: K — K[+1].
Da K in eine direkte Summe zerfillt, geniigt es, s auf jeden der beiden direkten
Summanden zu definieren. Sei
_ [t auf B(K)
B {0 auf tB(K)
Auf B(K) gilt dann
des+sed = des = det =id
SchlieBlich gilt auf tB(K)
des+Sed = sed =ted = id
Man beachte, s ist auf tB(K) gleich Null, auf dem Bild von d gleich t und 9 ist auf tB(K)

invers zu t..
QED.

2.3.7 Kontrahierbarkeit des Kegels und Homotopieiquivalenz

Ist der Kegel der Kettenabbildung f:K—K’ kontrahierbar, so ist f eine Homotopie-
dquivalenz.
Beweis. Es geniigt folgende Aussagen zu beweisen.

(i) Istdie Einbettung i: K’—C(f), c’a(c’ 0), nullhomotop, so besitzt f eine rechte

Homotopieinverse h:K’—K, d.h. h=f ~ id.
(i) Ist die Projektion p: C(f)—K, (¢’ ,c)ac, nullhomotop, so besitzt f eine linke

Homotopieinverse.
Zu (1). Sei S: 1 ~ 0 eine Kettenhomotopie. Dann hat S die Gestalt

o _[&)
M= [h(c’)]
mit Abbildungen g: K’—K’ und h:K’—K. Nun gilt
C(f) = K'@K][-1]

in der Kategorie der graduierten abelschen Gruppen (nicht in der Komplexkategorie).
Die Identitdt i = 0S+Sa 146t sich also in der folgenden Gestalt schreiben.

¢’y [0 ffealc) N g(ac’) ) _(og(c)+ fh(c’) + ga(c’)
0 ) 10-9 JAh(c’) h(ac’) )~ -0h(c’)+ha(c’)
Mit anderen Worten , es gilt oh = hd und dg + gd = id - th, d.h. h ist eine rechte
Homotopieinverse von f.
Zu (i1). Sei T: p ~ 0 eine Kettenhomotopie. Dann hat T die Gestalt
T(CC ] = g(c) + h(c")
mit Abbildungen g: K—K und h:K’—K. Die Identitit p = dT+T0a 148t sich dann wie

folgt schreiben (K+ hat das Differential 97:= —BK).

) ) f ’ d "+f
c = a(T[CC ]) + T((0 _8)[CC ]) = dg(c) + oh(c’) + T( Cat: C]

= dg(c) + oh(c’) + g(-ac) + h(ac’+fc)
= oh(c’)+h(dc’) + ag(c) - g(ac) + h(f(c))
¢ =0 g(c) + dh(c’) - g(ac) + h(ac’) + h(f(c)).

Es gilt also oh = hot und 0%g+gd = hf - id. Mit anderen Worten, h ist bis auf
Homotopie linksinvers zu f.
QED.

2.3.8 Aufgaben
1. Zeigen Sie, der Kegel C(K) iiber einem beliebigen Komplex K ist kontrahierbar.



2. Beweisen Sie die Umkehrung von Aussage 2.3.7., d.h., ist die Kettenabbildung
f:K—K’ eine Homotopiedquivalenz, so ist der Kegel von f kontrahierbar.

2.4 Freie Komplexe

2.4.1 Definition

Ein Komplex (abelscher Gruppen) heif3t frei, wenn fiir jede ganze Zahl q die abelsche
Gruppe Kq frei ist.

2.4.2 Die Untergruppe der Zyklen ist ein direkter Summand
Sei K ein freier Komplex. Dann ist fiir jedes q die Untergruppe ZqK der g-Zyklen ein

direckter Summand von K .

Beweis. Die Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ist frei (sieche Anhang 1).
Insbesondere ist die Untergruppe BK € K frei. Dann zerfillt aber die folgende kurze
exakte Sequenz graduierter ablescher Gruppen.

0—Z72K —-K —BK —0,
d.h. ZK ist ein direkter Summand von K.
QED.

2.4.3 Quasi-Isomorphie und Homotopieiquivalenz

Sei f:K — K’ eine Kettenabbildung von freien Komplexen K und K’, welche einen
Isomorphismus HK — HK der Homologiegruppe induziert. Dann ist f eine
Homologiedquivalenz.

Beweis. Nach 2.3.7 geniigt es zu zeigen, der Abbildungskegel C(f) ~ 0 ist
kontrahierbar. Nach 2.3.6 geniigt es, wenn wir beweisen, es gilt HCf = 0 und ZCf ist

direkter Summand von Cf .Das erste folgt aus 2.2.10 und das zweite aus 2.4.2.
QED.

Bemerkung
Wir haben im Fall von Kettenabbildungen f:K—K’ freier Komplexe gezeigt,
f ist ein Quasi-Isomorphismus = C(f) ist kontrahierbar

N y

f ist eine Homotopie-Aquivalenz
Man beachte die durch den Abbildungspfeil beschriebenen Implikation ist trivial. Die
drei Bedingungen sind also dquivalent.

2.4.4 Kurze und elementare Komplexe

Ein Komplex heif3it kurz, wenn es ein n€Z gibt mit
Kq =0 fiir g€{n,n+1}

gibt und die Randabbildung
0 K — K injektiv
n+1 " n+l n
ist. Man sagt dann auch, K ist im wesentlichen in der Dimension n konzentriert. Der
Komplex heifit elementar, wenn aulerdem noch

K =2
n

gilt.



2.4.4 Zerlegung in kurze bzw. elementare Komplexe

Jeder freie Komplex K ist eine direkte Summe kurzer (freier) Komplexe. Ist auBerdem
noch jede der Gruppen Kq endlich erzeugt, so ist K sogar eine direkte Summe

elementarer Komplexe.

2.4.5 Aufgaben

1.

Zeigen Sie, die Untergruppe ZnK der n-Zyklen eines freien Komplexes ist ein

direkter Summand von Kn.

Ein Komplex K heif3it kurz, wenn es ein n€Z gibt sodal alle Ki mit eventueller
Ausnahme von K und K Null sind und die Randabbildung d :K —K

n n-1 n n n-l
injektiv ist. Zeigen Sie, jeder freie Komplex ist direkte Summe von kurzen
Komplexen.

Ein kurzer Komplex K heifit elementar, wenn fiir zwei nEZ die homogenen
Bestandteile Kn isomorph zu Z sind. Zeigen Sie, jeder freie Komplex, dessen

homogen Bestandteile endlich erzeugte abelsche Gruppen sind, ist direkte Summe
elementarer Komplexe.

(Zusatzaufgabe, siche auch Anhang). Eine (nicht notwendig endlich erzeugte)
abelsche Gruppe G heiBt frei, wenn sie isomorph ist zu einer direkten Summe von

Exemplaren von Z (dh. wenn sie ein iiber Z linear unabhingiges
Erzeugendensystem besitzt). Zeigen Sie, jede Untergruppe U einer freien
abelschen Gruppe G ist frei.

Hinweis: Wihlen Sie ein Erzeugendensystem {ui}i 1 Von U. Da G frei ist, kann

jedes u als (eventuell unendliches) Tupel ganzer Zahlen aufgefa3t werden. Das

Erzeugendensystern {u }. . kann man daher in gewissem Sinne als eine Matrix

i€l
(mit eventuell uberabzahlbar vielen Zeilen und/oder Spalten) betrachten.
Versuchen sie diese Matrix zu vereinfachen, indem Sie elementare Umformungen
an den Erzeugendensystemen von G und U ausfiihren.

Zeigen Sie, fiir jede abelsche Gruppe A und jedes nEZ gibt es einen kurzen
freien Komplex K mit Hn(K) =A.

Zeigen Sie, fiir jede graduierte abelsche Gruppe A gibt es einen Komplex K derart,
da H(K) und A isomorph sind als graduierte abelsche Gruppen.

Sei das folgende kommutative Diagramm abelscher Gruppen und
Gruppenhomomorphismen gegeben.

1 f0
Fl F0 F—1
‘ P 0 LRy
Gl GO G—l

Die untere Zeile des Diagramms sei exakt und die obere ein Komplex (d.h. es
gelte f f = 0). Die abelsche Gruppe F, sei frei.

0 1
Zeigen Sle, man kann einen Gruppenhomomorphismus
?, :F1 -G |

derart in das Diagramm einfiigen, daf} es kommutativ bleibt.



8.  Seien K und L Komplexe abelscher Gruppen mit Kn = Ln =0 fiirn<0und
o H K —=H D)}

eine Familie von Gruppenhomomorphismen. Ist auerdem K ein freier Komplex,
so gibt es einen Komplexmorphismus f:K—L mit Hn(f) =@

3. Die singulare Homologie
3.1 Standardsimplexe und ihre linearen Abbildungen

3.1.1 Vorbemerkung

Die Intention der Konstruktionen dieses Abschnitts besteht in der Konstruktion von
Zahlen, die Informationen iiber einen gegebenen topologischen Raum enthalten. Diese
Zahlen will man gewinnen, indem man den Raum in Dreiecke, Tetraeder, ... zerlegt und
aus den kombinatorischen Relationen zwischen den so gewonnen Einzelteilen des
Raumes Zahlen gewinnt.

Da sich eine Fldche aber auf sehr viele verschiedene Weisen in Dreiecke zerlegen la6t
(soweit es tiberhaupt eine Zerlegung gibt), entsteht die Frage, inwieweit diese Zahlen
unabhingig von der gewihlten Zerlegung sind.

Um dieses Problem zu umgehen, betrachten wir zunéchst alle moglichen Zerlegungen
simultan und bemiihen uns, alle Konstruktionen so auszufiihren, daf} sie nur von
gegebenen topologischen Raum abhéngen.

3.1.2 Die Standardsimplexe
Sei q eine nicht-negative ganze Zahl. Dann heifit die Menge

= = q+1
Aq. {x (XO,...,xq)EIR |X0

g-dimensionales Standardsimplex oder auch g-Standardsimplex.

Bemerkungen

(i)  Fiir g = 0 erhalten wir einen Punkt, fiir g=1 eine Strecke, fiir g=2 ein Dreieck und
fiir g=3 ein Tetraeder.

(i) A ist abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt.

+..+x =1und Osxisl fiir alle 1 }

(1) Die Bedingungen Osxisl kann man durch die schwicheren Forderungen OSXi

ersetzen. Das Simplex Aq ist also gerade der Durchschnitt der Hyperebene
Xot-tX, = 1

mit dem nicht-negativen Oktanten. Insbesondere ist Aq konvex, d.h. mit je zwei

Punkten liegt die ganze Verbindungsstrecke in Aq.

(iv) Die Punkte ei = (0,..0,10.,..0) mit genau einer von Null verschiedenen
Koordinate, welche gleich 1 ist, liegen in A . Sie sind die einzigen Punkte von A |
welche nicht innere Punkte einer ganz in Aq verlaufenden Strecke sind. Sie heiflen
Ecken von Aq.

IRn+l

(v)  Wir werden den R™ mit der Teilmenge des identifizieren, deren Punkte die

letzte Koordinate 0 haben und
R”:=U* R"
=U .
Auf diese Weise ist zum Beispiel der i-te Standard-Einheitsvektor e, wohldefiniert

auch ohne die Angabe, in welchem der Riume R er liegen soll.



Beweis der Behauptung von (iv). Seien p,qEAq zwei verschiedene Punkte und liege e,

im Innern der Strecke von p nach q. Dann gilt
e = tp + (1-t).q

fiir eine reelle Zahl t mit O<t<1. Vergleich der j-ten Koordinaten mit j=i liefert
0= t-pj + (l—t)-qj.

Da sowohl t als auch 1-t groBer als Null sind und die Punkte p,q im nicht-negativen
Oktanten liegen, folgt
pj = qj =0 fiir alle j=i.

Wegen p,gEA ist dann aber die einzige von Null verschiedene Koordinate dieser

Punkte gleich 1, d.h. es gilt p=q im Widerspruch zur Wahl von p und q.
Fiir Punkte aus A mit zwei von Null verschiedenen Koordinaten findet man leicht eine

ganze Strecke in A , in deren Inneren sie liegen (man vergroBere die eine Koordinate im

selben MaB, in dem man die andere verkleinere)’.
QED.

3.1.3 Lineare Abbildungen auf den Standardsimplexen
Eine Abbildung f:Aq%IRn heifit linear, wenn es eine IR-lineare Abbildung g:IRq-"1

—R"™ Abbildung gibt mit gl A =fgibt.

q
Bemerkungen

(i)  Zu je g+1 Punkten pO,...,pqEIRn gibt es genau eine lineare Abbildung f::Aq—>]Rn
mit f(ei) =P fiir alle 1, nimlich die Abbildung f mit

f(xo,...,xq) = i%)xi-pi .
Das Bild dieser Abbildung ist gerade die Menge
fla,) = {i%)xi-pi [ xqi#-o+% = 1 und O=x; fir alle i}
(dh. ein Simplex im R™). Die obige Existenzaussage 1Bt sich auch wie folgt

formulieren.
(i)  Eine lineare Abbildung auf A ist durch ihre Werte in den Ecken bereits eindeutig

bestimmt. Die Werte der Ecken kann man beliebig vorgeben. Insbesonder gibt es
zu jedem Morphismus f: [n] — [m] der Kategorie A genau eine lineare Abbildung

Af: An — Am mit Af(ei) = ef(i) firi=0,...n.
(iii) Durch die Zuordnung [n] — An ,faA ¢ ist ein Funktor
A — Top

gegeben. Er identifiziert die Kategorie A mit einer Teilkategorie von Top, deren
Objekte die Standard-Simplexe sind und deren Morphismen die linearen
Abbildungen, welche Ecken in Ecken iiberfiihren und die natiirliche Ordnung der
Ecken erhalten. Wir werden im folgenden keinen Unterschied zwischen dieser
Teilkategorie von Top und der Kategorie A machen, d.h. wir fassen A als
Teilkategorie von Top auf.

3Sind aund b positive Koordinaten von (...,a,...,b,...) so liegt (...,a-t,...,a+t,...) fiir kleine t im
positiven Quadranten.



3.1.4 Randabbildungen und Seiten der Standardsimplexe
Die j-te Randabbildung des Standardsimplex Aq ist definiert als die lineare Abbildung

— _] — C q+1
s]q eha | A CRI

) e. fiirigj

J(o ) =
© (ei) " |e. . sonst

1+1
Es ist die einzige injektive lineare Abbildung Aq—l — Aq’ die Ecken in Ecken abbildet,
die natiirliche Reihenfolge der Ecken erhilt, wobei die j-te Ecke nicht im Bild liegt.

Das Bild dieser Abbildung besteht aus allen Punkten von Aq, deren j-te Koordite Null

ist. Dieses Bild sj(Aq_l) heifit j-te Seite von Aq. Es ist die der j-ten Ecke

gegeniiberliegende Seite. Die Vereinigung aller Seiten von Aq heifft Rand von Aq und

wird mit A bezeichnet. Der Rand von A besteht aus allen Punkten, die mindestens eine

Koordinate haben, welche Null ist.
Die j-te Entartungsabbildung des Standardsimplex Aq ist definiert als die lineare

Abbildung

b _ . - g+l
Mg =" 'Aq+1 Aq (CRY™Y)
mit
) e fiir isj
T]J(el) T e.
i-1
Es ist die einzige surjektive lineare Abbildung A

fiir j<i
— A , die Ecken in Ecken abbildet,
q+l  q

die natiirliche Reihenfolge der Ecken erhilt, wobei die j-te Ecke das Bild von zwei Ecken
ist.

3.1.5 Relationen zwischen den Rand- und Entartungsabbildungen

glel = elel] fiir i <]j.
! = 1’]an+1 firi=<j.
N e fiir i
gl =5id  fiir i=j und i=j+1
J J

e fiir j+1<i
.. c o] k k -1
Fiir k<j gilt €'q+1°£q = sq+1osjq .

Beweis. Wir beschrinken uns hier auf den Beweis der ersten Identitiit. Die {ibrigen
werden im selben Stil bewiesen. Es reicht zu zeigen, das Bild der Ecke eV von Aq ist bei

beiden Abbildungen der zu beweisenden Identitét fiir jedes v dasselbe. Der Punkt e,

wird bei den Abbildungen wie folgt abgebildet.

ImFallv<i(<)): e ae ae
v v v



ImFall(i<)j-1=v: e, a €l ae .,

ImFalli<v<j-1: e ae
vV +1

QED.

Bemerkungen

(1)  Die angegebenen Relationen bilden eine vollstdndie Menge von Relationen
d.h. jede weitere Relation zwischen dein € und m ist eine Folge der hier
angegebenen.

(i) Wie in 3.1.3 (iii) vereinbart, identifizieren wir die € und m mit den zugehorigen
Abbildungen

ae bzw.e ae ae
v vV

+1 v+1

[q] = [g-1] bzw. [q+1] — [q]
(mitia j falls e(ei) = ej bzw. n(ei) = ej). Die nachfolgende Bemerkung besagt,

sie bilden ein “Erzeugendensystem” fiir die Morphismen dieser Kategorie.

(i11) Jeder Morphismus
o:[n] — [m]
der Kategorie A 146t sich auf genau eine Weise in der Gestalt
o =E€m
schreiben mit einem Epimorphismus 1 und einen Monomorphismus € , wobei €
auf genau eine Weise die Zusammensetzung von Seiten-Abbildungen ist,
ge=¢. ... ,0=i <..<1 =n
i i S 1
und 1) auf genau eine Weise die Zusammensetzung von Entartungsabbildungen,
n= njl-...'njt , Osjls...sjtsn.
Diese Zerlegung heiBt Epi-Mono-Zerlegung von o.*
(iv) Die behauptete Vollstindigkeit der obigen Relationenmenge ergibt sich aus der
Eindeutigkeit der Epi-Mono-Zerlegung.
(v)  Zur Definition eines (Ko-)Funktors

F: A — C (bzw. F:A°P — ()

reicht es, die Werte . .
F([n]), F(¢)), F))

* Falls Im(c) aus q+1 Elementen besteht, so ist
nA —=A
n q
die eindeutig bestimmte Surjektion von A, die alle Ecken identifiziert, die auch von o identifiziert

werden. Die injektive Abbildung

e A —A
q m

muf dann die i-te Ecke von A in die i-te Ecke des Bildes von o abbilden.

Zur Zerlegung in die 1|, : wie gesagt identifiziert ) gewisse Ecken. Diese Identifikationen kann man
i

v

dadurch erreichen, indem man schrittweise jeweils zwei Ecken identifiziert. Dieser Prozel3 wird

eindeutig, wenn man noch fordert, dal Ecken mit groBem Index zuerst identifiziert werden sollen.

Zur Zerlegung in €, : die Abbildung ¢ erzeugt Liicken zwischen den Ecken von A , indem sie den Index
1 q

v
gewisser Ecken erhoht. Diese Liicken kann man in mehreren Schritten erzeugen, indem man in jedem
Schritt eine Liicke der Lidnge 1 erzeugt (d.h. die Indizes um hochstens 1 erhoht). Dieser Proze$ wird
eindeutig, indem man noch fordert, dal Liicken an den zu kleinen Indizes gehorenden Stellen zuersrt
erzeugt werden sollen.
> Jede Relation zwischen den ¢ und 1) 148t sich mit Hilfe der obigen Relationen in Epi-Mono-Gestalt
bringen.



anzugeben, wobei die Relationen, die sich aus 3.1.5 ergeben, erfiillt sein miissen.
Fiir C = Ens ergibt sich daraus insbesondere eine Methode zur Konstruktion
simplizialer Mengen.

3.2 Der singulare Komplex

3.2.1 Vorbemerkung

Wir konstruieren jetzt einen Funktor

S: Top — dAb
aus der Kategorie der topologischen Riume in die Kategorie der Komplexe, welcher
jedem topologischen Raum seinen sogenannten singuldren Komplex zuordnet.

3.2.2 Definition des singuliren Komplexes

Sei X ein topologischer Raum. Ein g-dimensionales singuldres Simplex oder auch
singuldres g-Simplex von X (q=0) ist eine stetige Abbildung
A —=X.

q
Bezeichne S X die frei abelschen Gruppe, welche von den singuléren g-Simplexen von

X erzeugt wird. Ein Element von SqX heit g-dimensionale singulire Kette oder auch
singulédre g-Kette von X. Jedes Element cES X a6t sich somit auf genau eine Weise als

endliche ganzzahlige Linearkombination von g-Simplexen schreiben:

c= 2 00-0.

Eine Kette, in der nur ein Summand vorkommt, und deren einziger von Null
verschiedener Koeffizient Eins ist, werden wir mit dem entsprechenden singuldren
Simplex identifizieren.

Fiir q<0 setzen wir SqX =0.

Als nichstes definieren wir die Randoperatoren
d:SX—=8§ X
: : 4 9 q-1 : :
Da S X eine freie abelsche Gruppe ist, geniigt es aq(c) fiir jedes g-Simplex o zu

definieren. Wir setzen
0@ = 3 (Doeel).
q j=0

Dabei bezeichne €'q:A i %Aq die g-te Randabbildung des Standsimplex Aq(d.h. das

: q-1
Bild von sjq ist die Seite gegeniiber der j-ten Ecke). Nachfolgend beweisen wir jetzt, daf3
die S X zusammen mit den eben definierten Abbildungen aq einen Komplex bilden.

Dieser Komplex heif3t singuldrer Komplex von X und wird mit SX bezeichnet.

3.2.3 Die Komplexeigenschaft von S(X)
Die Gruppenhomomorphismen

d d 0 J.
A o xdhgx 1.9 x4
q+1 q g-1
bilden einen Komplex SX,dhes giltd 9 =0 fiir jedes gEZ.

q-1'q
Beweis. Fiir jedes singulidre g-Simplex o gilt



000 = (S (-1Y-oee)) = 3 (-1Y-d(0se)
] J
=3 DS (-DK-ooelok
j k
=> (-l)j+k-0°8jc-8k + > (-l)j+k'0°8josk
j=k Pk

Auf die zweite Summe wenden wir 3.1.5 an und fiihren eine Indexverschiebung durch.
Im Ergebnis erhalten wir

d00 = 3 (1Y HKoeeloek . 3 (1K Goekeel = 0.
J=k j=k
QED.

3.2.4 Die Abbildung der Ketten zu einer stetigen Abbildung
Sei f:X—Y eine stetige Abbildung topologischer Rdume. Fiir jedes singulédre g-Simplex
oA =X
q
von X ist dann die Zusammensetztung f=0: Aq—>Y ein singuléres g-Simplex von Y.

Durch lineare Fortsetzung auf die Ketten erhalten wir fiir jedes q einen
Gruppenhomorphismus
Sf:SX—=SY.

Die Familie der S f bezeichnen wir mit Sf. Wir werden gleich sehen, daf} die Sqf eine

Kettenabbildung bilden.

3.2.5 Der Komplex-Morphismus Sf zu einer stetigen Abbildung f
Sei f:X—Y eine stetige Abbildung. Die zugehorige Folge St = {Sqf}q c7 ist dann mit

den Randabbildungen der Komplex SX und SY vertriglich,

d oS f=S _feo0 ,
o q q ql ¢q
d.h. Sf: SX — SY ist ein Komplex-Morphismus.
Beweis. Fiir jedes g-Simplex gilt

3o f(0) = a(fe0)= § (Difocee) )
q i=0 q
_ i(Gog)
=S40 _§0<-1>1 (coe)

=8, N(@)
QED.

3.2.6 Die Funktorialitit von S

Die oben definierte Abbildung S fiir topologische Rdume und stetige Abbildungen ist
ein Funktor

S: Top — dAD.
Mit anderen Worten, fiir stetige Abbildungen id:X—X, f:X—Y und g:Y—Z gilt S(id) =

id und S(feg) = S(f)=S(g).
Beweis. Das folgt unmittelbar aus den Definitionen.
QED.



3.2.7 Verallgemeinerung auf den Fall von Paaren
Die oben angegebene Konstruktion 148t sich auf den Fall von Paaren verallgemeinern.

Ist
X.A)
ein Paar von topologischen Rdumen und bezeichnet
i A—=X

die natiirliche Einbettung, so ist die durch i induzierte Abbildung

Si: SA — SX
injektiv. Man kann also SA als Teilkomplex von SX auffassen. Der Faktorkomplex

S(X,A) := Koker(i) := SX/SA

heiflt (relativer) singuldrer Komplex des Paares (X,A). Bezeichnet j: SX—S(X,A) die
natiirliche Abbildung, so erhalten wir eine kurze exakte Sequenz von Kettenabbildungen

0—SA— > SX—3 > S(X.A) 0.

Diese Sequenz zerfillt in jedem Grad,
SqX = SqA@S q(X’A)’

denn die Menge der singuldren Simplexeo: A —X von X 1d6t sich in zwei Teilmengen

zerlegen: in solche, welche sogar Simplexe von A sind, und solche, die es nicht sind. Die
erste Menge ist aber gerade ein freies Erzeugendensystem von SA. Nach Konstruktion
gilt

S(X, D) = SX.
Eine Abbildung von Paaren f:(X,A)—(Y,B) induziert ein kommutatives Diagramm mit

exakten Zeilen
0— SA — SX—=SXA) —0

S@OL Sfl St ,
0— SB — SY — S(YB)—0

wobei Sf die auf Grund des Homomorphiesatzes eindeutig bestimmte Abbilung

Sf: S(X,A) = S(Y,B), = c;oa Zc_foo,

ist. Die oben bewiesene Funktoreigenschaft von S iibertrdgt sich auf den Fall von
Paaren. Genaugenommen ist S ein Funktor von der Kategorie der Paare topologischer
Ridume mit Werten in der Kategorie der kurzen exakten Sequenzen von
Kettenabbildungen.

3.3 Die singulédre Homologie

3.3.1 Die singuliren Homologiegruppen eines topologischen Raumes

Sei X ein topologischer Raum. Die n-te singulidre Homologiegruppe von X ist definiert
als n-te Homologiegruppe des singuldren Komplexes SX. Bezeichnung:
Hn(X) = Hn(SX).

Sei (X,A) ein Paar topologischer Rdume. Die n-te singulire Homologiegruppe von
(X,A) ist definiert als die n-te Homologiegruppe des relativen singuldren Komplexes

S(X,A). Bezeichnung:
H (X.A):=H_(S(X.A)).

Wir werden weiterhin folgende Bezeichnungen fiir die entsprechenden graduierten
Gruppen benutzen.

HX := HSX
H(X.A) :=HS(X,A)
Die Gruppen H(X,A) bzw. ihre homogenen Bestandteile heilen auch relative
Homologiegruppen im Unterschied zu den absoluten Homologiegruppen HX. Eine




Kette zESX heiit Zyklus modulo eines Unterraumes A, wenn dz&ESA gilt und Rand
modulo A, wenn z = dx + u gilt mit X€SX und uESA. Die relative Homologiegruppe

H"(X,A) kann man dann identifizierem mit der Faktorgruppe
HY(X,A) = {n-Zyklen mod A}/{n-Rénder mod A}.

3.3.2 Funktorialitiit

Fiir jede Abbildung von Paaren f:(X,A)—(Y ,B) induziert die Abbilung Sf:S(X,A)—(Y ,B)
einen Homomorphismus graduierter Gruppen

f,, = Hf: HX,A)—H(Y B), X c;0 2 z co-fo() .
Die singuldr Homologie definiert damit einen Funktor

2) S H
H: Top K(A) —— GAb.

3.3.3 Homologiesequenz eines Paares bzw. eines Tripels
Sei (X,A) ein Paar topologischer Rdume. Der Zusammenhangshomomorphismus zur
kurzen exakten Sequenz ' '
i
0—>SA———>SX—I—>S(X,A)—0
heiflit auch Zusammenhangshomomorphismus des Paares (X,A) und die zugehorige
lange Homologiesequenz

ad i j 0 i
- Hq(A)—*>Hq(X)J—*>Hq(X,A)—*>Hq_1(A)é*...
heiflit Homologiesequenz des Paares (X,A). Fiir jede (stetige) Abbildung
£(X,A) —(Y.B)

von Paaren topologischer Rdume hat man ein kommutatives Diagramm mit exakten
Zeilen

- H (A) - H X)) - HXA) - H (A —
G ¢ Y g1

fl) 4l £, .l U,
—- H (B) - H(Y) - H(YB) - H ,(B) —
q( ) q( ) q( B) q_1( )

wobei die Zeilen gerade die Homologiesequenzen der Paare (X,A) bzw. (Y ,B) sind.
Sei jetzt ein Tripel (X,AB) gegeben. Die Inklusionen BCACX induzieren dann
Inklusionen von Teilkomplexen
SB C SA C SX
und damit eine kurze exakte Sequenz von Kettenabbildungen
0 — SA/SB — SX/SB — SX/SA — 0

I I I
S(AB) S(X,B) S(X,A)

Die zugehorige lange Homologiesequenz

a* a*
H (AB)=H (XB)=H XAr——H_ (AB)=>..

heiit Homologiesequenz des Tripels (X,AB). In Fall B=& ist das gerade die
Homologiesequenz des Paares (X,A).

3.3.4 Homologie mit Koeffizienten in einer abelschen Gruppe

Seien X ein topologischer Raum und A eine beliebige abelsche Gruppe. Dann heif3t der
Komplex
SX,A) = S(X)®ZA

singuldrer Kettenkomplex von X mit Koeffizienten in A und seine Homologie



H (X,A)=H (S(X,A
q( ) q(( )

heiflt ¢-Homologie von X mit Koeffizienten in A. Fiir jedes topologische Paar (X, Y)
heif3t
S(X,Y,A) :=SXA)/SX)Y)
singulédrer Kettenkomplex des Paares (X,Y) mit Koeffizienten in A und seine Homologie
Hq(X, Y,A)= Hq(S(X,Y, A))

heift singuldre Homologie von (X,Y) mit Koeffizienten in A.
Analog definiert man die simplizialen Kettenkomplexe und deren Homologie mit
Koeffizienen in A:

S(K, A) = S(K)®ZA

CK,A):= C(K)@ZA
Hq(K, A) = Hq(S(K, A))

fiir jeden Simplizialkomplex K und
S(K, L, A) :=S(K,A)/SL,Y)
CK,L,A) =CK,A)/CL,Y)
Hq(K, L,A)= Hq(S(K, L,A))

fiir jedes simpliale Paar (K, L).

Bemerkungen

(i) Die Kettenkomplexe mit Koeffizienten in A unterscheiden sich von denen bisher
betrachteten nur dadurch, daf} die Ketten formale Linearkombination

2 &
i
von Simplexen o, sind, deren Koeffizienten g statt in Z in einer beliebigen

abelschen Gruppe A liegen konnen.

(i) In der allgemeinen Situation bestehen dieselben kurzen exakten Komplex-
Sequenzen und deren zugehorige lange Homologie-Sequenzen.

(iii)) Wir werden hier in den Bezeichnungen die Angabe der Koeffizientengruppe A oft
unterdriicken, obwohl die bewiesenen Aussagen meist fiir allgemeine A gelten.
Von besonderer Bedeutung ist fiir uns der Fall, daf}

A=K

ein Korper ist. Im Fall kompakter Polyeder sind dann alle Homologie-Gruppen
endlich-dimensionale Vektorrdume.

(iv) Philosopie:, in vielen Fillen gilt

Hq(X Y,A) = Hq(X’Y)®ZA

Eine Formel, die die Homologie mit Koeffizienten aus A mit Hilfe der
ganzzahligen Homologie bestimmt, heif3t Formel fiir universelle Koeffizienten.

Wie wir wissen ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe von der Gestalt
H=® Zi mit Zi = Z/niZ

Fiir das Tensorprodukt mit dem zweielementigen Korper K = TF ) erhalten wir

zum Beispiel

K falls 2Ini
H

®Z 0 sonst

Nach der obigen Formel ignoriert die Homologie mit Koeffizienten aus K einfach
alle direkten Summanden ungerader Ordnung der gewohnlichen Homologie und
vergifit die Ordnung der iibrigen direkten Summanden. Fiir andere Korper K ist
die Situation dhnlich.

K=® (Z®,K) mit Z®K = {



Die genaue Formel fiir universelle Koeffizienten ist komplizierter und wird durch
eine kurze exakte Sequenz beschrieben, in welche auch die (q-1)-te Homologie
eingeht.

3.3.5 Aufgaben

Die Homologie freier Komplexe

1.  Zeigen Sie, fiir jedes topologische Paar (X,A) zerfillt die zugehorige exakte
Sequenz
0—SA—=SX—S(X,A)—0
als Sequenz von graduieren abelschen Gruppen.

Simpliziale Homologie

2. Definieren Sie einen Simplizialkomplex K, dessen geometrische Realisierung
homdomorph zu einem Torus ist. Berechnen Sie die erste orientierte simpliziale
Homologie von K, d h. Hl(C(K)), und die erste geordnete simpliziale Homologie

von K, d.h. HI(S(K)).

3. (a) Seien K ein (abstrakter) Simplizialkomplex und p ein Element, welches in der
Menge der Ecken von K nicht vorkommt. Zeigen Sie, es gibt einen kleinsten
Simplizialkomplex, der alle Mengen der Gestalt

{p}Uo mit c€K
als Simplexe enthilt. Dieser Simplizialkomplex heifit Kegel iiber K mit der Spitze
p und wird mit p*K bezeichnet.

(b) Zeigen Sie, die Komplexe S(p*K), C(p*K) der geordneten bzw. orientierten
Ketten tiber p*K sind kontrahierbar. (Hinweis: betrachten sie die Abbildung,
welche jedem Simplex mit den Ecken pO,...,pq das Simplex mit den Ecken p, Py

,....p zuordnet).
Pq )

(c) Bezeichne A den Simplizialkomplex, welcher aus der Menge aller Teilmengen
von {0, 1, ..., q} besteht. Zeigen Sie fiir die geordnete bzw. die orientierte

Homologie von Zq gilt

k™ q k 0 sonst

4.  Eulerzahl eines endlichen Polyeders. Sei K ein endliches Polyeder und bezeiche
nq(K) die Anzahl der g-dimensionalen Simplexe von K. Dann heif3t

H SA =H CZq:{Zfﬁrkzo

SE!
x(K):= 3 (-D7n (K)
q=0 §
Eulerzahl von K. Bezeichne F einen Korper. Driicken sie die Eulerzahl von K mit
Hilfe der Dimensionen der endlich-dimensionalen Vektorrdume Hq(K, F) aus.

3.4 Spezialfille

3.4.1 Homologie des einpunktigen Raumes

Sei P = {p} der einpunktige Topologische Raum. Fiir jedes q=0 besitzt P genau ein
singuldres Simplex
T :A —P.
q g



Die j-te Seite von rq ist fiir jedes j gleich t

q-1’

T oeJ =T .
q q-1

Da ‘Cq gerade g+1 Seiten hat folgt

T fiir g gerade
o :{ g1 firae
q

0  fiir q ungerade

Der Kettenkomplex SP hat damit bis auf Isomorphie die Gestalt

0 id 0 id 0 0
SP: .. z z Z z z 0
wobei in den negativen Dimensionen alle Gruppen Null sind. Damit erhalten wir
Z fiir g=0
H =
q({p}) 0 sonst

Genauer gilt HO({p}) = Z'ro.

3.4.2 Reduzierte Homologie
Sei X ein topologischer Raum. Die konstante Abbildung

Y= X =P = {p}

in den einpunktigen topologischen Raum induziert dann einen Homomorphismus

Hy: HX — HP,

welche Augmentation von X heif3t. Der Kern der Augmentation heil3t reduzierte
Homologie von X und wird mit

H X :=Ker(H (y):H X—H P).
q (q(v) q q)

Bemerkungen

@
(i)

(111)

Offensichtlich gilt H X =H X fiir q=0.
Die reduzierte Homo?ogie de(:]finiert einen Funktor
ﬁq:(nicht—leere topologische Rdume) — Ab.

Ist ndmlich f:X—Y eine stetige Abbildung, so gilt

YY°f _ YX
also H(yY)c-H(f) = H(yX). Insbesonder bildet H(f) den Kern von H(YX) in den
Kern von H(yY) ab, d.h. wir haben einen Homomorphismus

Hf:HX—-HY.
q q q
Da sich H f funktoriell verhilt, gilt dasselbe auch fiir ﬁqf . Die natiirlichen
Inklusionen
H XCH X

q q
setzen sich zu einer natiirliche Transformation zusammen. H _ist ein Beispiel fiir
einen Teilfunktor (des Funktors Hq). a
Ist X nicht-leer, so gibt es mindestens eine Abbildung i: P—X. Ihre
Zusammensetzung mit yX liefert

yXei = id.



Damit gilt aber auch H(YX)oH(i) = id. Mit anderen Worten, die exakte Sequenz
graduierter abelscher Gruppe

0 — H(X) = H(X) = H(P) = 0
zerfillt. Insbesonder gilt

H (X) = HO(P)@ﬁOX = Z@ﬁox
In der Dimension Null unterscheiden sich die reduzierten und die gewohnliche

Homologie um den direkten Summanden Z.
(tv) Fiir jede Einbettung P—X in einen nich-leeren topologischen Raum X haben wir
eine exakte Sequenz

O%HO(P) — HO(X) — ﬁO(X) —0
Vergleich mit der Homologiesequenz des Paares (X,P),
—>H0(P) — HO(X) — HO(X,P) — 0,

liefert HO(X) = HO(X,P).

3.4.3 Reduzierte Homologiesequenz eines Paares
Sei (X,A) ein topologisches Paar mit A=CJ. Dann hat eine lange exakte Sequenz

Oy = e & Jx Oy = Ly
A (A——H 0——H XA——H0_ (a)——..

welche reduzierte Homologiesequenz des Paares (X,A) heift. Dabei sind i, und j,, die

Einschriankungen der analogen Abbildungen der gewohnlichen Homologiesequenz von
XA).
Beweis. Wir wihlen eine Inklusion i:P—A und fassen diese als Abbildung von Paaren
i:(P,p) = (X,A)
auf. Betrachten wir die zugehorige Abbildung der langen Homologiesequenzen.
— Hq(P) — Hq(P) — Hq(P,P) — Hq—l(A) —

fl ) £, .l U,
Hq( ) Hq(X) Hq(X,A) Hq_l( )

Die Augmentation von X liefert induziert eine Paarabbildung

V:(X,A) = (P.P)
welche linksinvers zur Einbettung i:(P,P) — (X,A) ist. Die durch y induzierte Abbildung
zwischen den obigen Homologiesequenzen besteht aus einer Familie von linksinversen
Abbildungen zu den vertikalen Abbildung des obigen Diagramms. Die obere Zeile des
Diagramms kann man deshalb mit einem direkten Summanden der unteren Zeile
identifizieren. LaBt man diesen direkten Summand weg, so bleibt eine exakte Sequenz
tibrig. Diese ist gerade die exakte Sequenz der Behauptung.
QED.

3.4.4 Die Augmentation auf den Niveau der Kettenabbildungen
Sei X ein topologischer Raum. Dann heif3t die Kettenabbildung
N=nx:SX - (2),
welche jedes 0-Simplex in die 1E€Z {iberfiihrt, ebenfalls Augmentation von X.
Mit Augmentation bezeichnet man also sowohl eine Abbildung von Homologiegruppen

(34.3) als auch, wie eben definiert, eine Kettenbildung. Beschreiben wir den
Zusammenhang zwischen den beiden eingefiihrten Augmentationsbegriffen.



Bezeichne y wie oben die konstante Abbildung auf dem Raum X,

v: X —=P={p},

so gilt

(%) = =nPas(): SX = SP = (2,0),

Denn ein 0-Simplex o von X wird bei der Komposition wie folgt abgebildet.
cayeocal.

Wie wir oben gesehen haben, wird die O-te Homologie von P vom einzigen 0-Simplex
von P erzeugt und ist isomorph zu Z. Insbesondere induziert nP einen Isomorphismus
HM®) : H(P) — H(P).

Bis auf die durch H(nP ) gegebene Isomorphie ist also die Augmentation H(y) auf der
X

Ebene der Homologiegruppen gerade die Homologie der Augmentation " auf der

Ebenen der Komplexe.

Wegen (*) folgt weiter

Ker H(nX) =° Ker H(y).

Insbesondere kann man sowohl nX

Homologie nehmen.
p

also auch y zur Definition der reduzierten

Man beachte, " :SX — (£ 0) ist eine Homotopiedquivalenz (nach Satz 2.4.3).

3.4.5 Die Homologie der konvexen Teilmengen des affinen Raumes

Sei X eine nicht-leere konvexe Teilmenge des IR™. Dann ist die Augmentation
Nn:SX —(2)0)
eine Homotopiedquivalenz. Insbesondere ist die reduzierte Homologie von X trivial,
HX =0.
Beweis. Die Technik, mit deren Hilfe wir diesen Satz beweisen werden, nennt man auch
Kegelkonstruktion.Sei PEX ein Punkt. Fiir jedes g-Simplex oq:Aq%X von X

definieren wir auf folgende Weise ein (q+1)-Simplex (P'Oq)Z A 4 —X (den Kegel

q+1
tiber Oq mit der Spitze P).
P fiir XO=1
X X
Po x .,...x = 1 +1, ..
( q)( 0 q+1) XOP+(1_XO)Gq(WW,1?_XO) fiir xo;él

Auf diese Weise erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus

P=P :S X—=S X,oaPo.
qa q q+1

Berechnen wir den Rand des Simplex P-Gq. Es gilt

. [=] 1 = .
P Oq) € (XO,...,xq) P Oq)(xo,...,xi_1 ’O’Xi""’xq)'
Fiir i=0 ist das gerade O'q,

(1) (P-oq)oso =0,

Fiir g>0 und i>0 gilt
X1 xi 1 xi Xq
X P+ (1-x )0 (77—, __ (e
0 Oqlxo IXO 1x0 lxo

% Genauer: der Isomorphismus H(nP) identifiziert diese beiden Kerne.



X X

i-1,,_1 q
=x.P+ (1-x )(0_oe" ) (=)
0 0" q 1 X0 1 X0
also ' '
(2) (P-oq)oel = (P-(oqoel'l) fiir i > 0 und g>0.
SchlieBlich erhalten wir fiir =0 und i=1 die konstant auf P abbildende Zuordnung (von

N
0 Variablen). Bezeichnet P die Kettenabbildung’

(20)— SX,Z=mamP,
so konnen wir letzteres auch durch die folgenden Identitit ausdriicken®.
A
3) (P-pee! = (Pn)(o,).
Zusammen mit (2) und (3) erhalten wir durch Bilden der alternierenden Summen
d °P =id-P =0 firq>0
q -1 q

q+1 q-1
d.h.

J oP +P 20 =id firg>0

g+l "q q-1 q a
und

‘ N
810P0=1d— (P-:nr])0 fiirq=0.
M

Man beachte, fiir g > 0 ist (P on)q = 0. Die Familie der Pq definiert also eine Homotopie

A
id ~ P1). Die umgekehrte Komposition ist offensichtlich
A
n=P =id.
QED.
Bemerkung

Wir haben fiir jeden Punkt pEX einer konvexen Teilmenge X des R™ Gruppen-
Homomorphismen
p: Sq(X) — Sq+1(X), oaoo,

konstruiert, die jedem Simplex o von X den “Kegel p-o iliber o mit der Spitz p”
zuordnen. Und wir haben gezeigt, diese Abbildungen p setzen sich zu einer Homotopie
zusammen
A
dep+ped=1d - pem,

3
wenn N:S(X) — (£ 0) die Augmenation und p den Komplex-Morphismus

" Dabei soll hier P sowohl den Punkt als auch das 0-Simplex AOQX mit dem einzigen Bildpunkt P

bezeichnen. Das formale Produkt m-P steht hier fiir das m-fache dieses Simplex, d.h. fiir ein Element
von SO(X).

8 P'OO ist ein 1-Simplex mit dem einpunktigen Bild {P}. Desssen erster Rand (P-Go)o sl ist damit

N
gerade das 0-Simplex P, d.h. das Bild bei P eines beliebigen 0-Simplex.



A

p: (Z20) = S(X)
bezeichnet. Zur spiteren Verwendung weisen wir hier noch auf zwei Eigenschaften
dieser Konstruktion hin.
(1)  Vertréglichkeit mit linearen Abbildungen. Fiir jedes singulidre Simplex

A — RD
q

jeden Punkt pERR™ und jede lineare Abbildung f: R™ — R™ gilt

SH(p-v) = f(p)(f=1) = f(p)-S(H(V).
(i)) Die Ecken des Kegels mit der Spitzt p. Fiir jedes lineare Simplex

A — RD
q

mit den Ecken pO,...,pq ist
e - n
pT: 'Aq+1 —- R

ein lineares Simplex mit den Ecken p, pO,...,pq .

3.4.6 Der Zusammenhangshomomorphismus einer Teilmenge des affinen
Raumes

Fiir jede nicht-leere Teilmenge YCRR" ist der Zusammenhangshomomorphismus

: Ny
| | 0, Hq(IR YY) Hq- 1(Y)
ein Isomorphismus.

Beweis. Da R" konvex ist, gilt

HEREM =0
(nach 3.4.5). Die Behauptung ergibt sich damit aus der reduzierten Homologiesequenz
des Paares (R™,Y).
QED.

3.4.7 Linear zusammenhéingende Riume

Ein topologischer Raum X heif3t linear zusammenhéngend oder auch wegeweise zusam-
menhiingend, wenn sich je zwei Punkte von X durch einen Weg verbinden lassen.
Genauer, fiir je zwei Punkte p,qEX gibt es eine stetige Abbildung
w:[0,1] =X

auf dem Einheitintervall mit Werten in X derart, dal w(0) = p und (1) = q gilt.
Ist X ein beliebiger topologischer Raum. Betrachten wir die Relation R auf X mit

xRy <> x und y konnen durch eine Weg von X verbunden werden.
Dies ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf der Menge X. Die Aquivalenzklassen
bzglich dieser Aquivalenzrelation hei3en lineare Komponenten von X oder auch einfach
Komponenten von X. Nach Definition sind die Komponenten maximale linear
zusammenhingende Unterrdume von X. Jeder topologische Raum zerfillt somit in
paarweise disjunkte zusammenhingende Unterraume.

3.4.8 Die Homologie linear zusammenhiingender Riume
Sei X ein nicht-leerer linear zusammenhédngender topologischer Raum. Dann induziert
die Augmentation 1: SX — (£ ,0) einen Isomorphismus
HO(n): HOX — HO(Z,O) =2.
Beweis. Sei pEX ein fest gewihlter Punkt. Wir betrachten die Kettenabbildung



A
p: (2,0)— SX,ma mp.
Fiir die Zusammensetzung mit der Augmentation erhalten wir

l'n.. .
(1) nep =id.
Fiir jedes 0-Simplex %’ AO%X fixieren wir ein 1-Simplex
A — i og) = ogl =
7i( 00).A1 X mit 7t( 00) g = 00 und n(oo) € = p.

Die Angabe eines solche 1-Simplex ist im wesentlichen dasselbe wie die Angabe eines

Weges vom einzigen Punkt von O Zum Punkt p. Ein solches 1-Simplex existiert, weil X

nach Voraussetzung linear zusammenhinged sein soll. Nach Konstruktion gilt
3
d(7( 6)) = 0 -p=(id - pen)( )
fiir alle O-Simplexe 00, d.h.es 1st
A
det=1d - pem
A
im Grade 0. Das bedeutet aber , auf der O-ten Homologie induziert p =1 die identische
Abbildung: fiir 0-Zyklen z gilt
3 A
H, (p)eH, [z = [p=(2)] = [2 - d((z))] = [2],
d.h.

A
2) H, (p)=H, () = id.

Zusammen bedeuten (1) und (2), daB n: SX — (£,0) auf der O-ten Homologie einen

Isomorphismus induziert.
QED.

3.4.9 Die 0-te Homologie und lineare Komponenten

Seien X ein beliebiger topologischer Raum und

X hnen

die Familie der linearen Komponenten von X. Weiter seien ACX ein Unterraum und

Ak = AﬂX)\.

Dann induzieren die Inklusionen ik: (XK’AK) C (X,A) eine Zerlegung in eine direkte

Summe

Dren>Ey i) = 5&XA)

und folglich auch eine Zerlegung
XEAH(X A ) H(X,A).

Insbesondere ist HO(X) isomorph zur frelen abelschen Gruppe, die von den linearen

Komponenten von X erzeugt wird.
Beweis. Betrachten wir die Kettenabbildung

(*) S(X,) = S(X), (c,) > cy
)\EA A A )»EA = A
Fiir unterschiedliche A liegen die Simplexe, welche in der Kette ¢, vorkommen, in

A
unterschiedliche Rdumen und sind deshalb paarweise verschieden. Die Summe



>c
AEA
ist deshalb nur dann gleich Null, wenn jedes ¢

A

2 Null ist. Mit anderen Worten, die obige
Kettenabbildung ist injectiv. Zeigen wir, sie ist auch surjektiv. Dazu geniigt es, wenn wir
zeigen, jedes Simplex von 0:A  — X liegt im Bild dieser Abbildung. Nun ist A linear

zusammenhéngend: je zwei Punkte lassen sich sogar durch eine Strecke verbinden. Das
Bild von o ist deshalb auch linear zusammenhingend: je zwei Punkte lassen sich durch
das Bild einer Strecke verbinden. Somit liegt das Bild ganz in einer linearen
Komponente von X, d.h. es gibt ein A mit O(Aq)ng' Dann ist aber o ein Simplex von

X}\ und liegt im Bild der obigen Kettenabbildung. Wir haben gezeigt, die Abbildung (*)

ist ein Isomorphismus von Kettenkomplexen. Durch Einschrinken erhalten wir einen
Isomorphismus

S(AX) — S(A), (CX)XEA a > Cy -

*) @®
AEA AEA

und durch Faktorisieren einen Isomorphismus
®7\E AS(XK)/S(AX) — S(A)/S(X).

Letzterer ist gerade der gesuchte Isomorphismus @ S(XX,A)\) = S(X,A).
QED.

AEA

3.4.10 Die 0-te Homologie des diskreten Raumes
Fiir den diskreten topologischen Raum X gilt

HyX) =@, o 2-
Beweis. Die linearen Komponenten von X ist gerade die einpunktigen Teilmengen. Die

nullte Homologie dieser Teilmengen ist gerade Z. Die Behauptung folgt damit aus
3409.
QED.

3.4.11 Umgebungsretrakte

Seien X ein topologischer Raum, A ein Unteraum und
A—X

die natiirliche Einbettung. Der Unterraum A heif3t Retrakt von X, wenn es eine stetige
Abbildung r:X—A gibt mit rei = id. Die Abbildung r hei3t dann Retraktion. Ein
Unterraum A eines topologischen Raumes X heiflt Umgebungsretrakt, wenn es eine
offene Umgebung U von A in X derart gibt, da3 A ein Retrakt von U ist.
Beispiele
1. Jeder Punkt von X ist ein Retrakt von X.
2. Sind X und Y topologische Rdume und pEX, so ist {p}xY ein Retrakt von XxY.

Als Retraktion kann man folgende Abbildung verwenden.

XxY = {p}xY, (x;y) a (p.y).

3. Jeder Retrakt ist ein Umgebungsretrakt. Die Umkehrung ist falsch. Wenn X zum
Beispiel das Einheitsinterval ist und A aus dessen beiden Endpunkten besteht, so
ist A ein Umgebungsretrakt von X, jedoch kein Retrakt (weil X linear
zusammenhingend ist, A jedoch nicht).

Bemerkung

Spiter befassen wir uns mit Umgebungsretrakten. Hier beweisen wir nur ein einfaches

Ergebnis iiber Retrakte.




3.4.12 Die Zerlegung der Homologie mit Hilfe von Retraktionen
Seien X ein topologischer Raum, A ein Teilraum, i:A—X die natiirliche Einbettung und
rX—A
eine Retraktion. Dann ist der Homomorphismus
H(X) — H(A)®H(X,A), [z] a ([S(1)z, [z])
ein [somorphismus.
Beweis. Betrachten wir die kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

I, ]
0—SA SX S(X,A) = 0.

Die Existenz der Retraktion r hat zur Folge, daB i, ein Linksinverses besitzt: mit rei = id

gilt r ei, = id. Damit zerfdllt aber die Sequenz, und zwar sogar als Sequenz von

Kettenkomplexen (nicht nur als Sequenz von graduierten abelschen Gruppen). Es es
besteht also eine Isomorphie von Komplexen

) SX = SAGS(X,A).

Ubergang zur Homologie liefert die Behauptung.

QED.

3.4.13 Die Homologiesequenz eines Retrakts

Seien X ein topologischer Raum und A ein Retrakt von X. Dann zerfillt die Homologie-
sequenz des Paares (X,A) in lauter kurze exakte Sequenzen

d,=0 1
02T A g X—2% Ly (X,A) 0
q q q

Beweis. Nach 3.4.12 erhdlt man eine kurze exakte Sequenz, wenn man die
Zusammenhangshomomorphismen an den dufleren Enden durch die Nullabbildung
ersetzt. Weil die Homologiesequenz von (X,A) exakt ist, miissen dann aber die
Zusammenhangshomomorphismen Null sein.

QED.

9,=0

3.5 Homotopieinvarianz

3.5.1 Wiederholung

Zwei stetige Abbildungen f,g: X—Y heillen homotop, wenn es eine stetige Familie von
Abbildungen

Ft : X—=Y, t€l:=[0,1]
gilt mit FO =fund F1 = g. Eine Familei F i X—Y mit t&l heil3t stetig, wenn die
Abbildung

XxI—=Y ,(xpa Ft(x),
stetig ist.

3.5.2 Formulierung des Satzes iiber die Homotopieinvarianz

Seien f,g: X — Y homotope Abbildungen topologischer Rdume. Dann sind die
zugehorigen Abbildungen der singuldren Kettenkomplexe
Sf, Sg: SX — SY
(ketten-)homotop.
Bemerkung. Bevor wir den Satz beweisen, geben wir einige Folgerungen an.

3.5.3 Folgerung: die Homologie homotoper Abbildungen
Seien f,g: X — Y homotope Abbildungen. Dann sind die auf der Homologie induzierten
Abbildungen gleich:

H(f) = H(g): HX — HY.



Beweis. Kettenhomotope Abbildunge induzieren dieselben Abbildungen auf der

Homologie.
QED.

3.5.4 Folgerung: die Homologie homotoper Riume

Mit (X,A) ~ (Y ,B) gilt H(X,A) = H(X,B).
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es stetige Abbildungen

' f:(X,A) = (Y.B) und g:(Y .B) = (X,A)
mit

fog ~id und geof ~ id.
Nach dem Satz iiber die Homotopieinvarianz sind dann aber
H(f): HX — HY und H(g): HY — HX

zueinander invers:

H(f)=H(g) = H(f=g) = H(id) = id

. H(geH()=H(gef) =H(id)=id. |
Analog induzieren die Einschriankungen fl Aund glB zueinander inverse Abbildungen

auf der Homologie:
H(fIA): HA — HB und H(gIB): HB — HA

Insbesondere sind
f,: HX — HY und (fIA)*: HA — HB

Isomorphismen. Wir betrachten das kommutative Diagramm
.~ HA -HX—-HXA)—H A—H X-—.
q q q q-1 q-1
VA1A), T, J V(f1A), VE,
.~ HB - HY—-H((YB —-H B—=H Y—.

_ q q q‘( ) q-1 q-1 _
dessen Zeilen gerade die langen Homologie-Sequenzen der Paare (X,A) bzw. (Y ,B) sind.
Wir haben zu zeigen, die mittlere vertikale Abbildung ist ein Isomorphismus. Nach dem
Fiinfer-Lemma reicht es zu zeigen, die vier auf beiden Seiten angrenzenden Abbildungen

sind Isomorphismen. Das haben wir aber gerade gezeigt.
QED.

3.5.5 Folgerung: die reduzierte Homologie kontrahierbarer Radume

Wenn der Raum X kontrahierbar ist, X ~ P := {p}, so gilt AX =0. Genauer, die

Augmentation 1: SX — (£ 0) ist eine Homotopiedquivalenz.
Beweis. Nach 3.5 .4 induziert die einzige Abbildung

X—=P
einen [somophismus

H () =~ Hy(P) = 2, [z c ola [20 cpla 20 ¢

Letztere Abbilung ist aber dieselbe Abbildung wie sie auch von der Augmentation

induziert wird. Mit anderen Worten, die Augmentation 1) induziert einen Isomophismus
H(m): HX — H(Z,0) = (£0).

(fiir Dimensionen q=0 ist das trivial). Nun ist 1 eine Kettenabbildung freier Komplexe.

Das bedeutet aber, 1) ist eine Homotopiedquivalenz (Satz von 2.4).
QED.

3.5.6 Vorbemerkungen

(1)  Die Situation, in der wir uns befinden kann man sich wie folgt illustieren. Wir
haben ein Diagramm von Funktoren



S H
Top 9Ab GAb

m), ) I

S
Htp - — — HdADb GADb
Der Satz iiber die Homotopieinvarianz bedeutet im wesentlichen, dal3 wir dieses

Diagramm kommutativ durch einen gestrichelt eingezeichneten Funktor S
ergidnzen konnen.
(i)  Wenn f:(X,A) — (X,B) eine Homotopiedquivalenz ist, so sind auch

f:X—Y und ﬂA:A—>B

Homotopiedquivalenzen. Die Umkehrung dieser Aussage ist nicht richtig. Seien
zum Beispiel

X:=Y:=[0,1],A:={0,1},B:=[0,1] - {% .

Dann sind die natiirlichen Einbettungen XCY und ACB Homotopiedquivalenzen
(es gibt eine Retraktion B—A, welche als Abbildung B—B homotop zur
identischen Abbildung ist). Die Einbettung f:(X,A) € (Y,B) ist jedoch keine
Homotopiedquivalenz, denn eine Homotopieinverse

g(Y.B) = (X.A)
miiBte auf jedem Teilintervall von B konstant sein’, miite also aus
Stetigkeitsgriinden auf ganz Y konstant sein. Dann ist aber auch

gef: (X.A) = (XA)

konstant. Die Einschrinkung von gef auf A 148t sich also nicht in die identische
Abbildung von A deformieren (nach dem Zwischenwersatz - man betrachte das

Bild des Punktes, der kein Wert von gef ist bei der Homotopie von gef in die
Identitét).

3.5.7 Vorbereitung: Kriterium fiir die Existenz einer natiirlichen
Kettenhomotopie

Seien FO, FI:SX —  S([0,1]xX) natiirliche Kettenabbildungen (d.h. natiirliche
Transformationen der Funktoren in X auf beiden Seiten) mit der Eigenschaft, da die
Komposition

F.

1 mn

SA S(10,1]xA ) —— (2.0)

0

unabhingig von i€{0,1} ist. Dann existiert eine natiirliche Kettenhomotopie sFO~ Fl.
Bemerkung

Die Natiirlichkeit einer Abbildung ¢ (:FO, F1 oder s) soll bedeuten, daf} sie fiir alle
topologischen Rdume X definiert ist und daB fiir jede stetige Abbildung h:X’—X das
folgende Diagramm kommutativ ist.

SX'— 2 §([0.1]xX")
Shy | S(hxid)
SX —2 . (0.1]xX)

Mit anderen Worten, ¢ ist eine natiirliche Transformation S(?) — S([0,1]x ?) des
Funktors S in den Funktor S([0,1]x ?).

Beweis. Wir haben eine Kettenhomotopie s zu konstruieren, d.h. eine Familie von
Gruppenhomomorphismen

? Jedes der beiden Intervalle von B ist linear zusammenhéingend, geht also in eine lineare Komponente
von A = {0,1} iiber, also ganz in {0} oder ganz in {1}.



(1) S SkX — Sk+1([0,1]><X)

mit

2) d s, +s, .0 —FO—F1
k+1°k * k-1'k ~ Tk Tk

fir jedes k€EZ. Fir k<0 muf S

Definitionsbereich die triviale Gruppe ist. Nehmen wir jetzt an, wir hitten die S bereits

fiir alle k<q derart konstruiert, da (2) gilt. Wir haben Sq so zu definieren, daf} die

der triviale Homomorphismus sein, da der

Identiit auch fiir den neuen Index q bestehen bleibt.
Bezeichne v :A_ —A die identische Abbildung. Wir konnen Lq als singulédres Simplex

des topologischen Raumes Aq auffassen.

L ESA

q q ]
Insbesondere kénnen wir auf v den Randoperator und die Kettenabbildungen F'

anwenden. Betrachtenwir die folgenden Kette
0 1
3 c:=Fu - F'v -s _du &S(0,1]xA ).
< e . .4 q a1 q ( q) .
1Schritt. Wir zeigen, die Kette c ist ein Rand: es gibt ein bESq+1([O,1]qu) mit ¢ = db.

Zeigen wir zunichst, c ist ein Zyklus. Es gilt
ac =8FOL - 8F1L -0s 0L
0 i 1 (()l_1 lq

=F'o. - FFo. -(F'-F -s_,0)dv (nach (2) mit k:=g-1

. g g2, (nach (2) q-1)

Damit représentiert ¢ eine Homologieklasse
[c]lE Hq(([O,l]qu).

Es gilt sogar noch mehr: [c] liegt sogar in der reduzierten Homologie. Fiir q=0 ist das
trivial, da fiir diese q die reduzierte mit der gewohlichen Homologie iibereinstimmt. Fiir
g=0 haben wir zu zeigen, [c] liegt im Kern der Augmentation, d.h. zu zeigen ist

0 =v[c] = [ncl.
Dabei bezeichne wie bisher 1 die Augmentation auf Komplexniveau. Es gilt:

0 1
c =nFv -nF'v -ns_ o
n n q n q n q-1%%q
= T]Sq_ 1 an (wegen nFO = nFl fiir =0 nach Voraussetzung)
=0 (wegen dv = 0 im Fall g=0)"".
q
Damit ist gezeigt,

H ([0.1]xA ).
[clE q([ J]x q)

Nun ist [O,l]qu eine konvexe Teilmenge des 1Rq+2, hat also triviale reduzierte

Homologie. Mit anderen Worten [c] =0, d.h. c ist Rand einer (q+1)-Kette b,
c=o0bfiireinb=>b eS ([0,1]xA )
g+l g+l q

Damit ist die Behauptung des ersten Schritts bewiesen. Fiir jede nicht-negative ganze
Zahl q fixieren wir jetzt eine solche Kette''
b=>b €S ([0,1]xA ).
g+l g+l q

Diese versetzt uns in die Lage, den Homomorphismus sq wie folgt zu definieren.

1991 ist im Fall q = O eine (-1)-Kette.

""'d.h. eine Kette b, deren Rand gleich der Kette ¢ von (3) ist.



4) 543400 = 8441 (0:11xX), 0 @ S(idx0)(b).

2. Schritt. Der Homomorphismus (4) ist wohldefiniert.
Die g-Simplexe von X bilden ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von Sq(X).

Zur Definition von Sq’ genligt es deshalb, fiir jedes g-Simplex o dessen Bild anzugeben.

Ein g-Simplex von X ist eine stetige Abbildung
O:Aq — X.

Diese induziert eine stetige Abbildung idxo: [O,I]XAq — [0,1]xX und damit eine
Komplexabbildung S(idxo): S([O,l]qu) — S([0,1]xX).Da b in Sq+1([0,1]qu) liegt,
kann man S(idxo) auf b anwenden und erhilt als Bild ein Element von Sq+1([0,1]><X).

Wir haben gezeigt, die Abbildung (4) ist wohldefiniert. Es bleibt noch die Natiirlichkeit
zu zeigen (d.h. die Kommutativitit des Diagramms (1)) und die Giiltigkeit der Identitéit
(2) im Fall k =q.

3. Schritt. Beweis der Natiirlichkeit von sq.

Seien h:X’—X eine stetige Abbildung und 0’:Aq — X’ ein g-Simplex von X’. Dann

gilt
S(idxh)(sqo’) = S((idxh)(idxo’))b = S(idx(ho”))b = sq(ho’) = sq(S(h)O’).

Da o’ beliebig war, folgt S(idxh)osq = sqoS(h).

4. Schritt. Beweis der Giiltigkeit von (2) fiir k=q.

Es gilt
(asq)o = dS(idxo)b = S(idxo)db (da S(idxo) Kettenabbildung ist)
. 0 1
=S@Gdxo)(F'vt - F'v -s _du wegen db =c¢
(idx0)F - Flu -5 dv)  (weg )
= FOO'L - FIOL -S L, O0L (Natiirlichkeit von FO,F1 und s
q q gl q q-1
: 0 1
=F'o- F'o-s_ _S(o)i wegen _=id
(15 (wegen 1 =id)
=Fo- Flo- q195@ (weil S() Kettenabbildung ist)
0 gl .
=F - F -s _d)o wegen t_=id
( g1 (wegen 1 =id)
Da o beliebig war, folgt asq -f. Fl. sq_la.
QED.

3.5.8 Beweis der Homotopieinvarianz (Satz 3.5.2)

Sei O:f~g eine Homotopie von stetigen Abbildungen

fg (X,A)—(Y.B),

f(x) = ©(0, x) und g(x) = O(1 x).
Fiir jedes t€[0,1] und beliebige topologische Raume Z sei FtZ =Fl die stetige Abbildung

d.h.

Fl.Z — [0,1]xZ,x a (tx).

Speziell fiir Z = X erhalten wir @-F = f und @oF! = g. Es geniigt deshalb eine
Homotopie

(*) s:SF0~ SFL: S(X.A) = S([0,1]1xX,[0,1]xA).



zu konstruieren. Durch Zusammensetzen mit S(®) erhalten wir dann die gewiinschte
Homotopie

S(@)es: S(0)=S(F) ~ S(@)=S(F!)
I I

s@-F%  s@-Fl
I I
S(f) S(g)

Konstruieren wir also eine Kettenhomotopie (*). Fiir jedes t€[0,1] induziert F die
Abbildung

ty. - — . o — .
S(FH):S(Z) — S([0,1]xZ), ¢ = g 5O aS(F)c= EO 5 {t}x0o,
wenn {t}xo das Simplex {t}xo:Aq—>[0,l]xZ, x a (t, o(x)) bezeichnet. Insbesondere

ist die Summe der Koeffizienten der Kette
S(FYe
unabhingig von t, d.h die Zusammensetzung von S(Ft) mit der Augmentation
N:S([0,1]xZ)—(Z,0) ist unabhidngig von t. Nach 2.5.7 gibt es eine natiirliche
Homotopie
s:SF0~ SFL: §(X) — S([0,1]xX)

fiir jeden topologischen Raum X. Ist ACX ein Unterraum, so gilt S(Ft)SA C S([0,1]xA)
fiir alle t und, auf Grund der Natiirlichkeit von s, auch

s(SA) C S([0,1]xA),
d.h wir haben ein kommutatives Diagramm

SX S([0.1]xX)
U U
SA— > S([0.1]xA)

Durch Ubergang zu den Faktorkomplexen erhalten wir eine Kettenhomotopie

s: SFO~ SEL : S(X,A) = S([0,1]xX,[0,1]xA).
QED.

3.5.9 Deformationsretrakte und starke Deformationsretrakte

Sei (X,A) ein topologisches Paar und i:A—X die natiirliche Einbettung. Dann heifit A
Deformationsretrakt von X, wenn es es Homotopie © t:X—>X gibt mit

®O=1d, @1(X)=A, ®1IA=1.
In dieser Situation ist r:= (91 :X—A eine Retraktion und es gilt r=i = id und ier ~ id, d.h.
1 und r sind zueinander homotopieinverse Homotopiedquivalenzen. Insbesondere ist
Hi: HA — HX

ein [somorphismus.
Wenn man die Homotopie sogar so wihlen kann, daf3
el =i
tA
gilt fiir alle t, so heifit A starker Deformationsretrakt von X.
Beispiele
(i) Ist pEX ein Punkt von X, so ist die einpunktige Teilmenge {p}CX genau dann ein

Deformationsretrakt, wenn, X kontrahierbar ist. Es gilt dann AX =0 (nach 3.5.5).
(i) Die n-dimensionale Einheitssphére



St (xeR ML ki = 1

ist ein starker Deformationsretrakt des punktierten Euklidischen Raumes RO+
{o0}. Als Deformation kann man die folgende stetige Familie nehmen.

0,(x) = (1—t+”;—“)'x

(iii) Die Deformation von (ii) zeigt auch, daf} S™ ein starker Deformationsretrakt der
Punktierten (n+1)-dimensionalen Vollkugel Bn+1-{0} ist. Dabei sei

B! — (xeR ™! kil < 1)
Insbesondere gilt

HS™ = HB" 1 _{o}) = H(R"!-{o}).

3.5.10 Aufgaben

1 Zeigen Sie, der Volltorus (d.h. der Korper, nicht seine Oberfldche) enthilt einen
starken Deformationsretrakt, der homdomorph zur Kreislinie ist.

2. Der Kegel CX iiber einem topologischen Raum X ist definiert als der topologische
Raum, welchen man aus [0,1]xX erhilt, indem man alle Punkte von {0}xX
miteinander identifiziert, wobei man die so entstehende Menge mit der
Faktortopologie versieht. Die Punkte von {0}xX reprasentieren also ein und
denselben Punkt v von CX. Dieser Punkt v heif3t Spitze des Kegels.

(i) Zeigen Sie, HCX = 0.
(i) Zeigen Sie, fiir jedes g gilt H (CX.CX-{v}) = ﬁq_lx.

3.6 Baryzentrische Unterteilung

3.6.1 Der Unterteilungshomomorphismus
Fiir jede nicht negative ganze Zahl q heifit der Punkt

1 1
B = (q+—1 ,...,q_'_—l) S Aq
des g-dimensionalen Standardsimplex Baryzentrum von Aq (Massenmittelpunkt). Fiir
jedes (g-1)-Simplex
o:A  —A
-1 q
des topologischen Raumes A bezeichne B _-c wie im Beweis von 3.4.5'% das Simplex
von A, dessen Bild der Kegel mit der Spitze B und der Basis Im(o) ist. Wir denken
uns die Abbildung Bq linear zu einer Abbildung
B:S A —=SA

q9 qg1'q "qq
fortgesetzt.

Fiir jeden topologischen Raum X und fiir jedes q=0 definieren wir induktiv einen
Gruppenhomomorphismus

|3q:SqX — SqX.
welcher baryzentrische Unterteilung heif3t. Fiir g=0 sei [:’)q die identische Abbildung.

BO =1d :SOX — SOX, cac.

2 bei der Bestimmung der Homologie der konvexen Teilmengen des affinen Raumes



Sei jetzt ¢>0 und Bi fiir alle i<q bereitsdefiniert. Zur Definition von 3 geniigt es das
Bild Bq(c) fiir jedes g-Simplex von 0:Aq—>X anzugeben. Falls X := Aq istund o := Lq
:Aq%Aq die identische Abbildung, so setzen wir'

P ()=B B .(d )ES A .
... 499  q99lq qq
SchlieBlich sei fiir ein beliebiges g-Simplex G:Aq%X,
F§¥0)::S«ﬁoﬁquq)
Man beachte, S(0) ist eine Kettenabbildung S(G):SAq — SX.

Bemerkungen.

(i)  Grob gesagt, erhilt man die baryzentrische Unterteilung des g-Simplex o aus der
baryzentrischen Unterteilung des Randes do, indem man iiber jedem Simplex der
Randunterteilung den Kegel mit der Spitze im Baryzentrum von o errichtet.

(1) Die wichtigste Eigenschaft der baryzentrischen Unterteilung besteht darin, ein
gegebenes Simplex in kleinere zu zerlegen.

3.6.2 Der Durchmesser mehrfacher baryzentrischer Unterteilungen
Die Folge der Homomorphismen [:’)q:SqX — SqX definiert eine natiirliche

Kettenabbildung
B:SX — SX
mit der folgenden Eigenschaft:
Fiir jedes q=0 und jedes reelle >0 existiert ein N := N(g, q) derart, daB fiir jedes n=N

alle Simplexe t der Kette ¢ = Bn(tq)ESqu einen Durchmessser Iitll < € besitzen. Mit
anderen Worten aus |kl = € folgt, dafl der Koeffizient cvont in ¢ gleich Null ist,

c =0.
T

Dabei sei der Durchmesser eines Simplexes t: A — RX definiert als
llell := sup { Ile(x) - T(y)ll x,yEAq}.

Beweis. 1. Schritt: Natiirlichkeit von f3.
Fiir jede stetige Abbildung {:X—Y und jedes q-Simplex 0:Aq-> X gilt

SH(P(o)) = S(D(S(o)oﬁq(uq)) (induktive Definition von [3)
= S(fe G)(Bq(bq)) (Funktorialitéit von S)
= B(f=0).
Mit anderen Worten, das folgende Diagramm ist kommutativ.
SX SX
S| IS(f)
SY SY

Also ist §§ eine natiirliche Transformation.

2. Schritt. B ist eine Kettenabbildung.

Wir zeigen dies durch Induktion nach q. Fiir <0 gilt trivialerweise
abq = bq-l d,

'3 d.h. wir bilden den Rand von v , dessen baryzentrische Unterteilung und dann den Kegel mit der
q

Spitze B iiber dieser Unterteilung (vgl. 3.4.5).
q



da auf beiden Seiten die Nullabbildung steht. Fiihren wir den Induktionsschritt durch.
Fiir jedes g-Simplex 0:Aq—>X , >0, gilt:
a(bqo) = G(S(o)o[ﬂq(uq)) (induktive Definition von f3)
= a(S(G)(Bq-Bq_l(a Lq))) (induktive Defintion von Bq(tq))
= S(O)(&(Bq-ﬁq_l(a Lq))) (S(o) ist Kettenabbildung)
=S(o oL )-B -0 oL siehe unten
(@B, (@ )-B_ 9B (@) ( )

=3S(o a wegen 9 = 3, Ind.vor.
( )(Bq-l( q)) (weg | ﬁq-‘l |3q-2 )
=By S ) (Natiirlichkeit von f)
= Bq_l(ao) (S(0) ist Kettenabbildung)
Das vierte Gleichheitszeichen ergibt sich dabei aus der Tatsache, da} die Multiplikation

A
mit einem Punkt P im konvexen Raum Aq eine Kettenhomotopie ist, P + Pd =id - P

A
=1 (vgl. den Beweis von 3.4.5) und der Term P=n wegen q>0 die Nullabbildung ist.
Wir haben gezeigt, a[sq = Bq-l d, d.h. § ist Kettenabbildung.

3. Schritt. Sei 0: A_— RK ein lineares Simplex mit den Ecken po,...,pq. Dann gilt
(@) llp-p’ll < max{llp-pill |i=0,...,q} fiir beliebige p,p’EO(Aq).
(b) II's Il <= max {ll p; - pj II11i,=0,....q}

Beweis. Der Punkt p’ 148t sich in der Gestalt p’ = g X’ipi mit g x’i = 1 schreiben. Also
i=0 i=0
gilt

lip-pii =11 ( § x> )p-p’ll
i=0

= |l § (xp-xp) I
1=0

< $x . dp-p. i
i=0 ! !

<3 x)max{lip-pl 1i=0,...q}
i=0
= max{llp-pill l1=0,....q}.
Damit ist (a) bewiesen. Aussage (b) erhidlt man durch 2-maliges Anwenden von (a).
4. Schritt. Sei o: Aq — RX cine lineares Simplex. Dann besteht die Kette (o) aus

linearen Simplexen eines Durchmessers < qu ‘lloll. Insbesondere besteht B(Lq) aus

Simplexen eines Durchmessers < q-(i_l Ao Il

Wir verwenden jetzt die in der Bemerkung von 3.4.5 erwihnten Eigenschaften der
Kegel-Konstruktion. Wir erhalten fiir das lineare Simplex o: A — Rk
B(o) = B(S(G)Lq) = S(O)[S(Lq) (Natiirlichkeit von f3)



= S(o)(Bq~|3q_1(an)) (Definition von f3)

= G(Bq)-S(G)(Bq_l(atq))) (Eigenschaft (1) von 3.4.5)
= O(Bq)-Bq_ 1(80) (Natiirlichkeit von f3)
= S 1yom B (osh (Definition von d).
i=0 q gl
Damit besteht f(o) aus Simplexen der Gestalt 0”:= O(Bq)"t wobei T in einer der Ketten
j
C

vorkommt. Das Simplex ¢’ hat den Durchmesser llp-qll mit geeigneten Ecken p,q von
o0’ Nach Eigenschaft (ii) sind diese Ecken entweder beides Ecken von T oder eine der
Ecken ist gleich O(Bq). Im ersten Fall gilt (nach Induktion bzgl. q)

= 91 el < L. q_.
| IIO‘II—IIp-q II.sllrlls 7 lloelll < 7 .IIGIIs eTS) loll.
Im zweiten Fall gilt nach Schritt 3, wenn z.B. p = G(Bq) ist,
o™ 1l =1ip - gll < lip-p.l
fiir ein 1. Also ist
; _ 1. 1. 9 .
lo =l ) -p;li=1 §q+1 (b, -P) = 57 gllpu—pills Zay loll

u=0 u=0
Damit ist die Aussage des 4.Schritts bewiesen, also auch die Aussage des Satzes.
QED.

3.6.3 Kettenabbildungen die in der Dimension 0 iibereinstimmen

Seien YO ,ylz SX — SX zwei natiirliche Kettenabbildungen, die in der Dimension 0O

ibereinstimmen. Dann existiert eine natiirliche Homotopie youyl .

Beweis. Betrachten wir die Kompositionen

; v SJ
F: SX SX: S([0,1]1xX),
wobei J die stetige Abbildung J:X—[0,1]xX, x a (0,x), sei. Nach 3.5.7 existiert eine

natiirliche Homotopie

0 rl
s:F'~F".
Ihre Komposition mit S(st), wobei m:[0,1]xX—X die Projektion auf den zweiten Faktor
sei, liefert eine Homotopie

.  S@s: SmFY ~ SEF!.
Wegen S(m)F! = S(m)S(J)y! = y! ist das gerade die Behauptung.
QED.

3.6.4 Aufgaben

1.  Wiein Aufgabe 6 von 1.1.18 betrachten wir die Kategorie A als Teilkategorie der
Kategorie Top. Zeigen Sie, fiir jeden Simplizialkomplex K ist der Teilfunktor

F: AP — Ens, [n] a {fEHom_._ ([n], K) | Im f ist ein Simplex von K},

Ens

des kontravarianten Hom-Funktors h eine simpliziale Menge.

2 (Zusatzaufgabe) Zeigen Sie, jede simpliziale Menge
F: A°P — Ens



definiert einen Simplizialkomplex K(F) derart, daf} es einen natiirlichen Komplex-
Morphismus

C(K(F)) = K(<F>)
vom Komplex der geordneten simplizialen Ketten von K(F) mit Werten im
Komplex zur von F erzeugten simplizialen freien abelschen Gruppe <F> gibt (vgl.
1.1.18 Aufgabe 23).

Hinweis: die Menge F([n]) zum Funktor von 1 enthilt auch “Simplexe” mit zu
wenigen “Ecken”, welche entartete n-Simplexe heilen. Diese muf3 man entfernen,
um die n-Simplexe von K zu bekommen. AuBerdem enthilt F([n]) jedes Simplexe
in sovielen Exemplaren, wie es Permutationen von Ecken gibt. Diese muf3 man
identifizieren.
Hinweis: Es reicht nicht,jedem Simplex die Menge seiner Ecken zuzuordnen, denn
es kann “Simplexe” geben, die verschieden sind, aber dieselbe Eckenmenge
besitzen.

3 Definieren Sie die Realisierung einer simplizialen Menge in einer solchen Weise,
dall man die Definition der Realisierung eines Simplizialkomplexes als Spezialfall
erhélt.

3.7 Kleine Simplexe und Ausschneidung

3.7.1 Vorbemerkung

Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, zur Berechnung der singuldren Homologie
geniigt es, sich auf die Betrachtung kleiner Simplexe zu beschrinken. Daraus wird sich
ergeben, daf sich H(X,A) nicht @ndert, wenn man aus A einen gewissen Teilraum B
herausnimmt, der sich nicht mit dem Rand von A scheidet.

3.7.2 Der singulire Komplex eines Systems von Teilmengen

Seien X ein topologischer Raum und U ein System von Teilmengen von X. Wir
bezeichnen mit

SU
den kleinsten Teilkomplex von SX, welcher alle SU mit UEU als Teilkomplexe enthiilt.
Mit anderen Worten, S(U) ist der Teilkomplex, welcher von der Familie der
Teilkomplexe

{SU}UEU
erzeugt wird (deren Summe). Er heifft Komplex der singuldren U-kleinen Ketten von X.
Die Ketten von S(U) sind gerade die Linearkombinationen von Simplexen sind, welche
ganz in einem UEU liegen.
Fiir jeden Teilraum ACX setzen wir
UNA = {UﬂA}UeU.

Dann ist S(UNA) ein Teilkomplex von S(U) und wir setzen

S(U,UNA) :=S(U)/S(UNA).

Man er hat ein kommutatives Diagramm
0 — S(UNA) — S(U) = S(U,UNA) =0

| | |
0— S(A) — SX)— SXA) —0

3.7.3 Vergleich der Homologien von S(X,A) und S(U,UNA)

Seien (X,A) ein topologisches Paar und U ein System von Teilmengen von X. Es sei

folgende Bedingung erfiillt:

(*) Jeder Punkt x&X befinde sich im Innern von A oder im Innern einer Menge
UueU.



Dann ist die Kettenabbildung S(U,UNA) — S(X,A) eine Homotopiedquivalenz,

induziert also einen Isomorphismus der Homologiegruppen
H(U,UNA) = H(X,A).

3.7.4 Folgerung: Ausschneidungssatz I
Seien (X,A) ein topologisches Paar und YCX eine Teilmenge mit

X =YUA.
Dann ist die natiirliche Einbettung
J: S(Y,YNA) — S(X,A)
eine Homotopiedquivalenz. Insbesondere gilt H(Y,YNA) = H(X,A).

3.7.5 Folgerung: Ausschneidungssatz II
Seien (X,A) ein topologisches Paar und BCA eine Teilmenge mit
BCA.
Dann ist die natiirliche Einbettung
j: S(X-B,A.-B) = S(X,A)

eine Homotopiedquivalenz. Insbesonder gilt H(X-B,A.-B) = H(X,A).

Beweis der Folgerungen 3.7.4 und 3.7.5. Aussage 3.7.4 ist gerade der Spezialfall von
3.7.3, den man erhilt, wenn man U:={Y} setzt. Aussage 3.7.5 erhdlt man aus 3.7.4
indem man die Menge Y durch ihr Komplement B:=X-Y ersetzt.

QED.

Beweis von 3.7.3.

1. Schritt. Fiir jede Kette cESqX gibt es ein nEN mit [:’)n(c)ESqV. Dabei bezeichne 8

die baryzentrische Unterteilung und V die Uberdeckung
V : =UU{A}
von X.

Da die Kette c eine endliche Linearkombination von Simplexen ist, geniigt es, die
Aussage fiir den Fall C=0:Aq—>X eines g-Simplex zu beweisen. Nach Voraussetzung

bilden die Mengen

) V mit VEV
eine offene Uberdeckung von X. Also bilden die Mengen

) W := oL (V) mit VEV
eine offene Uberdeckung W von A . Sei €>0 eine Lebesque-Zahl fiir diese

Uberdeckung, d h. jede Teilmenge von Aq mit einem Durchmesser <g liege ganz in einer
der Mengen W. Nach 3.6.2 gibt es eine iterierte baryzentrische Unterteilung Bn(tq) des
identischen Simplex LqZAq — Aq derart, dal jedes Simplex von Bn(tq) einen

Durchmesser kleiner als € hat, also ganz in einer der Mengen W=0'1(V) liegt. Dann
liegt aber jedes Simplex von

(o) = S(O)(Bn(tq))



in einer der Mengen V mit VEV. Mit anderen Worten, es gilt Bn(O)ESqV.

2. Beweis der Behauptung.
Wir wollen zeigen, die natiirliche Einbettung
J: S(U,UNA) = S(X, A)

ist eine Homotopiedquivalenz. Da die Komplexe S(U, UNA) und S(X, A) frei sind,
geniigt es, wenn wir die Bijektivitit der induzierten Abbildung H(U, UNA) — H(X, A)
auf der Homologie beweisen. Aus der Homologiesequenz zur kurzen exakten Sequenz

0—=S(U,UNA) —= S(X,A) = S(X,A)/S(U,UNA) =0
ergibt sich, es gentigt

H(S(X,A)/S(U,UNA)) =0
zu beweisen, d.h wir haben zu zeigen, jeder Zyklus von
K :=S(X,A)/S(U, UNA)
ist ein Rand. Ein Zyklus von K wird reprisentiert durch eine Kette zES(X) mit
dzeS(V)mit V:=U U {A}.
Nach Konstruktion ist die baryzentrische Unterteilung eine natiirliche Kettenabbildung
SX—SX, die in der Dimension 0 mit der Identischen Kettenabbildung iibereinstimmt.

Dasselbe gilt fiir die iterierte baryzentrische Unterteilung p". Nach 3.6.3 gibt es deshalb
eine natiirliche Kettenhomotopie

s: B ~ id.
Genauer gilt id = s + s + p™ und speziell fiir unsere Kette z,

z =95z + sdz + plz.
Wir haben zu zeigen, z reprasentiert einen Rand von K, d.h. z ist die Summe aus einem
Rand von SX und einer Kette von S(V). Mit 0z€S(V) gilt nun wegen der Natiirlichkeit
von s auch s0zES(V) es geniigt also, wenn wir zeigen, es gibt ein n mit

BzES(V).
Das ist aber gerade die Aussage des ersten Schritts.
QED.

3.7.6 Das Bukett punktierter topologischer Riume

Ein punktierter topologischer Raum ist ein Paar (X,p) bestehend aus einem

topologischern Raum X und einem Punkt p&X. Der Punkt p heifit dann Grundpunkt

oder auch Basispunkt des punktierten topologischen Raums. Eine stetige Abbildung
£(Xp) = (Y.q)

punktierter topologischer Raume ist eine stetige Abbilung {:X—Y mit f(p) = q. Die

punktierten topologischer Rdume bilden eine volle Teilkategorie der Kategorie Top(z)
der topologischen Paare. Sind (X,p) und (Y ,q) punktierte topologische Raume, so heif3t
der topologische Raum

XvY =XUY/P-Q
(d.h. man identifiziere in der disjunkten Vereinigung die Punkte P und Q und versehe
das Ergebnis mit der Faktortopologie) Bukett der Rdume (X ,p) und (Y ,q). Das Bukett
wird als punktierter topologischer Raum (XY ,*) aufgefaf3t, wobei * den Punkt
bezeichnet, welcher durch das Identifizieren von p und q zustandekommt. Die
Einschrinkungen der natiirlichen Abbildung

XUY = XvY

auf die Rdume X und Y identifiziert X und Y mit Unterraumen des Buketts, wobei die

Grundpunkte von X und Y zum Grundpunkt des Buketts werden. Das Bukett entsteht,
indem man die Rdume in ihren Grundpunkten zusammenkniipft.



3.7.7 Die Homologie eines Buketts

Seien (X,p) und (Y ,q) punktierte topologischer Rdume. Die Abschlieung @ besitze
eine Umgebung UCX derart, dal3 eine stetige Familie von Abbildungen
dt: U,p)—X.,p), t€[0,1]

existiert mit

d0=id und dl(U) = {p}."

Dann induzieren die natiirlichen Einbettungen
X —=>X¥Yund Y = XVY
Isomorphismen
HX{pH)®H(Y {q}) = HXVY,*)
und

X @ AY — HXVY).
Beweis. Die beiden Isomorphieaussage sind nach 3.4.2 dquivalent: die reduzierte
Homologie 146t sich identifizieren mit der relativen Homologie beziiglich eines
einpunktigen Unterraumes. Betrachten wir die reduzierte Homologiesequenz des Paares

XvY,Y).DaY ein Retrakt von XY ist (die Retraktion kommt von der Projektion des
Raumes X auf seinen Grundpunkt), degeneriert die Homologiesequenz nach 3.4.13 zu
einer kurzen exakten Sequenz.

0 — HY - HXvY) = HXVY,Y) = 0.

Da die natiirliche Einbettung Y — X%'Y eine Linksinverse besitzt, zerfdllt diese Sequenz,
d.h. es gilt

HY @ HXVY,Y) = HXVY)
wobei die Isomorphie durch die natiirlichen Einbettung Y — X%Y und irgendeinen

Schnitt von ﬁ(X'v'Y) — HXVY, Y) kommt. Es reicht deshalb, wenn wir beweisen, die
natiirliche Einbettung

(Xp) > XVY,Y)

induziert einen Isomorphismus H(X ,p) = H(X*Y, Y). Dazu benutzen wir jetzt die
Existenz der Homotopie. Bezeichne I = [0,1] das Einheitsintervall. Sei

@: Ix(UwY) = XvY
die stetige Abbildung mit

cpIIxU =d: IxU —= X, (t,u) a dt(u),

und

cp|I><Y =pr; XY =Y, (ty)ay.

Diese Abbildung existiert (und ist stetig) weil beide Teile der Defintion auf dem
Durchschnitt
(IxU)N(IxY) = Ix{p}

libereinstimmen: nach Voraussetzung gilt d t(p) = p fiir jedes t€I. Wir erhalten damit ein
stetige Familie

X UvYY) = (XvY.Y),
welche fiir t=0 die identische Abbildung und fiir t=1 eine Abbilung mit Werten in Y ist.
Die induzierte Familie von Kettenabbildungen

H(cpt): HUwY,Y) = HXvY,Y)

' d.h. {p} ist ein starkter Deformationsretrakt einer Umgebung U von {p}.



ist fiir t=1 die Null Abbildung, also fiir alle t identisch Null. Die natiirliche Einbettung

UvwY—XVY induziert also die Nullabbildung auf der Homologie. Betrachten wir das
folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen.

HXvY)Y) - HXvY,UvY) = HUvY.Y)
(*) 0 1 1 1
HXp) — HXU — H®Up)
Die obere Zeile ist gerade die Homologiesequenz des Tripels (XY, UvY, Y), die untere
die des Tripels (X,U,{p}). Man beachte die Null in der oberen Zeile hat man fiir jeden
punktierten topologischen Raum (Y ), insbesondere also auch im Fall, da Y aus nur
einem Punkt besteht. Dies liefert die Null in der unteren Zeile.
Die vertikalen Morphismen kommen von der natiirlichen Einbettung

XU{p}) SXVY,UvY,Y).
Die Projektion des Raumes Y auf seinen Grundpunkt induziert eine Abbildung in

umgekehrter Richtung, deren Einschrinkung auf (X,U{p}) die Identitit ist. Deshalb
sind in (*) alle vertikalen Abbildungen injektiv (und besitzen eine Linksinverse).

Wir wenden jetzt den Ausschneidungssatz auf die mittlere und die rechte vertikale
Abbildung an. Die AbschlieBung von

Y - {*} (CUVY)

liegt ganz im Innern von UwY (nachpriifen!)'”. Deshalb kénnen wir Y-{*} entfernen,
ohne daf} sich die relative Homologie &ndert. Mit anderen Worten, der vertikale
Homorphismus in der Mitte ist ein Isomorphismus. Nach dem Fiinferlemma ist dann
aber auch der vertikale Homormorphismus links bijektiv. Mit anderen Worten, die
Inklusion induziert einen Isomorphismus

H(i): HX.p)

=

HXVY,Y).
QED.

3.8 Die Mayer-Vietoris-Sequenz

3.8.1 Bezeichnungen

Seien X ein topologischer Raum und X1 und X2 zwei Unterrdume. Wir bezeichnen mit

iM: X =X
die natiirlichen Einbettungen. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, die Beziechungen

zwischen den Homologien HX und HX1 und HX2 zu untersuchen. Wir werden von (X,

X1 , X2) als von einer Triade sprechen (Dies ist im allgemeinen kein topologisches
Tripel).

3.8.2 Ausschneidungstriaden
FEine Triade (X, X1 , X2) heift ausschneidend oder auch Ausschneidungstriade, wenn

eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist.

1> Die Menge V:=UWY ist offen in XY, denn die Durchschnitte
vnX=U
vy =Y
sind offen in X bzw. Y. Es geniigt also zu zeigen, die AbschlieBung von Y - {*} liegt in UwY. Dazu

wiederum geniigt es zu zeigen, die AbschlieBung {(' liegt in UwY. Es gilt

Y = (YNY)U(YNX) = YU(YNX) = YU({p} NX) € YUU = UVY.



1) H(il):H(X1 , XlﬂXz) — H( X1UX2, X2) ist bijektiv.

(i1) H(i ):H(X XlﬂX )—H(X UXZ’ Xl) ist bijektiv.

(iii) (H(1 ),H(12)) H(X1 , X ﬂXz)G-)H(Xz, X 1ﬁXz)eH(XIUXz, X 1ﬁXz) ist bijektiv.
(iv) H(1): HS{X ’XZ} — HS(XIUXz) = H(X1UX2) ist bijektiv.

S(X, X} S(X,UX,)
W) H(l) H(m)%H(m) HX UXZ, X NX )ISt bijektiv.

SX SX
(vi) H(p):H(e——) — H(X, X UX,,)=H(c——) ist bijektiv.
SIX[ X} 278X UX,)

Dabei bezeichne S{X1 ,X2} den von SX1 und SX

. Weiter seien

erzeugten Teilkomplex von SXlLJX

2 2

iS{X, X} = S(X UX )undpS(XS)L(JX ) S{XS);( ;

die natiirliche Einbettung bzw. die natiirliche PrOJektlon.
Beweis. Betrachten wir die folgenden kurzen exakten Sequenzen von
Kettenabbildungen.

SX i S(X.UX.)  S(X.UX

0"5(}(01)() 1 (SIX 2)_’5({)3,)(2})_’0
) 2 )
S(X,UX,)

0— S{XI,XZ} S(XIUXZ) - W—) 0
S(Xl ; Xz) %2 1%

OQS{XI,XZ} _>S{XS),<X} - S(XS)L(JX)_’O
1% 1% 192

Aus den langen Homologiesequenzen zu diesen kurzen exakten Sequenzen ergibt sich,
daB} die Bijektivitdt der Abbildungen (i), (iv),(v), (vi) dquivalent ist zu

S(X1 UX2)

TR,y =

Insbesondere sind also (1), (iv)(v), (vi) dquivalent zueinander. Aus Symmetriegriinden
sind dann aber auch (ii), (iv), (v), (vi) zueinander dquivalent. Die Aquivalenz von (iii)
und (v) ergibt sich aus dem folgenden kommutativen Diagramm von Kettenabbildungen
durch Ubergang zur Kohomologie.

X, SX, . SIX X))
S(XIHXZ) S(XIOXZ) S(XIHXZ)
\l/(ll a12 J,l
S(X,UX,) S UX)
SX,1X,) SX,1X,)

QED.
Beispiele



1. Falls die Mengen X, undX, offen sind in X, UX,, 50 ist nach 3.7.3'° Bedingung

(iv) erfiillt, d.h. (X1 UXZ’ X1 ,X2) ist eine Ausschneidungstriade.

2. Andere Beispiele fiir Ausschneidungstriaden sind sogenannte CW-Rédume und ihre
CW-Unterrdume. Polyeder (d.h. geometrische Realisierungen von abstrakten
Simplizialkomplexen) sind Spezialfille solcher CW-Réume.

3. Ein Beispiel fiir eine Triade (X,X1 ,X2) ,welche nicht ausschneidend ist, erhélt man,

indem man setzt X = IR, X1 = (-0, 0], X2 = (0, +o0) setzt (Man tiberpriife (1)):
H(X1 ’Xl ﬁXz) — H(X1 UX2;X2)
Il Il

H((-20:2)  H(E,0,+x))
I I

H((-2;0]) H(R.1)
I I

Z 0

Das letzte Gleichheitszeichen links kommt von der Tatsache, daBl (-] ein
kontrahierbarer Raum ist.
Das vorletzte Gleichheitzeichen rechts kommt von der Tatsache, dafy

(R, 1)

ein starker Defomationsretrakt von (IR, (0, +%)) ist und das letzte besteht, weil die
reduziierte Homologie eines kontrahierbaren Raumes Null ist.

3.8.3 Die absolute Version der Mayer-Vietories-Sequenz
Fiir jede Triade (X,X1 ,X2) hat man die folgende kurze exakte Sequenz von

Kettenabbildungen. o o
(110 (i1.p)
0— S(XlﬂXz) SXIC-DSX2 S{X1 ,X2} —0
Falls die Triade ausschneidend ist, so hat die zugehdrige Homologiesequenz die Gestalt
(] 1 a_.]2) (11 312)
> Hq(X1 ﬂXz) — HqX1®HqX2 — Hq(X1 UX2) —>Hq_1(X1 ﬂXz)...
Sei heilit (absolute) Mayer-Vietories-Sequenz der Triade.
Beweis: Folgt aus Bedingung (iv) in der Definition 3.8.2 fiir “ausschneidend”.

3.8.4 Die relative Version der Mayer-Vietories-Sequenz
Fiir jede Triade (X,X1 ,X2) hat man die folgende kurze exakte Sequenz von

Kettenabbildungen. o o
Losx Ui ex sx W) ex
S(X10X2) SX1 SX2 S{Xl’X2}
Falls die Triade ausschneidend ist, so hat die zugehdrige Homologiesequenz die Gestalt
(] 1 ’_J2) (11 ’12)

Hq(X,Xl)@H q(X’Xz)

0 0

<= H (XX NX,) H (XX UX) =

' Beziiglich der Uberdeckung X = XlUXZ.



Beweis. Die Exaktheit der angegebenen langen Sequenz ist eine direkte Folge der
Exaktheit der Komplexsequenz und der Definition der Ausschneidungstriade (Bed.
(vi)). Es geniigt also, die Exaktheit der Komplexsequenz zu beweisen.

Zunichst ist leicht zu sehen, daf es sich wenigstens um einen Komplex handelt (d.h. die
Zusammensetzung aufeinanderfolgender Kettenabbildungen ist Null): das ergibt sich
direkt aus den Definitionen der beteiligten singuldren Komplexe. Weiterhin ist klar, die
rechte Kettenabbildung ist surjektiv und die linke injektiv. Es bleibt also nur noch zu
zeigen, dal} der Kern der rechten Kettenabbildung im Bild der rechte liegt.

Betrachten wir einen Reprisentanten eines Elements aus dem Kern der rechten

Kettenabbildung. Sei also

c:=(i1 ,i2)(a,b) =atb & S{X1 ,X2}.
Dabei konnen wir annehmen, in a kommen keine Simplexe aus X1 vor und in b keine
aus X .. Dann bedeutet die Relation a+b € S{Xl’X2} aber, aESX, und bESXl. Also

2
reprisentiert

2

O 1 ’_jz)(a_b) = (a'b’ b'a)

dasselbe Element wie (a,b).
QED.

3.8.5 Der Zusammenhangshomomorphismus der absoluten Mayer-Vietories-
Sequenz

Der Zusammenhangshomomorphismus der absoluten Mayer-Vietories-Sequenz 3.8.3
ist gerade die folgende Zusammensetzung.
Hq(XIUXZ) qu(XIUXz,Xz)qu_l(Xl ,XlﬂXz) — Hq_l(XlﬂXz)
Dabei sei der Homomorphismus links gerade durch die Einbettung
(X1 UX2 ,@)Q(Xl UX2 ,X2)

induziert, der Isomorphismus in der Mitte komme von der Ausschneidungsbedingung
(1), d.h. von der Einbettung

(X X[ NX,) € (X UX, X,),
und der Homormorphismus rechts sei der Zusammenhangshomomorphismus des
Paares (X1 ,X1 ﬂXz).

Beweis. Der Beweis ergibt sich im wesentlichen aus dem Vergleich der Definitionen der
beiden beteiligten Zusammenhangshomomorphismen. Sei uEH(XIUXZ)zHS{X1 ’XZ}'

Wir wihlen einen Reprisentanten von u der Gestalt

Cl+C2 e S{XI’XZ} mit CIESX1 , CZESX2 und acl+802 =0.

Um das Bild unter dem Zusammenhangshomomorphismus zu finden, miissen wir ein
Urbild dieses Reprisentanten in SXI@SX2 finden. Ein solches ist ((:1 ,c2). Als néchstes

miissen wir den Randoperator anwenden und erhalten (acl,acz) = (acl,—acl). Von
letzterem Element miissen wir ein Urbild in S(Xl ﬂXz) finden. Ein solches ist acl. Das

Bild von u beim Zusammenhangshomomorphismus der Mayer-Vietories-Sequenz wird

also durch 6c1 reprasentiert.

Wenn wir nun das Bild des Reprisentanten ¢ e, vonu bei den Abbildungen unseres

Satzes verfolgen, erhalten wir (mit Hilfe derselben Argumentation wie eben) wiederum
den Reprisentanten acl. Die beiden Abbildungen stimmen also {iberein.

QED.



3.8.6 Der Zusammenhangshomomorphismus der relativen Mayer-Vietories-
Sequenz

Der Zusammenhangshomomorphismus der relativen Mayer-Vietories-Sequenz 3.8 4 ist
gerade die folgende Zusammensetzung.

Hq(X,XIUXz) —>Hq_1(X1UX2,X 1)~=—Hq_l(X2,XIDX2) — Hq_l(X,XlﬂXz)
Dabei sei der Homomorphismus links gerade der Zusammenhangshomomorphismus
des Tripels (X, XIUX2’ Xl), der Isomorphismus in der Mitte komme von der Aus-

schneidungsbedingung (ii), d.h. von der Einbettung
(X, X[ NX,) & (X, UX, X)),
und der Homomorphismus rechts werde durch die Einbettung
-
(X, X, NX,) & (XX, NX,)
induziert.
Beweis. Sei uEH(X,XIUX2) = H(SX/S{XI,Xz}). Wir wihlen einen Reprisentanten

cESX mit dc € S{X1 ,)(2}, d.h.

Jc = c1 + 02 mit CIESX1 und CZESXZ'

Ein Urbild in SX/SXl@S)QSX2 wird durch (c0) représentiert. Anwenden des
Randoperators liefert (9c,0), und Ubergang zum Urbild in SX/S(X1 ﬂXZ) schlieBlich Cy-
Letzteres Element représentiert einen Zyklus von SX/S(X1 ﬂXz), welcher seinerseits das

Bild von u beim Zusammenhangshomomorphismus der Mayer-Vietories-Sequenz
reprasentiert. Eine analoge Betrachtung fiir die im Satz angegebenen Abbildungen zeigt,
dal} deren Zusammensetzung durch diesselben Repridsentanten beschrieben wird.

QED.

3.8.7 Funktorialitit der Mayer-Vietories-Sequenz
Sei f:(X, X1 , Xz) — (Y, Y1 , Y2) eine stetige Abbildung von Ausschneidungstriaden.
Dann induziert f einen Morphismus der zugehorigen absoluten bzw. relativen Mayer-

Vietories-Sequenzen. .
Genauere Formulierung und deren Beweis: Ubungsaufgabe.

3.8.8 Reduzierte Mayer-Vietories-Sequenz

Sei (X, X1 , X2) eine Ausschneidungstriade mit X M X2¢@. Dann besteht eine exakte

1
Sequenz

"'%Hq(Xl mxz)—>HqX1 ®HqX2_>Hq(X1 UX2)—>Hq_ 1 (X1 NX 2)9"'

lﬂ X2=® konnen wir einen Punkt pEXlﬂ X2 wihlen. Bezeichne P
den Raum mit dem einzigen Punkt p. Dann ist (P,P,P) eine Ausschneidungstriade, denn
zum Beispiel ist der erste Homomorphismus von 3.8.2 ein Isomorphismus:

H(P, PNP) — H( PUP, P).

(PPP)C (X, X, X,)

liefert einen Morphismus der zugehdrigen Mayer-Vietorissequenzen
a: MS(P,P.P) — MS(X, Xl’ X2).

Desweiteren ist die konstante Abbildung X — P stetige und induzierte eine stetige
Abbildung von Triaden (X, Xl’ X2) — (P,P,P), ihrerseits einem Morphismus von

Beweis. Wegen X

Die natiirliche Einbettung

Mayer-Vietories-Sequenzen
B: MS(X, Xl’ X2) — MS(P.,P.P).



Nach Konstruktion ist 3 linksinvers zu a, d.h. MS(P,P,P) ist ein direkter Summand in
MS(X, X1 , Xz). Durch Wegfaktorisieren des direkten Summanden MS(P,P,P) erhalten

wir die angegebene reduzierte Mayer-Vietories-Sequenz.
QED.

3.8.9 Beispiel: Homologie eines Buketts

Sei (X, Xl’ X2) eine Ausschneidungstriade mit Xlﬂ Xf@ und ﬁ(XlﬂXz) =0.

Auf Grund der reduzierten Mayer-Vietories-Sequenz hat man dann Isomorphismen
Hle(JDHququ(Xl UX2).

Im Fall,da X = Xl*u-'X2 das Bukett der beiden Riaume Xl’ X2 ist, erhalten wir gerade

das Ergebnis von 3.7.7. Der Beweis von 3.7.7 bestand im wesentlichen gerade darin,

nachzupriifen, da3 (X, X1 , X2) unter den angegebenen Bedingungen ausschneidend ist.

3.8.10 Beispiel: Satz von Jordan

Sei (X, Xl’ X2) eine Ausschneidungstriade mit Xlﬂ X2¢® und ﬁ(XIUX2) = 0. Auf

Grund der reduzierten Mayer-Vietories-Sequenz hat man dann einen Isomorphismen

Hq(X1 ﬂXz)—>Hle(-DHqX2
Betrachten wir zum Beispiel eine dicke Sphire U C R, d.h. U ist eine offene Menge
welche hombomorph ist zu Sn'lx(—l ,1). Sei

®: S™Ix(-1,1) > U
ein Homdomorphismus. Die Menge
> = d(S™ Ixf0})

heiBt dann Skelett der dicken Sphire U. Sei V := R" - = das Komplement des Skeletts.
Dann ist

(R", U, V)
eine Ausschneidungstriade, denn auf Grund des Satzes iiber kleine Simplexe ist
HS{U,V} — HUUYV)

ein Isomorphismus (U und V sind offen im R™). AuBerdem gilt
HUuuv)=HR" = 0.
Die reduzierte Mayer-Vietories-Sequenz liefert [somorphismen
ﬁq(UnV)eﬁqU@ﬁqv.
Insbesondere erhalten wie fiir g=0, da U zusammenhéngend ist,

H,(UNV) = H USH vV =H V.

Weiterhin besteht der Durchschnitt UNYV aus zwei Komponenten,
UNv = U-3 ~ s 1x1,0) u s?1x0,1),

dh. es st ﬁov = ﬁO(UmV) = 2, dh V hat ebenfalls zwei

Zusammenhangskomponenten. Wir haben damit einen wichtigen Spezialfall des
verallgemeinerten Satzen von Jordan bewiesen:

Das Geriist =11 C R" einer beliebigen dicken Sphire teilt im Fall n>1 den R in zwei

Komponenten, welche Inneres und AuBeres von Zn‘l heillen.




3.8.11 Beispiel: Homologie einer Suspension

Sei (X, Xl’X2) eine Ausschneidungstriade mit Xlﬂ Xf@ und ﬁXl = ﬁXz = 0. Auf

Grund der reduzierten Mayer-Vietories-Sequenz hat man dann Isomorphismen
Hq(X1 UX2)—>Hq_ 1 (X1 ﬂXz).
Ein interessantes Beispiel fiir eine solche Situation ist die Suspension =X eines
topologischen Raumes X. Sie ist definiert als das Ergebnis
=[0,1]xX/~
einer Kontraktion von Dach {0}xX und Boden {1}xX des Zylinders [0,1]xX in jeweils
einen Punkt. Mit anderen Worten, ~ ist die Aquivalenzrelation deren Aquivalenzklassen

gerade die folgenden sind.
{0}xX, {1}xX, {(t,x)} mit O<t<1 und xEX.
Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit der Faktortopologie beziiglich der
natiirlichen Surjektion
v: [0,1]xX — 2X, (t,x) a Klasse von (t,x),
versehen. Man kann sich XX veranschaulichen als zweiseiten Kegel {iber X mit der

Basis {%}XX und den Spitzen y(0,x) und y(1,x). Die Projektion [0,1]xY—[0,1]

induziert eine stetige Abbildung
h: X — [0,1], y(tx) at.
Die Suspension 2X ist Vereinigung der beiden offenen Teilmengen

-
CoY=h"'(0.1]

ClY:h'l[O,l)

Dies sind zwei “offene Kegel” iiber Y und als solche sind sie kontrahierbar. Zum

Beispiel erhilt man wie folgt fiir ClY eine kontrahierende Deformation.

st : ClY — CIY’ v(u.x) a y(tux).
Auf Grund der Definition der Topologie von 2X ist dies eine stetige Familie. Fiir t=1
erhélt man die identische Abbildung und fiir t=0, wird der gesamte Raum in die Spitze
des Kegels abgebildet. Mit andere Worten, ClY ist kontrahierbar. Damit ist

HCOY =0= HCIY.

Da die beiden Kegel offen in 2X sind, ist (ZX,COY, CIY) ausschneidend. Insbesondere

hat man Isomorphismen

A @0 =H Cyue V- € ynC V)= _©.Dx0=H Y.

~ Sn+1, sodall man mit Hilfe der Suspension

Es ist nicht sehr schwer, zu zeigen ZS"
die Homologie der Sphiren ausrechnen kann:

Z fallsn-q=0

0 sonst

I s"=f sst-l-f§ sn-l- —fsnd-=
q q q-1 0

3.8.12 Die Mayer-Vietories-Sequenz eines Paars von Ausschneidungstriaden
Seien zwei Triaden (A, A1 , AZ) und (X, X1 , XZ) gegeben mit

(A AL A) CX.X,.X,).

Dann hat man ein kommutatives Diagramm von Kettenabbildungen mit exakten Zeilen



S{X1X2}
0— S{AI’AZ} - S{X1>X2} g S{Al’A2} —=0

y J !

S(X1 UX2)

S, UA) "

Wenn die beiden Triaden ausschneidend sind, so induzieren die beiden linken vertikalen
Abbildungen Isomorphismen auf der Homologie, und auf Grund des Fiinferlemmas gilt
dies dann auch fiir die rechte vertikale Abbildung. Nun sind alle beteiligten Komplexe

frei, d.h. die Kettenabbildungen selbst sind Homotopiedquivalenzen, insbesondere ist
S{X, . X,} SX,UX,)
1772 17772
S{A1 ,A2} S(AIUAz)

Die folgende kurze Sequenz von Kettenabbildunge ist exakt.
. S(XlﬂX2) . SleSXZ S{Xl’XZ} .
S(A1 ﬂAz) SA1 SA2 S{A1 ,A2}
Die zugehorige Homologiesequenz hat die folgende Gestalt.
...—>Hq(X1ﬁXz,AlﬂAz)—>Hq(X1 ,A1)®H(X2,A2)—>Hq(X1UX2,A1 UA2)
qu_l(Xl ﬁXz,A1 ﬂAz)e...
Sei heifit Mayer-Vietories-Sequenz des Triadenpaares (A, A1 , A2) C (X, X1 , X2).

0— S(AIUAZ) — S(XIUXZ) —

0 0.

Im Fall A= ist dies gerade die absolute Mayer-Vietories-Sequenz, und im Fall X = X1
= A aus nur einem Punkt besteht, erhalten wir die

= X2 die relative. Im Fall, daf3 A1 ’

reduzierte Mayer-Vietories-Sequenz. Ist X1=X und AIQ A2=X2, so erhalten wir die
Homologiesequenz eines Tripels.

3.8.13 Aufgaben

Simpliziale Mayer-Vietoris-Sequenzen
1. SeiK ein Simplizialkomplex. Ein Teilkomplex von K ist eine Teilmenge K’CK

welche selbst wieder ein abstrakter Simplizialkomplex ist (iiber einer
moglicherweise kleineren Eckenmenge). Seien K’ und K” Teilkomplexe von K.

(a) Zeigen Sie, dann sind auch K’UK” und K’NK” Teilkomplexe.

(b) Konstruieren Sie kurze exakte Sequenzen von Komplexen

0— S(K’NK”) = S(K")@S(K”) = S(K’'UK”) —= 0

0— C(K’'NK”) = C(K)®C(K”) = C(K’'UK”) = 0
in den geordneten bzw. orientierten Kettenkomplexen von K’ K” K’NK”,
K’UK”. Die zugehorigen langen Homologiesequenzen heilen Mayer-Vietoris-
Sequenzen der geordneten bzw. orientierten simplizialen Homologie.

(c) Zeigen Sie, fiir jeden SimplizialkomplexK induzieren die natiirliche Surjektion

S(K) — C(K)
und (bei gegebener linearen Ordung auf der Eckenmenge von K) die natiirliche
Injektion

C(K) — C(K)

einen Isomorphismus der Homologie.



3.9 Die Ausschneidungseigenschaft polyedraler Triaden
Seien K ein (kombinatorischer) Simplizialkomplex und

K, K?C K
zwei Teilkomplexe. Weiter seien

X :=IKl, X’ :=IK’l und X” := K"l

die zugehorigen geometrischen Realisierungen. Das Ziel dieses Abschnitts ist es, zu
zeigen, dall dann

X, X, X”)
eine Ausschneidungstriade ist .

3.9.1. Die geometrische Realisierung eines Simplizialkomplexes
Sei K ein kombinatorischer Simplizialkomplex und

Kl :=U Isl ,Isl:={o:s = [0,1]: > a(e) =1},

sek ecs
dessen geometrische Realisierung. Fiir jeden Punkt a€lKI schreiben wir auch
a= Y ae)e.
eeV(K)

Die a(e) heiBen auch Koordinaten von a.
Ein topologischer Raum der homdomorph ist zu einem topologischen Raum der Gestalt
IKI' heifit Polyeder. Falls K endlich ist, so spricht man auch von einem endlichen

Polyeder. Ein topologisches Paar, welches isomorph ist in Top(z) zu einem Paar der
Gesalt
(IKI1, 1L
mit einem Teilkomplex L von K, heif3t polyedrales Paar.
Wiederholung.
1.  Fir jedes Simplex s = {e

€ } €K mit q+1 Ecken e. kann man Is|l mit A
0" q i q

identifizieren vermittels der Abbildung
Isl = A ,aa(ale,),..oe ).
g 08 (eg)...ale )

Dadurch bekommt Is| die Struktur eines zu Aq homodomorphen topologischen

Raums.

2. Eine Teilmenge ACIKI ist genau dann offen, wenn ANlIsl| offen ist in Is| fiir jedes
seK.

3.  Eine Abbildung f:IKl — X ist genau dann stetig, wenn die Einschrinkung

fl. ;lsl—= X
sl

stetig ist fiir jedes s€EK.

3.9.2. Die baryzentische Unterteilung eines Simplizialkomplexes
Sei K ein kombinatorischer Simplizialkomplex und

Kl := USEK Isl,Isl:=={a:s—=[0,1]: > a(e)=1},
ees

dessen geometrische Realisierung. Fiir jedes Simplex
s={e.,..e } EK
07" q
heiflt der Punkt o€lsl mit
(x(ei) = q+L1ﬁjr jedes i
Baryzentrum von Isl (oder auch von s) und wird mit b(s) bezeichnet.

Wiederholung
1. s,Isl und b(s) bestimmen einander eindeutig:



a) s ist der Trédger von b(s):
s ={e€V(K) I b(s)(e) =0 }.
b) s ist die Menge der Ecken von Isl.

2. Ist 5 C 5 C ...Cs_eine echt aufsteigende Kette von Seiten eines Simplex s€K,

so definieren die Baryzentren eine Teilmenge

0. = -
gy 5g1° = 4 éo x.b(s) | 20 x.=1,x. >0} Clsl
deren AbschlieBung ein geometrisches Simplex der Dimension q ist (d.h. es ist
homéomorph zu Aq)' 7

3.  Das geometrische Simplex Isl (s€K) ist die disjunkte Vereinigung aller offenen

Simplexe der Gestat

C 18
lSO’Sl”' OCSI C ...qu_s.
4.  Wegen 3 ist Kl die disjunkte Vereinigung aller Simplexe der Gestalt
-
lSO’Sl"' OCs1 C ...qu_sEK.
Die Zerlegung von Kl in diese Simplexe heifit offene baryzentrische Unterteilung
von [KI (beziiglich K). Die Mengen der Gestalt

i -
{ SO’ Sl’ ...,sq } mit s0 C s1 cC..C sq C seK

bilden einen kombinatorischen Simplizialkomplex K’, dessen geometrische
Realisierung homdomorph ist zu der von K."” Der Komplex K’ heifit
baryzentrische Unterteilung von K.
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3.9.3. Die baryzentrische Umgebung eines Teilpolyeders in einem Polyeder
Seien K ein kombinatorischer Simplizialkomplex und L € K ein Teilkomplex. Dann ist
die baryzentrische Unterteilung L.’ von L ein Teilkomplex der baryzentrischen

Unterteilung K’ von K. Die baryzentrische Umgebung von L in K ist eine Menge
B(L) = BK(L)

mit
ILI € B(L) C IKI,
die wie folgt definiert ist.

"7 Wir identifizieren Is| mit einem Standardsimplex. Die Summe der Koordinaten von b(s ) ist 1, die der
i

von x.b(s,) ist also gleich x, und die der von
i i

$ xbs)
i
i=0
ist gleich 1. Also liegt dieser Punkt im Standard-Simplex Isl. Da die b(s.) linear unabhéingig sind
i
(b(s_+l) ist nicht Linearkombination vorhergehender Baryzentren b(s ) mit v < i, da die Anzahl der von
I v
Null verschiedenen Koordinaten von b(s,+1) dafiir zu gro8 ist), hat die AbschlieSung die Dimension q.
i
'8 Sei a€lsl und seien el,...,ek die Ecken von s, in denen a ungleich Null ist. Mit
s’ :={ el,...,ek} und b = b(s’)
gibt es dann ein eindeutig bestimmtes XxE(0,1) mit der Eigenschaft, daf3
a-xb
in weniger als k Ecken von s von Null verschieden ist. Durch Wiederholen der Prozedur erhilt man eine
Darstellung von a als Linearkombination von Baryzentren, die zu einer echt absteigenden Folge von

Seiten gehoren.
' Wegen 3 gilt dies fiir jedes einzelne Simplex und damit fiir den ganzen Komplex.



Jedes Element von IK’| ist von der Gestalt

§ Xib(si) mit g X, = 1, X, >0
=0 =0
wobei die s, Simplexe von K sind mit
sOCs1 - ...quEK.
Wir definieren B(L) als die Menge aller Punkte dieser Gestalt mit

SOEL.

Bemerkungen
(i)  Nach Konstruktion gilt
ILI = IL’1 € B(L) € IK’I = IKI.
(i) B(L) ist eine offene Teilmenge von IKI.
(iii) Fiir je zwei Teilkomplexe L, M von K gilt
B(LNM) = B(L)NB(M).
Beweis. Zu (i): folgt unmitttelbar aus den Definitionen.
Zu (i1). Es reicht zu zeigen
B(L)NIs’l ist offen in Is’| fiir jedes Simplex s’EK’.
Als Simplex der baryzentrischen Unterteilung K’ hat s’ die Gestalt

s ={s.,8.,..,8 rmits, Cs_ C..Cs €K.

01 q 0 1 q
Die Punkte von Is’l sind gerade die Punkte der Gestalt
(1) § x.b(s,) mit § X =1,x 0.

1=0 1=0
Falls 5 nicht in L liegt, so liegt auch keines der ilibrigen s, in L und keiner dieser Punkte
liegt in B(L). Im Fall s0¢L gilt also
BML)NIs’l=Q,
d.h. wir erhalten eine offene Teilmenge von Is’l. Es bleibt noch der Fall
s, €L
0

zu betrachten. Wir wihlen r= O derart, daf gilt

sOC ...C erLund sr_|_1 g L.

Die Punkte von Is’l sind wieder gerade die Punkte der Gestalt (1). Sind alle X, mit i<r
Null, so liegt ein solcher Punkt nicht in B(L). Ist wenigstens eines dieser X, ungleich
Null, so liegt der Punkt in B(L). Mit anderen Worten,

B(L)NIs’| = { éo xb(s) EI5'1: x,

Also ist B(L)NIs’l der Durchschnitt von Is’l mit der offenen Menge

{x € RA+! |

+...+xr >0 }.

O+...+xr >0 }

des RI+! , also offen in Is‘l. Wir haben gezeigt, B(L) ist offen in IKI.

Zu (iii). B(L)NB(M) ist die Vereinigung der offenen Simplexe

lSO’Sl"' 0 C 5 C..C quK, SOEL und sOEM.
Diese Vereinigung ist aber auch gleich B(LNM).

QED.
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3.94. Die baryzentrische Deformation eines polyedralen Paares

Seien K ein kombinatorischer Simplizialkomplex und L € K ein Teilkomplex. Dann
gibt es eine Homotopie



Ht = H?’L: BL)—=BML),0=st=<1
mit

Ht IILI = IdILI , H0 = IdB(L) und HI(B(L)) =ILI.

Insbesondere ist LI ein starker Deformationsretrakt der offenen Umgebung B(L) von L
und die natiirliche Einbettung
ILI = B(L)
induziert einen Isomorphismus
H(ILI) = H(B(L))

der Homologie. Die Homtopie HF’L heilt auch baryzentrische Deformation des Paares

(K,L).
Beweis. Sei s’ ={ SO,...,Sq} € K’ ein Simplex der baryzentrischen Unterteilung von K

mit
SO CcC..C Sq
und
sO CcC..C er L und Sr+1 g L.

Wir definieren Ht auf

B(L)NIs’l = { éo xb(s) EIS’1: X+ 4% >0},
wie folgt.

-1t § X,
i=r+1

(1) H( § x.b(s.)) = (1) § x.b(s,) + 3 x.b(s.).

i=0 i=r+1 < i=0

i=0 !

Dann ist H ¢ auf B(L)NIs’| eine wohldefinierte Homotopie*’, und fiir verschiedene s’

sind die Defintionen vertréiglich und verheften sich zu einer stetigen Abbildung
B(L)x[0,1] = B(L), (o, t) @ Ht(oc).

Man beachte, die erste Summe rechts wird iiber die Baryzentren erstreckt, die nicht in ILI
liegen und die zweite iiber die Baryzentren, die in ILI liegen. In diesem Sinne ist die
Definition unabhingig von der Wahl des spezielen Simplex s’, in welchem der
abzubildende Punkt liegt.

Fiir Punkte aus ILI ist die erste Summe auf der rechten Seite von (1) gleich Null und im
Nenner vor dem zweiten Summanden steht 1, d.h. auf ILI ist Ht fiir jedes t die identische

Abbildung. Fiir t = 0 ist der Quotient des zweiten Summanden rechts gleich 1, d.h. HO

ist die identische Abbildung. Schliellich ist der erste Summand fiir t = 1 Null und das
Bild von H_ liegt ganz in ILI.

1
QED.

3.9.x. (weglassen!!!) Eine Eigenschaft der baryzentrischen Deformation

Seien K ein Simplizialkomplex und L, M € K Teilkomplexe. Dann induziert die
natiirliche Einbettung
ILINMI — BK(L)O|MI

2 die Summe der Koordinaten rechts ist 1.



einen Isomorphismus auf der Homologie,
H(ILINMI) — H(B(L)NMI).
Beweis. Nach 3.9 4 reicht es zu zeigen,
B(L)NMI
ist gerade die baryzentrische Umgebung von LMNM in M. Das folgt aber aus der
Definiton von B(L):

Die Punkte von IMI kann man sich als Linearkombinationen von gewissen Baryzentren
von Simplexen von M geschrieben denken,

% Xib(si)’ s, e M.
Eine solche Linearkombination liegt genau dann in B(L), wenn mindestens ein
Koeffizient eines Baryzentrums eines Simplexes von L ungleich Null ist,
X, # O fiir ein 1 mit si €L,

d.h. wenn der Punkt in der baryzentrischen Umgebung von LNM in M liegt.
QED.

3.9.5. Die Ausschneidungseigenschaft polyedraler Triaden

Seien K ein Simplizialkomplex und L’, L” € K zwei Teilkomplexe mit
K =L"UL".
Dann ist
(IKI, L1, IL”1)
eine Ausschneidungstriade.
Beweis. Wir setzen
X =IKl, X" :=1IL°I, X” = IL”I

und
B —BK(L),B —BK @).

Dann gilt

X=X"UX”
und erst recht

X =B’UB”.
Da B’ und B” offen sind in X, ist

(X,B’,B”)

eine Ausschneidungstriade (nach Beispiel 1 von 3.8.2), d.h. die natiirliche Abbildung
(B’, B’NB”) — (B’UB”, B”) = (X, B”).
induziert einen Isomorphismus auf der Homologie. Zum Beweis der Behauptung reicht
es zu zeigen, da} auch die folgenden natiirlichen Abbildungen Isomorphismen auf den
Homologien induzieren.
1. X, X”) = (X,B”).
2. X, X’NX”) —= (B’, B’NB”).
Zu 1. Die Abbildung (X, X”) — (X, B”) induziert einen Morphismus zwischen den
langen Homologiesequenzen der beiden Paare:
—-H X”—>H X—-H XX")—>H X"—
q q q q-1

| I | |

—-H B”—-H X—-H (XB")—H ,B”—
q q q-1

Dabei sind alle vertikalen Abbildungen zwischen absoluten Homologiegruppen
Isomorphismen (nach 3.9.4). Also sind es auch die vertikalen Abbildungen zwischen
den relativen Homologiegruppen (nach dem 5-Lemma).

Zu 2. Die Abbildung (X’, X’NX”) — (X’, B’NB”) induziert einen Morphismus
zwischen den langen Homologiesequenzen der beiden Paare:



—-H (X’NX”)-H X*’—=H X’ X’NX")—H (X'NX”")—
q q q q-1
y y J Y

— Hq(B’ﬂB”) — HqB’ — Hq(B’,B’ﬂB”) — Hq 1(B’F\B”) —

Wie beim Beweis von 1. reicht es zu zeigen, die Inklusionen
X’ — B’ und X’NX” — B’NB”
induzieren Isomorphismen auf der Homologie. Fiir die erste Inklusion ist das klar auf
Grund von 3.9.4. Betrachten wir die zweite. Nach 3.9 .4 reicht es zu zeigen,
B’NB” = B(L")NB(L”)
ist baryzentrische Umgebung von L’MNL” in K. Nach 3.9.3 ist aber
B(L’)NB(L”) = B(L'NL”).

QED.

4. Anwendungen auf den euklidischen Raum

4.1 Standardabbildungen zwischen Zellen und Sphéren

4.1.1 Wiederholung
Wie bisher verwenden wir folgende Bezeichnungen

. / 2 n
IxIl= iglxi Norm von x:(x1 ,...,xn)EIR

st .= {xE]Rn"'1 Il x Il = 1} n-dimensionale Einheitssphére, n-Sphére
B":= {x€R™Illxll<1} n-dimensionale Vollkugel, n-Kugel

B":= {x&R"IlIxll<1} n-dimensionale offene Vollkugel, offene n-Kugel, n-Zelle
Q:=(0,...0,HesS" Grundpunkt von st

4.1.2 Die Standardabbildungen der Vollkugel

Die folgende Abbildung heiflt Standardabbildung der abgeschlossenen n-Kugel auf die
n-Sphire.

wBLSTHsMQ), ya 2 Vi-lly 1%y, 2l y I%-1) (ERPxR = Ry,
Die folgende Abbildung heiBt Standardabbildung der offenen n-Kugel auf den R™.

,,an_> n y
vB=RLya iy

Die Abbildung = ist wohldefiniert. Es gilt
)2 = 41y 12yl y 12 + @21y 12-1)2

=4y 12 - aly i* + iyt -4y +1
=1

as™ 1) = {0.2-1)} = {Q}

QED.

4.1.3 Eigenschaften der Standardabbildung &
6)) Jt'l(Q) =gl , n'l(p) ist einpunktig fiir peS™-{Q}.
(i)) Die Standardabbildung n:(Bn,Sn'l)—>(Sn,Q) induziert einen Homdomorphismen

m: BYSH ! s 1 ynd mB™ — SP{QY.



(iii) Die folgende Abbildung ist die Umkehrung von m:B® — S™-{Q}.

Z

V2(1-t)

Man erhilt also die n-Sphire aus der n-dimensionalen Vollkugel, indem man den Rand

p: S"-{Q} — En, (z}) a

der letzteren zu einen Punkt zusammenzieht. Anschaulich kann man sich S™ vorstellen
als ein rundgebogenes Exemplar der “Scheibe” B, wobei der Rand von B? zu einen
Punkt zusammengezogen wurde.

Beweis. Zu (i). Es gilt

a(y)=Q = VI-ly 1% y=0und 2y %1 = 1 < Ily I’=1 < yes™"!
Sei p = (z,)ES™-{Q}. Dann gilt
a(y)=p < 2\ 1y %)y =z und 2l y I1*-1 = t

ImPFallz=0 gilt t=-1,alsoy =0. Sei jetzt z = 0. Die Gleichungen rechts haben dann,

wenn sie {iberhaupt 16sbar sein sollten nur Losungen der Gestalty =Azmit0 = A E R.
Einsetzen liefert die Bedingungen

AWM Z B I 212 =12 12 und 24 A Pl 12 -1 =t

o aIAPaz12 02 =1 und 1 n 12 =L .
201z I
< 2'(1-t)IM2=1undIM2=t+—12
2z I
2 1 t+1
I)\.I = =
- 2(1-9 7 51 2112

Damit existiert hochstens ein Punkt in J'li_l(p) und die Bedingung fiir die tatsdchliche
Existenz eines Punktes ist
1 t+1

210~ 51 2112

Letztere Bedingung ist aber erfiillt, wegen p = (z.H)ES™.

2 2 _

slzlP=1-2< lzI%+1

Zu (ii). Nach (i) ist 7t wohldefiniert und bijektiv. Da m stetig ist, ist es auch 7. Damit ist 7
eine stetige bijektive Abbildung eines kompakten Raumes in einen Hausdorff-Raum,

=]
und als solche Abbildung ein Homdomorphismus. Die Homoomorphie von :B? — S

-{Q} ergibt sich aus der von 7 und (i).
Zu (iii). Einfach.
QED.

4.1.4 Eigenschaften der Standardabbildung =’

Die Standardabbildung ”:B"—=R" ist ein Homéomorphismus mit der
Umkehrabbildung

—Z
I+l z I
Zusammen mit 4.1.3 ergibt sich S{Q} = R™. Anders ausgedriickt, ST ist die

Einpunktkompaktifizierung des R™ (vgl. Stereographische Projektion).

[=]
p: R"B" za



Beweis. Offensichtlich ist p” wohldefiniert und stetig. Fiir zER" gilt

) s _ Z Z —_ Z —
w (@) = /A D = e = 4

Analog gilt fiir yEB"

UV A y _ y _
P’ (@) =13y /A + g5 D = oy =Y

QED.

4.1.5 Kompakte konvexe Teilmengen des euklidischen Raumes

Sei K eine kompakte konvexe Teilmenge des R™, welche eine n-Kugel B enthilt. Dann
sind die Paare (K,0K) und (B,0B) hom&omorph.
Beweis. Durch Verschieben und Strecken reduzieren wir den Beweis auf den Fall

B=B".
1. Schritt. v: 0K — Sn'l, ya g z m ist ein Homdomorphismus.

Die Abbildung ist stetig und bildet einen kompakten Raum in einen Hausdorff-Raum
ab. Es geniigt also, ihre Bijektivitit zu beweisen.

Die Abbildung ist surjektiv: Sei z& Sn'l. Bezeichne g die Gerade durch z und den
Ursprung 0 € B. Dann ist gNK konvex und Kompakt, also ein abgeschlossenes

Intervall von g = IR, welches den Ursprung enthilt,
gNK =[ab]z.

Der Punkt b-z liegt in K und jede Umgebung von b-z enthélt Punkte des Komplements,
d.h.

b-z € 0K
ist ein Punkt, der durch v in z abgebildet wird.
Die Abbildung ist injektiv: Fiir je zwei Urbilder x’, x”” desselben Punktes gilt

X7 =AX" mit A >0.

Durch eventuelles Vertauschen von x’ und x” erreichen wir

O<A<l.
Es reicht zu zeigen, in dieser Situation kann x” kein Randpunkt von K sein. Es reicht
also die folgende Aussage zu beweisen.

Fiir jedes x€K und 0 < A < 1 ist A-x ein innerer Punkt von K.

Um leteteres einzusehen, betrachten wir den Kegel, der durch Zentralprojektion von B in
den Punkt x entsteht. Der Punkt A-x liegt im Innern der Strecke von 0 nach x, also ganz
im Innern dieses Kegels.



Da K konvex ist, liegt auBerdem dieser Kegel ganz in K, d.h. A-x ist tatséachlich ein
innerer Punkt von K. Wir haben damit gezeigt, auf jeden vom Ursprung ausgehenden
Strahl gibt es genau einen Punkt, welcher auf dem Rand von K liegt. Das bedeutet aber
gerade, die Abbildung v ist bijektiv.

A
2. Schritt. Die radiale Forsetzung K—B™, Ay a ”y—y” ,0=A=lvonvistein

Homo6omorphismus.
Aus der Stetigkeit von v kann man die Stetigkeit dieser Abbildung ableiten. Aus der
Bijektivitit von v ergibt sich die Bijektivitit der Fortsetzung. Da ein kompakter Raum in

einen Hausdorff-Raum abgebildet wird, ergib sich daraus die Behauptung.
QED.

4.1.6 Folgerungen

(i) Der n-Kubus ist homdomorph zur n-Kugel: [-1,4+11"=[-1,+1]x...x[-1,+1]=B™.
(i) Das n-Standardsimplex An ist homéomorph zur n-Kugel: Anan.

(i11)) Der Rand

A ={xEA |x.=0 fiir ein i}
n n 1

des n-Standardsimplex ist homdomorph zur (n-1)-Sphére: AnzSn'l.
Beweis. (i). Folgt unmittelbar aus 4.1.5.
(i1). Wir betten An in den R™ ein vermittels der linearen Abbildung
e fallsi<n
a -1 ;
~"S'el falls i=n
j=0
Es ist leicht zu sehen, daf3 v bijektiv ist, also u( An)zAn gilt. AuBerdem ist u( An) eine

L An — RD ¢!

konvexe Menge im R™, welche eine Vollkugel mit dem Zentrum i(ﬁ g ei) enthilt.
Daraus ergibt sich die Behauptung.

(iii). Der eben konstruierte Homdomorphismus An—>Bn bildet den Rand An von An ab

in den Rand 9B" = Sn'1 von B,
QED.



4.2 Die Homologie von Zellen und Sphéren

4.2.1 Lemma
Sei An wie bisher das n-dimensionale Standard-Simplex,

A = {XxEA | x. =0 fiir mindestens ein j}
n n j

dessen Rand, und
An = {xEAn I xj = 0 fiir mindestens ein j>0}

das 0-Horn von An’ d.h. die Vereinigung aller echten Seiten von An mit Ausnahme der

O-ten. Dann bestehen folgende Isomorphien.
, ‘. .
H & 4BA e h—H @ A ).
gl n n = g-1 n-1 n-1

04 Ly

H (A A) H A A)
q n n = gl n n

Dabei seien 9, der Zusammenhangshomomorphismus von (An,An,An),

A (A g0 .0
1.(An,An) (An {e },An {e’})
die natiirliche Einbettung, und
0. A 0 04y s
€ .(An-{e },An-{e H— (A

die O-te Seitenabbildung.
Beweis. Bijektivitit von d,, . Es reicht zu zeigen, Hq(An,An)=0 (auf Grund der langen

n-1 ’An-l)

Homologiesequenz des Tripels (An,An,An)). Die stetige Familie

) _ ] 0
ht'(An’An) (An,An), x a (1-t)x+te",
zeigt nun, daf}
(@A)
ein starker Deformationsretrakt ist, d.h.
_ 0y 5.0, _
H AAD =H ()% =0.

Bijektivitéit von i,. Folgt aus dem Ausschneidungssatz: AbschlieBung von {eO} ist

gleich {eO} und liegt im Innern der Teilmenge An von An'

oh 1OV A 10Ny it o
ST U C }’An {e”}) ist eine

Bijektivitéit von eg. Es reicht zu zeigen, eO:(A
Homotopiedquivalenz. Die stetige Familie
AL 100y oA _r0 1.0
sp(A "B H{e"h) = (A HeTHA e, xax(,
mit
(l—t)xO fiir j=0
xj(t) =4 I-(-0x,

1-x

x. fiir >0
o J

ist wohldefiniert: es gilt



g 1-(1-t)x
X.() = (1-O)x, + —
=07 0" 1%,
und aus xj:O folgt xj(t):O.

(1-xy) =1,

AuBerdem ist die Einschrinkung von S, auf die O-te Seite x0=0 fiir alle t die identische

Abbildung. Fiir t=0 ist s ) selbst die identische Abbildung. Fiir t=1 liegt das Bild von s ¢

ganz auf der O-ten Seite sO(An_l). Mit anderern Worten, die O-te Seite ist vermittels s ¢

ein starker Deformationsretrakt von An—{eo}. Die Punkte x von An (d.h. x.=0 fiir ein

J7>0) werden bei s, in den Rand der O-ten Seite von An abgebildet. Mit anderen Worten,

0
durch st wird

(A )

n-1 ’An-l

zum starken Deformationsretrakt von (An-{eo},An-{eo}). Damit ist die Behauptung

bewiesen.
QED.

Bemerkung: die obige Abbildung s . ist gerade die Projektion des n-Simplex aus der O-

0
ten Ecke auf die O-te Seite.

4.2.2 Die Homologie von Zellen und Sphiren

(i) i (sh _ 0 fiir g=n
q Z fiir g=n
(i) H (Bn,Sn'l) _ 0 fiir g=n
q Z fiir g=n

0 fiir g=n
H IRn,IRn- —
(i) H ( ) {Z fir qen
Beweis. Zu (ii). Es gilt

n on-1 A
Hq(B 97 _Hq(An,An) (nach 4.1.5)

A A ) (nach42.1)

= Hq—l n-1""n-

= Hq—n(AO ,AO) (nach 4.2.1)

= Hq_n(AO)
Da AO der einpunktige Raum ist, ergibt sich daraus die Aussage von (ii).

Zu (i). Da B kontrahierbar ist, d.h. ﬁ(Bn+1) = 0 gilt, ergibt sich aus der reduzierten
Homologiesequenz des Paares (Bm_1 SM),

H SM=H
q( ) q+

Die Aussage von (i) folgt damit aus (ii).

(wegen A0=®).

1(Bn+1 ’Sn).



Zu (iii). OBdA sei p = 0 der Ursprung. Die Beispiele (ii) und (iii) von 3.5.9 (fiir
Deformationstrakte) zeigen, die Einbettung
8", ") — (R", R™-{p})

induziert Isomorphismen H(BM—H(EM? und H(S™D—HRM-{p}): B" ist ein
Deformatinsretrakt von R™ und S™ ist einer von R"-{p}. Aus diesen Isomorphismen
erhilt man nach dem Fiinferlemma mit Hilfe der Homologiesequenzen von (B, Sn'l)
und (R, R™-{p}), daB i auch einen Isomorphismus

HB", s™ 1) - HR™, R™-{p})
induziert. Damit folgt (iii) ebenfalls aus (ii).
QED.
Bemerkung

Wir sind jetzt in der Lage einige geometrische Schluflfolgerungen aus unseren
Berechnungen zu ziehen.

4.2.3 Sphiiren und euklidische Riume mit unterschiedlicher Dimension

Sphéren unterschiedlicher Dimension sind nicht homéomorph. Euklidische Rdume
unterschiedlicher Dimension sind nicht homdomorph.

Beweis. Fiir Sphiren folgt dies aus 4.2.2(i). Sei h: R™M—R" ein Homéomorphismus

mit m=n. Dann ist auch h:R™-{0}—R"-{h(0)} ein Homomorphismus im
Widerspruch zu 4.2.2(iii).
QED.

4.2.4 Sphiren und Vollkugeln

Die Shpire S™ st kein Retrakt der Vollkugel B".

Beweis. Angenommen, es gibt eine Retraktion r:B—>S™1 Dann ist die

Zusammensetzung
i

Sn- 1 Bn r Sn- 1
mit der natiirlichen Einbettung die identische Abbildung. Also ist auch
sl LTt L fjgn-1

die identische Abbildung. Das ist aber unmoglich, denn es gilt fis" 1.0 und AIB"=0.
QED.

4.2.5 Einbettungen von Vollkugeln in den Euklidischen Raum
Sei f:B"—R" eine stetige Abbildung.
Q) Es gilt f(y) = 0 fiir ein yEB" oder f(z) = Az fiir ein z€S™ ! und ein A>0.

(i1) Es gilt f(y) = y fiir ein yEB™ oder f(z) = Az fiir ein 28" und ein A>1.
Beweis. Zu (i). Betrachten wir die Abbildung

Al xl-1)yx-2-21x II)-f(ﬁ) fiir 2-1l x ll=1
L[| £(4-1I x 1I-x) fiir 2-11 x ll=1

p:Bn—>]Rn,X a

2 alternativ kann man auch so argumentieren: B™ und R" sind beide kontrahierbar, d.h. man hat ein
kommutatives Diagramm

HBY -  HER"

= N\, / =

H{p}



Insbesondere ist p(x) = f(2-x) fiir lIxll = % (d.h. rist stetig) und p(x) = x fiir XESn'l.

Falls p keine Nullstelle besitzt, so ist die Abbildung

B! — Sn'1 X a P

Ip(x) I
eine wohldefinierte Retraktion, was nach 4.2.4 nicht moglich ist. Auf dem Rand der
Vollkugel besitzt p kein Nullstelle (weil dort p(x) = x gilt), also muB es eine Nullstelle

im Innern der Vollkugel geben,
p(x) = 0 fiir ein xEB".

Im Fall 2-ixIl < 1 folgt f(y) = 0 mit y = 4-Il x [l'x€B™. Im Fall 21l x Il > 1 folgt
fy) = 1 x I - D/Q2-20xlIy1l x ll-y mity = = € sn-1,

Damit ist (i) bewiesen.
Zu (ii). Wir betrachten die Abbildung

g: B'=R" x a f(x) - x.
Nach (i) gibt es ein yEBM mit f(y) - y = 0 oder ein z&S™ ! mit f(z) - z = Az mit A>0,
d.h.
f(z) = (A+1)x.
QED.
4.2.6 Fixpunktsatz von Brouwer

Jede stetige Abbildung f:B"—B" der Vollkugel in sich hat mindestens einen Fixpunkt.

Beweis. Hitte f keinen Fixpunkt, so wiirde es nach 4.2.5(ii) ein ZESn'1 und ein A>1

geben mit
Il f(z) =AMl z 1N

Wegen f(z)EB" ist das aber nicht maglich.
QED.

4.2.7 Fundamentale Zyklen

Die identische Abbildung in:An—>An des n-Simplex ist ein Zyklus mod An' Seine

Homologieklasse erzeugt Hn(An,An) =Z,.dh.

Hn(An,An) = Z-[ln].
Der Rand von in ist ein Zyklus des Raumes An' Seine Homologieklasse erzeugt ﬁn-l
(An) = Z,dh.

Hn_l(An) = Z'[E)ln].

Beweis. Wegen ﬁ(An) = 0 liefert die reduzierte Homologiesequenz von (An,An)

Isomorphismen



0, H (A A)—=F (A)
n n n n-1""n
Dieser bildet [in] in [ain] ab. Die beiden Aussagen von 4.2.7 sind also &dquivalent. Es

geniigt die erste zu beweisen. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach n. Fiir n=0
wird

H, (8, Ay =Hy(8,)
trivialerweise vom einzigen Punkt iO von AO erzeugt. Sei jetzt bereits gezeigt, daB3
Hn-l(An 1" n- 1)_ z [1 ]
gilt. Nach 4.2.1 wird dann
Hn—l(An’An)
erzeugt von i*(eg([in_ 1])) = [EO:An_1—>An]. Letztere Klasse ist aber gerade das Bild
von
[1n] € Hn(An,An).
QED.

4.2.8 Produkte mit Sphiiren

Seien pES™ ein Punkt und Y ein beliebiger topologischer Raum. Dann bestehen
folgende Isomorphien.

Q) Hq(San,{p}xY) = Hq_n(Y).
. n n-1 _
(ii) Hq(B xY ST xY) = Hq_n(Y).
ces n _
(iii) Hq(S xY) = Hq_n(Y)@Hq(Y), [z] a (p[z], p,[z]).

Dabei sie p:S"xY—Y die Projektion auf den zweiten Faktor und p sei induziert durch

die Einbettung S"xYC (S"xY {p}xY)den Isomorphismus von (i).
Beweis. Zu (ii). Die Beweise sind analog zum Beweis von 4.2.2. Wie dort haben wir
(aus denselben Griinden) Isomorphismen

0
€,

d .
H ((A {e }A {e })xY)<—H (A A XY).
q-1 g-1 n-1 n-1

>x< Ly

H ((A A )xY)

H ((A A XY)

Dabel sei (A ,B)xY (AxY,BxY) Insbesondere erglbt sich

Hq((An,An)xY) = Hq_n((AO,AO)xY) = Hq_n(Y).

Wegen (An,An) ~ (Bn,Sn'l) ist dies gerade die Aussage von (ii).

Zu (). Zum Beweis von (i) betrachten wir das Tripel (Bn+1xY,Sn><Y,{p}xY). Da
{p3xYCB™ %Y eine Homotopieiquivalenz ist, gilt

HB™ xy {pixY) = 0.
Die Homologiesequenz des Tripels liefert daher,

H (B“*le SUxY) = H (san {pIxY).
Damit folgt (i) aus (ii).



Zu (iii). Die Projektion Sixy — {prxY ,(s,y) @ (p.y), ist eine Retraktion. Als solche
liefert sie nach 3.4.13 eine zerfallende exakte Sequenz:

0 — H({p}xY) — H(S"xY) — H(S"xY, {p}xY) — 0.
Die Behauptung ergibt sich damit aus (i).
QED.
Bemerkung: die Kiinneth-Formeln
Die Isomorphie 4.2.8(iii) kann man auch in der folgenden Weise schreiben. Es gilt

Hq(XxY) = @i+j=qu(X)®Hj(Y)

wenn einer der beiden Rdume X, Y homdomorph zu einer Sphire ist. Die eben
bewiesene Isomorphie ist ein erstes Beispiel fiir eine sehr allgemeine Aussage, die unter
dem Namen Kiinneth-Formeln bekannt ist. Spéter werden wir die graduierten Gruppen
H(X) und H(Y) (genauer ihre Duale, die Kohomologiegruppen) mit einer Ringstruktur
versehen. Die Kiinnethformeln bekommen dann die Gestalt
H(XxY) = HX)®H(Y)

eines Isomorphismus §raduierter Ringe. Sie gelten fiir die Kohomologie sehr
allgemeiner Raume XY .
Als Beispiel fiir die Abbildungen, die diese Isomorphie realisieren, betrachten wir die die
Abbildungen

(il*’iZ*) (Pl*apz*)
(*) H S"®H s" H (S"xs™)

Dabei seien die Abbildungen wie folgt definiert.
:Sn—>SnxSn,xa(x,p)

H S"@®H s?
n n

i1
iZ:Sn—>Sn><Sn,xa(p,x)
pIZSnxSn—>Sn,(X,y)aX
p2:SnxSn—>Sn,(X,y)ay
Die Komposition der Abbildungen (*) ist offensichtlich die Identitét. Deshalb ist
H S"®H S"=Z@Z
n n
ein direkter Summand von Hn(SnxSn)=Z@Z. Das ist aber nur moglich, wenn die

beiden Abbildung von (*) Isomorpismen sind.

4.3 Lokale Homologie

4.3.1 Vorbemerkung

Die singuliren Homologiegruppen sind globale Invarianten. R&ume  mit
unterschiedlichen Homologiegruppen konnen lokal isomorph sein, wie das zum Beispiel

bei S™ und R™ der Fall ist. Wie wir in diesem Abschnitt sehen werden, haben einige
relativen Homologiegruppen die Natur lokaler Invarianten.

4.3.2 Definition der lokalen Homologie

Seien X ein topologischer Raum und pE€X ein Punkt. Dann heif3t
Hq(XX—p)

22 Zum Beispiel, wenn die Homologie des einen Raumes endlich erzeugt und die des anderen torsionsfrei
ist.



p-te lokale Homologie von X im Punkt p. Diese Bezeichnung wird durch die

nachfolgende Aussage erklirt. Ein Punkt pEX heif3t abgeschlossen, wenn @ = {p}
gilt. Man beachte, in Hausdorff-Rdumen ist jeder Punkt abgeschlossen.

4.3.3 Lokalitit der lokalen Homologie

Sein X ein topologischer Raum und pEX ein abgeschlossener Punkt. Dann induziert fiir
jede offene Umgebung U von p die natiirliche Einbettung (U,U-p) — (X, X-p)
Isomorphismen

H q(U,U-p) —H q(X X-p).

Mit anderen Worten, die lokale Homologie von X in p ist durch jede noch so kleine
Umgebung von p festgelegt.
Beweis. Das Paar (U,U-p) entsteht aus (X, X-p) durch entfernen der Menge F:= X-U.
Nach dem Ausschneidungssatz geniigt es zu zeigen, die AbschlieBung von F liegt im
Innern von X-p. Offensichtlich gilt

F=X-UCX-p.
Die Behauptung folgt deshalb aus der Tatsache, dal F abgeschlossen und X-p offen ist
in X.
QED.

4.3.4 p-Abbildungen und Abbildungskeime

Zum besseren Verstindnis der lokalen Homologie werden wir ihr Verhalten bei
Abbildungen untersuchen, d.h. ihre funktoriellen Eigenschaften. Nach 4.3.3 geniigt es,
die Abbildung lokal in einer Umgebung des betrachteten Punktes zu definieren.
Seien X, Y topologische Rdume, pEX ein abgeschlossener Punkt und
tU—-Y

eine auf einer Umgebung U von p definierte stetige Abbildung. Dann heiit f p-
Abbildung, wenn es eine offenen Umgebung VCU von p gibt mit

f(V-p)SY-f(p)

(d.h. p liegt isoliert in der Faser 1(f(p)) durch p). Eine p-Abbildung induziert einen
Homomorphismus der lokalen Homologie

iy

£:H XX-p)=H ; H (Y.Y-f(p)).
q( p) q(U ,U-p) q( (P)

Man sagt, zwei Abblldungen die in einer Umgebung von pEX definiert sind, heiflen p-
dquivalent, wenn sie in einer Umgebung von p tibereinstimmen. Die p- -Aquivalenz ist
eine Aquivalenzrelation. Eine Aquivalenzklasse beziiglich dieser Relation heiBt Keim im

Punkt p. Der Keim der Abbildung f im Punkt p wird mit fP bezeichnet.

Beispiel

Potenzreihen analytischer Funktionen sind Beispiele fiir Keime: zwei analytische
Funktionen haben genau dann dieselbe Potenzreihe, wenn sie in einer Umgebung des
Betrachteten Punktes {ibereinstimmen.

4.3.5 p-Abbildungen mit demselben Keim

Seien X, Y topologische Riume, pEX und f, g zwei p-Abbildungen mit Werten in Y, die
in p denselben Keim besitzen, Dann induzieren sie denselben Homomorphismus
H &XXp) =~ H (Y.Y-q), (¢:=1(p) = 2(p))

auf der lokalen Homologle
Beweis. Sei q = f(p) = ’(p) und seien U und U’ offene Umgebungen von p mit*>
f(U-p) € Y-qund f’(U’-p) € Y-q.
Nach Voraussetzung gibt es eine offene Umgebung W von p mit WCUNU’ und
g = fIW =f IW

* Insbesondere seien f und g auf U bzw. U’ definiert.



Insbesondere gilt g(W-p) € Y-q. Es geniigt zu zeigen, f und g induzieren dieselbe

Abbildung fg = gg auf der lokalen Homologie. Aus Symmetriegriinden gilt dann
namlich

=gl =P,
Betrachten wir das folgende kommutative Diagramm.
£
H(X,X-p) H(Y,Y-q)
=N a (@U),
H(U,U-p)
H(X.X-p) Ty H(Y.Y-q)
H(W.,W-p)
I =B 2.\, I
p
H(X,X-p) H(Y,Y-q)

Die Abbildungen o, § und y seien induziert durch die entsprechenden natiirlichen
Einbettungen der topologischen Paare. Auf Grund es Ausschneidungssatzes handelt es

sich um Isomorphismen. Die Kommutativitit des Diagramms zeigt, daf3 fg und gg

iibereinstimmen.
QED.

4.3.6 Die Kategorie der Keime von p-Abbildungen
Wir definieren wir folgt eine Kategorie Top,,. Die Objekte von Top,, seien punktierte
topologische Rdume (X ,p), wobei der Grundpunkt p von X abgeschlossen ist. Ein
Morphismus
(X p)—=(Y.9)
von Top,, ist ein Keim in p einer p-Abbildung f:U—Y mit f(p)=q. Die
Morphismenkomposition sei wie folgt definiet. Seien
P:(X,p)—(Y.q) und g4:(Y .q9)—(Zy)
Morphismen von Top,, und seien
f:U—=Y und g:V—=Z

eine p-Abbildung und eine q-Abbildung, welche fP bzw. g4 reprisentieren. Durch
Verkleinern von U bzw. V kénnen wir erreichen, daf} gilt
g(V-q) € Z-r und f(U-p) C V-q.

Dann gilt aber auch (g=f)(U-p) € Z-r, d.h. gof ist eine p-Abbildung. Deren Keim in p
bezeichnen wir mit

fPagd = (goh)P.
Ersetzt man f und g in der obigen Konstruktion durch andere Représentanten f* und g’
von P bzw. g4, so stimmen f* und g’ in einer Umgebung von p bzw. q mit f und g
tiberein. Die Zusammensetzung gef stimmt also mit g’=f’ in einer Umgebung von p
iiberein. Dieses zeigt, der Keim (gef)P ist unabhingig von der Wahl der verwendeten

Repriisentanten. Die Komposition fP=g9 ist somit wohldefiniert und nur von fP und g4
abhiingig. Offensichtlich ist Top,, mit dieser Komposition eine Kategorie.



Aussage 4.3.5 besagt gerade, die lokale Homologie faktorisiert sich iiber Top,,, definiert

also fiir jedes q einen Funktor

4.3.7 Die lokale Homologie lokale homdomorpher Riume

Seien pEX und qEY abgeschlossene Punkte, welche offene Umgebungen U bzw. V
besitzen, welche als punktierte Riume homoomorph sind,

(Up) = (V.q) in Top®).
Dann gilt H(X ,X-p) = H(Y,Y-q).

Beweis. Aus der Isomorphie der Paare (U,p) und (V,q) in Top(z) folgt deren
Isomorphie in Top,,. Dann sind aber auch (X, p) und (Y, q) isomorph in Top,,. Durch

Anwenden des Funktors
Top,, — Ab,(Xp)a Hq(X,X-p).

erhalten wir die Behauptung (da Funktoren Isomorphismen in Isomorphismen
iiberfiihren).
QED.

4.3.8 Invarianz der Dimension

Wenn die Punkte p€R™ und q€R™ homéomorphe punktierte Umgebungen U bzw. V
besitzen (d.h. Umgebungen mit (U,p) = (V.,q)) so gilt m=n.

Beweis. Nach 4.3.7 gilt Hi(IRm, R™M.p) = Hi(]Rn,IRn—q) fiir alle i. Wegen 4.2.2 ist das

aber nur moglich, wenn m=n gilt.
QED.

4.3.9 Invarianz der Randeigenschaft
Werde die Menge
n
IR+ = {xER"| XOZO}

als positiver Halbraum bezeichnet. Wenn zwei Punkte p,qEIRi homodomorphe

punktierte Umgebungen U bzw. V besitzen (d.h. Umgebungen mit (U,p) = (V.q)), so
liegen entweder beide Punkte auf dem Rand

n __ n _
8]R+ ={x€R" | XO—O}

n - L
von R 4+ oder sie liegen beide im Innern

(=]

n _ n
IR+ ={xe€R" I x0>0}.

Mit anderen Worten, ein lokaler Homdomorphismus bildet niemals innere Punkte in
Randpunkte oder Randpunkte in innere Punkte ab.

Beweis. Seien pE&IRi ein Randpunkt und qEIRi ein innerer Punkt. Die stetige
Familie
n n n n
ht:(]R+, E,.-p)— R R, -p),xatx+(-t)q



F

bildet fiir jedes t den Punkt q in sich ab und kontrahiert (IRi, IRi-p) in das Paar (q,q).

Mit anderen Worten, (q,q) ist ein starker Deformationsretrakt von (]R:l_, IRi-p).
Insbesondere gilt

n ,n
H(R_, R -p) = H(q.q) =0.
Da q im Innern von ]RI:_, gibt es eine kleine offene Vollkugel UQIR?_ mit dem
Mittelpunkt q. Dann gilt aber
n ,n
H(R ., R -q)=H(U,U-q) =H(R",R"-q) = Z.

Nach 4.3.7 konnen p und q keine punktierten homéomorphen Umgebungen besitzen.
QED.

4.3.10 Lokale und reduzierte Homologie
Seien X ein topologischer Raum und pEX ein abgeschlossener Punkt, welcher eine
Umgebung UCX mit HU = 0 besitzt. Dann gilt fiir jedes q
H (XX-p)=H  (U-p).
q( X-Pp) o 1(U-p)
Bemerkungen

1. Umgebungen U mit HU = 0 heiBen azyklisch. FEine topologische n-
Mannigfaltigkeit ist ein Hausdorff-Raum in welchem jeder Punkt eine Umgebung

besitzt, die homoomorph ist zu einer offenen Menge des R™. Auf topologischen
Mannigfaltigkeiten besitzt also jeder Punkt auch eine azyklische Umgebung.
2. Falls U kontrahierbar ist auf einen Punkt, so ist U azyklisch.

Wenn man anstelle von HU = 0 nur fordert, daf die natiirliche Abbildung
ﬁqU — ﬁqx
die Nullabbildung ist, so erhdlt man wenigstens noch
H (XX-p)=Ker(H (U-p)—=H U).
q( p) ( q-l( p) q-1 )

Beweis. Betrachten wir das kommutative Diagramm
0%

H U—-H (UU-
q q( p)
{0 i,

HX—-H XX
q q( P

A Up—H U



Die obere Zeile ist gerade ein Ausschnitt aus der reduzierten Homologiesequenz des
Paares (U, U-p) und die untere der des Paares (X,X-p). Nach dem Ausschneidungssatz
ist auch i, ein Isomorphismus.

Ist U azyklisch, so ist auch 9, ein Isomorphismus und wir erhalten die behauptete

Isomorphie.

Unter den Voraussetzungen von Bemerkung 3 ist die erste Abbildung der oberen Zeile
die Nullabbildung. Die Aussage von Bemerkung (iii) ergibt sich damit aus der Exaktheit
dieser Zeile.

QED.

4.4 Der Grad einer Abbildung

4.4.1 Vorbemerkung

Jeder Endomorphismus ¢:Z—2Z der freien zyklischen Gruppe ist durch eine ganze

Zahl dEZ gegeben, d.h. es gilt p(x) = dx fiir alle xE2Z. Wendet man diese Tatsache auf
die Homologie von Shpiren, so fiihrt das zum Begriff des Grades einer Abbildung,
welcher viele Anwendungen besitzt.

Wir benutzen hier diesen Begriff, um den Satz vom Igel (4.4.6) und den
Fundamentalsatz der Algebra (4.4.9) zu beweisen.

4.4.2 Der Gradbegriff

Sei f:S">S™ und g:(B™1 $7)—>(BM+1 SM) stetige Abbildungen. Ihre Grade deg
bzw. deg g sind durch die Bedingung
f,.(x) = deg(f)-x bzw. g (x) = deg(g)x

definiert, wobei f, bzw. g, die auf der Homologie ﬁn(Sn)sZ bzw. Hn(Bn"'1 SH=2Z

induzierten Abbildungen seien.

4.4.3 Eigenschaften des Grades

(1) deg(Id) = +1.

(i) deg(fef’) = deg(f)-deg(f’).

(iii) f=~f = deg(f) = deg(f).

(iv)  Ist f eine Homotopiedquivalenz, so gilt deg(f) = +1.

(v)  Fir jede stetige Abbildung £:(B"*1 sM—BM+1 §7) gilt deg(f) = deg(flsn ).
Beweis. (i) und (ii) gelten, weil der Ubergang zur Homologie ein Funktor ist. (iii) und
(iv) ergeben sich aus der Homotopie-Invarianz des Homologiefunktors. Eigenschaft (iv)

ergibt aus der Kommutativitét des folglenden Diagramms und der Tatsache, daf} die
vertikalen Abbildungen iibereinstimmen und bijektiv sind.

n+1.qn f>x< n+1.qn
Hn+1(B S5 Hn+1(B 57

9y .
(fl )y

I n T n
Hn(S ) Hn(S )

QED.



4.4.4 Der Grad einiger linearer Abbildungen

(1) Der Grad einer linearen Abbildung f:(An, An)ﬁ(An, An), welche die Ecken des

Standardsimplex An permutiert, ist gleich dem Vorzeichen der zugehorigen Permutation:

deg(f) = Sign(ﬂ{e,o...,en} .

(ii) Der Grad einer orthogonalen Abbildung®* f: S™ — S™ ist gleich ihrer Determinante:
deg(f) = det(f).
(iii) Der Grad der antipotalen Abbildung f: S™ — S”, x a -x, ist gleich

deg(f) = (-D™.
Beweis. Zu_(i). Nach 4.4.3(i) ist der Grad multiplikativ. Da dies auch fiir das
Vorzeichen einer Permutation gilt und jede Permutation Produkt von Nachbartauschen
ist, geniigt es, die Behauptung fiir den Fall eines Nachbartauschs zu beweisen.

Bezeichne v = (VO,...,VI) die lineare Abbildung
. Vi
v:A = A ,elae .
r n

Wir fassen v als singulidres Simplex von An auf. Fiir die j-te Seite veel von v gilt:

(VO,...,vr)osj = (vo,...,oj,...,vl)

Wir wollen zeigen, wenn v ein Nachbartausch der Ecken ist (r=n), so gilt
[(VO,...,VI)] = sign(v)[(0,1,...,n)]

=-[0,1,..n)].

Dabei bezeichne [] den Ubergang zur Homologieklasse in Hn(An, An). Man beachte, die
identische Abbildung (0,1,...,n) von An reprisentiert ein erzeugendes Element dieser

Homologiegruppe. Sei v die Transposition, welche i und i+1 vertauscht,
v=(0,1,...i-1,i+1,i,i+2,....n).
und bezeichne w die lineare Abbildung

u=(,1,....0-1,i+1,i,i+1 ,...,n):An+l—>An.

Dann gilt

= (DY0,1,...0) + D20, ji-1,i41 1,i42,...0) + R,
wobei der Rest R aus solchen Termen besteht, in denen eine der Ecken von An nicht

vorkommt. Es gilt also RES(AH). Ubergang zu den Homologie-Klassen in Hn(An, An)

liefert
0=1[(0,1,...n)] + [(O,....i-1,i+1,i,i+2,....n)],
also
v, [(0,1,...0)] =[(0,....i-1i+1,1,i+2,...n)] = - [(0,1,...,n)].

Damit ist (i) beweisen.

Zu (i1). Jede orthogonale Abbilung ist Zusammensetzung von endlich vielen ebenen
Drehungen und eventuel einer Spiegelung an einer Hyperebene. Es reicht also die
Behauptung fiir ebene Drehungen und Spiegelungen zu beweisen.

Ebene Drehungen sind homotop zur identischen Abbildung. Zum Beispiel kann man im
Fall

* Eine orthogonale (lineare) Abbildung ist durch ihre Werte auf den Einheitsvektoren bereits festgelegt,

wir konnen sie also als eine Abbildung s™ — s™ auffassen.



cos @ sin @
[-sin ¢ cos cp]
die folgende stetige Familie betrachten '
cos tp sin tg
t [-sin tgp cos tcp]'

Es gilt also deg(f) = +1 = det(f).
Sei jetzt f eine Spiegelung an einer Hyperfliche H. Bei geeigneter Wahl der
Koordinaten kdnnen wir erreichen, H ist die Hyperebene

H: XO—XI =0.

Die Abbildung f vertauscht dann gerade die ersten beiden Koordinaten,
f(XO’Xl’XS""’Xn) = (XI,XO,X3,...,Xn)-
Wir betrachten die Abbildung, die von f induziert wird auf dem (n+1)-Simplex

s = konvexe Hiille von {eo,el,e?’,...,en, - g ei} C ROt
1=0

Sie vertauscht die ersten beiden Ecken und ldBt alle iibrigen Ecken fest. Nach (i)
induziert ﬂS auf der Homologiegruppe Hn+1 (s,0s) gerade die Multiplikation mit -1,

f*:Hn+1(s,6s) — Hn+1(s,as), X a-x.

Sei weiter
g: ds —S" xa %,
die Projektion auf die Einheitssphére und
h:s — Bn"'1 ,tx a t-ﬁ (fiir x&0s),

die radiale Fortsetzung von g auf ganz s. Wie wir in 4.1.5 gesehen haben, ist dies ein
Homdomorphismus. Da h alle Punkte nur mit einem reellen Faktor multipliziert,
kommutieren h und f, d.h. das folgende Diagramm ist kommutativ.>

» Es ist gleichgiiltig ob man erst die beiden Koordinaten vertauscht und dann mit einem Faktor
multipliziert, oder ob man dies in umgekehrter Reihenfolge tut.



f
(Bn+l ,Sn) - (Bn+1 ’Sn)
~lh f ~lh

3 (s,0s) (s,08)
Durch Ubergang zur Homologie sehen wir, f induziert auch auf der Homologie des

Paares (Bn"'1 , S™) die Multiplikation mit -1. Aus dem kommutativen Diagramm

n+l.qn £, n+1.qn

Hn+1(B ST Hn+1(B S
Iyl = =|0,

(fl

n)x

H (8™ H (8"
(dessen vertikale Abbildungen bijektiv sind) lesen wir schlieBlich ab, f induziert auch auf
ﬁn(sn) die Multiplikation mit -1, d.h.

deg(f) = -1 = det(f).
Zu (iii). Dies ist ein Spezialfall von (ii).
QED.

4.4.5 Stetige Abbildungen der n-Sphire in sich.
Sei f: S — S™ eine stetige Abbildung.

1) Falls f keine Fixpunkte besitzt, so gilt deg(f) = (—1)n+1.
(i1) Falls f keine antipodalen Punkte besitzt (d.h. keine Punkte x mit f(x)=-x), so gilt

deg(f) = +1.
Beweis. Zu (i). Besitzt f keine Fixpunkte, so hat die stetige Familie

d:S"— R x a (1-0)£(x) - tx, t[0.1],

keine Nullstellen.* Sie definiert deshalb eine stetige Familie
d (x)

—t

T

D:S"—s" xa
Diese Familie zeigt, dal f homotop zur antipodalen Abbildung -Id: x a -x ist, d.h. es
gilt
deg(f) = deg(-1d) = det(-1d) = (_1)n+1_

Zu (ii). Hat f keine antipodalen Punkte, so hat die Abbildung g(x) := -f(x) keine
Fixpunkte. Also gilt nach (i):

D™ Ldeg(f) = deg(g) = (-1)™1
d.h. deg(f) = +1.
QED.

4.4.6 Der Satz vom Igel
Sei f: $2 — R ein stetiges Tangentialvektorfeld, d.h. f sei stetig und fiir jedes x€S™

sei f(x) ein Tangentialvektor an S™ im Punkt x. Dann hat f mindestens eine Nullstelle.
Beweis. Hat f keine Nullstelle, so ist
f(x)

2 <2
gS8™ = S%.xa e

eine wohldefinierte stetige Abbildung. Nach Konstruktion ist g(x) fiir jedes x ein zu x
orthogonaler Einheitsvektor. Also gilt

% Aus dt(X) =0 folgt, die Vektoren x und f(x) zeigen in dieselbe Richtung und haben dieselbe Linge 1,
d.h. f(x) =x.



f(x) = £x.

Nach 4.4.5 (i) gilt also deg(f) = (-1)3 = -1 und nach 4.4.5(ii) ist deg(f) = +1. Dieser
Widerspruch zeigt, daf f eine Nullstelle haben muB3.

QED.

Bemerkungen

@

(i)

(iii)

Eine andere Formulierung dieses Satzes lautet, ein Igel 1d6t sich nicht kimmen.

Ein ungekammter Igel Ein gekammter Igel <(alle

(Querschnitt) Haare haben dieselbe Ldange
und liegen glatt an?

Die Menge TS? = {(x,v)ESleR?’ | vLx} der tangentialen Ortsvektoren an s2

heiflt auch Tangentialbiindel von 2. Die Projektion auf den ersten Faktor
induziert eine stetige Abbildung

T TS2 — Sz, (x,v) a x, Vektor a Fullpunkt,
Die Faser iiber x€52 ist gerade der Raum der Tangentialvektoren
sz2 =1l

an 82 im Punkt x. Dies ist ein 2-dimensionaler Vektorraum von Vektoren, die im
Punkt x angreifen. Ein Tangentialvektorfeld an 52 ist gerade eine stetige
Abbildung f: $2 — TS? mit mef = id. Man nennt solche Abbildungen auch

Schnitte ins Tangentialbiindel.

Das Tangentialbiindel rt: TS? — $2 ist lokal trivial, d.h. zu jedem Punkt xES2
gibt es eine offene Umgebung U von x derart, dafl die Einschrinkung

-1
m:rc'l (U)n U)—U

bis auf Homoomorphie gerade die Projektion p: UxR2=U auf den ersten

Faktor ist. Genauer, es gibt einen Homdomorphismus f:UxIR2—>n'1(U) derart,
daf} das Diagramm

UxR?2 EAL0))
pl {
U = U

kommutativ ist und die Einschrinkungen von f auf die Fasern (bijektiv und) R-
linear sind. Ist zum Beispiel U eine kleine Umgebung des Nordpols und



identifiziert man R2 mit der Aquatorebene des ]R3, so ist die folgende
Abbildung ein solcher Homéomorphismus.
Ux]Rzeﬂz'l(U), (u,v) a (u, v+A(u,v)u) mit A(u,v) := -<u,v>
(Man beachte, die Linearisierung im Nordpol ist die identische Abbildung (u,v)
a(u,v)).
(iv)  Die lokale Trivialitdt des Tangentialbiindels TS2 legt die Frage nach der Existenz
einer globalen Trivialisierung nahe, d.h. nach der Existenz eines

Homdéomorphismus wie in (iii) mit U = SZ:

S2xR2 TS?2
pl y
52 = 52

Aus dem Satz vom Igel folgt eine solche Trivialisierung f kann nicht existieren,

d.h. das Tangentialbiindel von S2 ist nicht-trivial. Andernfalls wiirde némlich

jeder Schnitt s von p einen Schnitt f=s von it definieren. Speziell fiir den Schnitt
5:8282xR2, x a (x(1,1))

von p wire fes ein in jedem Punkt von Null verschiedenes Vektorfeld auf s2
(welches nach dem Satz vom Igel nicht existiert).

%) Unser nichstes Ziel ist der Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra. Wir
miissen dazu einige Grade bestimmen, die sich am besten mit Hilfe des
“Bigrades” berechnen lassen.

4.4.7 Der Bigrad einer Abbildung
Fiir jede stetige Abbildung w: S"xS™ — S™ hat die induzierte Abbildung
2 _ n n_ n_qny_ M n,_
(1) (Z°=)H _S"®H S"=H (S"xS") H S" (=2).

die Gestalt u*(x1 ,x2) = dlx1 + d2x2 mit eindeutig bestimmten ganzen Zahlen d1 und

d2. Das Paar (d1 ,d2) = deg u heilt Bigrad der Abbildung u. Seine Eigenschaften sind

so dhnlich wie die des Grades. Zum Beispiel gilt das folgende Analogon von 4.4.2(ii).
Bemerkungen.

(i) Bei der obigen Definition des Bigrades haben wir Hn(SnxSn) mit der direkten

Summe HnSn@HnSn identifiziert. Um die Definition des Bigrades eindeutig zu

machen miissen wir genau festlegen, welchen Isomorphismus wir meinen. Um

den Isomorphimus zu beschreiben, fixieren wir einen Punkt q€S™ und betrachten
die folgenden stetigen Abbildungen.

11:SH—>SnxSn, x a (x,q)

iZ:Sn—>SnxSn, x a (q.X).

Weiter sein Py p2:Sn><Srl — S™ die Projektionen auf die beiden Faktoren. Dann

ist die folgenden Kompositon gerade die identische Abbildung.

(ip.dp%) _ (p1#:P2x) -
H (S"xs") —= HnSn@HnSn

) 1d:8 S"eH st
n n

([al. [b]) @ [i oa+i,eb] @ (p o °a + p oi,obl[p,ei oa + p,2i,ebl) = ([al. [bD).



Man beachte, paoi ist die identische Abbildung fiir a=f und eine konstante

p
Abbildung fiir a=p.>” Aus (2) lesen wir ab, ﬁnSn@)ﬁnSn ist ein direkter

Summand von ﬁn(SnxSn). Da beide Gruppen isomorph zu Z®Z sind, ist das

nur moglich, wenn die linke Abbildung von (2) (also auch die rechte) ein
Isomorphismus ist. **
(i)  Wir haben gezeigt (pl*, pz*) und (il*, i2*) sind zueinander inverse

Abbildungen. Wir vereinbaren jetzt, daB diese den Isomorphismus von (1)
realisieren sollen. Die definierende Gleichung fiir den Bigrad bekommt dann
genauer die Gestalt.

u*o(il*, i2*)(xl,x2) = dlxl + d2x2
(i) Die Abbildungen i1 und i2 hiingen von der Wahl des Basispunktes q ab, nicht
jedoch die Abbildung (il*’ iz*): diese ist das Inverse der Abbilung (pl*, pZ*),
welche nicht von q abhéngt.
4.4.8 Eine Eigenschaft des Bigrades
Seien f:S"—>S"xS™ und u:S"xS™ — S™ stetige Abbildungen. Die Abbildung f habe die
Koordinatenfunktionen f 1 f 2: St—sM dh.
fx)=(f 1 (X),fz(X)) fiir alle xES1,
und die Abbildung n habe den Bigrad (d1 ,d2). Dann gilt

deg(uef) = dl-deg(fl) + d2-deg(f2).
Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen von 4.4.6. Fiir xeﬁnsn gilt:

(P> Ppi)ofi (%) = (£, (%), £, (x)) = (deg(f )x, deg(f,)x)

also:
M*Of*(x)z M*O(ll*’ 12*)°(p1*’ Pz*)"’f*(x) (Wegen Id = (11*7 12*)°(p1*, pz*))
= M*o(il*’ 12*)(deg(f1)x, deg(fz)x)
= d1~deg(f 1)X + dz-deg(fz)x (Bemerkung (ii) von 4.4.6)
QED.

4.4.9 Der Grad der Potenzabbildung

Sei S =8l = {zEC 11zl = 1} oder S = S3 = {zEH I llzIl = 1}. Dann hat die

Abbildung

o S—S,zazX,
den Grad k.
Beweis. Sei

w: SxS — S, (ZI’ZZ) a 2,2,

7 d.h. die letztere Abbildung faktoriersiert sich iiber H {p}) =0.
n

= (il*, 12*) ist durch eine 2x2-Matrix gegeben, die ein linkes Inverses besitzt. Letzters ist auch ein

rechtes Inverses.



induziert durch die Multiplikation im Korper (L der komplexen Zahlen bzw. im

Schiefkorper H der Quaternionen.
1. Schritt: Berechnung des Bigrades von w.

Sei (d1 ,d2) der Bigrad von w, d.h.u,, ist die Abbildung

(q#,ly%)
1%2 A (s"xs™) ak:

n,: H S"®H st H s"
([al, [b]) @i fal+ i, [b] @ w,i lal + w0, ,[b] = d [a] +d,[b]
d.h.
u*il*[a] = dl[a] und M*Diz*[b] = d2[b]
(man setze erst [b] =0 und [a] = 0). Nun ist
ueiy (x) = w(x, @) = x-qund pei, (x) =g, x) = qx

mit der oben fest aber beliebig gewihlten Zahl q € S. Speziel fiir q = 1 (vgl. Bemerkung
(iii) von 4.4.6) erhalten wir

w.([a], [b]) = [a] + [b],
d.h. u hat den Bigrad®
deg u=(1,1).

Nach 4.4.6 mit
f.: STxSM —sH
2. Schritt: Berechnung des Grades von P
Es gilt Py = pu:(pk_1 ,id). Wiederum nach 4.4.6 ist also

deg(p,) = deg(p, ) + deg(id) = deg(p, ) + 1.
Da der Grad von Py = Id gleich 1 ist, folgt induktiv

deg(p, ) =k
fiir jedes k.
QED.
4.4.10 Fundamentalsatz der Algebra
Jedes nicht-konstante komplexe Polynom p(z) = X4 clzk'1+...+ck hat mindestens

eine komplexe Nullstelle.
Beweis. Angenommen, es gibt ein nicht-konstantes komplexes Polynom p ohne
Nullstelle. Wir betrachten die Abbildung

A
.ol gl p(z)
p:S S',za ()T -
Diese ist wohldefiniert und stetig. Zum Beweis der Behauptung geniigt es die folgenden
beiden Aussagen zu beweisen.

A
1 Hat p keine Nullstelle z mit lizll<1, so gilt deg(p) = 0.

¥ der w und damit der Bigrad von u hiingt nicht von speziellen Wahl von q ab: (i /) hangt davon

1% 2%
) ist die zu (pl*, pZ*) inverse Abbildung, die von der Wahl von q nicht

nicht ab,denn (i__,1
1% 2%

abhingt.



3
(i1) Hat p keine Nullstelle z mit lizll=1, so gilt deg(p) = k.

N
Denn dann gilt k = deg p =0 im Widerspruch zur Annahme, daf3 das Polynom nicht
konstant sein soll.

Beweis von (i). Wir betrachten die folgende stetige Familie.

i)

pt:SI—>Sl,za D)

llp(tz)Il -
A A 3
Firt=1 gilt p,=P und fiir t=0 ist p ( eine konstante Abbildung. Also gilt

A A
deg(p) =deg(p ) =0.
Beweis von (ii). Wir betrachten die folgende stetige Familie.

M
ol L ql q(z.t)
P S =Shza qen
mit q(zt) := tkp(%) = zk + t-(clzk‘1+tc22k‘2+...+tk'lck). Die explizite Beschreibung

3 A
von q zeigt, daf} die Funktion q(z,t) auch fiir t=0 stetig ist. Fiir t=1 gilt P, =P und fiir

)

t=0ist p (2) = K

. Also gilt

f k
deg(p)=deg(zaz") =k.
QED.
Bemerkung

Der obige Beweis liBt sich auf andere Multiplikationen p:S"xS"—S" verallgemeinern
deren Bigradkomponenten positiv sind.

5 Die Homologie der Polyeder
5.1 Vergleich von simplizialer und singuldrer Homologie

5.1.1 Einige Kategorien von (abstrakten) Simplizialkomplexen
Bezeichne

~

A
die Kategorie der Simplizialkomplexe, d.h. die Objekte dieser Kategorie seien die
abstrakten Simplizialkomplexe, die Morphismen
K — K’

fiir je zwei Objekte K, K’ von A seien die Abbildungen
f: V(K) = V(K)
der Eckenmenge V(K) von K in die Eckenmenge V(K’) von K’ mit der Eigenschaft,
daf} das Bild eines jeden Simplexes von K ein Simplex von K" ist,
se K= f(s) eK’.

Die Morphismen-Komposition in A sei die gewohnliche Zusammensetzung von
Abbildungen. Weiter bezeichne

%)



die Kategorie der Paare abstrakter Simplizialkomplexen oder auch Kategorie der
simplizialen Paare. Die Objekte dieser Kategorie sind die Paare

(K,L)
bestehend aus einem abstrakten Simplizialkomplex K und einem Teilkomplex L von K.
Ein Morphismus

(K,L)—= (K’,L")
ist ein Morphismus f: K — K’ der Kategorie A, dessen Einschrinkung auf L ein

Morphismus L — L’ von A ist. Die Komposition ist die gewohnliche Komposition von
Abbildungen.

Weiter bezeichne

A

A
die Kategorie der geordneten Simplizialkomplexe. Die Objekte dieser Kategorie sind die
abstrakten Simplizialkomplexe K, deren Eckenmengen V(K) mit einer linearen

Halbordnung “<” versehen sind.*® Die Morphismen sind Morphismen
f: K=K’

von A, welche die Ordnung der Ecken respektieren,
x,y € V(K), x =y a f(x) < f(y).
Analog bezeichne
e
die Kategorie der geordneten simplizialen Paare. Die Objekte sind die Paare
K,L)
A

bestehend aus zwei Objekten K und L von A, wobei L ein Teilkomplex von K ist und die
Eckenordnung von L mit der von K vertréglich ist, d.h. die natiirliche Einbettung
L—-K

A A
ist ein Morphismus von A. Die Morphismen (K, L) — (K’, L’) von A(z) sind
A
Morphismen f: K — K von A mit f(L) C L.

5.1.2 Einige Funktoren
(1)  Die geometrische Realisierung eines Simplizialkomplexes definiert Funktoren
-: A — Top, K a IKI
und
) -: A®) — Top, (K,L) a (KI, ILI).
(i) Der Ubergang zum geordneten Kettenkomplex definiert Funktoren
S: A — K(Ab), K a S(K),
und
$: A > K(Ab), (K, L) a S(K, L) := S(K)/S(L)
und man hat wie im Fall der singuldren Homologie die iiblichen kurzen exakten
Sequenzen und langen Homologie-Sequenzen.
(iii) Der Ubergang zum orientierten Kettenkomplex definiert Funktoren
C: A — K(Ab),K a C(K),
und
C: A® - K(Ab), (K, L) a C(K, L) := C(K)/C(L)
und man hat wie im Fall der singuldren Homologie die iiblichen kurzen exakten
Sequenzen und langen Homologie-Sequenzen. AuBerdem hat man eine natiirliche

Transformationen
S—=C

% d.h. die Halbordnung ist reflexiv, antisymmetrisch, transitiv und je zwei Elemente sind vergleichbar.



(iv)

(iv)

des Funktors S in den Funktor C (auf A bzw. Z(Z)) welche fiir jeden
Simplizialkomplex K jedes geordnete Simplex (e ,...,eq) in das zugehorige
orientierte Simplex [eO,..
induziert diese natiirliche Transformation fiir jedes simpliziale Paar (K,L) einen
Isomorphismus

.,eq] abbildet. Wie wir in den Ubungen gesehen haben,

H(K.L) :=H(S(K,L)) = H(C(K,L))
auf der Homologie.

A A
Die Aussagen von (iii) gelten analog auch fiir die Kategorien A und A?) anstelle

von A und A®). AuBerdem hat man in dieser Situation noch eine natiirliche
Transformation

C—S,
bei welcher jedes orientierte Simplex [eO,...,eq] in sich selbst abgebildet wird.

Wie wir in den Ubungen gesehen haben, induziert diese natiirliche Transformation
fiir jedes simpliziale Paar (K,L) einen Isomorphismus
H(C(K,L)) = H(S(K,L))
auf der Homologie (der invers ist zum Isomorphismus von (iii).
Jedes geordnete Simplex s = (eO,...,e ) eines Simplizialkomplexes K 1d6t sich mit

einem singuldren Simplex der Realisierung IKI identifizieren, ndmlich mit dem
singuldren Simplex

A —=IKIL,Ex.,...x)ax.e+.+X € .
q %o & 070 qq

Dabei bezeichne XOCO+...+X e das Element o&IK| mit

a(ei) =X, firi=0,..9

und a(e) = O fiir jede weitere Ecke e von K. Durch diese Identifikation wird der
Komplex der geordneten Ketten von K zu einem Teilkomplex des singuldren
Komplexes der Realisierung,

S(K) € S(KI).
Diese natiirliche Einbettung definiert eine natiirliche Transformation
S(-) = S(-)
von Funtoren
A — K(Ab).

Fiir jedes simpliziale Paar (K, L) hat man ein kommutatives Diagramm natiirlicher
Einbettungen

S(K) — S(IKI)

1 1

S(L) — S(ILI)

und damit nach dem Homomorphiesatz einen Morphismus von Kettenkomplexen
S(K,L) = S(IKI, ILI).
Es ist leicht zu sehen, daB der Morphismus injektiv ist.”' Diese Abbildung
definiert einen funktoriellen Morphismus
S(-,-) = S(I-1, I-1)

von Funktoren

A2 _ K(Ab).

3! Links steht die freie abelschen Gruppe, die von den geordneten Simplexen von K erzeugt wird, welche
keine Simplexe von L sind. Rechts steht die freie abelsche Gruppe, die von den singulédren Simplexen
von [Kl erzeugt wird, welche keine singuldren Simplexe von ILI sind. Mittels der obigen Identifikation
der geordneten Simplexe mit gewissen singuldren erhilt man damit ineinander enthaltene Mengen von
freien Erzeugendensystemen.



Das Ziel dieses Abschnitts besteht darin, zu zeigen, dieser funktorielle

Morphismus induziert fiir jedes simpliziale Paar (K, L) einen Isomorphismus
H(K.L) — H(IKI, ILI)

auf der Homologie.

5.1.3 Kompakte Teilmengen von Polyedern
Seien K ein Simplizialkomplex und

F C Kl
eine kompakte Teilmenge. Dann gibt es einen endlichen Teilkomplex K* € K mit

F C IK’I.
Beweis. Sei zunichst F C K| eine beliebige Teilmenge.
1. Schritt: Es gibt eine diskrete’> Teilmenge F* von F, welche mit jedem offenen
Simplex von K, welches F schneidet, genau einen Punkt gemeinsam hat.

Sie I die Menge der Simplexe von K mit der Eigenschaft, da3 das offene Simplex

IsI®
einen Punkt mit F gemeinsam hat. Fiir jedes s€I wihlen wir einen Punkt

pSEF N Isl°

und setzen
Fi= {ps}sEI'
Weil IKI die disjunkte Vereinigung seiner offenen Simplexe ist, gilt fiir jedes s€K:

B 10 {ps} falls s&l
S =
& sonst

Jedes abgeschlossene Simplex Isl, s€K, ist Vereinigung von endlich vielen offenen
Simplexen, und in jedem dieser offenen Simplexe liegt hochstens ein Punkt von von F’.
Also gilt
F’ N Isl ist endlich fiir jedes s € K.
Letzteres gilt auf fiir jede Teilmenge von F’. Nach Definition der Topologie von IKI
bedeutet dies:
F’ und jede Teilmenge von F’ ist abgeschlossen in IKI.
Fiir jeden Punkt pEF’ ist also F’-{p} abgeschlossen, also
U = IKI - (F’-{p}) offen in IKI.
U ist eine offene Umgebung des Punkts p, die mit F’ nur den Punkt p gemeinsam hat.
Wir haben gezeigt, F’ ist diskrete Teilmenge von IKI.
2. Schritt: Ist F kompakt, so gibt es einen endlichen Teilkomplex K’ von K mit FCIK’l.
Wir wihlen die Menge F* C F wie im ersten Schritt. Weil F’ diskret ist und F kompakt,
so muB F’ endlich sein.® Zu verschiedenen offenen Simplexen von IKI, die F
schneiden, gehoren verschiedene Punkte von F’. Die Zahl der offenen Simplexe von IKI,
die F schneiden, ist also endlich. Diese offenen Simplexe bilden zusammen mit ihren
Seiten einen endlichen Teilkomplex
K’CK
mit F C IK’I.
QED.

5.1.4 Der Vergleichsatz

Sei (K,L) ein simpliziales Paar. Dann ist fiir jedes q der natiirliche Homomorphismus
H(K, L) — H(IKI, ILI)

ein Isomorphismus.

Beweis. Wir betrachten die langen Homologie-Sequenzen des simplizialen Paares (K,L)

und des polyedralen Paares (IKI, ILl). Die natiirliche Transformation

32 Jeder Punkt von F’ besitzt eine Umgebung, die keinen weiteren Punkt von F’ enthiilt.
% Die Punkte von F’ bilden zusammen mit der Menge F-F’ eine offene Uberdeckung des Raumes F. Da
dieser kompakt ist, reichen endliche viele Mengen zum Uberdecken aus. Also ist F* endlich.



S(-) = S(-1, 1D
induziert dann einen Komplex.-Morphismus zwischen diesen Homologie-Sequenzen,

d.h. wir bekommen ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen
...—>Hq(K) — Hq(L) — Hq(K, L) — Hq_l(K)—>...

al Bl v |
= H (KD = H (L) —H (K|IL) = H_ (K)=...

Wir wollen zeigen, der Homomorphismus v ist fiir jedes q bijektiv. Nach dem Fiinfer-
Lemma reicht es zu zeigen, die Homomorphismen o und 3 sind fiir jedes q bijektiv. Wir
konnena also annehmen,
L=y
ist der leere Komplex, d.h. wir konnen uns auf den Fall der absoluten Homologie-
Gruppen beschrinken Zu zeigen ist, fiir jeden Simplizialkomplex K induziert die
natiirliche Einbettung
S(K) — S(IKI)
einen Isomorphismus auf der Homologie. Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir den
Spezialefall, daB K ein endlicher Komplex ist.
Der Beweis im endliche Fall wird durch Induktion nach der Anzahl | der Simplexe von
K gefiihrt.
Im Fall | =0 ist die Behauptung trivial: beide Komplexe sind gleich, ndmlich in jedem
Grad gleich der trivialen Gruppe. Sei jetzt | > 0. Wir wihlen in K ein Simplex s mit
maximaler Dimension. Die Menge aller nicht-leeren Teilmengen von s ist dann ein
Teilkomplex, sagen wir
L CK.
Dasselbe gilt fiir
K’ :=K - {s}.
ImFallL = K ist K ein Kegel und IKI homdomorph zu einem Standard-Simplex. Die
reduzierte Homologie von S(K) und S(IKI) ist Null und
S(K) —= S(IKI)
induziert einen Isomorphismus auf der Homologie. Wir konnen also annehmen, L ist
ein echter Teilkomplex,
L CK.
Nach Konstruktion gilt
K=L UK’ und IKI=ILIU IK’I
Wir betrachten die Mayer-Vietoris-Sequenzen von (K, L, K*) und (IKI, ILI, IK’l) (vgl.
3.8.3 und 3.9.5). Der funktorielle Morphismus S(-) — S(I-l) induziert einen Komplex-
Morphismus zwischen diesen Mayer-Vietoris-Sequenzen. Wir erhaltn also ein
kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen
...%Hq(LﬂK’) — Hq(L)@Hq(K’) — Hq(K) — Hq 1(LﬁK’)e...

oy Bl v l
..—~H (ILINK’l) = H (ILh@H (K’)—=H (K)—=H _(LINIK H—...
g )= H (LD®H (K’ —H (KD —H_ _( )

Wir wollen zeigen, v ist fiir jedes q ein Isomorphismus. Nach dem Fiinfer-Lemma reicht
es zu zeigen, oo und B sind fiir jedes q Isomorphismen. Letzteres ist aber nach
Induktionsvoraussetzung der Fall, da die Anzahl der Simplexe von

LNK’,L und K’
kleiner ist als die Anzahl | der Simplexe von K. Damit ist der Beweis im Fall endlicher
Simplizialkomplexe abgeschlossen.
Sei jetzt K nicht notwendig endlich. Wir haben zu zeigen, die natiirliche Einbettung

S(K) — S(IKI)
induziert fiir jedes q einen Isomorphismus
Hq(S(K)) — Hq(IKI).

Beweis der Surjektivitit. Sei T € Hq(IKI). Wir wihlen einen Reprisentanten




2=g 0+ 420 . g ez
von C. Jedes Simplex o, hat als Bild eine kompakte Teilmenge von IKI. Nach 5.1.3 gibt
es einen endlichen Teilkomplex
K’C K
derart, daB} jedes der o, bereits ein Simplex von IK’l ist. Dann représentiert z ein

Element
[z] € Hq(IK’I).

Da die Behauptung fiir endliche Simplizialkomplexe richtig ist, gibt es einen geordneten
Zyklus
z’€S(K’) € S(K)
mit
[z’] = [z] in Hq(IK’I).
Die Bilder dieser Homologie-Klassen bei der natiirlichen Abbildung’*
Hq(IK’I) — Hq(IKI)

sind dann aber auch gleich:
[z’]=[z] =Cin Hq(IKI).

Wir haben gezeigt: jede Homologie-Klasse von H (IKI) wird durch eine geordnete

Kette von K reprisentiert, d.h. die Abbildung ist surjektiv.
Beweis der Injektivitit: Sei <(;’EKer(Hq(S(K)) - Hq(IKI)) und

z’ES(K)
ein Représentant von T’. Dann gibt es eine singulédre Kette

c=g o+ . +g0 .8 ez,

von K| mit
oc=2".

Wie oben sehen wir, daf} es einen endlichen Teilkomplex
K’CK

gibt mit der Eigenschaft, dal ¢ und z’ bereits Ketten von IK’l sind. Das bedeutet, die
Homologie-Klasse
[z’] €H q(K’)
liegt im Kern der Abbildung Hq(K’) — Hq(IK’I). Da letztere ein Isomorphismus ist,
gilt
[z2’]=0in Hq(K’),
d.h. es gibt ein geordnete Kette ¢’ von K’ mit z” = dc’. Da ¢’ auch geordnete Kette von

K ist, folgt
C=[z]=[0c’]=0in Hq(K).

QED.

5.1.5 Vergleichssatz fiir geordnete simpliziale Paare

Sei (K,L) ein geordnetes simpliziales Paar.”> Dann induziert die natiirliche
Transformation
C(--) = S(I-1, I

A
von Funktoren A(?) — K(ADb) fiir jedes q einen Isomorphismus
H(C(K, L)) — H(IKI, ILI).

3% die durch die natiirliche Inklusion IK’| — IK| induziert wird.

A
% d.h. ein Objekt der Kategorie A(z) von 5.1.1



Beweis. Man kann dieselben Argumente wie im Beweis von 5.1.4 benutzen. Stattdessen
kann man aber auch die in den Ubungen bewiesene Tatsache verwenden, daf3 die
natiirliche Transformation
C(-,-)—=S(,-)

einen Isomorphismus

H(C(K,L)) — H(K,L)
induziert. Zusammen mit 5.1.4 ergibt sich daraus die Behauptung.
QED.
Bemerkung
Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Hinweis auf eine einfache Konsequenz von
5.1.3.

5.1.6 Endlichkeit und Kompaktheit von Polyedern

Ein Polyeder ist genau dann kompakt, wenn es endlich ist.
Beweis. Sei K ein Simplizialkomplex. Falls IK| kompakt ist, so liegt IKI nach 5.1.3
bereits in der Realisierung eines endlichen Teilkomplexes K’ von K,

IKI C IK’I € IKI.
Es folgt IK’l = K, also K’ = K, d.h. K ist endlich.
Ist umgekehrt K endlich, so ist IK| als Vereinigung der endlich vielen geometrischen
Simplexe

[sl mit s€K,
welche kompakt sind, ebenfalls kompakt.
QED.
5.1.7 Aufgaben

1. Zeigen Sie, die Eulerzahl zweier endlicher Polyeder mit homdomorphen
Realisierungen sind gleich.

5.2 Simpliziale Mannigfaltigkeiten

5.2.1 Vorbemerkungen

Mannigfaltigkeiten (der Dimension d), genauer, topologische d-Mannigfaltigkeiten sind
Hausdorff-Riaume M, die eine offene Uberdeckung
M=Uig Ui

durch Mengen Ui besitzen, die homdomorph sind zu offenen Mengen des RY. Zum

Beispiel sind die Kugeloberfldche und die Oberfliche des Torus 2-Mannigfaltigkeiten.

Wir filhren im folgenden Simplizialekomplexe ein, deren Realisierungen
Mannigfaltigkeiten sind. Das Ziel in diesem Abschnitt ist es, die d-te Homologie dieser
Polyeder zu berechnen (im kompaktn Fall).



5.2.2 Simpliziale Mannigfaltigkeiten

Ein d-dimensionaler Simplizialkomplex K heift simpliziale Mannigfaltigkeit, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind.

1. Jede Seite von K ist Seite eines d-Simplex.

2. Jedes (d-1)-Simplex von K ist Seite von genau zwei d-Simplexen.

3.  ImFall d> 1 ist fiir jede Ecke e von K der Rand des Simplex-Sterns (steK). eine

zusammenhingende(!) simpliziale Mannigfaltigkeit (der Dimension d-1).*

Beim Begriff der berandeten simplizialen d-Mannigfaltigkeit oder auch simplizialen d-
Mannigfaltigkeit mit Rand fordert man anstelle von 2. nur

2’.  Jedes (d-1)-Simplex von K ist Seite von hochstens zwei d-Simplexen.

Die (d-1)-Simplexe, welche Seite von nur einem d-Simplex sind, und deren Teilmengen
heilen Randsimplexe. Man fordert zusétzlich:

4’ Im Fall d > 1 bilden die Randsimplexe eine (d-1)-Mannigfaltigkeit.

Im folgenden wollen wir, wenn nicht ausdriicklich anders erwihnt, annehmen, daf} alle
Mannigfaltigkeiten zusammenhéngend sind.

Eine 1-dimensionale simpliziale Mannigfaltigkeit heifit auch simpliziale Kurve. Eine 2-
dimensionale simpliziale Mannigfaltigkeit heif3t auch simpliziale Fliche.

Bemerkungen

(i)  Ein Simplizialkomplex der Dimension 2, der einen Komplex der Gestalt

als Teilkomplex enthilt, ist keine Mannigfaltigkeit.

(i) Die “richtige” Definition der simplizialen Mannigfaltigkeit K miifite eigentlich
fordern, daf IKI eine Mannigfaltigkeit ist. Die oben angegebenen Bedingungen

3 Hier miissen wir den Zusammenhang fordern, auch wenn wir zulassen, da Mannigfaltigkeiten nicht
zusammenhingend sind.Die Realisierung sollte eigentlich sogar eine (d-1)-Sphére sein.



sind jedenfalls notwendige Bedingungen. Wir lassen hier offen, ob sie auch
hinreichend sind. Im Flidchenfalls ist dies leicht einzusehen (und es wird sich aus
unseren weiteren Betrachtungen ergebenen).

5.2.3 Lemma
Seien K eine (zusammenhingende) kompakte simpliziale d-Mannigfaltigkeit,

die Menge der d-Simplexe von K und
I=ruJ”
eine disjunkte Zerlegung von J in nicht-leere Teilmengen. Dann gibt es zwei d-Simplexe
s’€J’ und s”€J”
die ein (d-1)-Simplex gemeinsam haben,
dim s’Ns” = d-1.
Beweis. Weil K ein Mannigfaltigkeit ist, gilt
IKI=F U F”’ mit

F = USEJ’ISI

F” = UsEJ” Isl.

Die Mengen F’ und F” sind kompakte, also abgeschlossene Teilmengen. Weil K
zusammenhingend ist, kann die Vereinigung nicht disjunkt sein,

(1) FNF’ = 0.

Wir fithren den weiteren Beweis durch Induktion nach d.

Der Fall d = 1 ist einfach: F* und F” sind zwei Kantenziige ohne gemeinsame Kante.
Ihr Durchnitt mu3 daher aus Ecken bestehen. Jeder Punkt von F’MF” ist daher
gemeinsame Ecke einer Kante von F” und einer Kante von F”. Sei jetzt

d>1.DaF und F” Vereinigungen von Simplexen Isl mit s€K sind’’, gibt es wegen
(1) sogar eine Ecke e€K mit

e € FPNF”.
Nach Definition 5.2.2 ist der Rand des Simplexsterns

(steK)

eine (d-1)-Mannigfaltigkeit. Insbesondere ist dessen Realisierung Vereinigung von (d-
1)-Simplexen von K,

I(steK) = USEI Is| mit
I={s&K legs,sU{e}EK,dims =d-1}
Wir zerlegen die Menge I in zwei Teilmengen,
I[=TVurr
mit
I' .= {s€l:sU{e} €T} ={s&l:IsU{e}ICF’}
I” := {s&l : sU{e} € I’} = {s&l: IsU{e}l C F’}.
Nach Wahl von e gibt es d-Simplexe s,s’EsteK mite
e€IsICF’ und e€ls’ICF”.
Entfernt man aus diesen Simplexen die Ecke e, so erhdlt man (d-1)-Simplexe aus I’
bzw. I” .Beide Mengen sind somit nicht leer,
I'=0,I”= 0.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es (d-1)-Simplexe
s’€l und s”E€I” mit dim 5°N’s” = d-2.
Wir setzen
s’ = E’U{e}

7d.h. FPOF” ist Vereinigung von Durchschnitten der Gestalt Is’INIs”l = Is’Ns”l.



s” = g”U{e}
Dann sind s’ und s” d-Simplexe von K mit
dim s’Ns” = dim 5’Ns” + 1 = d-1
und
Is’ICF’ und Is” € F~,
d.h.
s’€J’ und s”E€J”.
Mit anderen Worten, s’ und s” sind Simplexe der gesuchten Art.
QED.

5.2.4 Die d-te Homologie kompakter d-Mannigfaltigkeiten

Sei K eine (zusammenhéngende) kompakte simpliziale Mannigfaltigkeit der Dimension
d. Dann gilt

Hd(IKI) = Z oder Hd(IKI) =0.
Im ersten Fall heif3t K orientierbar im zweiten Fall nicht orientierbar.

Beweis. Nach 5.1.6 ist K ein endliches Polyeder. Seien
€ .,
1 2 9

m
die Ecken von K. Durch diese Bezeichnung ist auf der Eckenmengen von K eine lineare
Halbordnung definiert. Fiir jedes Simplex
s={e. ,..,e. EKmiti, <i, <..<i
1 1 0 1
0 q
bezeichne

[s]=[e. ,..,e. ]=(e. ,...,e. )
i 1q i 1q

das zugehorige orientierte Simplex.

Weiter fiihren wir auf der Menge der d-Simplexe eine lineare Halbordnung “<” ein.”®

1. Schritt: Konstruktion einer Folge von d-Simplexen s S| und einer Folge € omesf)

T
von “Vorzeichen”, d.h. Elementen aus {+1,-1}.
Sei
5 das erste d-Simplex von K und € = I.
Weiter sei s, das erste von s, verschiedene d-Simplex von K, welches mit s, eine (d-1)-

2 1 1
Seite s gemeinsam hat. Die Zahl € 2E{+1 -1} wihlen wir so, dal} in den Ridndern

€4
o/
“1

e

sla[sl] und 828[52] 2

das Simplex [s] mit entgegengesetztem Vorzeichen vorkommt, d.h. [s] kommt in
ela[sl] + 826[52]

nur mit dem Koeffizienten Null vor. Wir werden in dieser Situation sagen, el[s]1 und

€ 2[52] sind kohérent orientiert.

¥ d.h. wir denken uns diese Simplexe in irgendeiner Weise durchnummeriert.



Seien jetzt s1 ,...,si 1 bereits konstruiert. Dann sei

S.
1

das erste von s verschiedene d-Simplex von K, welches mit einen der s

18 18

eine (d-1)-Seite gemeinsam hat. Sei ‘
j=J0)e{l,..i-1}
die kleinste natiirliche Zahl derart, daf3 sj eine (d-1)-Seite mit s gemeinsam hat,

(D dims=d-1,s:= siﬂsj(i),j(i)<i.
Die Zahl ei &{+1, -1} wihlen wir derart, dal3 si[si] und Sj
sind, d.h. daB} [s] in

[

] kohérent orientiert

() "j()

eia[si] + €.

O[S, . ]
j@ (@)
nur mit dem Koeffizienten Null vorkommt.
Da die Zahl der d-Simplexe von K endlich ist, bricht dieses Verfahren nach endlich
vielen Schritten ab und wir erhalten die endlichen Folgen
Sl""’SI und 81,...,8| .

2. Schritt: {Sl""’

Andernfalls gibt es mindestens ein d-Simplex s€K, welches nicht in dieser Menge liegt.
Sei

S| } ist die Menge aller d-Simplex von K.

[=J
die Menge aller dieser d-Simplexe. Nach Lemma 5.2.3 gibt es ein 5. und ein s€l mit der

Eigenschaft, da} die beiden d-Simplexe eine gemeinsame (d-1)-Seite haben,
dim siﬂs =d-1.

Die Menge der Simplexe von I, die mit einem s, eine (d-1)-Seite haben, ist somit nicht
leer. Das erste Simplex dieser Art ist aber nach dem 1. Schritt eines der s m
Widerspruch zur Wahl von I. Also gilt die Behauptung.
3. Schritt: Jeder d-Zyklus von S(K) ist ein ganzzahliges Vielfaches von c := ﬁ si[si]
i=1

Sei z ein d-Zyklus von K. Weil alle € gleich *1 sind, konnen wir z in der folgenden
Gestalt schreiben.

z= i gisi[si] & eEZ

=1
Nach Konstruktion der Folge der s, ist

S .= siﬂsj mit j :=j(1) <1
ein (d-1)-Simplex von K. Die Simplexe s und sj sind die einzigen d-Simplexe mit der
Seite s. In der Summe auf der rechten Seite von
) 0=90z= i gisi 6[si]

i=1
kommt der Summand [s] also nur zweimal vor, ndmlich in giei a[si] und in gjsj a[sj].

Nach Wahl der & kommt [s] in e 8[si] und €. d[s.] mit entgegengesetzen Vorzeichen

vor. In der Summe von (2) heben sich die zu s gehdrigen Summanden genau dann weg,
wenn gilt

g =8



Wir haben gezeigt, fiir jedes i > 1 ist g gleich einem fritheren gj. Die g sind also alle

gleich, d.h. es ist
z=g .
4. Schritt. Berechnung von H d(IKI).
Es gilt
Hd(IKI) = Hd(C(K)).
Da K von der Dimension d ist, gilt Cq(K) =0 fiir g > d. Es folgt
Hd(IKI) = Zd(C(K)).

Jeder d-Zyklus ist nach dem 3. Schritt von der Gestalt g-c.

1. Fall: ¢ ist ein Zyklus.

Dann sind auch alle ganzzahligen Vielfachen von ¢ Zyklen und es gilt
Hd(IKI) =Zc=2.

2. Fall: c ist kein Zyklus.
Dann ist auch g-c kein Zyklus, es sei denn g ist gleich Null. Damit ist

H d(IKI) =0.
QED.
Bemerkungen
(1) Die im Beweis konstruierte Kette c hei3t, wenn sie ein Zyklus ist, fundamentaler
ZyKklus.

(i)  Sind alle Koeffizienten aus IF ) anstelle von £, so ist ¢ stets ein Zyklus. Deshalb

gilt fiir jede simpliziale d-Mannigfaltigkeit K
Hd(IKI, 1F2) = ]F2-[c] =F

(auf Grund des obigen Beweises).
(iii)) Dieselben Betrachtungen wie oben zeigen, fiir jede berandete d-Mannigfaltig K
mit nicht-leerem Rand und jede abelsche Gruppe gilt
Hd(IKI, A)=0.

Denn in dieser Situation ist ¢ nie ein Zyklus: dc ist eine alternierende Summe der
Randsimplexe der Dimension d-1.

(iv) Im Fall d = 2 iibersetzt sich die Bedingung, daf ¢ ein Zyklus ist in die Ausage, K
enthélt keine berandete 2-Teilmannigfaltigkeit L C K , deren Realisierung
homdomorph zum Md&bius-Band ist:

2

Mit anderen Worten, eine Fliche ist genau dann orientierbar, wenn sie kein
Mobius-Band enthédlt. Man beachte, bewegt man ein positiv orientiertes



Koordinatensystem (“Rechtssystem”) entlang der Mittellinie des Mobius-
Bandes, ist es nach einer Umrundung in ein negativ orientiertes (Linkssystem”)
iibergegangen.

5.2.5 Aufgaben

1.

(a).

(b)

(a)
(b)

(©)
(d)

(a)

(b)

Seien K ein Simplizialkomplex und p eine Ecke von K. Man sagt, K hat die
Dimension n in p und schreibt
dimpK =n,

wenn es ein n-Simplex in K mit der Ecke p aber kein (n+1)-Simplex mit dieser
Ecke gibt.
Zeigen Sie, der Simplexstern

st K:={0o€K | o C s fiir ein s mit pEsEK}

ist ein Teilkomplex der Dimension dimpK.
Der Rand des Simplexsterns
st K) :={o€ st K|p%o
( . ) =A polp ¥

ist ein Komplex der Dimension dim K - 1.

Klassifikation der Kantenziige. Seien K ein Simplizialkomplex und n eine

natiirliche Zahl mit folgenden Eigenschaften. a) K besitzt ein n-Simplex. b) K
besitzt kein (n+1)-Simplex. Dann heiflt n Dimension von K und man schreibt
dim K =n.

Ein Kantenzug von K ist ein 1-dimensionaler Komplex L mit folgenden
Eigenschaften. a) Jede Ecke von L ist Seite von hochstens zwei Kanten (1-
Simplexen) von L. b) L ist nicht disjunkte Vereinigung von zwei Teilkomplexen.
Ein Kantenzug heilt geschlossen, wenn jede Ecke Seite von genau zwei Kanten
ist. Ein Simplizialkomplex heif3t endlich, wenn die Zahl seiner Ecken endlich ist.
Zeigen Sie, fiir jeden geschlossenen endlichen Kantenzug L ist die Realisierung

ILI homdomorph zur Kreislinie S 1

Zeigen Sie, fiir jeden nicht geschlossenen endlichen Kantenzug L ist die
Realisierung ILI hom&omorph zum Einheitsintervall [0,1]. Hinweis. Zeigen Sie,
es gibt paarweise verschiedenen Kanten kl""’kr und paarweise verschiedene

Ecken e1 ,...,er_ 1 ( ,er) mit

a) L={ kl"" . el""’er—l(’er)}
{ej} falls j=i+1
b) k.Nk. = {el} falls i=1 und j=r im geschlossenen Fall
1]
%) sonst

Verallgemeinern Sie die Aussagen von (i) und (ii) auf nicht notwendig endliche
Kantenziige. Hinweis. Losen Sie zuerst Aufgabe 3.

Zeigen Sie, jeder 1-dimensionale Komplex K mit IKI = sl ist ein geschlossener
Kantenzug. Hinweis. Zeigen Sie, fiir jede Ecke pEK besteht IstpKI—{p} aus zwel

Komponenten.

Ein Simplizialkomplex K heiflt zusammenhéngend bzw. linear zusammenhéngend,
wenn dessen Realisierung IK| die entsprechende Eigenschaft hat.

Zeigen Sie, K ist genau dann linear zusammenhéngend, wenn sich je zwei seiner
Ecken durch einen Kantenzug verbinden lassen. Hinweis. Zerlegen Sie jeden
Weg in Teilstiicke, die ganz in einem Simplex liegen und dndern Sie jedes
Teilstiick durch Hinzufiigen von Strecken so ab, daf3 seine Endpunkte Ecken sind.
Zeigen Sie, zusammenhédngende Simplizialkomplexe sind linear
zusammenhéngend.




4.  Zeigen Sie, die Realisierung des Randes eines Simplex-Sterns einer simplizialen
Fldche ist homdomorph zu einer Kreislinie.

5.3 Kompakte simpliziale Flachen
5.3.1 Einfach zusammenhéingende simpliziale Flichen

Eine simpliziale (zusammenhéngende) Flache F heifit einfach zusammenhéingend, wenn
fiir jeden (zusammenhiingenden) geschlossenen Kantenzug L (ohne Selbstschnitte)™,
die Differenz IFI-ILI nicht mehr zusammenhéngend ist.

5.3.2 Struktur der einfach zuzammenhéingenden simplizialen Flichen

Sei K eine einfach zusammenhingende kompakte simpliziale Fliche. Dann dann ist die
Realisierung von K homéomorph zur Kugeloberfliche,

2
Kl = S“.
Beweis. 1. Schritt: Satz von Jordan: Fiir jeden geschlossenen zusammenhidngenden

Kantenzug L von K ohne Selbstschnitte® ist die Anzahl der
Komponenten von IKI - ILI gleich 2:

Hy(K) = ZOZ.
Nach Definition von “einfach zusammenhédngend” ist die Anzahl der Komponenten

mindestens 2. Jede Komponente ist Vereinigung von offenen Simplexen*'. Da die Zahl
der Simplexe endlich ist, ist auch die Zahl der Komponenten endlich. Seien

C1 - ’Ct (t=2)
die Komponenten von IKI - ILI.
Eigenschaften der Ci :
1. Die Ci sind disjunkte Vereinigungen offener Dreiecke von K.

Die AbschlieBungen (_Zi sind Vereinigungen abgeschlossener Dreiecke von K.
Die C, sind abgeschlossene Teilmengen von IKI - ILI*

4. Die C, sind offene Teilmenge von IKI - ILI und damit von IKI.*

Zum Beweis der Behauptung des ersten Schrittes reicht es zu zeigen, der Kantenzug LI
ist in der AbschlieBung jeder Komponente vollstindig enthalten,

(1) ILI g(:i firallei=1,...,t.

Ist némlich | irgendeine Kante vonL und sind A’ und A” die beiden Dreiecke mit der

Seite | , so liegt jeder innere Punkt von Il | ganz im Innern von
(2) A’ U IA”L

¥ d.h. jede Ecke von L ist Ecke von genau zwei Seiten von L.

0 d h. jede Ecke von L ist Ecke von genau zwei Seitten von L.

! Hat ein offenes Simplex einen Punkt gemeinsam mit einer Komponente, so liegt das ganze offene
Simplex in der Komponente.

# Als Zusammenhangskomponenten dieses Raumes, vgl Ubungsaufgabe 3, Serie 8.

“ Wegen 3. und weil IKI - ILI disjunkte Vereinigung der Ci ist.



Wegen (1) enthilt dann jedes Ei einen inneren Punkt von (2), d.h. ein Dreick von Ei
enthilt einen Inneren Punkt von (2). Da A’ und A” die beiden einzigen Dreicke sind, die
an | grenzen, muf} eines dieser Dreicke ein Dreick von Ci sein,

A0 C C.oder A C C..

Da die Ci paarweise disjunkt sind, ist ihre Anzahl damit hochstens gleich 2.

Beweisen wir also (1). Da ILI und Ei endlich Vereinigungen abgeschlossener Simplexe
von K sind, gilt dasselbe auch fiir den Durchschnitt, d.h.
3) Ei M ILI ist disjunkte Vereinigung von endlich vielen Kantenziigen und Ecken.

Dabei ist nicht ausgeschlossen, daf} die Zahl der Kantenziige bzw. die der Ecken gleich
Null ist. Zeigen wir, die Anzahl der Kantenziige in (3) ist groB3er als Null. Dazu reicht es
zu zeigen, mindestens eine Kante von K liegt in (3).

Seien
J
die Menge der Dreicke von K,

= {s€J sl C Ei )

die Menge der Dreiecke, die in (_Zi liegen und J” :=17J - J’ die Menge der lbrigen
Dreiecke. Dann ist
I=rulJ
eine Zerlegung von J in zwei disjunkge nicht-leere Teilmengen.** Nach 5.2.3 gibt es
Dreiecke
A’EJ und A”EJ” mit dim A’NA” =1,
d.h. die beiden Dreiecke haben eine Seite | gemeinsam. Nach Konstruktion liegt diese

Seite ganz in den AbschlieBungen von zwei verschiedenen Komponenten, wobei eine
dieser Komponenten gleich Ci ist,

I1CC..
1

Wir wissen damit,
(4) Mindestens eine Zusammenhangskomponente von Ei M ILI ist ein Kantenzug.

Angenommen, (1) ist falsch. Dann sind die Kantenziige von (4) ein echte
Teilkantenziige des geschlossenen Kantenzugs ILI. Sie Kantenzug konnen also nicht
geschlossen sein. Sei

| CC.NILl
1 i

eine Kante, mit welcher einer der Kantenziige, sagen wir L’, endet und sei
e€l
1

die Ecke mit der er endet. Die Kante | 1 ist Seite von genau zwei Dreiecken von K, sagen

wir

IICA und|1CA

4 J” ist nicht leer, weil nicht alle Dreicke in E liegen konnen, dann wire Kl = E und die Anzahl der
i i

Komponenten gleich 1.



Da | | ganz in Ei liegt, muf} (wie wir sehen werden genau) eines der Dreiecke in Ei
liegen, sagen wir

ecl ] C Al =N Qéi (also A” @ Ei wie wir sehen werden).

Die von | 1 verschiedene Seite von Al mit der Ecke e ist Seite von genau einem weiteren
Dreieck A, von K,

2
e E Al OAZ =: | ’
Die von | ) verschiedene Seite von A2 mit der Ecke e ist Seite von genau einem weiteren
Dreieck A3 von K,
e E A20A3 = 3
Indem wir so fortfahren erhalten wir eine Folge von Dreiecken und Kanten
A.bzw,| .
) J J
mit
eEANA, =1. .
J+1 J+1

Da die Zahl der von e ausgehenden Kanten endlich ist, ist diese Konstruktion periodisch
mit einer Periode, sagen wir t, d.h. t ist die kleinste natiirliche Zahl mit
A=Al =ANA  =ANA, =1 .
t+1 I e+l "t 1l Tt 1 1

Nach Konstruktion ist A2 = Al’ also t = 2. Es kann aber auch A3 nicht gleich Al

denn dann hitten Al und A2 zwei gemeinsame Seiten also dieselben Ecken, wiren also

sein,

gleich. Also gilt
t=3.

Nach Konstruktion ist At das von Al verschiedene Dreieck mit der Seite | 1 .Mindestens

eins der Dreiecke Aj liegt nicht in Ei ,

Aj =A"d Ei fiir ein j.



Denn andernfalls wire auch die von | 1 verschiedene Kante von IL| mit der Ecke e ganz

in Ei , im Widerspruch zur Wahl von e.
Sei As+l das erste Dreieck, welches nicht mehr in Ei liegt

A,..ACC.,A . d C.,1=ss<t.
1 S i s+1 1

Dann ist | o+l = ASOASH eine von | 1 verschiedene Kante mit der Ecke e, die ganz in

C.
i

liegt. Dann ist aber e nicht das Ende des Kantenzuges EiﬂILI im Widerspruch zur Wahl

von e. Dieser Widerspruch zeigt, es gilt (1).

2. Schritt: Fiir jeden geschlossenen zusammenhédngenden Kantenzug L von K ohne
Selbstschnitte hat jede der beiden Komponenten von IKI - ILI eine
AbschlieBung, die homdomorph ist zur Kreisscheibe.

Seien

C’ und C”
die “abgeschlossenen Komponenten” von IKI - ILI, d.h. die AbschlieBungen der beiden
Komponenten von IKI - [LI. Insbesondere ist dann
KI-ILI=CUC’und J=C" N C”.

Beide abgeschlossene Komponenten sind endliche Vereinigungen von (Realisierungen

von) Dreiecken von K. Es reicht, die Behauptung fiir C’ zu beweisen. Wir fiihren den

Beweis durch Induktion nach der Anzahl n der Dreiecke von C’,

n := Anzahl der Dreiecke von C’.

Im Fall n = 1 ist die Behauptung trivial, denn jedes abgeschlossene Dreieck ist

homoomorph zu einer Kreisscheibe. Sei jetzt

n>1.

Wegen ILI € C’ gibt es ein Dreieck A von C’, welches mit ILI eine Seite gemeinsam hat.

Wir dndern L so ab, daB diese Dreieck A nicht mehr zu C* sondern zu C” gehort, und

erhalten so einen geschlossenen Kantenzug Ll'

1. Fall: L1 hat keine Selbstschnitte.

Dann hat ist die eine abgeschlossene Komponente C’- A zu IKI - IL1| nach

Induktionsvoraussetzung homoomorph zur Kreisscheibe und C’ entsteht aus dieser
Kreisscheibe durch Ankleben eines Dreiecks entlang einer oder zwei Seiten. Dann ist
aber auch C’ homdomorph zur Kreisscheibe.

2. Fall: L1 hat einen Selbstschnitt.

Dann ist L1 Vereinigung von zwei zusammenhidngenden geschlossenen Kantenziigen

ohne Selbstschnitte,



L1=L1UL2

mit nur einen gemeinsamen Punkt und der Eigenschaft, da} fiir i = 12 je eine der
abgeschlossenen Komponenten von IKI - ILiI , sagen wir Ci” aus weniger Dreiecken

besteht als C’ und auBerdem gilt

C =C1 UA.UC2

Nach Induktionsvorausetzung ist jedes der Ci’ homodomorph zu einer Kreisscheibe.
Also entsteht C* durch verkleben der Kreisscheibe C1 ” mit der Kreisscheibe A entlang

eines gemeinsamen auf den Réndern liegenden Intervalls und anschlieBenden Verkleben

mit der Kreisscheibe C2’ eben entlang eines solchen Intervalls. Nach jedem Verkleben

erhalten wir wieder eine Kreisscheibe (bis auf Homdomorphie).
3. Schritt: Abschlufl des Beweises.
Nach dem 2. Schritt entsteht K| verkleben von zwei Kreisscheiben entlang ihrer Rinder,

d.h. IKlI ist homdomorph zu einer Kugeloberflidche.
QED.



Bemerkungen

(1)  Umgekehrt ist auch jede simpliziale Flache K mit IK| = S2 einfach
zusammenhingend.

(i)  Eine kompakte simpliziale Flache K ist genau dann einfach-zusammenhéngend,
wenn deren baryzentrischen Unterteilung K’ es ist.

Beweis. Zu (i). Fiir eine iterierte baryzentrische Unterteilung K’ von K ist der unterteilte
Kantenzug L’ dick und enthélt einen Punkt p, der nicht auf L’ liegt. Wegen

KI - {p} = R2

konnen wir den Kurvensatz von Jordan (3.8.10) anwenden. Es gilt
HO(IKI -ILI - {p}) = HO(IK’I -IL1-{p}) = Z2®2Z,

d.h. Kl - ILI - {p} hat zwei lineare Komponenten, ist also nicht zusammenhéngend.
Dasselbe gilt dann aber auch fiir

45
H, (K - IL).

Zu (i1). Nach (1) gilt
K einfach zusammenhingend < Kl = s2

< K’ = S2
< K’ einfach zusammenhéngend.
QED.

5.3.3 Kompakte Flichen die nicht einfach zusammenhéingend sind

Sei K eine zusammenhingende kompakte simpliziale Fldache, welche nicht einfach
zusammenhéngend ist. Dann tritt einer der beiden folgenden Flle ein.
1. Eine interierte baryzentrische Unterteilung enthilt einen Teilkomplex
L CK,
desssen Realisierung homdomorph ist zu einem (kompakten) Mobiusschen Band
M.

LIl =M

2.  Eine interierte baryzentrische Unterteilen enthélt einen Teilkomplex

* Wenn man jezwei Punkte von IKI - [LI durch eine Kurve verbinden konnte, so auch je zwei Punkte
von IKI - ILI - {p}: weil IKI eine Mannigfaltigkeit ist, kann man jedes Kurve homolog so abindern, daf3
sie den Punkt p meidet.



LCK,
desssen Realisierung homoéomorph zu einer Torus-Oberfliche, aus der eine offene
Kreisscheibe entfernt wurde ( zu einer Handel).

ILI=T,

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es einen zusammenhéingenden geschlossenen
Kantenzug C ohne Selbstschnittte mit der Eigenschaft, daf3
IKI - ICl
zusammenhingend ist. Beginnend mit einer Ecke
eeC
durchlaufen wir die Kurve ICl, wobei wir uns vorstellen, da wir immer links neben der
Kurve herlaufen. Wenn wir wieder bei der Ecke ankommen, gibt es zwei Moglichkeiten.

1. Wir befinden uns rechts neben der Kurve ICI.
2. Wir befinden uns links neben der Kurve ILI.

Im ersten Fall enthilt eine iterierte baryzentrische Unterteilung von K einen Teilkomplex
welcher homdomorph ist zu einem Mdébiusschen Band, d.h. es tritt der erste Fall ein.

Nehmen wir jetzt an, der erste Fall tritt nicht ein, d.h. keine iterierte baryzentrische
Unterteilung von K enthilt einen Teilkomplex, desssen Realisierung homéomorph ist zu
einem Mobius-Band. Statt eines Mobiusbandes liefert die obige Konstruktion einen

Streifen, der homdomorph ist zu [-1, +1]xS 1 ,

Wir betrachten eine von e ausgehende Kante | von C und die beiden Dreiecke A” und
A” von K von denen | eine Seite ist,

e€l =ANACICL
Wir stellen uns vor, A’ liegt auf der linken Seite der Kurve ICl und A” auf der rechten.
Seien

b’ :=b(A’) ,b” := b(A”)
die Baryzentren dieser Dreiecke. Weil IK| - ICl zusammenhingende ist, gibt es einen
zusammenhingenden Kantenzug der baryzentrischen Unterteilung K’ von K, welcher
b’ mit b” verbindet und ganz in IKI - ICl verlduft. Wir schlieBen diesen Kantenzug
indem wir b’ und b” verbinden und wiederholen die obige Konstruktion mit diesem
neuen Kantenzug (indem wir “links” neben diesem Kantenzug entlanglaufen). Erneut



erhalten wir anstelle eines Mobiusbandes einen zu [-1, +1]xS1 homo6omorphen
Streifen:

- —7]

Durch Vereinigung der beiden Streifen erhalten wir einen Unterraum der homdomorph
ist zu einem Raum der folgenden Gestalt:

QED.
Bemerkungen

0 HO=HMW=2,

denn M enthilt eine Kreislinie (in der “Mitte”), welche starker
Deformationsretrakt von M ist.



(i) HO(T*) =2 ’Hl(T*) = Z@Z,HZ(T*) =0
Beweis von (ii). Da T,, zusammenhéngend ist, gilt
HO(T BEYR
und da T,, eine berandete 2-Mannigfaltigkeit ist mit nicht-leerem Rand, folgt
H2(T*) =0.
Beweisen wir die mittlere [somorphie-Aussage. Nach dem Aussschneidungssatz gilt
H (T, 0T,) =H (T, 4) = H (D,
wenn T eine Torusoberfliche und A eine darauf liegende Kreisscheibe bezeichnet.
Insbesondere ist
H2(T*, dT,) =* Z und HI(T*, aT,) =" ZOZ.
Die relative Homologie-Sequenz des Paares (T,,, dT,,) hat die Gestalt

o § Y d €
HZ(T*’ oT,) — Hl(aT*) — HI(T*) — HI(T*’ aT,) — HO(aT*)_)HO(T*)
Dabei ist € die identische Abbildung Z—2Z, d h.
0=0.
Der verbleibende Teil der Sequenz hat damit die Gestalt

o B Y
(Z=)H,(T,,dT,) = H,(8T,) = H (T,) = Z&Z — 0.

Nun ist 0T,, homdomorph zur Kreislinie, die erste Homologie wird deshalb von der

Klasse des Fundatmentalzyklus erzeugt. Diese liegt aber im Bild von a (man betrachte
die Summe der Dreiecke von T, ). Also ist a surjektiv, also §§ identisch Null d.h. es gilt

H (T,) = 202Z.
QED.

5.3.4 Adjunktion von Mobiusbindern und Handeln

Sei K eine simpliziale Fliche. Wir entfernen aus IK| eine offene Kreisscheibe und

kleben entlange der Rand-Linie dafiir ein Mdbius-Band oder eine Handel ein. Von der

entsttehenden simplizialen Flidche sagt man, sie sei aus K durch Adjunktion eines

Mobiusbandes bzw. einer Handel entstanden.

Bemerkungen

(1) Bei Adjunktion eines Mobiusbandes geht jede Fldche iiber in eine nicht-
orientierbare.**

(1) Bei A4§1junktion einer Handel geht eine orientierbare Flache ein eine orientierbare
tiber.

(11) Bei Adjunktion einer Handel geht eine nicht orientierbare Fldche iiber in eine
nicht-orientierbare .’

5.3.5 Klassifikation der kompakten simplizialen Flichen
Sie X die Realisierung einer kompakten simplizialen Fldche.

* Der Torus ist orientierbar.

7 Man berechne die erste simpliziale Homologie des Torus.

* Denn die neue Mannigfaltigkeit enthlt ein Mébius-Band.

* Man betrachte die fundamentalen Zyklen der Ausgangsmannigfaltigkeit und des Torus.

% Man betrachte ein Mobius-Band der Ausgangsmannigfaltigkeit und benutze die Orientierbarkeit des
Torus um ein Mobiusband in der neuen Mannigfaltigkeit zu konstruieren.



(i) Xenststeht aus der Kugeloberflidche durch Adjuktion von endlich vielen Mobius-
Béndern.
(i) Ist X orientierbar, so entsteht X aus der Kugeloberfliache durch Adjunktion von
endlich vielen Handeln.
Beweis. Falls X einfach zusammenhingend ist, so ist X eine Kugeloberfldche und die
Aussage ist trivial. Sei jetzt X nicht einfach zusammenhingend. Dann enthélt X ein
Mobius-Band oder eine Handel:
MCXoderT, CX.

Wir schreiben Y ;=M bzw. Y = T, und

X=YUZ,
wobeil Z C X ein Teilpolyeder ist, welches mit Y nur die Randpunkte gemeinsam hat.

Weiter enstehe
w

aus Z durch Verkleben entlang der Kreislinie mit einer Kreisscheibe. Mit anderen
Worten,

X einsteht aus W durch Adjunktion eines Mobius-Bandes bzw. einer Handel.
Wir haben noch zu zeigen, durch Wiederholung der obigen Konstruktion erhélt man
nach endlich vielen Schritten eine einfach zusammenhédngende simpliziale Fliche, d.h.
der Prozef3 bricht ab. Dazu reicht es zu zeigen,

dim ﬁl(X, F,) > dim ﬁl(w, F,)
(da diese Dimensionen fiir kompakte simpliziale Flichen endlich und immer = O sind).

Wir betrachten die reduzierte Mayer-Vietoris-Sequenz der polyedralen Triade (X, Y, Z):
~ ~ (X, ~ ~ ~ ~ ~
H2(Y)®H2(Z) —>H2(X)E>H 1(YﬁZ)LHl(Y)G-)Hl(Z)—>H1(X)

€ ~ C ~ ~ n ~
—H,(YNZ) = H (V@H2) > H(X) >0

Der untere Teil der Sequenz hat die Gestalt

t28 28202 -0

Also ist T injektiv, also € gleich Null, also d surjektiv. Die direkte Summe, auf welcher a
definiert ist, ist Null’', also ist o gleich Null, also B injektiv. Weiter ist YNZ eine
Kreislinie, d.h.

H(YNZ2)=2
wobei 1€Z gerade dem fundamentalen Zyklus entspricht.Wir erhalten die Exaktheit
von
~ B_ Y~ ~ O~
(1) O—>H2(X)—>Z—>H1(Y)®H1(Z)—>H1(X)—>O.
1. Fall: X enthélt kein Mobius-Band, dagegen aber eine Handel Y =T,, .
Dann ist X orientierbar, d.h.
ﬁZ(X) =2.
Die exakte Sequenz (1) hat die Gestalt

5
O—>ZE>21>2®2®H1(Z)—>H1(X)—>O.

Die beiden Komponenten des Bildes von 1€Z bei y ensprichen gerade der
gemeinsamen Randlinie von Y und Z. In der erstem Homlogie von Y und Z
reprasentiert diese die Null (sie ist im wesentliche gerade gleich dY bzw. 0Z).
Insbesondere ist y identisch Null und damit 6 ein Isomorphismus,

> weil Y und Z berandete Mannigfaltigkeiten sind : “es gibt keine 2-Zyklen”.



H (X =z®zeH (2.
Analog erhalten wir fiir die Homologie mit Koeffizienten aus 1F2 :

dim HI(X’ ]F2) = dim Hl(Z, 1F2) + 2.

Ersetzt man in den obigen Betrachtungen Y durch eine Kreisscheibe (und nutzt die
Tatsache, da3 die reduzierte Homologie letzterer trivial ist) so erhdlt man in analoger
Weise

ﬁl(z) = ﬁl(W).
Es folgt
dim Hl(X’ IF'2) =dim HI(W’ IF2) + 2 >dim HI(W, ]F2).

2. Fall: Y = M ist ein Mobius-Band.
Die Fldache X ist nicht orientierbar, d.h.

H,x) =0,
und die Sequenz (1) bekommt die Gestalt 5
@) ol (z =) ﬁl(YmZ)Lﬁl(Y)@ﬁl(Z)—>ﬁ1(X)—>0.

Diese Sequenz ist weniger einfach zu analysieren als im ersten Fall. Wir gehen deshalb
zur Homologie mit Koeffizienten aus lF2 tiber. Es gilt

H2(X, ]F2) =0.
Die zu (1) analoge exakte Sequenz fiir die Homologie mit Koeffizienten aus IF > hat die
Gestalt 5
~ B Y ~ ~ ~
O—>H2(X,IF2)—>IF2—>H1(Y,1F2)@H1(Z,IF2)—>H1(X, IFz)%O.

also die Gestalt

B v ~ 0 ~

0—>IF2—>IF2—>]F2€r)H1(Z,1F2)—>H1(X,1F2)—>O.

Da sie exakt ist, ist die alternierende Summe der Dimensionen der auftretenden Riaume
gleich Null, d.h.

dim H,(X.F,) =H,(ZF,) +1.
Ersetzt man in allen Betrachtungen Y durch eine Kreisscheibe (und nutzt die Tatsache,
daf} die reduzierte Homologie letzterer trivial ist) so erhélt man in analoger Weise

HI(Z’IFz) = Hl(W’IFz)
zusammen also
dim HI(X’IFZ) = HI(W’IFZ) +1.

QED.
Bemerkungen
(i)  Aus dem Beweis ergibt sich, fiir jede orientierbare kompakte simpliziale Flache ist

dim i (X, F ) = F5€ und dim i x0=2%.
Dabei ist g die Anzahl der Handeln, die man zur 2-Sphére adjungieren mufl um X

zu erhalten. Diese Zahl hei3t Geschlecht von X.
(1)  Fiir jede nicht-orientierbare kompakte simpliziale Flache gilt



Hl(X) = 0.

Beweis von (ii). Im Fall einer nicht-orientierten Fliche X haben wir wie im obigen
Beweis eine exakte Sequenz (2),

- Y W
oz =) Hl(YﬂZ)LHl(Y)(@Hl(Z)—>H1(X)—>O.
mit
X=YUZS!'=YNnZudy=M

ein Mobiusband. Es reicht zu zeigen, 0 = 0. Dazu reicht es zu zeigen,
Y ist nicht surjektiv.

y(1) =(u,v)
fiir das Bild des Fundamentalzyklus von YNZ bei y. Wir zerlegen das Mobiusband

Zum Beweis schreiben wir

entlang der Mittellinie g und erhalten eine berandete Mannigfaltigkeit, deren Rand aus
zwei Kreislinien besteht.

Diese Mannigfaltigkeit ist homdomorph zu einem Zylinder

1
S*x[0, 1]
tiber einer Kreislinie, wobei die eine Randkomponente gerade dem Rand von M und die
andere der Mittellinie von M entspricht. Genauer entspricht diese zweite
Randkomponente dem Doppelten der Mittellinie. Die obere und die untere Kreislinie
des Zylinders sind aber homolog: ihre Differenz ist gerade der Rand des Zylinders. Fiir
das Mobiusband bedeutes dies: der Rand des Mobiusbandes ist homolog zum
doppelten der Mittellinie:

[oM] = 2[g] in ﬁl(M) = ﬁl(Y) =Z
Die zweiten Koordinaten von y sind also alle ein geradzahliges Vielfaches von [g],
Imy C (2-ﬁ1<Y))®ﬁ @
Insbesondere ist y nicht surjektiv.
QED.

5.3.6 Homologische Charakterisierung der einfach zusammenhiéingenden
Fliachen

Seien K ein kompakte simpliziale Fldche. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
1) K ist einfach zusammenhéngend.
(i) H 1 (K)=0.
Beweis. (i) = (ii). Nach 5.3.3 ist IK| homdomorph zu S2. Also gilt
H (K) = H, (K = Hl(Sz) - 0.



(i) = (i). Angenommen K ist nicht einfach zusammenhingend. Nach Bemerkung
5.3.8(11) 1st K zumindest orientierbar. Deshalb gibt es eine iterierte baryzentrische
Unterteilung K’ von K und einen Teilkomplex

L"CK
mit der Eigenschaft, daf3 IL’| homomorph ist zu einer Handel,
IL’l = M oder IL’l =T, .

Sei

L”C K
der Teilkomplex, dessen Dreiecke gerade die Dreiecke von K’ sind, die nicht zu L’
gehoren. Dann gilt

K’ =L"UL”
und wir haben eine Mayer-Vietoris-Sequenz
p

o
H2(K’) — Hl(L’ﬂL”) — Hl(L’)@Hl(L”) A Hl(K) (=0).
Da die Realisierung von L’ML” gerade sl ist, gilt Hl(L’ﬂL”) = Z. Nach
Konstruktion ist IL’NL”I die Kreislinie. Die erste Homologie wird also vom
Fundamentalzyklus erzeugt.

Nach 3.8.5 ist o gerade die Zusammensetzung

(1) H, (K) —H, (K’, L")=H (L’ L’NL”) — H, (L’'NL")

(
2
Dabei kommt der Isomorphismus in der Mitte vom Ausschneidungssatz, d.h. von der
Inklusion

(L,,L’nL”) —s (K’, L”).
Verfolgen wir das Bild des Fundamentalzyklus von K’. In H2 (K’, L”) wird dieses
Bild représentiert von einer Summe orientierter Simplexe von L’. dasselbe gilt fiir das
Bild in Hl(L’ ,L’ML”).
Der rechte Homomorphismus von (1) ist der Zusammenhangshomomorphismus zum
Paar (L’, L’NL”). Das Bild eines Erzeugenden Elements von H2(K’) bei o wird

deshalb reprisentiert durch den Fundamentalzyklus des Randes L’ML” von L’, ist also
ein erzeugendes Element von H 1(L’ﬂL”), Wir haben damit gezeigt, o ist surjektiv.

Dann ist 3 aber gleich Null.

Wir erhalten die Exaktheit von
0— H, (L)&H, (L") Lo

Dann ist aber
HI(L’) = Hl(L”) =0.

Das steht aber im Widerspruch zu
IL’l=T, .

QED.



Anhang
1. Untergruppen freier abelscher Gruppen

1.1 Wohlgeordnete Mengen

Eine geordnete Menge heiflit wohlgeordnet, wenn jede ihrer Teilmengen ein kleinstes
Element m hat (d.h. m ist vergleichbar mit allen anderen Elementen und < mit diesen).

1.2 Satz von Zermelo

Jede Menge kann wohlgeordnet werden.
Die Aussage ist zum Zornschen Lemma und zum Auswahlaxiom der Mengenlehre
dquivalent. Einen Beweis kann man finden auf den Seiten 13-16 des Buches von

A.G Xuros: Vorlesungen iiber allgemeine Algebra, Teubner, Leipzig 1964.

1.3 Satz iiber die Untergruppen freier abelscher Gruppen

Jede Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ist frei.
Beweis. Sei

F=®ig g
(mit Zi = Z fiir jedes i) eine freie abelsche Gruppe und sei

UCF
ein Untergruppe. Wir haben zu zeigen, U ist frei. Zum Beweis konnen wir annehmen,
daB I eine wohlgeordnete Menge ist. Wir setzen

Ui = Uﬂ@j<i Zj = {(zj)jEIEU I zj =0 fiir alle j mit i<j}

Vi = Uﬁ@jSi Zj = {(zj)JEIEU I zj =0 fiir alle j mit i<j}
Sei weiter
P F=®y 2, =2, (2),az,
die Projektion auf den i-ten Faktor. Dann ist pi(Vi) eine Untergruppe von £, also von
der Gestalt
(1) p,(V)=p.Z
mit einer ganzen Zahl p;- Wir wihlen ein ViEVi mit pi(Vi) =p;- Im Fall pi=0 wollen wir

fiir Vi das Nullelement von F wihlen.

Behauptung 1: Vi = Z'Vi + Ui

Die Inklusion “2” ist trivial. Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Fiir x = (xj)j oI

EVi ist wegen (1) die Koordinate X, ein Vielfaches von p; und wir kdnnen schreiben

X, X,
X=—V.+(X-—V.)
P. 1 P 1
1 1
X
mitITEZ. Wegen x, ViEVi ist der zweite Summand rechts ein Element von Vi , dessen
i
i-te Koordinate Null ist:



X, X,
pi(x - Evi) =X.-—

1 .
1 pl

Mit anderen Worten, dieser zweite Summand liegt in Ui (= Vi)' Also gilt XEZ'Vi + Ui'

pi=0.

Behauptung 2: Die von Null verschiedenen Elemente unter den Vi sind linear

unabhéngig (iiber £).
Angenommen es gilt
a, v, .t v, =0
11 s s
fiir gewisse a, €Z, wobei samtliche a, und \A ungleich Null seien. Wir miissen
v v v
zeigen, dies ist unmoglich. Dazu konnen wir annehmen,

1, >1.>..>1
17 2 S

beziiglich der Wohlordnung von I. Dann ist VileF das einzige Element in dieser

l—te Koordinate ungleich Null ist. Da ailungleich Null sein
soll, muf} die il—te Koordinate von Vil ebenfalls Null sein. Diese il—te Koordinate ist
aber gerade pil ,d.h. es gilt pi1=0. Dann ist aber v11=0 im Widerspruch zu Wahl der Viv

Linearkombination, dessen i

Behauptung 3: Die die Elemente VJ. mit j<i erzeugen die Untergruppe Vi:

Sei J die Menge aller i, fiir die diese Aussage falsch ist.
J = {iell Vi wird nicht erzeugt von den Vj mit j<i}

Wir haben zu zeigen, diese Menge ist leer. Angenommen, sie ist nicht leer. Dann besitzt

sie als Teilmenge von I ein kleinstes Element iO' Fiir alle i<i0 ist die Behauptung also

richtig. Es reicht zu zeigen, jedes Element XEVi ist ganzzahlige Linearkombination von
0

gewissen Vj mit j<i . Nach der bewiesenen Behauptung 1 gilt zumindest

0
2) X =a'v. +umitaEZ und ueU. .
‘0 ‘0

Nach Definition von Ui sind die 1,-te Koordinate und alle spéteren Koordinaten gleich

0
0
Null. Als Element einer direkten Summe hat u nur endlich viele von Null verschiedene
Koordinaten. Sei die j-te die letzte von Null verschiedene Koordinate. Dann gilt j<i . und

0
uEVj .
Wegen j<i0 ist u Linearkombination von gewissen Vj, mit j’<j. Nach (2) ist dann aber x

0" Da x beliebig gewihlt war steht dies im

. Dieser Widerspruch beweist die dritte Behauptung.

Linearkombinatiion von gewissen Vj mit j<i
Widerspruch zu Wahl von iO
Behauptung 4: Die gegeben Untergruppe H wird von den Elementen Vj erzeugt.

(da wir bereits wissen, die v. sind linear unabhingig, beweist dies die Behauptung des

Satzes). Sei x&€H. Als Element der direkten Summe F hat x nur endlich viele von Null
verschiedene Koordinaten. Dann liegt aber x in einer der Mengen Vi (wenn die i-te die

letzte von Null verschiedene Koordinate ist). Als Element von Vi ist x aber



Linearkombination von gewisser v Wir haben gezeigt, jedes Element von H ist
Linearkombination gewissen Ve, d.h. die v, erzeugen H.
QED.

2. Lebesque-Zahlen

Existenz von Lebesque-Zahlen .
Seien X ein kompakter metrischer Raum und U eine offene Uberdeckung von X. Dann
existiert ein e>0 derart, daB fiir jede Menge von Durchmesser <¢ ganz in einer Menge
der Uberdeckung U liegt.
Beweis. Zu jedem xEX gibt es d(x)>0 derart, daf} die Vollkugel vom Radius 2d(x) ganz
in einer Menge von U liegt. Endlich viele der zugehorigen Vollkugeln von Radius d(x)
tiberdecken X, sagen wir

X= Ud(xl)U"'UUd(xr)
Seig = min(d(xl),...,d(xr)). Ist Y&X eine Teilmenge vom Durchmesser <g, so liegt ein

vorgegebener Punkt yE€Y in einer der Mengen U und hat damit von X, einen

d(x.)
i
Abstand <d(Xi)' Jeder weitere Punkt von Y hat von y einen Abstand <esd(xi), also von X,

einen Abstand < 2d(xi). Damit gilt

-
Y C U2 d (Xi).
Mit U2 d(x.) liegt also auch Y ganz in einer der Mengen von U.
i
QED.
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