EinfiUhrung in die algebraische Geometrie

Vereinbarungen

Alle Ringe seien, wenn nicht explizit anders festgelegt kommutativ und besitzen ein
Einsdlement.

Ringhomomorphismen iiberfiihren das Einselement ins Einselement.
Erforderliche Vorkenntnisse
Elementare Kenntnisse zur Algebra:

Gruppen, Ringe, Homomorphiesitze fiir Gruppen und Ringe, Tensorprodukte iiber
kommutativen Ringen mit 1.

Begriff der Kategorie, Begriff des Funktors.
Elementare Kenntniss zur mengentheoretischen Topologie:

Begriff destopologischen Raums, Begriff der stetigen Abbildung, Begriff der
Topologiebas's.

Jeder Ring ist ein kommutativer Ring mit 1. Jeder Ringhomomorphismus ein
Homomorphismus von Ringen mit 1, d.h. er iiberfiihrt das Einselement ins Einselement.

Bezeichnungen
il Radikal des|dedls|, vgl. 1.2.5.

X AbschlieBung der Menge X beziiglich der Zariski-Topologie, vgl. 1.2.12.
AIO Lokalisierung das Rings A im Primideal p, vgl. A2.8.
Af Quotientenring des Rings A nach den Potenzen des ElementsfEA, vgl. A2.8.

AN affiner N-Raum iiber k, vel. 1.1.2.

Z(X)  die Gruppe der Zyklen der algebraischen Varietit X, vgl. 2.2.8

D(f) offene Hauptmenge zur regulidren Funktion f, vgl. 1.1.6, bzw. zum Ring-
Element f, vgl. 1.4.3

A Diagonal e des direkten Produkts eines affinen Raums mit sich, vgl. 1.2.11.

f* der durch die regulidre Abbildung f auf den Koodinatenringen induzierte
Homomorphismus, vgl. 1.2.8.

F Frobenius-Abbildung, vgl. 1.2.7.

f(p) Wert der zum Element f des Rings A gehorigen Funktion im Punkt pESpec A,
vgl. 1.4.3.

H(f) Homogenisierung des Polynomsf, vgl. 2.1.8.
1(X) Menge der Polynome, welche identisch Null sind auf der Menge X, vgl. 1.1.3,,
Ideal einer Teilmenge eines Spektrums, vgl. 1.4.3

I- S 1A Ided des Quotientenrings S'lA, welches von der Bildern der Elemente von
ICA bei der natiirlichen Abbildung A — sia erzeugt wird, vgl. A2.7.
JNA vollstindiges Urbild des Ideals J des Quotientenrings ™LA bei der natiirlichen

Abbildung A — S'1A | vgl. A2.7.
k algebraisch abgeschlossener Korper, vgl. 1.1.1.



K[T] Polynomring in den Unbestimmten T, ,..., T, mit Koeffizienten ausk, vgl.

7 TN
1.1.1.

K[X] Koordinatenring der algebraischen Menge X, vgl. 1.2.1.

LHS  linke Seite der betrachteten Identitit

m(A) maximalesldea deslokalen Rings, vgl. A2.6.

[fJX X lokaler Ring der Varietit X im Punkt x, vgl. 4.1.1(a) und 4.1.1(b)
Py ' Kern der Auswertungsabbildung Py im Punkt x, vgl. 1.4.3.

P(V) Projektivierung desk-VektorraumsV, vgl. 2.27.

(O Auswertungsabbildung im Punkt x, vgl. 1.4.3

X
Q(A)  voller Quotientenring desRings A, vgl. A2.6.
RHS  rechte Seite der betrachteten Identitit

sia Quotientenring des Rings A beziiglich der multiplikativen Menge S, vgl. A2.1.

siv Quotientenmodul des Modul beziiglich der multiplikativen Menge S, vgl. A2.1.

Spec A Menge der Primideale desRings A, vgl. 1.4.3.

V(M)  Menge der gemeinsamen Nullstellen der Polynome aus M, vgl. 1.1.3, Menge
der Primidedle eines Rings, die die Tellmenge M enthalten, vgl. 1.4.3.

m+N
Vm,N =( m ),vgl. 2.2.8

XxY  direktes Produkt der algebraischen Mengen X und Y, vgl. 1.1.12.
Z(F)  der Zyklus zum homogenen Polynom F, vgl. 2.2.8

Vormerkungen

Die algebraische Geometrie kann man as die Theorie der nicht-linearen algebrai schen
Gleichungssysteme beschreiben, d.h. man nimmt sich beliebig viele Polynomein
beliebig (aber endlich?) vidlen Variabelen her, setzt diese Null und fragt nach der
Losungsmenge.

Da sich solche Gleichungssyteme selbst in den einfachsten Fillen nahezu nie 16sen
lassen, geht dabei (fast nie) um deren Losung, sonder um die Beschreibung der
allgemeinen Eigenschaften dieser Losungsmengen (welche algebraische Mengen
heil3en).

Man kann versuchen von der Theorie der linearen Gleichungssysteme noch zu retten,
was man retten kann, und die Gleichungssyteme in dquivalente Gleichungssysteme
aufzuteilen versuchen. Die zugehorige Theorie hei3t Klassifikationstheorie. Diese ist
sehr umfangreich, weit davon entfernt vollstindig zu sein und sprengt bereits den
Rahmen dieser Vorlesunge (Schafarevitsch: Algebraische Flidchen, Beauville: Complex
algebraic surfaces (franzosich?), Bart, Peters, van de Ven, Ueno, Kollar, Mori).

Die Ergebnisse der algebraischen Geometrie sind sehr unterschiedlich, je nachdem, in
welchem Zahlenbereich man die Losungen sucht. Zu ihren Gegenstinden gehort zum
Beispid der grof3e Satz von Fermat, oder allgemeiner die Frage, ob ein gegebenes
Gleichungssystem nur endlich viele Losungen iiber den rationalen Zahlen besitzt. Auch
dieser Bereich von Fragen geht weit iiber den Gegenstand dieser Vorlesung hinaus. Wir
werden fast ausschlieBlich nach Losungen mit Koordinaten in einem algebraisch
abgeschlossenen Korper fragen.

Ein erheblicher Tell der modernen agebraischen Geometrie besteht in der Entwicklung
einer Sprache - der Sprache der Schemata - , die es gestattet solche wie die nach dem
grof3en Fermatschen Satz zu beantworten. Die Entwicklung dieser Sprache geht auf
Grothendieck (Fieldmedaille 1968) zuriick und hat zur Losung einer ganzen Reihe von
Problemen gefiihrt, wie zum Beispiel



Das Modul-Problem von Riemann (Mumford 1964)

Die Auflosung der Singularititen (Hironaka 1968)
DieKlassifikation der algebraischen Dreifaltigkeiten (Mori 1982)
Die Mordél-Vermutung (Faltings 1983)

Die Welilschen Vermutungen (Deligne 1986)

Die Fermatsche Vermutung (Wiles 2000)

Die Milnor-Vermutung (Voevodski 2004)

Diese Sprache - die Sprache der algebraischen Schemata - ist so allgemein, dal3 dadurch
die algebraische Zahlentheorie eine Teildisziplin der algebrai schen Geometrie geworden
ist. Sie gestattet eine geometrische Interpretation vieler zahlentheorischen Ergebnisse.
Teile der Zahlentheore bekommen dadurch eine groBe Ahnlichkeit mit der Theore der
kompakten Riemannschen Flidchen (eine Teildisziplin der algebraischen Geometrie !!!).

Umgekehrt haben auf diese Weise gewisse zahlentheoretische Disziplinen neue
geometrische Theorien hervor gebracht (zum Beipiel die Klassenkorpertheorie, vgl
Serre: Algebraische Kurven und Klassenkorper).

Die Sprache der modernen a gebraischen Geometrie hat inzwischen eine ganze Reihe
anderer Disziplinen sehr stark beeinflufd, zum Beispiel

die Theorie der holomorphen Gleichungssysteme (komplexe Raume),

die symplektische Geometrie (Moduli, Garben, Kohomologie),

die algebrai sche Topologie (Etal-K ohomologie, Topoi),

die Monodromie-Theorie der linearen Differentialgleichungen (Deligne),

die Theorie der Eichfelder, Y ang-Mils-Gleichungen, Supermathematik (Manin).

Das gilt zum Teil fiir Disziplinen, die sehr weit von der algebraischen Geometire entfernt
sind: zum Beipiel gibt es einen Beweis fiir die Unabhingigkeit der Kontinuums-
Hypothese, die die von Grothendieck und Deligne entwickelte Theorie der Topoi
benutzt).

Ein Gegenstand dieser Vorlesung soll in der Einfiihrung in diese Sprache bestehen.
Unser Zid ist es, wiederholt mit ganz klassischen Fragestellungen zu beginnen und
aufzuzeigen, wie die Fragen zu Konstruktionen der Schema-Theorie fiihren.
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0. Ebene algebraische Kurven
Als Beispiele auf die spéteren Abschnitte verteilen ?

0.1 Rationale Kurven

0.1.1 DieKurve y2 =x2+x3

Behauptung
Die Koordinaten der Punkte lassen sich als rationde Funktione eines Parameters t

ausdriicken:
x=t2-1,y = t(t3-1).
Geometrische Deutung: Schnitte mit der Geraden y = tx.



0.1.2 Begriff der ebenen algebraischen Kurve

Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper und f(x,y) ein Polynom in zwei
Unbestimmten mit Koeffizienten aus k. Eine eine Menge der Gestalt

V(f) = { (xy)EK? | f(xy) = 0} | |
heil dann ebene agebraische Kurve (mit der Gleichung f(x,y) = 0).

Bemerkungen:
(i)  Der Korper k sollte wirklich algebraisch abgeschlossen sein: V(f) mit f(x,y) = x2

+y2+1 hat keine Punkt iiber IE.
(i)  Zerfillt f in zwei Faktoren, f = g-h, soist V(f) = V(g)UV(h) Vereinigung von zwei
Tellkurven. 1t f irreduzibel, so nennen wir auch die Kurve V(f) irreduzible Kurve.
(i) Jede ebene agebraische Kurve ist Vereinigung endlich vieler irreduzibler.

0.1.3 Begriff der rationalen ebenen algebraischen Kurve

Sel X: f(x,y) = 0 eineirreduzible ebene algebraische Kurve. Dann heilt X rationa, wenn
es zwei rationale Funktionen ¢(t) und y(t) gibt, die nicht beide konstant sind, mit’
N o Me®,w®)=0 g

identisch int. Man nennt in dieser Situation (¢(t), y(t)) eine Parametrisierung der Kurve.
Bemerkungen

()  Mitendlich vilen Ausnahmenist (cp(to), w(to)) fiir jedes toek ein Punkt der

Kurve.

(i)  Wir werden zeigen, man erhilt auf diese Weise jeden Punkt der Kurve mit
eventueller Ausnahme von endlich vielen. Den Parameterwert t kann man bel
geeignet gewihlter Parametrisierung als rationale Funktion

t=x(xy)
der Koordinaten des Kurvenpunktes schreiben.

(iif) Liegen die Koeffizienten der Parametrisierung in einem Teilkorper, so bekommt
man Punke mit Koordinaten aus diesem Teilkorper, falls t dort variiert.

(iv) Parametrisierungen sind niitzlich bei der Berechnung von Integralen.

0.1.4 Beispielerationaler Kurven

V(f) ist rationd, fallsf linear ist.
V(f) it rational fallsf quadratischist.

0.1.5 Die Kurve x'+y" =1 fiir n> 2
Behauptung

Die Kurve ist nicht rational fiir n > 2, falls n kein Vielfaches von char(k) ist.

Beweis. Angenommen, die Kurveist rational. Dann gibt es rationale Funktionen

a(t) = B und o = 3

die die Kurve parametrisieren. Wir konnen dabei annehmen, die Polynome p, q und r
haben keinen gemeinsamen Teiler. Nach Voraussetzung gilt

@ p'+q"-M=0

Wir differenzieren und erhalten, dan kein Vielfaches der Charakteristik von k ist,

@ P +dtha-Mr =0,

Nun interpretieren wir (1) und (2) aslineares Gleichungssystem fiir die pn 1 qn 1und
-1 mit der K oeffizientenmatrix

poe)
p g r )



Diese Matrix hat den Rang 2 (weil sonst die beiden Zeilen proportional wiren mit einer
rationalen Funktion as Proportionalititsfaktor, was der Tellerfremdheit von p, g, r
widerspricht). Die L6sun§en des Systems sind aso proportional zum Tripel der drei
2x2-Unterdeterminanten.” Dap, g und r tellerfremd sind, folgt

P lar -
qvt | pr - rp
n'l ] _ )

r
Esist leicht zu sehen das diese drei Bedingungen aus Gradgriinden nicht gleichzeitig
erfiillt sein konnen. Sind a, b und ¢ die Grade von p, q und r und gilt zum Beispiel
azb=c
so liefert die erste Bedingung
a(n-l)<sb+c-1=<a+a-1
im Widerspruch zun > 2.
QED.

0.1.6 Problem
Wie entscheidet man ob eine Kurverational ist ?

Wir werden jetzt zeigen, dies ist in Wahrheit ein Problem der Theorie der Korper.

0.2 Verbindung mit der Theorie der Kérper

0.2.1 Der rationale Funktionenkorper einer ebenen algebraischen Kurve
Sel
X:f(x,y)=0
eine irreduzible algebraische Kurve iiber dem Korper k (mit dem irreduziblen Polynom
f(x,y)). Wir bezeichnen mit k(X) die folgende Menge von Aquivalenzklassen aller
Briiche
p(x.y)
. . _gxy) .
wobe p und g Polynome mit Koeffizienten aus k seien und g keine Vidfaches von f.
Zwei solche Briiche

Pingl
undS

sollen genau dann zur selben Aquivalenzklasse gehdren, wenn gilt

flps-rqg.

Es ist lecht zu sehen, die gewohnliche Addition und Multiplikation rationaer
Funktionen induziert auf k(X) die Struktur eines Korpers. Er heildt rationaer
Funktionenkorper der Kurve X.

Von zwel rationalen Funktionen, die dasselbe Element des Korpers k(X) repréisentieren,
sagen wir im folgenden, sie seien gleich auf der Kurve X.

Bemerkungen

(i) Alle Elemente von k(X) lassen sich as rationale Funktionen von x und y
ausdriicken. Der Transzendenzgrad des Korpers ist also hochstens 2.

(i) Die Elemente x und y des Korpers sind algebraisch abhingig, denn in k(X) gilt
f(x,y) = 0. Der Transzendenzgrad des Korpers ist somit 1.

(ili) Ist X eine Gerade, die zum Beispiel durch die Gleichung y = 0 gegeben i, so ist
jede rationale Funktion o(x,y) auf X gleich ¢(x,0), d.h. k(X) ist gerade der
Funktionenkorper in einer Unbestimmten,

! Man verdopple eine der Zeilen und entwickle die zugehérige Determinante (die Null ist) nach der
hinzugfiigten Zeile. Man erhilt, das Tripel der Unterdeterminanten ist eine (nicht-triviale) Losung.



K(X) = k(X).

0.2.2 Der rationale Funktionenkorper einer rationalen Kurve

Die irreduzible ebene algebraische Kurve X iiber k ist genau dann rational, wenn ihr
Funktionenkorper isomorph zum rationalen Funktionenkdrper in einer Unbestimmten
i,

k(X) = k(t).
Beweis. Sai X rationa und (p(t), Y(t)) ene Parametriserung. Wir betrachten die
Abbildung

(D) kEX) = k1), x(x.y) a x(e(t), w(t)).
Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir zwe rationale Funktionen g und % , die

gleich sind auf X gilt
flps-rq.
Einsetzen der Parametrisierung iiberfiihrt f in die Null und liefert damit

0= p(cp(t) () s(op(t), w(t)) r(ep(t), w(1)-ale(®), w(t)
Damit ist aber a((p(t), P(t) = g(cp(t), Y(t)), d.h. die Bilder der beiden Funktione bel der
Abbildung (1) sind gleich.
Wir haben gezeigt, (1) is wohldefiniert. Offensichtlich handelt es sich um einen
Ringhomomorphismus. Da k(X) ein Korper ist, mul3 der Homomorphismus injektiv

sein (da Korper keine echte Ideale besitzen) 2. Sein Bild ist ein Teilkorper von k(t). Nach
dem Satz von Liiroth (siehe unten, 0.2.4) ist ein solcher Korper selbst isomorph zu k(t).

Sei jetzt umgekehrt k(X) = k(t). Dann liefert die zu x und y gehorigen rationaen
Funktionen von k(t) eine Parametrisierung von X.
QED.

02.3 Eigenschaften gewisser Parametrisierungen

Seien X: f(x,y) = 0 eine rationale ebene irreduzible Kurve iiber k und i: k(X) — K(t) der
zugehorige Isomorphismus. Weiter seien

o) = i(x)

() =1(y)
die den Variablen x bzw y entsprechenden rationalen Funktionen. Dann ist

(@), w(V)

eine Parametrisierung der Kurve mit folgenden Eigenschaften.
0] Jeder Punkt von X mit Ausnahme von endlich vielen hat die Gestalt

(Pt w(ty) mitt K.
(i)  Der Parameter t,in der Darstellung (i) ist aufer bei endlich vielen Punkten
eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, (p(t), Ww(t)) ist tatsdchlich eine Parametrisierung. Sei
Jetzt x(X,y) ene rationale Funktion mit

i(y) =t.
Anwenden von i bedeutet gerade, man ersetzt x und y durch o(t) und y(t). Insbesondere
ist aso
1) x(@(®), w(1)) =t ink(t).
Anwenden von i1 bedeutet gerade, man ersetzt t durch y(x,y). Wir wenden i und danach

i1 auf x und y an und erhalten
(2) X = g(x(x.y)) InK(X).
©) y =p(x(x.y)) inK(X)

2 Der Homomorphismus ist éin Homomorphismus von Ringen mit 1, also nicht identisch Null.



Relation (1) bedeutet, verschiedene Wert des Parameterst gehen in verschiedene Punkte
(o(t), (t)) mit endlich viden Ausnahmen, in denen y nicht definiert ist. Mit anderen
Worten, es gilt Aussage (ii).

Analog bedeuten die Relationen (2) und (3), jeder Punkt (x,y) der Kurveist Bild eines
Parameters mit endlich vielen Ausnahmen, in denen x(x,y) nicht definiert bzw. die
rechten Seiten von (2) oder (3) nicht definiert sind. Mit anderen Worten, es gilt (i).
QED.

0.2.4 Der Satz von Liiroth
Seien k ein Korper, x eine Unbestimmte und F ein Zwischenkorper,
k € F C k(x).

Dann ist F = k oder eine einfache transzendente Erweiterung des Korpers k.
Vorbemerkung
Der Korper k in k(x) algebraisch abgeschlossen, d.h. jedes iiber k algebraische Element
von k(x) liegt sogar in k.
Beweis der Vorbemerkung. Sei a€k(x) algebraisch iiber k und sei

My =T+ clTn'1+...+cn € K[T]

das Minimalpolynom von a. iiber k. Wegen a&k(x) hat o die Gestalt
_ p(x)

. q(x) _
mit zwei Polynomen p(x) € k[x] und q(x) € k[x] - {0}, von denen wir annehmen
konnen, daB sie teilerfremd sind,

. o . ggT(p, 9) = 1.
Wir multplizieren die Identitit f(o) = 0 mit der n-ten Potenz von q und erhalten

p" + clpn'lq +ot cnqn =0.

Auf der linken Seite sind ale Summanden mit eventueller Ausnahme des ersten durch q
tieilbar. Also ist auch der erste Summand durch q teilbar,
n

Jeder Primteiler von g ist somit auch ein Primteiler von p. Weil p un q teilerfremd sein
sollen, kann g keine Primteller besitzen, d.h. g € k, d.h. a = p/q ist ein Polynom in x.
Falls x im Polynom o = p(x) echt vorkommt, ist
k(x) iiber k(c) (denn x ist Nullstelle des Polynoms p(T) - a.). Dann ist aber k(x) sogar
algebraisch iiber k (da o algebraisch iiber k ist) im Widerspruch zu der Annahme, dal3 x
eine Unbestimmte sein soll. Also kommt x in p(x) nicht vor, d.h. es gilt

a€ek.
algebraisch
QED (Vorbemerkung).
Beweisdes Satzes von Liiroth (nach van der Waerden).Wir nehmen an, F = k. Nach der
Vorbemerkung ist jedes Element von k(x) - k transzendent iiber k. Insbesondere ist x
algebraisch iiber F. Wir betrachten ein iiber F irreduzibles Polynom mit der Nullstelle x,

f(M=T"+ alTn'l +..+a EFTLT() =0,

Untersuchen wir die Struktur von fO' Die aI sind rationale Funktionen in x mit

Koeffizienten aus k. Durch Multiplikation mit dem Hauptnenner erhaten wir en
Polynom

f(x,T) = bo(x)-Tn + bl(x)-Tn'1+...+bn(x) € K[x,T]
inx und T mit Koeffizienten aus k und dem Inhalt 1,
ggT(bo,...,bn) =1

Wir bezeichnen mit m den Grad dieses Polynoms beziiglich x (und mit n den beziiglich
T):



degxf=m,deg.|_f:n.

Die Koeffizienten a= bi/bO konnen nicht alle von x unabhéngig sein, denn dann wire X

algbraisch tiber k. Einer dieser Koeffizienten, sagen wir

b. (x)
0= v EF,
“B0)
héngt somit echt von x ab. Schreiben wir 6 als Quotient teilerfremder Polynome:
b.(x)

—a=_=9X) _
0=4= B™ ~hG9” ,99T(g.h) = 1, ghEK[X].
Die Polynome g und h haben beide einen Grad < m,

degg=m, degh=n.
Das Polynom

o(T) - 6:0(T) = o(T) - S h(T) € FIT]

ist nicht identisch Null und hat die Nullstelle T = x. Deshalb ist esin F[T] durch das
Minimalpolynom f o(T) von x iiber F teilbar. Die Teilbarkeit besteht erst recht im Ring

K(X)[T].
Die dlementare Theorie der ZPE-Ringe besagt, diese Teilbarkeitsrelation bleibt erhatlen,
wenn man zu den Polynomen aus k[x,T] tibergeht, es gilt
h(x)g(T) - g()N(T) = a(x,T)-f(x,T) mit q(x,T) EK[x,T]
(weil f den Inhalt 1 hat). Der Grad in x auf der linken Seiteist = m. Auf der rechten
Seite hat bereitsf den Grad min x. Deshalb ist der Grad auf beiden Seiten gleich m und

x kommt in g nicht vor.
h(x)g(T) - g()h(T) = q(T)-f(x,T)
Dag und h tellerfremd sind (und k[x,T] ein ZPE-Ring), kann kein Polynom in T mit
positiven Grad die linke Seite teilen. dso ist g eine Konstante:
h(x)g(T) - g(x)h(T) = gf(x,T) mit gek.
Das Polynom links éndert seinen Grad nicht, wenn man x und T vertauscht. Also hat
dieses Polynom in x denselben Grad wiein T, d.h. esgilt
m=n.

Wegenm=n= degfogilt

[k(X) : F] =m. _ _
Wegen g,hek[x] und g(x) - 8-h(x) = 0 (nach Definition von 0) ist x Nullstelle eines
Polynoms des Grades m mit Koeffizienten aus k(8). Also gilt

[k(x):k(6)] = [k(B)(x):k(B)] = m.
Die umgekehrte Ungleichung mul3 aber wegen k(8) C F ebenso gelten. Das ist aber nur
moglich, wenn

[Fk(0)] =
ist, d.h. esgilt F = k(0).
QED.

0.3 Birationale Isomorphismen von Kurven

0.3.1 Definition: rationale Abbildung
Selen
X:f(x,y)=0
Y:g(xy)=0 _ _
zwei ebene irrreduzible Kurven iiber k. Eine rationale Abbildung

O X—— Y, (xy) a (@xy), w(xy)), - _
ist ein Paar rationaler Funktionen g(X,y) und y(x,y) derart, dal3 die rationale Funktion

9(@(X,y), w(X.y))




Null ist auf X (d.h. Punkte von X gehen in Punkte von Y iiber).

Zwei irreduzible Kurven X und Y heif3en birationa isomorph, wenn es zueinander
inverse rationale Abbildungen zwischen X und Y gibt.

0.3.2 Beispiel
L) X y?=fx) -
Dabel sai f vom Grad 2n. Wir schreiben
f(x) = g(x)(x-c)
und setzen
1

ui=-—

X-OL
__Y
- (x0)"

Indem wir beide Seiten von (1) durch (x-oc)2n teilen erhalten wir

2  Y:v2=h(u)

mit einem Polynom h(u) = % des Grades 2n-1inu.
(x-a)"

Auf diese Weiseist eine rationale Abbildung X —— Y definiert. Eine Umkehrung ist
durch

x=ul+a
y=wvu™"
gegeben.

03.3 Birationalitit und Funktionenkorper

Zwel ebene agebraische Kurven sind genau dann birational isomorph, wenn ihre
Funktionenkdrper (iiber k) isomorph sind.
Beweis: leicht

1. Affine algebraische Mengen
1.1 Algebraische Mengen im affinen Raum

Beim Beweis des Hilbertschen Basissatzesin 1.1.4 verweisen wir auf Abschnitt Al des
Anhangs.

Beim Beweis des Hilbertschen Nullstellensatzesin 1.1.13 benutzen wir elementare
Eigenschaften endlicher Algebren (vgl. Anhang A3).

1.1.1 Vereinbarungen und Bezeichnungen
In diesem Abschnitt bezeichnet k einen algebraisch abgeschlossenen Korper und
K[TImit T = (Tl,...,TN)

bezeichne den Ring der Polynome in den Unbestimmten Tl’""TN mit Koeffizienten aus
K.

1.1.2 Der affine Raum
Im folgenden heif3e die Menge



aN.= {(agy) 183 EKD

affiner N-Raum oder auch affiner N-dimensionaler Raum.

1.1.3 Affine algebraische Mengen
Sei M C K[T] eine beliebige Menge von Polynomen. Dann bezeichnet man die Menge
der gemeinsamen Nullstellen der Polynome aus M mit

V(M) := {x € &N f(x) = 0 fiir jedes fEM }

und nennt diese Menge die durch M definierte affine algebraische Menge. Die Elemente
von M heif3en auch “definierende Gleichungen” dieser Menge. Spezidl im Fall einer
endlichen Menge schreibt man

V(fl’ ,fm) = V({fl’ ,fm}).
Fiir jede Teilmenge X C £ N heirt
1(X) :={ fEK[T] I f(x) = 0 fiir jedes xEX }
Idedl von X. Esist offensichtlich ein Ideal im Polynomring k[ T]

Bemerkungen
() SeilenM CK[T] eine Menge von Polynomen und
| :=M-K[T]
={ flm1 L+ f M |f1, o f ek[T], ml,...,mre M, r=12,..}
dasvon M erzeugte Ideal deﬁ Polynomri ngs. Dann gilt
V(M) =V(I).

Als System definierender Gleichungen kann man also stets ein Ideal wihlen.
Ist insb@onderefl, s fm € K[T] ein Erzeugendensystem des Ideals |, so gilt

V)=V, f ).

Ein System definierender Glachungen emer algebraischen Menge X muf3 nicht
unbedingt das Ideal I(X) erzeugen®. Verschiedene Idede konnen durchaus
dieselben Nullstellenmenge besitzen.
(i) Fiir jede algebraische Menge X = V(M) gﬂt
X =V(I(X)).*
Umgekehrt ist jede Menge X mit dieser Eigenschaft algebraisch.

(iii) Seien X, Y C A" abgeschlossene Teilmengen. Dann gilt:
XCY < 1(X) 2I(Y)5

1.1.4 Hilbertscher Basissatz

Jedes Ideal | des Polynomrings k[ T] besitzt ein endliches Erzeugendensystem.
Bewels. Folgt durch wiederholtes Anwenden aus A1.6.
QED.

1.1.5 Die Zariski-Toplogie
Esgilt:
O V@)UV =VINJI)=V(JJ) fiir je zwei Ideale J*,J” von k[T].

3 icnial i = 2 2
Zum Beispiel ist V(T ) = V() aber (T ) = (T7).

* Dadie Polynome von M auf X Null sind, gilt M C I(X), also
X =V(M) 2 V(I(X)).
Da alle Polynome aus 1(X) Null sind auf X, gilt umgekehrt auch
X CV(I(X)).
® Zu ‘=>’: Jede Funktion, die auf der groBeren Menge Y Null ist, ist es auch auf X.
Zu'<=": Wegen (ii) gilt X =V (I(X)) S V((Y)) =Y.



(i) ﬂieIV(Ji) =V(Y Ji) fiir jede Familie von Ideal Ji von k[T].
iel
(i) Die Mengen der Gestalt V(M) mit M C K[ T] bilden die abgeschl ossenen Menge
einer Topologie des &N, Dieseheirk Zariski-Toplogie des aN.
Beweis. Zu (i).Esgilt
pE V(J)UV(T) « f(p) = 0 fiir fEJ oder f(p) = 0O fiir fEF’
< ' (p)f’(p) = O fiir alle ’EJT und f"EJ".
< f(p)= 0 fiir alle f€J-J".

< pe VIT-T).
Damit gilt
V(J)UV(J) =V(IJ-J).
Welter gilt

peV(I)UV(JT) < f(p) =0 fiir jedes f&€])° oder f(p)=0 fiir jedes f€J".
= f(p) = 0 fiir jedes f€J NJ’
< pev(INnNg),
aso
V(J)UV(T)CVvV@NJ)cv@-J),
wobei die zweite Inklusion besteht wegen JNJ' 2 J-J".

Zu (ii).Esgilt
peE miEI V(Ji) < fi(p) =0 fiir jedes i€l undjedesfiE.Ji

< f(p) =0 fiir jedes f€ Y Ji
i€l

< pE V(_El‘]i)
IS5
Zu (iii). Folgt aus (i) und (ii).
QED.

1.1.6 Offene Hauptmengen
Die offenen Mengen der Gestalt
D(f) := &N -v(f) = (xe&aN |fx) = 0}
mit fEK[T] bilden eine Topologiebasis fiir die Zariski-Topologie. Sie heil¥en offene
Hauptmengen.

Beweis. Se U C &N offen und xEU ein Punkt. Wir haben zu zeigen, es gibt en

Polynom f mit
x € D(f) C U.
Nach Voraussetzung hat U die Gestalt

u=al “V(Fpf ).
Wegenx € U gibt eseini mitfi(x) = 0. Mitf :fi gilt

x € D(f)
und
V(f) QV(fl,...,fr)

aso
D(f) C &N - V(f,f ) = U.
QED.



1.1.7 Beispiele

Die algebraischen Mengen des Al

Die offenen Mengen des £ 1 snd der gesamte Raum und die Komplemente der
endlichen Teillmengen.

Die algebraischen Mengen des A2

Die agebraischen Mengen der affinen Ebene sind gerade die Mengen der folgenden
Gedtalt.

1. Die leere Menge.

2. Die affine Ebenen selbt.

3. Die ebenen algebraischen Kurven.

4. Die endlichen Punktmengen.

5. Endliche Vereinigungen der Mengen vom Typ 3 und 4.

Eine solche Menge besteht genau dann aus unendlich vielen Punkten, wenn die
definierenden Gleichungen einen grofiten gemeinsamen Teiler positiven Grades

besitzen.

Beweis. Sai X ein algebraische Menge des 52 Dannigt X ist durch ein
Gleichungssystem der Gestalt

fl(Tl’TZ) = f2(T1,T2) =..= fr(Tl’TZ) =0
gegeben. Sind die Polynomefi aleidentisch Null, soist
X = &2
Seien jetzt die fi nicht alle identisch Null. Wir betrachten zunéchst den Fall, daf die fi

keinen gemeinsamen Teiler besitzen,
ggT(fl,...,fr) =1

Betrachten wir die fi als Elemente von k(Tl)[TZ]' Auch as Elemente dieses Rings

besitzen die sie keinen gemeinsamen Teller. Mit Hilfe des euklidischen Algorithmus
sehen wir, es gilt _ _
1= glf1 +..+ grfr mit gewissen gie k(Tl)[TZ]'

Diesist eine Relation zwischen rationalen Funktionen, wobei im Nenner nur Polynome
in T1 alein vorkommen. Wir multiplizieren mit dem Hauptnenner und erhalten eine

Relation der Gestalt _
h= glf1 + ..+ grfr mit gie k[Tl’ T2] und he k[Tl] -{0}.

Well die fi identisch Null sind auf X, gilt dies auch fiir h. Als Polynom in einer

Variablen hat h aber nur endlich vide Nullstellen. Mit anderen Worten, fiir die erste
Koordinate eines Punktes aus X gibt es nur endlich viele Moglichkeiten.
Wir wiederholen diesel be Argumentation mit T1 und T2 vertauscht und sehen so,

X C &2 i endlich (eventuell leer).

Esist noch der Fall zu betrachten, dai3 diefi einen (nicht-trivialen) Teiler besitzen. Sai g

der grofite gemeinsame Teiler der fi’



Danngilt X = V(fl,...,
gemeinsamen Teiler besitzen, ist V(gl,...,gr) eine endliche Menge. Die Menge V(g) ist
eine eben Kurve:

fr) = V(gl,...,gr)UV(g). Dadie of nach Konstruktion keinen

X ={endliche Menge} U{ Vereinigung endlich vieler irreduzibler Kurven}.

Wir haben noch zu zeigen, eine ebene Kurve
V(9), g EKT] - k,
besitzt unendlich viele Punkte. Dazu schreiben wir g als Summe homogener Polynome,
9=9.,%*9, 1%
mit of homogen vom Grad i,

i o
g(T,T,) = _zocileTzJ ¢ €k
und 9 nicht identisch Null. Well 9 nicht identisch Null ist, gibt es mindestens einen

Punkt im &2, der nicht Nullstelle von g, Sgen wir

gn((x, B)=0,ap Ek.
Weil 9, homogen ig, gilt gn(0,0) = 0. Also ist (a,p) = (O, 0). O.B.d.A. kénnen wir
annehmen,

f=0

(andernfalls vertauschen wir in der nachfolgenden Argumentation die Rollen von T1 und

TZ)' Well 9, homogen vom Grad nigt, gilt
0=g (o, B) =p"g (a/p, 1).

Wir konene also annehmen, § = 1, d.h.
g(a, 1) = 0.

Wir fiihren eine lineare Transformation der Gestalt
T,=T,+aT

1 1 2
@ T,= T

2 2
und betrachten
Esqgilt

K oeffiziente von T’g ing  =Koeffizient von T’g ing (O, T 2)

_ . . ,n H T 1
= Koeffizientvon T'5 in g(o T o T 2)

: . n. - ,
= Koeffizientvon T oin gn(a T o T 2)

= Koeffizient von T’g ing (a1)- T’g
=g,(e1)
= 0.



Der Koeffizient von T’g ing ist somit ungleich Null. Durch Multiplikation mit einem

konstanten Faktor erreichen wir, dald dieser Koeffizient gleich 1 ist. g' ist dann von der
Gedtalt

§(T, T)=Th+a (T )Th +..+a (T )mita(T ) EKT,].

Setzen wir fiir T1 einen beliebigen Wert ausk ein, so gibt es stets einen Wert fiir T2 in

k, so dal3 g Null wird. Mit anderen Worten, iiber jeden Punkt der x-Achse liegt ein
Punkt von V(g'). Also hat V(g') unendlich vide Punkte. Da V(g) und V(g') durch die
lineare (umkehrbare) Transformation (1) ineinaner iibergehen, gilt dasselbe auch fiir

V().
QED.

Affine Hyperflichen
Eine affine Hyperfldche ist eine Menge der Gestalt
V(f) C &N
d.h. eine abgeschl ossene Menge mit nur einer definierenden Gleichung.

1.1.8 Direkte Produkte von affinen algebraischen Mengen
Seien
— M
X = V(fl,...fm) C A

Y =V(g,9) C aN
algebraische Mengen. Dabel wollen wir diefi bzw. gj als Polynome in digunkten

Mengen von Unbestimmten betrachten,
fi = fi(Tl’""TM)

gj = gJ(TM+1,,TM+N)
Das direkte Produkt dieser Mengen ist dann eine abgeschlossene Menge:
XxY =V(f . f g8 C AT

1.1.91rreduzible Mengen

Eine abgeschlossene Menge (eines topol ogischen Raumes) X helf3t reduzibel, wenn es
echte abgeschl ossene Teillmengen

X CX, X'CX
gibt mit X = X’UX”. Andernfalls heif3 X irreduzibel.

1.1.10 Zerlegung affiner algebraischer Mengen in irreduzible

Jede affine agebraische Mengeist Vereinigung endlich vieler irreduzibler.
Bewels. Angenommen, die Aussage ist falsch fiir die abgeschlossene Menge X. Dann

gibt es echte abgeschlossene Teilmengen X 1 und X’ 1 mit

X =X1UX 1

Fiir eine dieser Teilmengen muf} die Aussage des Theorems ebenfalls falsch sain, sonst

wire sie fiir X nicht falsch, sagen wir fiir Xl' Es gibt also eine echte Tellmenge X1 von

X, fir die die Aussage des Satzes ebenfalls falsch ist. Wir wiederholen die
Argumentation und erhalten eine echt absteigende Folge von abgeschlossenen Mengen

XDXlDXZD...,

fiir die die Behauptung falsch ist. Fiir die Folge der zugehorigen ldea besteht die
umgekehrte Inklusion,
(1) I(X)CI(Xl)C I(X2)C



Zunichst gilt nur ‘C’. Aus den ldealen kann man aber durch Ubergang zu den
Nullstellenmengen, die Xi wiedergewinnen,

VA =X,

d.h. die Inklusionen miissen echt sein.

Eine unendliche aufsteigende K ette (1) von aufsteigenden Ideadlen in k[ T] ist ber nicht
moglich, da Polynomringe noethersch sind.

QED.

1.1.11 Charakterisierung der Irreduzibilitit affiner algebraischer Mengen

Fiir eine algebraische Menge X C £ N sind dquivalent.
() Xistirreduzibel.
(i) Der Durchschnitt von je zwei nicht-leeren offenen Tellmengen ist nicht-leer.
(i) Daslded 1(X) von X ist ein Primideal.
Beweis. (i) < (ii). Irrduzibilit von X ist dquivalent zur Implikation

X =X"UX” und X', X" abgeschlossen in X = X = X’ oder X=X".
Durch Ubergang zu den komplementiren Mengen erhilt man die Implikation

U'NU” = und U',U” offenin X = U’ = J oder U” = J.

(i) = (iii). Angenommen | (X) ist kein Primideal. Dann gibt es Polynome f,gEk[X] mit

f-gel(X) aber f,g ¢ [(X).
Dann sind
X ={xeX |[f(x)=0} und X" :={xeX |g(x) =0}
echte algebraische Teillmengen von X,
X2 X U X",
Fiir jeden Punkt X&€X gilt f(x)-g(x) = 0 (wegen f-g€l(X)), also f(x) = 0 oder g(x) = 0,
d.hxliegtin X’ oder X”. Damit ist
X=X UX"
im Widerspruch zur angenommenen Irreduzibilitédt von X.
(iii) = (i). Angenommen, X ist reduzibel,
X=X"UX".
Da X’ und X" durch Polynome definiert sind und keine Inklusionsrelationen zwischen
X’ und X" bestehen, gibt es Polynome f,gek[T] mit
f=0auf X’ aber nicht auf X”
g = 0auf X" aber nicht auf X

Dann gilt f,g & 1(X) aber f-g € [(X) im Widerspruch zur Annahme, dal3 I(X) en
Primideal sein soll.
QED.

1.1.12 Direkte Produkte irreduzibler algebraischer Mengen
Das direkte Produkt irreduzibler abgeschlossener Mengeist irreduzibel.
Beweis. Seien X und Y irreduzibel. Angenommen XxY ist esnicht,
Q) XxY =Z2'Uz" .
Dann i¢ fiir jedes x&X die Menge {x} xY isomorph zu Y aso irreduzibel. Wegen (1)
ilt
J {x}xY =({x}xYNZ") U {x}xYNZ")
und wegen der Irreduzibilitit mufl {x}xY ganzin einer der beiden Mengen rechts liegen,
d.h. esgilt
] {x}xY C Z' oder {x}xY C Z".
Wir setzen
X ={xeX |{x}xY CZ'}
X" ={xeX |{x}xY C 2"}
Nach Konstruktion gilt
X =X"UX".



Es reicht zu zeigen, die Mengen X’ und X” sind abgeschlossen, denn dies ergibt den
gewiinschten Widerspruch zur Irreduzibilitit von X.
Abgeschlossenheit von X’. Fiir jedes yEY betrachten wir die Menge

Xy ={xeX|KxyezZ}

Esqilt
Xy x {y} = Xx{y}NZ'.

Deshalb ist Xy x {y} abgeschlossen, d.h. durch Polynome definiert. Dann gilt aber
dasselbe fiir Xy , d.h. auch Xy ist abgeschlossen®. Wegen

X = ﬂy ey Xy
Ist damit auch X’ abgeschl ossen.

Die Abgeschlossenheit von X” ergiebt sich aus Symmetriegriinden.
QED.

1.1.13 Der Hilbertsche Nullstellensatz

Selenf 1,...,fr,gek[T] Polynome mit Koeffizienten aus dem a gebrai sch abgeschl ossenen
Korper k. Das Polynom g sei Null in allen Punkten von V(fl""’fr)' Dann ist eine Potenz

von g eine Linearkombination der fi’

g (Fnf JKITI.

Folgerung 1
Seien fl,...,fr,gek[T] Polynome mit Koeffizienten aus dem algebraisch abgeschl ossenen
Korper k mit

V(fl’“"fr) =d.

Dann ist das von den fi erzeugte |deal der ganze Ring,

(f,,....f ) =K[T].
1"7'r
Beweisvon Folgerung 1. Nach dem Nullstellensatz liegt eine Potenz von 1 im Ideal (f1

)
QED.

Folgerung 2
Jedes maximale Ideal m des Polynomrings k[T] iiber dem algebraische abgeschlossenen
Korper k hat die Gestalt
m= (T1 “Cpseen TN - cN).
Beweisvon Folgerung 2 (mit Hilfe von Folgerung 1). Sei m ein maximales Ideal
von k[T]. Dann ist V(m) nicht leer, denn andernfalls wire m = k[T], also m kein
maximales |deal.
Sel dso
X = (Cl""’CN)
ein Punkt von V(m). Wir setzen
m = (Tl- Cpr vee o TN - cN).
Fiir jede Funktion fEm gilt f(x) = 0 (weil x in V(m) liegt). Die Taylor-Entwicklung von
f im Punkt x hat also das Absolutglied O, d.h. es gilt fem’. Wir haben gezeigt,
mcm.

®Sind (fi(T’ ,T”’)) definierende Gleichungen fiir Xy x {y}, so bilden die fi (T".y) definierende Gleichungen
fir X .
y



Well mmaximal ist folgtm=m’.
QED.

Beweis des Nullstellensatzes. Wir verwenden im nachfolgenden Beweis einige
elementare Eigenschaften endlicher Algebren (sehe Anhang A3).

1. Schritt. Wir zeigen, aus Folgerung 1 folgt auch umgekehrt der Hilbertsche
Nullstellensatz.

Sei g wie im Nullstellensatz. Dann gilt mit einer zusitzlichen Unbestimmten T
V(fl,...,fr, 1- g-TN+1) =,

d.h. nach Folgerung 1 kann man die Zahl 1 in der Gestalt
1= h1f1+"'+hrfr +h(1- g-TN+1)

schreiben mit Polynomen hi = hi(T’ TN+1) und h = h(T, TN+1) in N+1 Unbestimmten.

N+1

Wir ersetzen in dieser Identitiit die Unbestimmte TN 41 durch 1/g. In der Identitt

1= h, (T,Ug)f (D+..+h (TVg)f (T)

treten Potenzen von g im Nenner auf. Wir multiplizieren mit dem Hauptnenner, sagen
wir mit g° und erhalten eine Darstellung von g° als Linearkombination von f,,....f wie

7ok
im Nullstellensatz behauptet.
2. Schritt. Wir zeigen, aus Folgerung 2 folgt umgekehrt auch Folgerung 1.

SERV/.

Polynomrings. Dann liegt es ganz in einem maximalen Ideal m, sagen wir
(fl""’fr) Cm= (T1 “Cppee TN - cN).
CN) eine gemeinsame Nullstelle der fi’ im Widerspruch zur

fr) = J. Angenommen das von den fi erzeugte Ideal wire ein echtes Ideal des

Dann ist aber x = (c
Annahme

e

Vit )= 2.

Wir haben damit den Bewels des Nullstellensatzes auf den Bewels von Folgerung 2
reduziert.

3. Schritt. Reduktion des Beweises auf die folgende Aussage:
Fiir jedes maximae Idel m C K[T] ist die Komposition natiirlicher
Abbildungen
D kK —K[T] = K[T]/m
surjektiv.
Ist (1) surjektiv, so gibt es fiir jede Unbestimmte Ti ein Element ciek mit derselben
Restklasse modulo mwieTi, d.h. esqilt
Ti -C €Em
fiir jedes 1, d.h.
(T1 “Cp TN - cN) cm.
DasIdedl linksist aber ein maximales Ideal von k[T], d.h. esist
(Tl- Cl’ S TN - cN) =m.
4. Schritt. Es reicht zu zeigen, fiir jedes maximade Ideal mC Kk[T] ist der

Erweiterungskorper
K :=K[T]/m
algebraisch iiber k (O.B.d.A N > 0).



Da k algebraisch abgeschlossen ist, ist dann die algebraische Korpererweiteung
k — K[T]/m
ein Isomorphismus.

5. Schritt. K := k[T]/m ist algebraisch ist iiber k.

(Zum Beweis benotigen wir Aussagen des Anhangs, genauer von A3 und in elementarer
Form eigentlich auch von A2)

Angenommen, K ist nicht algebraisch iiber k. Sei
r=tr. degk K>0

der Transzendenzgrad von K iiber k. Wir schreiben
ti = Ti mod m

fiir die Restklasse der i-ten Unbestimmten in K. Dann gilt
K= k[tl,...,tN]

0O.B.d.A. kGnnen wir annehmen,
t ...,tr sind algebraisch unabhingig iiber k.

v
Kty t ]

isomorph zu einem Polynomring in r Unbestimmten iiber k. AuRerdem ist r < N, denn
im Fall r = N wire K isomorph zum Polynomring k[Tl’""TN]’ also kein Korper. Jedes

der EIementeti (i=r+1,..,N) ist Nullstelle einesirreduziblen Polynoms
fi(x) S k(tl,...,tr)[x]

in einer Unbestimmten x mit dem hochsten Koeffizienten 1. Sei g der Hauptnenner aler
Koeffizienten dler fi, d.h. ein von Null verschiedenes Polynom

ge k[tl""’tr] mit gfi(x) € k[tl,...,
fiir i = r+1, ... , N. Der hochste Koeffizient von gfi asPolynominxist g. Esgilt,
fiEA[X]

Dannist

tr,x]

mit
— _¢P
A= k[tl"“’tr]g = {—gn | pek[tl,...,tr], ne€ N}.

Mit anderen Worten, K ist eine ganze Erweiterung von A (siehe Anhang A3). Da K
endlich erzeugt ist iiber A, ist K sogar eine endliche Erweiterung iiber A, d.h.

K ist ds A-Modul endlich erzeugt.
Es reicht zu zeigen, A ist kein Korper. Denn dann gibt es in A en von Null
verschiedenes echtes Ideal und damit auch in K. Letzters steht im Widerspruch dazu,
dafB K ein Korper ist.
6. Schritt. A ist kein Korper.
Seic= (cl,...,cr)EA\.r ein Punkt mit g(c) = 0. Dannist t1 - ¢y ein irreduzibles Polynom

von k[t tr],welcheﬁg nicht teilt (weil esim Gegensatz zu ginc Null ist). Es gibt also

1
zu g tellerfremde Polynomein k[tl"“’tr]'
Sel h ein zu g teilerfremdes Polynom. Dann ist dasvon hin A erzeugte Ideal

hp
hA ={2|pekt,,.t],nEN }
o 17

nicht der gesamte Ring A: aus 1€ h-A wiirde folgen,



g" = hp fiir ein n€N und ein pEK[ty,...t ],

d.h. h wire nicht teilerfremd zu g. Wir haben gezeigt, A besitzt ein Ideal, welches von (0)
und von A verschieden ist. Also ist A kein Korper.
QED.

1.2 Regulédre Funktionen und Abbildungen

1.2.1 Der Koordinatenring einer algebraische Menge

Sei X C &Mein algebraische Menge. Eine Funktion f: X — k heif¥ regulir, wenn esein
Polynom gEk[T]:k[Tl,...,Tn] gibt mit
. . f09) = 9x) N
fiir jedes x € X. Die Menge aller regulidren Funktionen X — k wird mit
K[X]
bezeichnet. Beziiglich der iiblichen Addition und Multiplikation von Abbildungen mit

Wertenink ist diesein Ring. Er heil3 Koordinatenring von X. Er wird von den
Einschrinkungen der Koordinatenfunktionen

can_,
Ti.A K, (xl,...,xn) ax

auf X erzeugt.

Bemerkungen

() DasPolynom gist durch f nicht eindeutig festgelegt. Man kann zum Beispiel eine
definierende Gleichung von X zu g addieren.

(i)  Nach Definition gibt es eine surjektive Abbildung

K[T] = KIX], g gly, .

die jedem Polynom die zugehdrige regulidre Funktion zuordnet.Diese Abbildung
ist offensichlich ein Ring-Homomorphismus.

(iii) Der Kern des Homomorphismus von (ii),

I(X) :=Ker(k[T] = k[X], g a dly)

ist gerade das Ided der algebraischen Menge X (vgl. 1.1.3), d.h. er besteht aus
denjenigen Polynomen, die auf X identisch Null sind. Insbesondere liegen auch
die definierenden Gleichungen von X in diesem Kern.

(iv) Nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe gilt
K[X] = K[T]/1(X).
Wir werden k[ X] oft mit diesem Faktorring identifizieren.

1.2.2 Beispiele

Einpunktige Mengen und maximale I deale
Sel X = {(al,...,an)} C A" eine einpunktige Menge. Dann gilt offensichtlich

K[X] —>k,fa f(ay,a),
und (Tl-al,...,Tn-an) CI(X). Da(Tl-al,...,Tn-an) ein maximales Ideal von k[T] i<, gilt
in der letzteren Inklusion sogar das Gleichheitszeichen,

I(X) = (Tl-al,...,Tn-an).

Insbesondereist jede einpunktige Menge

X =V(I(X))



eine affine algebraische Menge. Nach dem Hilbertschen Nullstellensatzt hat jedes
maximale Ideal m von k[X] die Gestalt

m= (Tl-al,...,Tn-an),

V(m) ={(@..a)}
ist eine einpunktige Menge (vgl. 1.1.13 Folgerung 2).

d.h.

Der affine Raum

Sei X = & " Verschiedene Polynome definieren verschiedene Funktionen des £.", d.h.
die Abbildung

K[T] — k[ &
ist nicht nur surjektiv sondern auch injektiv. Esfolgt

K[ & = K[T]
und

(&™) =(0).
Die Hyperbel

Se X=V(f) C 5.2 die ebene Kurve mit der Gleichung

f(Tl,T2) = T1T2 -1

Fiir jedes Polynom p, welches auf X identisch Null ist, gilt nach dem Hilbertschen
Nullstellensatz

flp"
fir ein nEN. Wel  irreduzibel” ist gilt f | p. Wir erhalten damit
I(X) = FK(T,.T ]
172
und
KIX] = KT T (T, T, - 1) = KT, T3 (CK(T)),

Der Ring k[X] der reguldren Funktionen auf X kann also identifiziert werden mit dem
Teilring von k(Tl), der aus den rationalen Funktionen der Gestalt

p(T,)

n
T

besteht mit einem Polynom pEk[Tl].

1.2.3 Der Koodinatenring eines direkten Produkts
Selen

X =V(f (T, £(T) C Aam

Y =V(g; M...g(M) C an
affine algebraische Mengen. Dann gilt

KXxY] = KX]®, Y]

"Man kann f as lineares Polynom in T1 mit K oeffizienten aus k(TZ) auffassen. Als solchesist f

trivialerweise irreduzibel. Da der Inhalt von f gleich 1igt, ist das Polynom auch in k[Tl’TZ] irreduzibel.



Beweis. Fiir je zwei Funktionen fEk[X], gEk[Y] und jeden Punkt (X,y)EXxY setzen wir
| o a(t)(xy) =109 | |
Dann ist ¢(f,g) offensichtlich eine reguldre Funktion auf XxY und wir haben ene
Abbildung
KX KY] = KXxY], (Fg) a of.g),
definiert, die offensichtlich k-bilinear ist. Diese induziert eine Abildung
(2) K[X|® K[Y] — K[XxY], f®g a ¢(f,g) .
Da jede regulire Funktion auf XxY eine Summe von Funktionen der Gestalt o(f,g) ist?,
ist diese Abbildung surjektiv. Wir haben noch zu zeigen, die Abbildung ist injektiv.
Selen
{}

eine Familie k-linear unabhéngiger Elemente von k[X] und

{gj}
eine Familie k-linear unabhingiger Elemente von K[Y]. Es reicht zu zeigen, die Familie
der Elemente

von kK[ XxY] ist k-linear unabhingig. Sei also

0= % cij cp(fi, gj), cijek.
Dann gilt fiir beliebige x€X, yEY,
0=3 ¢ (g )
i)

Fiir jedes fest gewihlte x steht rechts eine Linearkombination der linear unabhéngigen
Funktionen gj , die identisch Null ist auf Y. Also miissen die Koeffizienten Null sein:

0= E Cijfi(x)
[

fiir jedes xEX. Da diefi linear unabhingig sind, miissen alle cij Null sein.
QED.

1.2.4 Hilbertscher Nullstellensatz fiir die Koordinatenringe

Seien X C A" eine abgeschl ossenen Teilmenge und

f ot g EKX]

reguldre Funktionen auf X mit der Eigenschaft, daf3
9(x)=0
gilt fiir jeden Punkt x&X mit fl(x) =..= fr(x) = 0. Dann ist eine Potenz von g ene

Linearkombination der fi ,

S
¢°€ (f ).

8 Offensichtlich ist (1) eine k-lineare Abbildung. Esreicht also zu zeigen, eine k-Vektorraumbasis von
K[XxY] liegtim Bild von (1). Seien T’ 1 T m die Koordinaten-Funktionen des & Mund T _ ..., Tm

diedes & . Dann bilden die Einschriankungen auf XxY der Potenzprodukte in den Ti und T’j eine

solche k-Vektorraumbasis. Es reicht also zu zeigen, jede Einschrinkung eines solchen Potenzprodukts
liegt im Bild von (1). Indem wir fiir f ein geeignetes Potenzprodukt in den Ti einsetzen und fiir g ein

solchesin den T’j erhalten wir aber fiir (f,g) jedes der Potenzprodukte in den Ti und T’j.



Beweis. Seien Fl""’Fr’G Polynome, welche die reguliren Funktionen fl""’fr’g
reprisentieren. Weiter sei
X= V(Hl""’Hs)'

Nach Voraussetzung ist dann G gleich NuII in alen Punkten von
V(Hll L] S 11 1F )
Nach dem Hilbertschen Nullsiellen%tz 1.2. 1(|) glbt es einen Exponenten t mit

- (Hl’ ., 1, .F )
Wir schreiben Gt Linearkombination der Hi und F. und schrinken diese Rdlation auf X

ein. Die Hi gehen dabei in die Null iiber, die Fj in diefj und G in g. Wir erhaten aso

eine Darstellung von gt als Linearkombination der fj .
QED.

1.2.5 Die I deale welche eine gegebene algebraische M enge definieren
Seien X C A& dne affine algebraische Menge und | C Kk[T] ein Idea. Dann sind

dquivalent:
O X=Vv(@.
(i) VT=1(X).

Dabei bezeichne 4/ das Ideal
A/l = {fEK[T] | eine Potenz von f liegtin I},
welches auch Radikal von | heil.
Beweis.(i) = (ii). Sei fey1 . Dann gilt f'e I, also ' = 0 auf X, also f = 0 auf X, aso
fel (X). Wir haben gezeigt:
V1 C1(X).
Sai jetzt fel(X). Dann gilt f = 0 auf X, also f = 0 auf V(l). Nach dem Hilbertschen

Nullstellensatz ist eine Potenz f™ Linearkombination eines Erzeugendensystems von |,
d.h.

fMel.
Mit anderen Worten, es gilt f € 4/1. Wir haben gezeigt, aus (i) folgt (ii).
(i) = (i ) Esqilt
=V(I(X))
=VH1) (nach Voraussetzung (ii))
=V(l).
QED. 0

1.2.6 Regulire Abbildungen
Seien X C &M und Y C A" abgeschlossene Mengen. Eine Abbildung
f:X—=Y,xa (fl(x), ,fn(x)),
heif reguldr, wenn ihre Koordinatenfunktionen fi regulidre Funktionen sind,
fiEk[X].
Eine regulidre Funktion X — Y ist also durch en Tupel von Elementen aus k[X]
gegeben, welches den Gleichungen von Y geniigt.

Eine regulidre Abbildung f: X — Y helf3 |somorphismus, wenn es eine regulire
Abbildung g: Y — X gibt, mit

feg= |dY und gef = |dx.



Falls ein solcher 1somorphismus existiert, so sagt man, die algebraischen Mengen X und
Y sind isomorph.

1.2.7 Beispiele fiir regulire Abbildungen

Regulire Funktionen sind regulire Abbildungen

Jede regulire Funktion auf X 146t sich als reguldre Abbildung X — & 1 auffassen.

Lineare Abbildungen
Lineare Abbbildungen lassen sich als reguldre Abbildungen £ M_, & " auffassen.

Offene Hauptmengen sind isomor ph zu affinen algebraischen Mengen
Die Abbildung
VI T, nca?-al xyax,

ist regulér. Sie identifiziert die Punkte der Hyperbel mit den Punkten der affinenen
Geraden, aus der der Ursprung entfernt wurde.

Allgemeiner seien
— n
X = V(fl,...,f ) C A

abgeschlossen und f €k[T] ein beliebiges Polynom. Wir fiihren eine weitere

Unbestimmte T en und setzen
n+1

X' = V(fl,...,f
Dann st die Abbildung
X n+l_,
p: X’ C A X,(xl,...,xn+1)a(xl,...,xn),

wohldefiniert und regulér. Nach Konstruktion sind die Werte von f in den Bildpunkten
von p ungleich Null, d.h. p 146t sich as Abbildung mit Werten in der offenen
Hauptmenge

re n+1
m’Tn+1f DA

D(f) ={ x&X |f(x) =0},

auffassen:

p: X — D(f), (Xl""’xn+1) a (xl,...,xn),
Also solche besitzt p eine Umkehrung

— H '1

D(f) = X ’(Xl’""xn) a (Xl""’xn’ f(xl,...,xn) )

Mit anderen Worten, p identifiziert X’ mit der offenen Hauptmenge D(f).
Die offenen Hauptmengen lassen sich also mit Hilfe von reguldren Abbildungen mit
affinen algebraischen Mengen identifizieren. Um dies zu tun, muf3 man jedoch den
Begriff der reguldren Abbildung etwas verdlgemeinern: man muf3 ihn auf die offenen

Teillmengen der allgebraischen Mengen ausdehnen und dabei Polynome, die in dlen
betrachteten Punkten = 0 sind, im Nenner zusassen.

Wir werden uns mit dieser Frage noch ausfiihrlich beschéftigen.

Parametrisierung der semi-kubischen Parabel
Die Abbildung

al- V(T%—Ti’), ta (1),
ist regulir.



Die Frobenius-Abbildung
Sei der Grundkorper k von der Charakteristik p > 0,

Weiter sai X = V/(f

F_CKk.
P

1,...,fm) C £ eine abgeschlossene Menge, deren definierende

Gleichungen Koeffizienten aus IFp haben,

D

fofn € F [T

Dannist die Abbildung

. Y
F: X =X, (Xl""’xn) a (x 1,...,xr|$,

wohldefiniert und regulér und heifit Frobenius-Abbildung.
Bemerkungen

(i)

(if)

(2)

(iii)

Wegen der Annahme zu den K oeffizienten der fi gilt

p = p

fi(xl,...,xﬁ) = (XX P,
d.h. F iiberfiihrt tatsdchlich die Punkte von X in Punkte von X. Die Punkte von X,
deren Koordinaten in ]Fp liegen, sind gerade durch die Bedingung charakterisiert,

dai3 sie Fixpunkte des Frobenius-Morphismus F sind.
Bedingung (1) kann man durch die schwichere Forderung ersetzen, dal3 die
Koeffizienten der Gleichungen von X in einen endlichen Korper der Charakteristik
pliegen,

fl""’fm eF r[T].

Dann ist die r-te Potenz der Frobenius-Abbildung immer noch eine wohldefinierte
regulidre Abbildung

oy r r
F:X =X, (x xn)a(xp1 ,...,xﬁ).

1

Die Punkte von X, deren Koordinaten in TF " liegen, sind gerade durch die
p

Bedingung charakterisiert, dal3 sie Fixpunkte von F sind.
Die Frobenius-Abbildung kann man auch definieren ohne jede Bedingung an die

Gleichungen von X. Das Polynom fi(p) entstehe aus fi, indem man dle

K oeffizienten durch deren p-te Wurzeln ersetzt, d.h. die p-te Potenz von fi(p) sei
(P P =105,
Wir setzen
x® = v(lP), 1P
Dann ist die Abbildung
F:xP) - x, (XX ) @ (xpl,...,xﬁ),
wohldefiniert und regulér. Sie heiit Frobenius-Abbildung von X.

1.2.8 Die induzierte Abbildung auf den Koordinatenringen
Sel f: X — Y eine regulidre Abbildung und a€k[Y] eine regulidre Funktion auf Y. Dann

i,

f*(a) = aef: X = Y — k, x a f(x) a a(f(x)),



eine reguldre Funktion auf X. Sie heif3t Verpflanzung von o entlang f oder auch inverses
Bild von a entlang f.
Bemerkungen
(i) Die Verpflanzungsabbildung
f*: k[Y] = K[X], o a f*(a) = aef,
ist ein Ringhomomorphismus.
(i) Sindf: X =Y und g: Y—Z zwei reguldre Abbildungen, so gilt
(gef)* (o) = F*(g" ()
fiir jedes a€k[Z], d.h. esist
(gef)* =f*egr.
(iii) Trividerwesegilt (id)*o = a, d.h.
id* =id.
(iv) DieVerpflanzung f* (o) ist auch fiir nicht-notwendig reguléire Abbildungen
f:X—=Y
und nicht-notwendig regulédre Funktionen o Y — K definiert. IstY C &N und
t:= Ti Y
die Projektion auf diei-te Koordinate, so ist f* (ti) diei-te Koordinatenfunktion

von f. Deshalb sind folgende Aussagen dquivalent:
1. f ist eine regulédre Abbildung.
2. f* (ti) ist regulér auf X fiir jedes i.

3. F(K[Y]) C K[X].

1.2.9 Isomor phiekriterium

Zwe dfine algebraische Mengen sind genau dann isomorph, wenn ihre
Koordinatenringe isomorph sind iiber k.
Beweis. Seienf: X — Y und g: Y — X zueinander inverse reguldre Abbildungen. Wir
betrachten die V erpflanzungsabbildungen
f*: K[Y] — K[X] und g*: kK[ X] — K[Y].

Esqilt

f*og* = (gef)* =id* =id

g*of* = (feg)* =id* =id,
d.h. f* und g* sind zueinander inverse Ringhomomorphismen (die k dementweise fest
lassen).
Sei jetzt umgekehrt ein k-1somorphismus

h: K[ X] = K[ Y]
gegeben. Sel
XC&Mund vy Can

Wir bezeichnen die Einschrinkung der i-ten Koordinatenfunktion & Mk auf X mit X;

und die Einschrinkung der j-ten Koordinatenfunktion ANk auf Y mit yj. Dann gilt
k[X] = k[xl,...,xm]
KIY] =Ky, oY, ]
Wir setzen
fi = h(yi) e K[X]
g = h'l(xj) EK[Y]

Dann sind
X =Y, xa (f,(9....f (x).



g Y =X, ya(g;y)-.g,0)

wohldefinierte’  zueinander  inverse regulire  Abbildungen (die auf den
K oordinatenringen den gegebenen Isomorphismus h und dessen Inverses induzieren)™.
QED.

Bemerkungen

(i)

(i)

Wir haben etwas mehr bewiesen, als behauptet wurde: eine regulire Abbildung
f:X—=Y
affiner algebraischer Mengen ist genau dann ein Isomorphismus, wenn die
V erpflanzungsabbildung
f*: K[Y] — K[X]

ein Isomorphismus von k-Algebren ist.
Diesalbe Argumentation wie oben zeigt, der kontravariante Funktor

(affine algebraische Mengen) — (kommutative k-Algebren mit 1),X a k[X],

ist eine Aquivalenz der linken Kategorie mit einer Teilkategorie der rechten. Die
moderne algebraischen Geometrie unterscheidet sich von der klassischen im
Grunde dadurch, dal’3 sie die linke Kategorie soweit vergrofiert, dald man en
Aquivalenz mit der vollen Kategorie rechts erhilt (und auBerdem noch den Korper
k durch einen beliebigen kommutativen Ring ersetzt).

1.2.10 Beispiele und Gegenbeispiele zum | somor phiebegriff

Parabel und affine Gerade
Die Parabel

X:y-xk:O

ist isomorph zur affinen Geraden. Als zueinander inverse | somorphismen kann man die
folgenden verwenden.

X— A\.l, (x,y) a x,
&1—>X, Xa (x,xk).

Hyperbel und affine Gerade
Betrachten wir die Hyperbel

X:xy-1=0

und die regulédre Abbildung

X — &1, (x,y) a x.

Diesist kein Isomorphismus, denn der Ursprung des al liegt nicht im Bild.

Semi-kubische Parabel und affine Gerade
Betrachten wir die semi-kubische Parabe

X:x3-y2:0

und die Abbildungen

® Zum Beispiel gilt fiir jede definierende Gleichung o von Y:

=h(0) (o liegtim Kern der nat. Abb. K[T]—k[Y])
=0,

dh. esgilt f(X) C Y.
10 Nach Wahl der fi und gj gilt

dh. esist gof = Id.



alsx ta@ ),
x—alxyal, 00ao.

Diese Abbildungen sind zueinander invers. Es sind jedoch keine Isomorphismen, denn
die zweite Abbildung ist nicht regulr.

Aufgabe: Zeigen Sie, es gibt keinen Isomorphismus, indem Sie beweisen, die
Koordinatenringe sind nicht isomorph.

1.2.11 Reduktion auf die Diagonale

Seien X C &"Mund Y C & zwei affine algebraische Mengen. Betrachten wir das
direkte Produkt
XxY C &2
Im £.2" bezeichnen wir die K oordinatenfunktionen mit XX Y ¥y und betrachten
noch die abgeschlossene Menge
A= V(xl-yl,...,xn-yn) cadn

welche Diagonale heif¥.. Dann ist die Abbildung
XNY — (XxY)NA, za (z,2),

wohldefiniert und reguldar. Es ist leicht zu sehen, dal3 es sich sogar um enen
I sormophismus (mit der Inversen (z,z) a z ) handelt.

Diese Abbildung gedtattet es oft, Fragen der Schnitt-Theorie auf den Fdl
zuriickzufiihren, da3 eine der sich schneidenden Mengen die Diagonale ist.

1.2.12 Dominante regulire Abbildungen

Ein regulidre Abbildung f: X — Y heil3t dominant, wenn die induzierte Abbildung
f*: K[Y] — K[X]
injektiv ig.
Aufgabe: Zeigen Sie, f ist genau dann dominant, wenn das Bild f(X) dicht liegtin Y, d.h.
wennf(X) =Y gilt.

1.3 Rationale Funktionen und Abbildungen

1.3.1 Rationale Funktionen auf einer irreduziblen abgeschlossenen Menge

Sei X C &M eineirreduzible affine algebraische Menge. Dann ist 1(X) ein Primidedl,
der Koordinatenring
K[X] = K[T]/1(X)
also ein Integritéitsbereich.Sein Quotientenkorper heiflt Korper der rationalen
Funktionen von X und wird mit
. . - K(X) = Q(KIX]) o .
bezei chnet. Seine Elemente hell3en rationale Funktionen auf X. Dies sind Quotienten
r= i mit f,gek[X], g= 0.

g
Bemerkungen
(i)  Wir schreiben im folgenden oft

r :% auf X mit Polynomen f,gek[T], g&l1(X).
Dabei sind zwei solche Briiche




, _F w _ 17
=— undr’ = Tl
genau dann als gleich auf X anzusehen, wenn gilt
r=rafX<f-g =g afX<fg-gelX).
(i) Die letzte Beschreibung der Gleichheit rationadler Funktionen auf X bedeutet
gerade, esgilt

r

K(X) = [i)xlmx
mit
0y = {51 OEKT] 19 # 100} =KX,

—f _m —¢f _
My ={GE Oy Il =0} = {GE O, ITEI00} =1(X)0,

(iii) Die Aquivalenzrelation von (i) ist gerade die Aquivalenzrelation, die wir fiir die
Beschreibung des Funktionenkorpers in 0.2.1 bereits verwendet haben.

1.3.2 Reguléiire Punkte rationaler Funktionen

Eine rationale Funktion rek(X) heifd regulér im Punkt ¥=X, wenn man siein der
folgenden Gestalt schreiben kann.

r= émit f,gEk[X] und g(x) = O.

Man sagt auch, die rationale Funktion r ist in diesem Punkt definiert. In dieser Situation
schreibt man auch

(x) = % (€K)
und nennt dieses Element Wert von r im Punkt x.

1.3.3 Polynomialitiit iiberall regulirer Funktionen

Eine rationale Funktion pEk(X), die in allen Punkten von X regulir ist, ist eine regulére
Funktion, d.h. k[ X].

Bewels. Fiir jedes x€X wihlen wir Funktionen fx,gxek[X] mit

f
_X
Q= gx auf X und gx(x) = 0.

Sei | dasvon allen 9, erzeugte lded,
| := (gX | x€X)K[X].

Als Faktorring des Noetherschen Rings k[ T] ist auch k[X] Noethersch, d.h. | besitzt ein
endliches Erzeugendensystem,
Die Funktionen 9, konnen keine gemeinsame Nullstelle (auf X) haben, denn wire X
[
eine solche, so miifite g €l = (g_ , ... ,g_ ) as Linearkombination der g_ in x Null
X X4 XN X;
sein. Die gemeinsame Nullstellenmenge der 9, ist somit leer. Nach dem Nullstellensatz
[
fiir k[ X] ist damit
1el,
d.h. esqilt

" Genauer miiBte man © &Ny schreiben fiir den lokalen Ring des £ "im Punkt X.



1= ulgxl+ o uNgXN
mit gewissen uiek[X]. Durch Multiplikation der Identitit mit ¢ erhaten wir wegen ¢ =

f
X

i _c .
T d.h. wegen ¢g, = fx. :
X; i i
Q= ulfxl+ ot uNfXN ek[X]
Mit anderen Worten, ¢ ist regulir.

QED.

1.3.4 Bemerkungen zum Definitionsbereich rationaler Funktionen

(i) Der Definitionsbereich einer rationalen Funktionr = éEk(X) ist eine nicht-leere

offene Menge.*

(i) Der gemeinsame Definitionsbereich von endlich vielen rationalen Funktionen ist
ebenfalls offen und nicht leer. Das liegt einfach daran, dal3 der Durchschnitt von
endlich vielen nicht-leeren offenen Tellmengen einer irreduziblen algebraischen
Menge nicht leer ist (vgl. 1.1.13).

b f n

(i) Zwel rationale Funktionenr’ = ;— und r’ = g die auf einer nicht-leeren offenen

Teilmenge ihres gemeinsamen Definitionsbereichs iibereinstimmen, sind gleich as
Elemente von k(X) und damit gleich in alen Punkten ihres gemeinsamen
Definitionsbereiches.

Sel namlich U eine nicht-leere offene Teilmenge im gemeinsamen Definitionsbereich
vonr’ und r’. Dann gilt

(1) ' (x)2”(x) - £ (x)g’(x) = 0 fiir alle xEU.
O.B.d.A. sa U eine offene Hauptmenge,
U =D(h).

Dannist hin alen Punkten Null, in denen die linke Seiten von (1) eventudl nicht Null
ist, d.h. esgilt

fg’h? - f'g’h? = 0 auf X,

aso
f' _f'h _f"h_f".
o g—,—g,— —Th—Tlnk(X).
Seien jetzt f’,g',f",9” Polynome mit
L
T ink(X)

und sai XX en Punkt, in welchem der Wert beider rationder Funktionen definiert i,
d.h. esgelte
g’ (x)=0 und g” (x)=0.

Nach Definition von k(X) bedeutet die Gleichheit in k(X),
f-g" - g € I(X).

Wegen xeX folgt,
f(x)-g"(x) - " (x)-g'(x) = 0,
aso
f (x) _ f7(x)
gx) g"(x)

2 Seist nicht-leer, weil g nicht identisch Null ist auf X, also D(g) = {XEX | g(x)=0} im
Definitionsbereicht liegt. Sieist offen, weil mit g(x) = 0 die analoge Ungleichung auch in einer ganzen
Umgebung von x besteht.



1.3.5 Rationale Abbildungen
Sa X C& M eineirreduzible affine algebraische Menge. Eine rationale Abbildung*® mit
Wertenim A",

X———=a" xa (@0...0()),

ist durch ein n-Tupd rationaler Funktionen auf X gegeben,
cpiEK(X).

Sdienjetzt X, Y irrreduzible affine algebraische Mengen mit Y C &, Einerationde

Abbildung
p:X———=Y,xa ((pl(X),...,(p(X)n),

ist durch ein n-Tupel rationaler Funktionen @, auf X gegeben mit der Eigenschaft, dal3

fiir jeden Punkt x des gemeinsamen Definitionsbereiches gilt
1) @) = (9, (97, (X) E Y.
Liegt x im gemeinsamen Definitionsbereich der @; S0 sagt man, die Abbildung ¢ sai

reguldr im Punkt x.
Die Menge
Im(p) = {p(X) | @ reguldr in xEX}
heil Bild von ¢. Eine rationale Abbildung
@ X—=Y

von irreduziblen abgeschlossenen Mengen heift birationaler |somorphismus, wenn es
eine Inverse gibt, d.h. einerationale Abbildung

P:Y =X

mit
2 Qe = |dY und e = |dx.

Zwei irreduzible abgeschlossene Mengen X und Y heil3en birationa isomorph, wenn es
einen birationalen |somorphismus ¢: X—Y gibt.

Eineirreduzible abgeschlossene Menge X heift rational, wenn sie birational isomorph zu
einem &gt

Bemerkungen

() Eine raionale Abbildung auf X ist eine Abildung, die auf ener nicht-leeren
offenen Teilmenge von X definiert ist.

(i) Die Betrachtung von Abbildungen und Funktionen, die nicht in alen Punkten
definiert sind ist charakteristisch fiir die algebraische Geometrie™.

(iii) Bedingung (1) bedeutet gerade'®, die Koordinatenfunktionen @, geniigen as

Elemente des Korpers k(X) den definierenden Gleichungen von Y.

13 Genauer: eine rationale Abbildung ist eine Abbildung, deren Definitionsbereich eine
offene Tellmenge von X enthilt und deren Koordinatenfunktionen rationale Funktione
auf X sind.

4 Es werden Funktionenringe (genauer: -kérper) betrachtet, fiir welche der gemeinsame
Definitionsbereich aller Funktionen des Rings leer ist.
> Bedingung (1) bedeutet, fiir jede definierende Gleichung f von Y ist die rationale Funktion

Null auf einer nicht-leeren offenen Teilmenge U von X (die von f abhéngen kann). Nach 1.3.2(e)(v) gilt
dann aber



(iv) Fiir zwei rationale Abbildunen
e X—— =Y
sind folgende Bedingungen dquivalent.
(@ @ = ¢’ dsTupd von Elementen aus k(X).
(b) o(x) = @’(x) fiir jeden Punkt x, in welchem ¢ und ¢’ definiert sind.
(©) ©(X) = @’(x) fiir jeden Punkt x einer offenen Teilmenge von X (in denen ¢ und
@’ definiert sind).

1.3.6 Die induzierte Abbildung auf den Funktionenkoérpern
Se
f:X———Y,xa (fl(x),...,fn(x))

eine dominante rationale Abbildung irreduzibler affiner algebraischer Mengen.
Fiir jede regulédre Funktion a€k[Y] ist dann

asf: X———=k,xa cx(fl(x),...,fn(x)),

eine rationale Funktion™ auf X. Die so definierte Abbildung
KLY = k(X), aca off of ),

ist offensichtlich ein Homomorphismus von k-Algebren. Wir zeigen zunéchst:
Behauptung: Der Homormorphismus f* ist injektiv.

Ausf*(a) = 0 folgt, die reguldre Funktion o ist Null auf Im(f). Sal o = p|X mit eéinem

Polynom p. Dann ist auch p Null auf Im(f), d.h.
Im(f) C V(p).

Weil V(p) abgeschlossen igt, folgt, Tm(f) € V(p), d.h. p ist Null auf Tm{f), d.h. o ist
Null auf Tm(f) . Wegen Tm(f) =Y, folgt a=0ink[Y].

Die Abbildung f* identifiziert also k[Y] mit einem Teilring des Korpers k(X). Dann 146t
sich aber auch der Quotientenkdrper von K[Y] mit einem Teilkorper von k(X)
identifizieren. Anders ausgedriickt, f* induziert einen k-Homomorphismus

¥ k(Y) = k(X),aa a(fl,...,fn),

der ebenfalls mit f* bezeichnet wird. Diese Abbildund heil% wie im Fall der reguliren
Abbildungen Verpflanzung entlang f oder auch inverses Bild entlang f. Wie im Fall
regulidrer Abbildungen gilt
(gef)* = f*=g*
fiir je zwei rationale dominante Abbildungen f:X—Y und g:Y — Z. Trividerweise gilt
ld* = 1d.

1.3.7 Kriterium fiir birationale Isomorphie

Zwei irreduzible affine algebrai sche Mengen sind genau dann birational isomorph, wenn
ihre rationalen Funktionenkdrper isomorph sind iiber k.

Der Beweis ist formal derselbe wie der fiir die Aussage, dal3 algebraische Mengen
genau dann isomorph sind, wenn sie k-isomorphe Koordinatenringe besitzen (vgl.
1.2.9).

cpn) = 0in Kk(X).
Umgekehrt folgt aus letzterem, dal Bedingung (1) erfiillt ist.

!¢ Die auftretenden Nenner sind Potenzprodukte der Nenner der fi’ also Funktionen, die nicht identisch

Null sind auf X.



1.3.8 Beispiele

Rationalitit der Hyperflichen zweiten Grades

Eine irreduzible Hyperflache
X: f(Tl""’Tn) =0

zweiten Gradesim .M ist rational. Der Beweisist derselbe wieim Fall zweier Variabler.
Man projeziert die Hyperfldche aus einem Punkt x€X auf eine Hyperebene, die nicht
durch x geht.

Wichtig: damit die Projektionsstrahlen durch x die Hyperflache ein zweites Mal
schneiden, darf x kein singuldrer Punkt von X sein (z.B. nicht die Spitze eines Kegels),

d.h. esmuf3 gelten
af(x)

T 0O fiir mindestens ein 1.
i

Eine rationale Fliche 3.Grades

Wir betrachten die folgende Fliche im &3
X:x3+y3+23=1.
Auf dieser liegen verschiedene Geraden, zum Beispiel
9, = V(x+y, z-1)
9, == V(x+py, -p)
Dabel bezeichne p en dritte Einheitswurzel. Diese Gerade liegen auf keiner
gemeinsamen Ebene'’. Wir beschreiben jetzt die Konstruktion eines birationalen
| somorphismus
X — A2
in geometrischer Weise und ersparen uns die rechnerischen Details.
Wir fixieren eine Ebene E C 4.3 mit
9, d Eund 9, dE
Fiir jeden Punkt
XEX - (g1 U 92)
gibt es genau eine Gerade | durch x, welche die Geraden 9, und 9, schneidet™®. Den

Schnittpunkt von| mit der Ebene E bezeichnen wir mit f(x). Die Abbildung

' Fiir die Gleichung f einer solchen Ebene miifite nach dem Nullstellensatz gelten
f € (x+y, z-1) und (x+py, z-p),
denn die beiden Ideale sind Primideale (Geraden sind irreduzibel, k[ T] ist nullteilerfrei). Esfolgt
f= o (x+y) + B(z-1) = y(x+py) + &(z-p)

mit Konstanten a, B, v, 8. Das zweite Gleichheitszeichen liefert ein lineares homogenes
Gleichungssystem(Koeffizienten-Vergleich fiir x, y, z und 1 liefert 4 Gleichungen in den 4
Unbestimmten «a, B, v, 8 ) mit der Koeffizientenmatrix

10-10

10p0

010-p

0-10-p
Nach Vertauschen der beiden mittleren Spalten zerfillt die Matrix in 2x2-Blocke mit von Null
verschiedener Determinante. Es gibt also nur die triviale Losung und damit keine Ebene, die die Geraden
enthilt.

8 x und g definieren eine Ebene. Die Schnittgerade der beiden Ebenen ist die gesuchte Gerade | .



X———E, xaf(x),
ist der gesuchte birationale | somorphismus'®.

1.3.9 Charakterisierung der Ringe k[X] bzw. Korper k(X)

() Einek-AlgebraA ist genau dann von der Gestalt k[ X] mit einer irreduziblen
affinen algebraischen Menge X, wenn sie endlich erzeugt und nullteilerfrei ist.

(i)  Ein Oberkorper K von k ist genau dann von der Gestalt k(X), wenn er endlich
erzeugt ist.

Beweis. Zu (i). Sei A endlich erzeugt iiber k und nullteilerfrei,

A= k[xl,...,xn].
Wir betrachten den natiirlichen Homomorphismus von k-Algebren
@:K[T] — k[xl,...,xn], Ti ax,
und bezeichnen dessen Kern mit
| :=Ker ().
Da Polynomringe Noethersch sind, gilt

= (F et ) LS,
X =V(Fef ).

I(X) =1 =1
Das zweite Gleichheitszeichen besteht, weil | en Primideal ist, denn nach Konstruktion
gilt

und A ist nullteilerfrei. Damit ist

K[X] =K[T)/I(X) =K[T)/I =
Die umgekehrte Implikation ist trivial.
Zu (ii). Dieeine Richtung ist trivial, die andere folgt aus (i).
QED.

Wir setzen

Dann gilt

K[T]/I =

1.3.10 Birationale Isomorphie zu den Hyperflichen

Jede irreduzible affine algebraische Menge ist birational isomorph zu einer Hyperfliche.
Bewels. Sei X irreduzible abgeschlossene Menge. Dann ist k(X) endlich erzeugt, sagen

wir
KOO = Kt )
Sei d die maximale Anzahl algebraisch unabhiingiger Elemente unter den ti (iiber k). Wir

konnen dann annehmen
tl,...,t d
Jedes Element yek(X) ist dann agebraisch iiber Kk(t

sind algebraisch unabhiingig iiber k.

td), d.h. es geniigt einer

algbraischen Gleichung mit Koeffizienten aus k(tl’""td)% d.h. es gibt ein irreduzibles
Polynom
| Ty Ty T ) ST Ty T g] - 10
mit
f(tl,...,t d,y) =0.
Sel jetzt speziell y = td+1‘

1% Zur Umkehrabbildung. Fiir yEE-(g 1Ug 2) gibt es genau eine Gerade | durchyy, die beide g schneidet.
Dadie gi ganz auf X liegen, sind die Schnittpunkte von| mit den gi Punkte von X. Der dritte weitere

Schnittpunkt ist dann f~X(y).



Behauptung:

of . o
(1) a—TI (Tl’""Td’Td+1) # ( fiir mindestens ein i.
Andernfals wiirde jedes Ti in f nur mit Expontenten vorkommen, die Vidfache der
Charakteristik p (= 0) von k sind. In diesem Fall wire aber f eine p-te Potenz aso nicht
irreduzibel.
Sei jetzt i so gewihlt, daf (1) gilt. Dann kommt Ti inf wirklich vor und ti ist algebraisch
iiber k(t
k(

1""’ti-1’ti+ 1,...,t d+ 1). Letzterer Korper hat also denselben Transzendenzgrad wie

t d +1) und damit wiek(t,,...,t d) Mit anderen Worten, die Elemente

tl,..., 1)---1

LSS A e S
bilden eine Transzendenzbasis von k(X) iiber k.
Mit anderen Worten, wir konnen durch umnummerieren der ti immer erreichen, dal3

algebraisch und separabel iiber k(t,,...,t d). Die algebraische Erweiterung

C1 1
K(ty oty )

entsteht also aus k(tl,...,t d) durch hinzufiigen eines separabel agebraischen Elements

und anschlief3end eines algebrai schen Elements. Nach dem Satz vom primitiven Element
ist die Erweiterung einfach, d.h.

K(ty ety 1) = K(Epntigy) mit yEK(X).

Wir haben damit gezeigt, wir konnen die Anzahl der Erzeugenden des Korpers k(X)
verkleinern, solange diese > d+1 ist. Mit anderen Worten, k(X) wird von d+1 Elementen

erzeugt,
k(X) =k(t
Letzteres bedeutet,

d +1) mitt,,...,t  algebraisch unabhingig.

1,...,td,t 1l

k(X) = k(Tl,...,Td)[Td+1]/(F)
mit einem irreduziblen Polynom FEk(T Td)[Td+1]. Indem wir mit einer Einhelt von
k(T

1
T CI) multiplizieren, erreichen wir,

FEK(T oo T T g
DaF irreduzibel ist, ist (F) ein Primidea von k[Tl,...,T d,T d+1] und fiir die Hyperflédche

H=V(F) C &adtl

e

gilt
I =NF) = (F)
Nach Konstruktion gilt damit
k[H] = k[Tl’""Td’Td+1]/(F)

aso
K(H) = QUKIH]) = K(T .. T )IT y, JI(F) =K(X).
Mit anderen Worten, X ist birational isomorph zur Hyperfldche H.
QED.
Bemerkungen zum Beweisvon 1.3.10
() Der Beweiszeigt, dal3
k(X) = k(tl,...,td,td+1)

? Trivialerweise gilt “2”. Die umgekehrte Inklusion ergibt sich aus der Tatsache, daB rechts ein Korper
steht.



stets eine einfache separabel algebraische Erweiterung des Korpers

K(ty -t

der rationalen Funktionen in d algebraisch unabhingigen Elementen ti ist.

(i) Nach dem Satz vom primitiven Element kann man die im Beweis konstruierten
erzeugenden ti as Linearkombination mit Koeffizienten aus k von den

urspriinglichen Erzeugenden schreiben?”,
t = § c.X. mitc.. €k
[ = ] ij
Die durch diese Formel gegebene lineare Transformation
&n%&d+l

ist eine Projektion des A" parallel zum linearen Unterraum mit den Gleichungen

e x =0(i=1,...d+1).

i=1 )

Diesliefert eine geometrische Beschreibung der rationalen Transformation, deren
Existenz das Theorem behauptet: man projezierte die gegebene Varietiit auf einen
linearen Unterraum der Dimension d+1 in “algemeiner Lage”. Die projezierte
Varietit ist dann ene Hyperfliche, die birational &quivalent ist zur
Ausgangsvarietit.

1.4 Das affine Spektrum eines Rings

Wir benétigen elementare Eigenschaften von Quotientenring (vgl. Anhang A2) und
einige Grundbegriffe der Garbentheorie (vgl. A4).

1.4.1 Allgemeine Punkte

Seien X C &E eine affine algebraische Menge und K/k eine Korpererweiterung. Wir
bezeichnen mit
X(K) := {xeK" | f(x) = 0 fiir jedes fEI(X) }

die Menge der Punkte von X mit Koordinaten in K. Die Punkte von X(K) heif3en auch
K-rationale Punkte von X oder Punkte mit Koordinaten in K. Fiir jedes Punkt

X = (Xl""’xn)

von X mit Koordinaten in einem Erweiterungskorper von k helf¥ der von den
Koordinaten von x erzeugte Korper

k(x) = k(xl,...,xn)
auch Restekorper von x. Zwei solche Punkte
X = (Xl""’xn) undy = (yl,...,yn)

(mit Koordinaten in moglicherweise verschiedenen Korpern) heilen konjugiert (iiber k),
wenn es einen k-1somorphismus
@: k(x) = k(y)

cp(xi) =Y, firi=1,..,n.

gibt mit

Bemerkung

2 tatsiichlich kann man die Koeffizienten cij beliebig aus einer Zarieki-offenen (also dichten) Teilmenge

des &y dn wihlen.



Falls K algebraisch abgeschlossen ist, gelten simtliche Aussagen, die wir fiir X bewiesen
haben analog auch fiir X(K).

Ein Punkt nEX(K) heild algemeiner Punkt von X, falls jedes Polynom, welches in m
Null ist, auf ganz X Null ist, d.h. fals gilt
fek[T], f(n) = 0= fel(X).

Beispiel
X = V(Tf- Tg) C Ay, K=kt)n =) EXK).
Wie man leicht einsient®?, gilt fiir fek[ T 1,T2] ,

(3 =0 T5- Tatiltf,

d.h. n=(t3, t9) ist ein allgemeiner Punkt der semikubischen Parabel. Ist s eine weitere
Unbstimmte, so ist
g=(s3 $9)

ein weiterer allgemeiner Punkt von X. Die Punkten und § sind jedoch konjugiert: der k-
| somorphismus
k(t) — k(s), f(t) a f(9),
der jederationale Funktion in t in die entsprechende rationale Funktion in s abbildet, ist
ein Isomorphismus
k(n) = k() tas,

der fiir jedes i die i-te Koordinate von m in die i-te Koordinate von § iiberfiihrt.
Bemerkung

()  Zwaei k-rationale Punkte von X sind genau dann konjugiert, wenn sie gleich sind.
(i)  Esist naheliegend, konjugierte Punkte a's nicht wesentlich verschieden anzusehen.

1.4.2 Existenz allgemeiner Punkte

Sa X C &E eine affine algebraische Menge. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

() X besitzt einen algemeinen Punkt.
(i) X istirreduzibel.
Beweis. (i) = (ii). Sei xeX(K) ein allgemeiner Punkt. Dannist die Abbildung

K[T] —= K, fa f(x),
ein Ringhomomorphismus mit dem Kern [(X). Es gibt aso eine Einbettung

K[T]/1(X) €K

in einen Korper, d.h. der Faktorring ist nullteilerfrei, d.h. I(X) ist ein Primideal, d.h. X ist
irreduzibel.
(i) = (i). Nach Voraussetzung ist I1(X) ein Primideal. Sei

K= QK[X]) = k(X)

2 Die Implikation ‘<=’ ist trivial. Die umgekehrte Implikation beweist man durch

Koeffizientenvergleich. Sei f(x,y) = 3 a”_xiyj und f(t33) = 0. Indem wir f modulo x2-y> abiindern,

]
erreichen wir, dal3f in x linear ist,

f(x,y) = (y) + " (y)x mit f ,f"EK[y].

Esfolgt

0= =F ) + (1D 2
Im ersten Summanden rechts kommt t nur in gerader Potenz vor, im zweiten nur in ungerader. Also gilt

Fd) =) =o.

Da t eine Unbestimmte ist, ist dies nur moglich, wenn f* = f” = 0 gilt in k[y], d.-h. es ist f = 0.



der Quotientenkdrper des Koordinatenrings von X. Es gilt fiir jedes i

t =T |y EKTIIX)CK.

Set= (tl,...,tn). Fiir fEk[T] gilt dann

ft)=0= O=f(T1 | X1 ’Tn | X) :f(T)|X < fel(X).
Mit anderen Worten, t € K"ist ein allgemeiner Punkt von X.
QED.

1.4.3 Konjugationsklassen von Punkten und Primideale

Sa X C &llzl eine algebraische Menge. Fiir jeden Punkt x von X mit Koordinaten in
einem Erweiterungskorper von k bezeichne
@, KIX] = k(x), Faf(x),

die Auswertungsabbildung im Punkt x und
p, = Ker(p,) (=1({x}))

deren Kern. Dann ist durch

Konjugationsklassen von
Punkten von X mit Koordinaten 1 — { Primideale von k[X]},xa p_ ,
in einem Oberkdrper von k X

eine bijektive Abbildung definiert.
Bewels. Fiir jeden Punkt x von X mit Koordinaten in einem Erweiterungskorper gilt
nach dem Homomorphiesatz

k[X]/pX = Im(ch) C Kk(x).

Als Teilring des Korpers k(x) ist k[X]/pX nullteilerfre, d.h. Py ist ein Primideal. Sind x
und y konjugiert Punkte, so gibt es ein kommutatives Diagramm
KX —2 k(x)

pri / ¢
L . K(y) N
mit einem k-Isomorphismus . Insbesondere gilt damit
p, = Ker(gy) =Ker(g,) =p,.
Wir haben gezeigt, konjugierte Punkte werden in dasselbe Primideal abgebildet. Die

oben beschriebene Abbildung ist somit wohldefiniert.
Die Abbildung ist injektiv. Seien x und y Punkte mit P, = py. Wir haben zu zeigen, X

undy sind konjugiert. Nach Voraussetzung gilt
K[ = Im(,) = KIXI/p, = Im(¢,) =KIy] . x; a Tl ay,

d.h. die Koordinaten von x und y erzeugen k-isomorphe k-Algebren. Wir gehen zu den
Quotientenkorpern iiber und erhalten einen k-Isomorphismus

k(x) = k(y)

der fiir jedes i die i-te Koordinate von x in die i-te Koordinaten von y abbildet. Mit
andern Worten, x und y sind konjugiert.

Die Abbildung ist surjektiv. Sei p ein Primideal von K[X]. Wir haben zu zeigen, p hat die
Gestalt

P=p, -
Se
K := Q(K[X]/p)



und fiir jedes i bezeichne
ti = Ti |X € K[X]
die Einschriankung der i-ten Koordinaten-Funktion des affinen Raumes auf X und
X; = ti mod p € k[X]/p C K

deren Restklasse modulo p. Fiir jedes Polynom f&l(X) ist das Bild von f bel der
natiirlichen Abbildung
K[T] —k[X], hahly ,
gleich Null,
0 - f(le'")TN)lx - f(Tllx yurey Tle) - f(tl,...,tN).

Ergt recht gilt damit
0= f|X modp=-= f(tl,...,tN) mod p = f(t1 mod p,...,tN mod p) = f(x

Da dies fiir jedes f&€I(X) gilt, ist

l,...,xN).
X = (Xl""’XN)
ein Punkt von X(K). Esreicht zu zeigen,
p=Ker(p,)
ist Kern der Auswertungsabbildung
ch:k[X] — K[X] =2 k[X]/pC k(x),ha h(xl,...,
Diese Auswertungsabbildung ist aber gerade die Zusammensetzung der natiirlichen
Abbildug

xN):h(tlmod p,...,tNmod p) =hmodp

K[X] = K[X]/p=k[x]
auf den Faktorring modulo p mit der natiirlichen Inklusion
K[x] € Kk(x)
in den Quotientenkorper. Der Kern dieser Abbildung ist somit gleich p.
QED.

1.4.4 Das Spektrum eines Rings
Sel A ein Ring. Wir setzen

Spec A = Menge der Primideale von A

Die Elemente von A lassen sich dann a's Funktionen auf Spec A deuten. Wir setzen fiir
jedes fEA und jedes p&Spec A:

f(p) := Bild von f bei der natiirliche Abbildung A — A/p C Q(A/p) =: k(p).

Jedes Element fEA definiert also eine Funktion f a  f(p) auf dem Spektrum von A Fiir
jede Tellmenge M C A setzt man
V(M) :={ p&Spec A | f(p) = 0 fiir alle fEM }
={pESpecA|MCp}
Fiir fEA heilt
D(f) :=SpecA-V(f)
={pESpecA|f(p)=0}
={p ESpecA|f&p}
durch f definierte offene Hauptmenge von Spec A. Fiir jede Tellmenge Y € Spec A
bezeichnen wir mit

I(Y) :={ fEA | f(y) = O fiir jedes yEY }
das ldedl von'Y der fEA, diein alen Punkten von'Y Null sind.

= Diexi = ti mod p liegen in k[ X]/p. Sie erzeugen diese k-Algebra, well dieti diek-Algebrak[X]

erzeugen.



Bemerkungen

(i)

(if)

(iii)

(iv)

Im Fall A = k[X] und p = maximaes ldea zu x&X kann man A/p mit k und
A—A/p mit der Auswertungsabbildung cpxk[X] — k, f a f(x), identifizieren. Man

beachte, als maximales Ideal hat p die Gestalt
p= (x1 " Cpe Xy cN) mit C ek
und des gilt
f(xl,...,xN) = f(Cl’""CN) mod p.

f(p) =0 < fep.
Warnung: Verschiedene fEA konnen denselben Werteverlauf haben. Zum

Beispid ist die Restklasset von T1 in

A =KT J(TY)

einvon Null verschiedenes Elemente von A. Wegen 2 =0 ha t jedoch in jedem

Punkt von Spec A den Wert 0. Obwohl t = {2 gilt, haben die beiden Funktionen
denselben Werteverlauf.

V(M) =V (M-A), d.h. die Menge V(M) dndert sich nicht, wenn man M durch das
von M erzeugte |deal ersetzt.

In der klassischen algebraischen Geometrie steht man oft vor dem Problem,
algemeine Punkte zu spezidisieren, d.h. allgemeine Koordinaten aus K durch
konkrete aus k zu ersetzen. Das fiihrt zu der nicht-trividlen Frage, ob allgemeine
Losungen von Gleichungssystemen Losungen bleiben, wenn man fiir gewisse
Variable spezielle Werte aus k einsetzt. Die moderne agebraische Geometrie hat
dafiir einen eleganten Ersatz: die Zariski-Topologie auf dem Spektrum eines
Rings. Fragestellungen der erwihnten Art werden in der Sprache dieser Zariski-
Topologie oftmalstrivial.

Beispiel
Die Menge Spec Z kann man mit der Menge dler Primzahlen identifizieren (zuziiglich

dem Nullideal {0}). Eine “Funktion” fEZ ist genau dann gleich Null in der Primzahl
p, wenn die ganze Zahl f durch p tellbar ist:

f(p)=0<= p|f.

1.4.5 Die Zariski-Topologie von Spec A
Sel A ein Ring. Dann gilt:

(i)

(i)
(iii)
(iv)

v)
(vi)

(vii)

Die die Mengen der Gestalt

V(M) mitM C A
bilden die abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf Spec A, welche Zariski-
Topologie von Spec A heifi.
Die offenen Hauptmengen von Spec A bilden eine Umgebungsbasis der Zariski-
Topologie. Spec A ist quasi-kompakt, d.h. jede offene Uberdeckung von Spec A
besitzt bereits eine endliche Teiliiberdeckung.
V(I)UV(T) =V(INT) =V (JJ”) fiir je zwei Ideale J’,J” von A.

ﬂi - V(Ji) =V(> Ji) fiir jede Familie von Idealen J ; von A.
i€l

V(0) = Spec A, V(1) =C.

Fiir je zwei Ideale J°,J” von A sind dquivalent:

1L.VQJ)C VW)

2. AT 24T

Fiir je zwei Ideale J°,J” von A sind dquivalent:
1.V@J)=V(Q)



2.7 =77

(viii) Nullstellensatz. Seien Jein Ideal von A und fEA ein Element mit f(p) = O fiir jedes
pEV (J). Dann liegt eine Potenz von f in J.

(ix) Selen Jeinlded von A und M C A eine Teilmenge. Dann ist die Abschlief3ung
der Differenzmenge V(J) - V(M) gleich

Dabei bezeichne J:M fiir jedes Ideal J von A das Ideal
IJM ={feA |f-M C J}
Ist der Ring A noethersch, so gilt auch

mit
IM® = { f€ A | fiir jedes mEM gibt es ein nEN mit m"f € J}
(x) Fiir jedes p € Spec A ist die Abschlief3ung der einpunktigen Menge { p} gleich

{p} =V(p)={ acESpec A |[pC q}.
Diese Menge ist somit genau dann abgeschlossen, wenn p ein maximales Ided i4t.
Die maximalen Ideale von Spec A sind also gerade die abgeschlossenen Punkte
der Zariski-Topologie, d.h. die Punkte p&Spec A mit

{r} ={p}.

(xi) DiePunkte
q€{p}
heil3en Speziadisierungen von p. Umgekehrt sagt man auch in dieser Situation, p ist
ein Generalisierung von g.
Beweis. Zu (v). Trividl.
Zu (iv). Esqgilt
PEN. V(Ji) < Ji C p fiir jedes i

< 3 Cp
i€l
= pEV(3J)
iel
Zu (iii). Esqilt
peEVI)UV(J) < T CpoderJCp
< JJCp (well pein Primided ist).
< pe VIT-T).
Damit gilt
V(J)UV(J) =V(IJ-J).
Welter gilt
peEVI)UVI) < T CpoderJ Cp
=JNJ Cp
< peEV(INT),
aso

V(IHUVT) CV@NJ) C V(I J),

wobei die zweite Inklusion besteht wegen JNJ' 2 J-J".
Zu (i). Folgt aus (iii) - (v).
Zu (). Seien | einldea und p € Spec A - V(I). Wir haben zu zeigen, es gibt ein fEA
mit

p € D(f) € Spec A - V(I).
Nach Wahl von p gibt esein f&l mit f(p) = 0. Damit ist aber

p € D(f).

Wegen fel gilt weiter V(1) C V(f), also



D(f) = Spec A - V(f) € Spec A - V(I).
Sal jetzt
A =Vig U;
eine offene Uberdeckung. Wir haben zu zeigen, bereits endlich vide Ui tiberdecken

bereits den ganzen Raum Spec A. Dazu kénnen wir annehmen, die Ui sind offene
Hauptmengen,

Ui = D(fi) mitfiEA.
Aus

Spec A = Uiel D(fi)
folgt, in jedem Punkt p&Spec A ist einfi ungleich Null, d.h. fi¢p fiir eini. Das von den
fi erzeugte ldeal liegt in keinem Primideal von A, ist aso gleich dem ganzen Ring A.
Damit ist 1€A eine Linearkombination der fi , und zwar bereit endlich vieler fi’ sagen wir

1= alfi1 + ...+ arfir'
Dann kann aber kein Primideal von A allefi enthalten, d.h.
A%
Spec A = D(fi YU ..U D(fi ).
1 r
Zu (vi). 2. = 1. Sei p € V(J). Dann gilt J C p, dso auch /T C p, also nach

Voraussetzung 2.,
VI Cp,
adsoJ Cp,dsope V().
1. = 2.: Zum Bewaeis dieser Implikation benétigen wir einige einfache Sitze aus der

Theorie der Quotientenringe (vgl. Anhang A2). Sei f €4/J". Dann gibt es ein nEN mit
fMe J, dh. esgilt

fn(p) = 0 fiir jedes p€V(J").
Nach Voraussetzung 1. gilt damit auch
fn(p) =0 fiir jedes pEV(J),
d.h. f € p, d.h. f € p. Wir haben gezeigt,
f liegt in jedem Primoberideal pvon J .
Die Restklasse f von f in A/J liegt daher in jedem Primideal von A/J. Deshalb gibt es
im Quotientenring (A/J’)? kein Primidedl, also auch kein maximales Ided, d.h. es mu3

gelten
(A/J’)? =0.

Insbesondere ist der Quotient 1/ das Nulldement dieses Rings, d.h. es gibt ein nEeN
mit

1T =0inA/J.
Mit anderen Worten, eine Potenz f" von f liegt in J . Damit gilt f € /T
Zu (vii). Folgt unmittelbar aus (vi).
Zu (viii). Nach Voraussetzung gilt V(J) C V(f) = V(fA). Nach (vi) folgt /D \ffA, dso

fEVFACAI.

Eine Potenz von f liegt alsoin J.
Zu (ix). Esqilt

VOVM) =N {V() | fist Null auf V() - V(M) }



=N{ V() |V(Q-VM)CV()}
=V(f| V() CVHUV(M-A) = V(MA) }

=V(f|VIDVIMA)
=V(f| fMA C4J)
=V(f] fM C4J)
=V(N)
mit
N := 4/JM = {fEA | Fiir jedes mEM gibt esein nEN mit f'm" € J}.
Sel jetzt A ein noetherscher Ring. Dann hat das von M erzeugte |deal die Gestalt
M-A = (ml,...,mr)A mit ml,...,mrEA
Wir setzen

N’ :={fEA | Fiir jedes mEM gibt esein nEN mit fm" C J} = IM*.
Danngilt N' C N, also
V(N) € V(N).

Wir haben die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Sei peV(N’), d.h.

N C p.
Wir haben zu zeigen, es gilt

N C p.
Sief € N. Dann gibt es fiir jedes mEM ein nEN mit

fimN e J.

Insbesondere gilt dies fiir m = mi .1 = 1,....,r. Fiir diese endlich viden Elemente konnen

wir sogar ein gemeinsames n finden:
fnminEiniri: 1,..1.

Dann gilt aber*
f"mM e 1 fiir jedes meEM.
Esfolgt
ffeNCp,
aso
fep.

Letzteres gilt fiir jedes fEN, d.h. esgilt N C p

Zu(x). Esgilt
V() ={qlf(q=0firfep} ={q|pSq}.
Insbesondere gilt p&V(p), aso

N | {p} C V(D). N
Sei jetzt gV (p). Dann gilt p C g, d.h. jedes Idedl |, das ganz in p liegt, liegt auch ganz
inqg:
pEV(l) = geV(l).

Damitistq € mpEV(I) v() ={p}.

Zu (xi). Esist nichts zu beweisen.
QED.

Bemerkungen

2 mist A-Linearkombination der mi. Alsoist m™ eine A-Linearkombination von Potenzprodukten des
Gradesrnin den mi. In jedem solchen Potenzprodukt kommt aber mindestens ein mi mit einem

Exponenten = n vor.



() Im Fal A = k[X] kann man X mit der Tellmenge der maximalen Idede des
Spektrums Spec k[ X] identifizieren (nach dem Nullstellensatz),
X C Spec K[X], x a [({x}) ={fek[X] | f(x) =0}.
Die Unterraum-Toplogie von X ist gerade die frither definierte Zariski-Topologie
von X
(i) DiePunkte von X sind gerade die abgeschl ossenen Punkte von Spec K[ X].
(>iif) Ist X irreduzibel, so entspricht der allgemeine Punkt von X gerade dem Nullideal
von k[ X]. Alle Punkte von X sind also Spezialisierungen des allgemeinen Punktes.
Beispiel zum Begriff der Spezialisierung

Sei A = K[X] mit X = V/(Ts - T5) C &£, Der dllgemeine Punkt

(t2, t3) mit ener Unbestimmten t
entspricht dann dem Nullideal von k[X]. Die Punkte der Gestalt

(@2, o) mit ack
entsprechen den maximalen ldealen von K[ X]. Letztere sind aso Spezialiserungen des
allgemeinen Punktes

1.4.6 Morphismen affiner Spektren
Se h: A — A’ ein Ringhomomorphismus. Dann heif3t die Abbildung

Spech: Spec A’ — Spec A, p' a hi(p),

die jedem Primideal von A’ dessen vollstindiges Urbild bei h zuordnet, der durch h
induzierte Morphismus der affinen Spektren.
Bemerkungen
()  Fiir maximale Ideale funktioniert die obige Konstruktion nicht: ist A ein
Integrititsbereich, p € Spec A ein nicht-maximales Primideal von A und
A=A

die Lokalisierung von A in p, so ist die Einschridnkung des einzigen maximalen
Ideals von A’ gleich p, also kein maximales Ideal. Die zum natiirlichen
Homomorphismus

A—=A

gehorige Abbildung der Spektren iiberfiihrt also die maximalen Ideale nicht in
maximale |dede.
(i) Seien X und X’ agebraische Mengen. Dann entsprechen, wie wir gesehen haben,
die regulidren Abbildungen
X=X Q)
gerade den k-Algebra-Homomorphismen k[ X’] — k[X]. Mit anderen Worten, die
gewohnlichen regulidren Abbildungen (1) entsprechen gerade den Morphismen
Spec k[X] — Spec k[X'],
welche zu den k-Algebra-Homomorphismen gehoren.
Beispiel
Seien A ein Ring, fEeSpec A ein Element und
p:Spec Af — Spec A, p a p'NA,

der durch die natiirliche Abbildung A — A f
Abbildung ist injektiv, offfen und identifiziert Spec Af mit der offenen Hauptmenge
D(f),

,aa aT, induzierte Morphismus. Diese

Spec Af = D(f) € Spec A.
Die Umkehrungabbildung von ¢ ist die folgende.



V:D(f) — SpecAf ,pa pAf .
Beweis. Die Abbildung o ist injektiv, denn nach A2.7(ii) gilt
p' = (P NA)A,

d.h. p’ ist durch sein Bild in Spec A eindeutig festgelegt. Aulerdem gilt
Im () € D(f),

denn aus @(p’) & D(f) wiirde folgen fEp’'NA, dso % € p,dsop = Af im
Widerspruch zu p’ €Spec Af.
Betrachten wir jetzt die Abbildung . Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn pAf istein
echtes |deal von A f (nach A2.7 (i)) mit dem Faktorring

Af/pAf = (A/p)f ,
d.h. der Faktorring zu pAf ist ein Quotientenring des Integrititsbereichs A/p und damit
selbst ein Integrititsbereich, d.h. pA, ist ein Primideal. Aul3erdem ist die natiirliche

f
Abbildung

Alp— Af/pAf,
in den Quotientenring injektiv>, d.h. esgilt
pAf NA=p.
Mit anderen Worten, die Abbildung v ist linksinvers zu ¢,
e = 1d.
Insbesondere ist
_ o Iml) =D(P).
Mit anderen Worten, ¢ induziert eine Bijektion
Spec Af — D(f)

mit der Umkehrung . Wir haben noch zu zeigen, die Abbildung
p:Spec A]c — Spec A, p ap NA,

ist offen, d.h. sie iiberfiihrt offene Mengen in offene Mengen. Da die offenen
Hauptmengen eine Topologiebasis von Spec Af bilden, reicht es zu zeigen, o tiberfiihrt

offene Hauptmengen in offfene Mengen. Sei also

O(.:f—nEAf

und betrachten wir die zugehorige offene Hauptmenge D(a). Well y: D(f) — Spec Af
bijektiv igt, gilt
D(a) ={w(p) | pED(f) und agy(p) }
={ pAf | pED(f) und cx¢pAf }

={ pA; | pED(f) und g¢p }
={ pA; | peD(f9) }
Alsoist
¢(D(a)) = ¢(y(D(fg)) = D(fg).
Insbesondere ist ¢ offen.
QED.

% weil Alp nullteilerfre ist.



1.4.7 Stetigkeit beziiglich der Zariski-Topologie
Seienh: A — A’ ein Ringhomomorphismus. Dann gilt:
(i)  Der durch h induzierte Morphismus

Spech: Spec A’ — Spec A, p a hi(p),

ist stetig beziiglich der Zariski-Topologien von Spec A und Spec A’.
(i)  Fir jedes f € A gilt

o ~ (Spechy(D() = D(h(F)). _
Beweis. Wir haben zu zeigen, das Urbild jeder offenen Menge U C Spec A ist offen.
Da die offenen Hauptmengen eine Topologiebasis bilden, kénnen wir annehmen, U ist
eine offene Hauptmenge, U = D(f). Mit anderen Worten, es reicht Aussage (ii) zu
beweisen.
Fiir Primideale p’ von A’ gilt

p' € (Spec h) L(D(f)) < (Spec h)(p') € D(f)
« hlp) e p()

< fehl(p)

< h(f) ¢ p

< p’ € D(h(f)).
QED.
Beispiel
Selen A ein Ring und fEA ein Element. Dann induziert die natiirliche Abbildung

A— Af
einen Hom&omorphismus
Spec Af — D(f).

Beweis. Nach dem Beispid von 1.4.5 ist die Abbildung wohldefiniert, bijektiv und
offen. Nach der eben bewiesenen Aussageist sie stetig.
QED.

Bemerkungen

() Unser nichstes Zid besteht darin, regulire Funktionen auf den offenen
Teillmengen eines Spektrums Spec A einzufiihren. Dabel soll eine Funktion
regulér sein, wenn sie lokal von der Gestalt

a

S
ist mit as € A und s = O im betrachteten Punkt. In Anadogie zur Situation in
Abschnitt 1.2 sollten dabei die in alen Punkten reguldren Funktionen einen Ring
bilden, der mit A zusammenfillt. Wie wir sehen werden, ist durch die letztere
Bedinung der Begriff der reguldren Funktion bereits vollstindig charakterisiert.

(i) Der Standpunkt, der die Elemente eines beliebigen Rings A als Funktionen auf
Spec A ansieht, zwingt uns jedoch, den Funktionenbegriff zu verallgemeinern: in A
kann es durchaus von Null verschiedene Elemente a=A - {0} geben die nilpotent
sind,

a' = 0 fiir ein nEN,
wihrend gewohnliche Funktionen mit dieser Eigenschaft, deren Werte in einem
Korper liegen, selbst schon Null sind. Wir greifen uns deshalb die Eigenschaften,
die wir fiir unseren verallgemeinerten Funktionenbegriff erhaten wollen, heraus
und fassen sie in eéinem Axiomensystem zusammen.

(iii) Genauer sollen unsere veralgemeinerten Funktionen so beschaffen sein, dal3 die
beiden folgenden Aussage, die wir von gewohnlichen Funktionen kennen, nach
wievor gelten.



(8 Zwe Funktionen, deren Einschrinkungen auf jede Menge ener offenen
Uberdeckung des Definitionsbereiches gleich sind, sind selbst schon gleich.

(b) Ist auf jeder Menge einer offenen Uberdeckung eine Funktion definiert, wobei
auf dem Durchschnitt von je zwe dieser Mengen, diese Funktionen
tibereinstimmen sollen, so setzen sich diese Funktionen zu einer auf dem ganzen
Raum definierten Funktion zusammen.

(iv) Diebeiden Bedingungen von (iii) fiihren zum Begriff der Garbe. Die Ergebnisse
in diesem Kontext werden wir deshalb in der Sprache der Garbentheorie
formulieren (vgl. den Anhang A4).

1.4.8 Die Garbe der reguliren Funktionen
Seien A ein Ring. Fiir jede offene Teilmenge

U C Spec A
setzen wir

S(U) ={scA|s(u) = 0 fiir jedes ucU }

:ﬂueuA-u.

Dies ist eine multiplikative Teilmenge von A. Selen jetzt U und V zwe offene
Tellmengen von Spec A mit
vV Cu.

Dann gilt S(U) C V), d.h. die natiirliche Abbildung®® A — S(V)'lA bildet dle
Elemente von S(U) in Einheiten ab. Sieinduziert daher einen Ringhomomorphismus
su)la - sv)la, ga ag.
Diese Abbildungen sind gerade die Restriktionen einer Prigarbe
0’: Spec A — Rings, U a S(U)'lA
mit Werten in der Kategorie der Ringe. Die zugehorige Garbe wird mit

USpec(A) =10: Spec A — Rings
bezeichnet und heil3t Strukturgarbe des affinen Spektrums Spec A oder auch Garbe der
reguldren Funktionen auf Spec A. Fiir jedes offfene U C Spec A heif3en die Elemente

von

O U
| spec()”)
regulire Funktionen auf U.
Bemerkung

(9 ist tatsdchlich eine Prigarbe: fiir je zwe offene Tellmengen U, V von X mit V C U
gilt S(U) C S(V), d.h. die natiiliche Abbildung
a

pV:A — S(V)'lA, aa g

iiberfiihrt jedes Element von S(U) in ene Einhet, faktorisiert sich also iiber S(U)'lA.
Genauer: es gibt genau elnen Ringhomomorphismus (von Ringen mit 1)

. _ -1 By P a_a
pUN-U(U)—S(U) A = S(V) A =0"(V),

— a —
S s
fiir welchen das folgende Diagramm kommutativ ist:

% Die Menge S(V) enthilt das Einselement von A, ist also niemals leer.



pu-/ \pv

p
oW  — (V)
Da PUV durch die Kommutativitit dieses Diagramms eindeutig bestimmt ist, besteht fiir

jedre offenen Mengen U, V, W von X mit
wcvcu
die Identitit

Puw = Pvw°Puyv:
Mit anderen Worten, O’ ist eine Prigarbe mit den Restriktionen pU V-

1.4.9 Eigenschaften der Strukturgarbe
Selen A ein Ring und X = Spec A. Dann gilt
(i)  Fiir jeden Punkt pEX ist die natiirliche Abbildung®’
! p— é a_
0 X.p Ap, [s’ Ul a S

ein Isomorphismus und induziert damit einen Isomorphismus © X.p — Ap .
(i)  Fiir jedes fEA ist die natiirliche Abbildung ’

Ap= 0" (D) — O (D(), sa s,

ein Isomorphismus. Insbesondere kann man die globalen Schnitte von © X mit A
identifizieren,
© X(X) =A.

Beweis. Zu (i). Esreicht zu zeigen (vgl. A4.7(ii)), die Abbildung
, a a
© X,p_>Ap’ [s’ U] a S
ist wohldefiniert und bijektiv. Es handelt sich offensichtlich um einen
Ringhomomorphismus.
Die Abbildung ist wohldefiniert. Fiir offenes Umgebung U C X mit p€U gilt
f(p) = O fiir jedes fES(U)
(nach Definition von S(U)), d.h. esist

S(U)SA-p.

A—A
tiberfiihrt somit jedes Element von S(U) in eine Einheit und faktorisiert sich damit {iber
sy 1a.
Insbesondere gibt es einen wohldefinierten Homomorphismus (von Ringen mit 1)
a_a

A — -1

Die natiirliche Abbildung

Wir haben zu zeigen, das Bild von g bei dieser Abbildung hingt nur vom Keim von g im
Punkt p ab. Seien
SEV(U)undS-€ 0'(U)

z [2, U] bezeichne hier den Keim des Schnittsze ©’(U) im Punkt p.



zwei Schnitte mit demselben Keim im Punkt p. Wir haben zu zeigen,

oy(3) =0y (5r):

Well g und 2—,densel ben Schnitt im Punkt p haben, gibt es eine offene Menge V C X mit
PEV CUNU und S =Z-in©'(V)..
Esfolgt

oD =2=q (D=, (F)=F = (&)

Die Abbildung ist injektiv. Sei ap der Keim im Punkt p eines Schnitts

a=% e0(U)=sU)la,

dessen Bildin Ap gleich Null ist,
E:OinAp.
Dann gibt esein S €A - p mit
sa=0inA.
Die Menge U’ = UND(s) ist eine offene Umgebung von p mit s, s €S(U’) also
g u=2 vl=E. ul=[0,U]=0.

Die Abbildung ist surjektiv. Jedes Element von Ap hat die Gestalt gmit s=A - p. Dann

ist aber
U :=D(s)

eine offene Umgebung von p und [g , U] ein Element von &’

Zu (ii). Fiir jedes fEA ist D(f) eine offene Menge und es gilt
S(D(f)) = {a=A | a(p) = 0 fiir pED(f)}
={ a=A |fist Null in allen Punkten von V(a) }
={ a=A | ateilt eine Potenz von f }
Ein Ringhomomorphismus

. . a.
X.p mit dem B|Id§|n Ap.

A—=A
tiberfiihrt die Elemente von S(D(f)) genau dann in Einheiten, wenn er f in eine Einheit

tiberfiihrt. Er faktorisiert sich aso genau dann (eindeutig) iiber S(D(f))'lA, wenn er
sich (eindeutig) tiber Af faktorisiert. Die beiden Ringe

s(D(f) 1A und A

besitzen dieselbe Universalititseigenschaft, d.h. die natiirliche Abbildung
N 1, a8
A f S(D(f)) A, n a

f
ist ein Isomorphismus. Es gilt also tatsdchlich
Af = O’X(D(f)).
Beweisen wir die Bijektivitit der Abbildung
() A= 07 (D) = 0, (D), sa s,

Die Abbildung (1) ist injektiv. Sai s = f% mit a€A und neN und s s = 0. Fiir jedes

pED(f) ist dann



0= s(p) = 5 €0y
d.h. der Kekm von sim Punkt pist Null. Es gibt alsog3
sa=0inA.

= Ap)’
enseEA - pmit
Mit anderen Worten, der Annullator

Anna={x€A |ax =0}
liegt in keinem Primideal pED(f). Nach A2.7(iii) gilt pAfﬂA = p. Das von Ann ain Af

erzeugte Ideal liegt also auch nichtin pAf . Nach dem Beispiel von 1.4.6 haben aber dle
Primideale von A, die Gestalt pAf mit peD(f). Deshalb liegt

f (Anna)Af
in keinem Primided von Af, d.h.
(Anna)Af:Af,
d.h. das Einselement liegt in (Ann a)Af . Esgibt also ein x&Ann amit
x_1
g1

Bei geeigneter Wahl von| ergibt sichx = fl . Eine Potenz vonf liegt also in Annullator
von a, d.h. eine Potenz von f annulliert a, d.h.

a_ ..
1~ Oin Af .
Dann ist aber auchszf% gleich Null in A .
Die Abbildung (1) ist surjektiv. Sei aEOX(D(f)). Dann ist o lokal von der Gestalt s,
d.h. es gibt eine offene Uberdeckung

(2 D(f) =U., U,

und fiir jedes i € | einen Schnitt sIE(iJ’X(Ui) mit a|U = Ei. Wir konnen dabel
[

annehmen, die Ui sind offene Hauptmengen,
Ui = D(fi) mit fi EA.
Und wir konnen annehmen, s, hat die Gestalt

4
ST A
fl |
|
Weil D(f) homéomorph ist zu Spec Af (Beispiel von 1.4.6) und affine Spektren quasi-

projektiv sind (1.4.4(ii)), konnen wir annehmen die Uberdeckung ist endlich,
| ={1,..r}.

Indem wir die Quotienten s passend mit fi-Potenzen erweitern, errreichen wir
ni = n fiir alle i€l.

% Genauer, a ist Null in einer Umgebung von p. Dabei konnen wir annehmen, diese Umgebung ist eine

offene Hauptmenge: in lD(s’) =0 fiir ein s’€A mit peD(S’), d.h. mit S €A-p. Dann wird aber avon
f

einer s -Potenz annulliert. Indem wir s' durch eine geeignete Potenz ersetzen, erreichen wir s-a=0.



Fiir beliebige i,j€l gilt

S Iuimuj = O"uimuj: 5 IUimuj :
d.h. fiir jedes pEUiﬁUj gilt

(8)p= S =5, =(s)inA
d.h. esgibteintpEA - p mit

P

n _.n_ .
tp(aifj -a]fi)—OmA.
fj” - a]fin liegt also in keinem Primideal von U;NU; = D),

den ganzen Ring, d.h. das Element wird von einer fifj - Potenz

Der Annullator von al-

erzeugt also in Aflf'
annulliert, sagen wi rJder | -ten: in A gilt
0 = (fifj)l @f™-af)
= (afl )-fj“+' ; (ajfjl i
Indem wir die Briiche S mit geeigneten fi-Potenzen erweitern, erreichen wir, dald diese
Aussage bereits mit | =1 gilt,

(3 0=a .fj“ ; a]fin in A fiir beliebige i jEl.

Wegen (2) gilt D(fi) = Ui C D(f), d.h. V(f)QV(fi), d.h. fi ist Null in alen Punkten von
V(f). Nach dem Nulltstellensatz ist eine Potenz von fi durch f tellbar. Das Bild von f bel

der natiirlichen Abbildung A — A f ist eine Einheit. Mit anderen Worten,

|
4 Die natiirliche Abbildung A — A, faktorisiert sich iiber A

f f

Wegen (2) enthilt kein Primideal von A, ale fi/ 1, d.h. dasvon den fi erzeugte ldeal in A

f f
ist gleich A,. Dasselbe gilt fiir die n-ten Potenzen der fi. In A bedeutet das, eine Potenz

f
von f ist Linearkombination der fin , Sagen wir

) M= 3 a ' mita.cA
i=1 !
S jetzt
S S m _ A
s:i=Ya.alf eA =0 (D(f)).

L 1 f X
Es reicht zu zeigen, das Bild von s bel der Abbildung (1) ist gerade der vorgegebene
Schnitt a. In Af gilt

al :(ajﬁa’ifin)/fm (wegen (5))
i=1

, N
- (éﬁaifi ik



= (Saa s M (wegen(3)

i=1
= s-(fjnll) (nach Definition von )
Wegen (4) besteht diese Relation auch in Af ,d.h.esist
j
j
s=—=—=9d1in A, =0 (D(f.)).
= [ =000)
j J
Damit gilt

E'D(fj) =5;= “'D(fj)

fiir jedes j, also s=a.
QED.

1.4.10 Eine Beziehung zum klassischen Fall

Seien k ein Korper und
A
eine endlich erzeugte k-Algebra. Dann bilden die abgeschl ossenen Punkte von
Spec A
einedicht liegnde Teilmenge.
Bemerkungen
Manchmal ist es sinnvall, in Kontext von Problemen der klassischen a gebraischen
Geometrie die Sprache der Spektren zu verwenden. Die obige Aussage bietet eine
Moglichkeit zwischen beiden Sprachen zu wechseln.
Beweis. Wir haben zu zeigen, jede nicht-leere offene Teilmenge U von Spec A enthilt
einen abgeschlossenen Punkt. Dazu kdnnen wir annehmen, U hat die Gestalt
U = D(f) mit fEA.
Die Bedingung U = & ist dabei dquivalent zu den folgenden Bedingungen.
Af =0 < %;ﬁ %@ 1 0 fiir n€N < f ist nicht nilpotent.
Damit reicht es zu zeigen:

(1) Fiir jedes fEA, welches nicht nilpotent ist, und jedes maximale Ideal m von Af ist

das Primided p = mﬁA]c von A maximal.

Indem wir A durch A/p ersetzen, dso A f durch

(A/p)f = Af/pA]c = Af/m,

reduzieren wir den Bewels der Behauptung auf den Fal p = O, d.h. auf die folgende
Aussage.

(2) Jede nulltellerfreie endlich erzeugte k-Algebra A mit der Eigenschaft, dal3 Af en

Korper ist fiir ein fEA - {0}, ist selbst schon ein Korper.

Zum Beweisvon (2) schreiben wir
A= k[ocl,...,ocn]

und wihlen die Numerierung der
o € A CQ(A)

derart, dal3 gilt
(©)) OOty sind algebraisch unabhingig iiber k (im Korper Q(A)).



4 O gp1r O sind algebraisch iiber k(ocl,...,ocd).
Wir betrachten die Minimalpolynome der Elemente (4) iiber k(o 10 d) und die Nenner
der in diesen Polynomen auftretenden K oeffizienten. Wir finden so ein Element
aEk[al,...,ad]
mit der Eigenschaft, dal? alle Koeffizienten aler Minimal polynome im Quotientenring
k[al,...,ad]a
liegen. Mit anderen Worten, die Elemente
O O sind ganz iiber k[oc o d]a'

Insbesondere ist damit das El ement
fEk[a an] - k[oc ,ocd]a[ Opqres an]

ganz iiber k[at,,...,at d]a' Wir betrachten eine Ganzheitsgleichung von f, sagen wir

1
fMep Mle +p =0
1 m
mit
bl""’bm e k[ocl,...,ad]a.
Wil die hier betrachteten Ringe im Korper Q(A) liegen, also nulltellerfrel sind, konnen
wir annehmen,
b =0.
m
Indem wir a mit dem Zahler von brn multiplizieren, erreichen wir,
bm ist Einheitin k[cxl,...,ocd]a, asoin k[al,...,an]a: Aa‘
Auf Grund der obigen Ganzheitsgleichung fiir f gilt aber
gm-1p m-2 -
f(-f blf b2) bm’
alsoist auch
f Einheitin Aa‘
Auf Grund der Universalititseigenschaft der Quotientenringe faktorisiert sich somit die
natiirliche Einbettung A C Aaiiber A, ,dh.

f 1
AC Af C Aag Q(A).
Nach Voraussetzung ist A f ein Korper. Also gilt
A=A =QA).
Weiter ist
A= k[al,...,(xn]a: k[ocl,...,ocn,]a] =Kletg oty 2 S|l g @]
= k[a CI] [ad+1, ,Otn] | )

und Ogpp O smd ganz iiber k[al, ..,ad]a . Also it Aa ganz iiber k[ocl,...,ozd]a

Well Aaeln Korper ist, muf3 auch
k[al,...,ad]aKorper

sein (nach A3.4). Wir zeigen jetzt, dal3 dies nur im Fall

d=0
der Fall sein kann, indem wir die Tatsache verwenden, dal3 jeder Polynomring ein ZPE-
Ringist.” Sei d>0und

a=p;..p,

» mit einem Argument wie wir es bereits so @hnlich beim Beweis des Hilbertschen Nullstellensatz
verwendet haben.



die Primfaktorzerlegung von ain k[a..,,...,o. d] Dann kommt in der Primfaktorzerlegung

1
von

a+l
keines der p; vor. Sel p ein Primfaktor von a+1. Dann ist p teilerfremd zu jedem der P,

pist keine Einheitin k[al,...,ad]a,

denn andernfalls wiirden ein gEK[a 1
|

pg/a =1in k[al,...,ad]a

ad] und ein| €N existieren mit

d.h.

a=a i

pg=a in k[al""’ad]a
dsop|a= PyP, > Was unmdglich ist. Damit gilt d = 0, d.h.

A= k[ad+1,..., an]

ist eine algebraische Erweiterung von k, d.h. A ist ein Korper.
QED.

1.4.11 Folgerung

Jede endlich erzeugte lokale Algebra (A, m) iiber einem Korper besteht nur aus
Einheiten und nilpotenten Elementen.

Ist A aulerdem nullteilerfrei, so ist A ein Korper.

Beweis. Elemente von A - m sind Einheiten. Esreicht zu zeigen, die Elemente des
maximalen Ideals sind nilpotent. Sel
fem.
Dann liegt das einzige maximale Ideal m von A nicht in der offenen Teillmenge
D(f) ={ pESpecA [f&p},
von Spec A. Nach 1.4.9 mul3 D(f) leer sein. Wiewir im Beweisvon 1.4.9 gesehen
haben, ist dann aber
f nilpotent.
Ist A nullteilerfrei, somu3m = {0} sein, d.h. jedes von Null verschiedene Element von

A ist eine Einheit. Also ist A ein Korper.
QED.

2. Quasi-projektive algebraische Mengen
2.1 Algebraische Mengen im projektiven Raum

2.1.1 Vereinbarungen und Bezeichnungen
In diesem Abschnitt bezeichnet k einen algebraisch abgeschlossenen Korper und
K[S] mit S=(S ,...,SN)

bezeichne den Ring der Polynomein den Unbestimmten S ,...,SN mit Koeffizienten aus
k.

2.1.2 Der projektive Raum

Im folgende Menge heifdt projektiver N-Raum oder auch projektiver N-dimensionaler
Raum.




P = {[xg X ] | (xo,...,xn)ekn+1 -{0}}

[XO""’Xn]
die Geradeim k™1 durch den Ursprung und den Punkt (XO""’Xn)' d.h. den vom Vektor
(XO,...,Xn) erzeugten 1-dimensional k-linearen Unterraum. Abkiirzend schreiben wir auch
[x] :=[x

Esgilt dann
[X] =[v] < X = Ay fiir ein A€k - {0}

Die Koordinaten von x heif3en dann auch projektive Koordinaten des Punktes [x]E]Pn.
Sei fek[S] := K[S,,.....S ] ein Polynom. Eine Nullstelle von f im P"ist ein Punkt peP"
derart, dal3 gilt

Dabe bezeichne

Xn] fiirx = (x

o O,...,xn)

f(x) = O fiir alle x mit [x] = p.

Wir schreiben dann auch f(p) = 0.
Bemerkung
Sel fek[S] und

f= fo+f1+ ot fr mit fi homogen vom Grad i.

Dann heil% fi homogene Komponente des Gradesi von f. Es gilt

f([x]) =0 < 0= fO(X)+ k-fl(x)+ .t kr-fr(x) fiir alle A€k
= fi(x) =0 fiir alle i

d.h. f ist genau dann Null in [x], wenn alle homogenen Komponenten von f in x Null
sind.

2.1.3 Projektive algebraische Mengen

Sel M C K[S] eine beliebige Menge von Polynomen. Dann bezeichnet man die Menge
der gemeinsamen Nullstellen der Polynome aus M mit

VM) = {x € PN | f(x) = 0 fiir jedes fEM }

und nennt diese Menge die durch M definierte projektive algebraische Menge. Die
Elemente von M heil3en auch “definierende Gleichungen” dieser Menge. Speziell im
Fall einer endlichen Menge schreibt man

(S R B V(G R

Fiir jede Teilmenge X C P N heirg
[(X) :={ fek[T] | f(x) = O fiir jedes xEX }
Ided von X. Esist offensichtlich ein Ideal im Polynomring k[S]
Bemerkungen
()  Wir konnen die Polynome von M stets ersetzen durch die Menge der homogenen
Komponenten der Elemente von M, ohne dal3 sich V(M) éndert, d.h. wir kénnen
annehmen, M ist eine Menge von homogenen Polynomen.
(i) Se
| := M-K[S]
={ flm1 +..+ frmr | f

1,...,frek[S], my,....m, eM, r=12,..}

dasvon M erzeugte Ideal des Polynomrings. Dann gilt
V(M) =V(l).



Als System definierender Gleichungen kann man also stets ein von homogenen
Polynomen erzeugtes Ideal wihlen. Ein solches Ideal heil3t homogenes Ided von
k[S]. Die homogenen Ideale Jvon K[S] kann man durch die folgende Eigenschaft
charakterisieren:

*) Mit f liegen auch alle homogenen Komponenten von f in J.

(i) Dak[S] Noethersch igt, konnen wir auRerdem annehmen, das Ideal von (ii) wird
von endlich viden homogenen Polynomen erzeugt, d.h. ene projektive

algebraische Menge von P N hat stets die Gestalt
V(Fl’""Fm) mit Fi homogen.

(iv) Ein System definierender Gleichungen einer algebraischen Menge X muf3 nicht
unbedingt das Ideal 1(X) erzeugen. Verschiedene Ideale konnen durchaus
dieselben Nullstellenmenge besitzen.

(v) Fiir jede projektive algebraische Menge X = V(M) ist das Ideal I(X) homogen und
esgilt

X =V((X)).*
Umgekehrt ist jede Menge X C PN mit dieser Eigenschaft algebraisch.

(vi) SeenX,YC pN projektive algebraische Mengen. Dann gilt:
XCY < I(X)21(Y).*
(vii) Fiir affine abgeschlossene Mengen X = V(1) gilt, wie wir wissen,
V() =9 < 1el.
Die analoge Aussage im projektiven Fall ist etwas komplexer. Bezeichne IS das

| desl
IS ={fe k[] | ale homogenen Komponenten des Grades <svon f sind Null}.

der Polynome, deren Taylorentwicklung im Ursprung erst mit einem Grad = s
beginnt.

2.1.4 Der Nullstellensatz im projektiven Fall

Sal | CKk[S] ein homoges Ideal. Dann sind dquivalent:
i Vvih=9

(i) ISQIfijreins

Beweis. (ii) = (i). Esgilt

Z01=Y(R]= V(SySy) = 2.
(i) = (ii). Sei V(1) = . Wir fixieren ein endliches homogenes Erzeugendensystem von
I

I=(F Fm), Fi homogen.

ll"'!
Dann haben die Fi keine gemeinsame Nullstelle im afffinen Raum &Nﬂ,

ausgenommen die trivide Nullstelle (0,...,0), dso haben sie auch keine gemeinsame
Nullstelle mit der ersten Koordinate 1. Mit anderen Worten, die affine abgeschlossene
Menge

n .
V(fl,...,fm) C A mit fi(T

1,...,Tn) = Fi(l’Tl""’Tn) = Fi(l,T)

% Dadie Polynome von M auf X Null sind, gilt M C 1(X), also
X =V(M) 2 V(I(X)).
Da alle Polynome aus 1(X) Null sind auf X, gilt umgekehrt auch
X CV(I(X)).
8 Zu ‘=>": Jede Funktion, die auf der groBeren Menge Y Null ist, ist es auch auf X.
Zu‘<": Wegen (ii) gilt X = V(I(X)) CV(I(Y)) =Y.



ist leer.Nach dem Nullstellensatz folgt
1= Sut = Sumram

i=1 i=1
mit gewissen Polynomen uiek[T]. Wir setzen Ti = SIIS0 und multiplizieren mit dem
Hauptnenner (d.h. einer Potenz von SO) und erhdten, eine Potenz von SO ist

Linearkombination der Fi’ sagen wir,

SpEl
In analoger Weise erhélt man, dal auch Potenzen der anderen Unbestimmten in | liegen.

Wir konnen durch erhohen der Exponenten einen gemeinsamen Exponenten fiir ale
Unbestimmten finden. O.B.d.A. sal also

SimEI fiiri=0,..n.

Ein Potenzprodukt der SI des Grades =m(n+1) ist dann mindestens durch eines der Sim
teilbar und liegt damitin|. Also gilt

Im(n+1) <l
QED.

2.1.5 Zariski-Topologie
Esgilt:
@ VI)UVQ =V(INJ = V() fiir je zwei homogene Ideale I.J von k[S].

(i) miEIV(Ii) =V(Y Ii) fiir jede Familie von homogenen Idealen Ii vonK[S].
i€l
(i) Die projektiven agebraischen Mengen V(M) mit M C k[S] bilden die
abgeschl ossenen Mengen einer Topologie des [P N Diese heift Zariski-Toplogie

des &N,
Bewels. Die Argumentation ist dieselbe wie beim Beweisvon 1.1.5
QED.

2.1.6 Offene Hauptmengen
Die offenen Mengen der Gestalt
D(F) := PN - v(f) = {xePN | F(x) = 0}
mit FEk[S] homogen bilden eine Topologiebasis fiir die Zariski-Topologie des P N sie
heiRen offene Hauptmengen.

Beweis. Sei U C PN offen und xEU ein Punkt. Wir haben zu zeigen, es gibt en
homogenes Polynom F mit

x € D(F) C U.
Nach Voraussetzung hat U die Gestalt

u=pN. V(Fy,F)
mit homogenen Polynomen Fiek[S]. Wegen x € U gibt eseini mit Fi(x) =0. Mit F ;=
Fi giltaso

x € D(F)
und
V(F)2 V(Fl""’Fr)

aso



DA CPN-VF,,.F)=U

1

QED.
Bemerkungen

(i)

(ii)

Fiir jeden Punkt [x]EP" ist mindestens eine projektive Koordinate ungleich Null,
d.h. esqilt

PN = D(Sy)UD(S,)U...UD(S ).

Jede der offenen Mengen D(S|) kann man wie folgt mit dem & identifizieren.

X X. X. X
S oan L2 1 1 N
D(S) = A" [Xgx,] (Xi R X:‘)
Als Umkehrabbildung erhélt man

n—)
A D(S|) , (XO""’Xi-l'Xi+1"“’Xn) a (XO"“'Xi-l’l’xi+1""’xn)'

Die Mengen D(SI) betrachtet man deshalb auch as affine offene Untermengen

des P,
Allgemeiner, sai LEK[S] - {0} ene Linearform, d.h. L sai homogen vom Grad 1
und nicht identisch Null,

= COSO + ...+ CNSN.

Bezeichne ¢ den Spaltenvektor mit den Koordinaten C.: Wegen ¢ = 0 kann man c

zu einer umkehrbaren (N+1)x(N+1)-Matrix (C,A) ergidnzen. Dann sind die
Abbildungen

e:DL) = &N [x] —= L(X) - XA

y:An-D(L) , xa [(1LX)(cA) Y
wohldefiniert und zueinander invers. Sie identifizieren die offene Teilmenge D(L)

des projektiven Raumes mit dem A"

Beweis der Aussagen von (ii). Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert auf Grund der
Definition von D(L). Die Abbildung v ist wohldefiniert wegen

(1)

L(Lx)(cA) Y = @A)y lc= (1x)e =1

Das vorletzte Gleichheitszeichen gilt, well (c,A)'l-(c,A) die Einhetsmatrix i, d.h.

(cA)?

c=e ist die erste Spalte der Einheltsmatrix.

Weiter gilt

mity =

B () = QLA ) = 7 (L0EA) A
(1.x)(c,A)"L Wegen () it L(y) = 1. Damitist
o)) = (LX)(CA) 1A = (Lx)(e S ES

Das vorletzte Gleichheitszeichen gilt, well (c,A)'l-(c,A) die Einhetsmatrix ist, d.h.
(c,A)'lA ist die Einheitmatrix ohne die erste Spalte.

Schliefdichist

(@) = Wy <) = [y AT Y = [(LexA)CA) Y
=[(xexA)CA) ] =[x (CA)CA) ] =4



QED.

2.1.7 Uberdeckung projektiver algebraischer Mengen durch affine

Se X C PN eine projektive algebraische Menge. Dann ist
Ui =XN D(SI)

fiir jedes i eine offene Teilmenge von X und es gilt

X = UOU'"UUN .
Behauptung: Ui ist fiir jedes 1 abgeschlossene Teilmengen des affines Raums D(Si)'
Beweis. Sei
X= V(Fl,...,Fm).
Dann gilt
Ui ={[x] |Fj(x)=0fiir allej,xi¢0}

={[x] | Fj(XL) =0 fiir alle j, xi;:O}_
i

Wiein 2.1.6 Bemerkung (i) identifizieren wir D(S|) mit dem &". Mit
fj(T) = Fj(Tl,...,Ti_1,1,Ti+1,...,Tn)
gilt dann
U = {(xean ;00 =0 fiir alle j} = V(f,...f )

m
QED.

2.1.8 Die projektive Abschlief3ung affiner algebraischer Mengen
Sei X = V(1) C & ein affine algebraische Menge und | C k[T] ein Ideal. Wir
identifizieren den &." mit der offenen Teilmenge

A= D(Sy C P xa[1x],

des projektiven Raums und damit X mit einer Teilmenge des P". Sei

>_(32
die Abschlief3ung von X im P". Fiir f(Tl,..,Tn)EI ist dann
S, S
__ a1 deg f
H() = F(S,S,) = f(s—o,...,s—g) o

ein homogenes Polynom, welches in alen Punkten von XCP" Null ist. Dieses Polynom

heif% Homogenisierung von f. Es gilt
X CV(F|tel)

und damit fiir die AbschlieBung X von X:
X CV(F|fel).

Nach Konstruktion gilt
X =V(F|fel)n &"

Insbesondere ist X eine offene Tellmenge der abgeschlossenen Tellmenge
V(F|fen) C BN,

Esgilt sogar

%2 d.h. der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen des projektiven Raums, die X enthalten.



X =V(F|fel).
Beweis.Da auf beiden Seiten der Identitit abgeschlossene Mengen stehen, reicht es zu
zeigen, jedes homogene Polynom, das auf der linken Seite identisch Null i, ist esauch

auf der rechten Seite. Sei also F homogen vom Grad d und identisch Null auf X. Dann
ist f(T) = F(1,T) identisch Null auf X, d.h. eine Potenz von f liegt im Ideal |, sagen wir

flel.
Das Polynom f hat einen Grad <d, d.h. die Homogenisierung von f,

S, S
_ ¢ 1 . r-degf
H(E") = (S—O,...,S—(’)‘) S

unterscheidet sich von F" nur um eine SO-Potenz,
S, S

1 n) _ Jr(d-degf)
=eme) =S H(f)
SO SO 0
Die Homogenisierung ist aber identisch Null auf V(F | f€l), d.h. F" ist es ebenfalls (als
Vielfaches der Homogenisierung). Dann ist aber auch F identisch Null auf der rechten
Saite.
QED.
Bemerkung
Bisher haben wir zwei Arten von Objekten betrachtet, affine und projektive
abgeschlossene Menge. Im folgenden wollen wir eine gemeinsame Verallgemeinerung
dieser Objekte betrachten.

F = sgd F,

2.1.9 Quasi-proktive algebraische Mengen

Eine quas-proj ektive algebraische Menge ist eine offene Teillmenge einer projektiven

abgeschlossenen Menge.

Beispiele:

1. Projektive abgeschlossene Mengen sind quasi-projektiv.

2. Affine abgeschl ossene Mengen sind quasi-projektiv (nach 2.1.8).

Bemerkungen

(i) Den Begriff der irreduziblen Menge definiert man fiir quasi-projektive Mengen
wieim affinen Fall*°.

(i)  Wieim affinen Fall zeigt man, jede quasi-projektive Menge ist Vereinigung von

endlich vielen abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen®”.

2.2 Regulére Funktionen und Abbildungen
2.2.1 Regulire Funktionen auf quasi-projektiven algebraischen Mengen

Vorbemerkung

Wir begegenen hier einem wichtigen Unterschied zwischen den Funktionen von
homogenen und inhomogenen Koordinaten: eine rationae Funktion von den
homogenen K oordinaten SI :

*irreduzibel = nicht Vereinigung von zwei echten abgeschlossenen Teilmengen
% Andernfalls gibe es eine quasi-projektive Menge X und eine unendliche echt absteigende Kette von
abgeschlossenen Teilmengen. Diese Teillmengen kommen von abgeschl ossenen Teillmengen des

projektiven Raums und liefern eine echt absteigende K ette von abgeschl ossenen Teilmengen im IP n
Durch Ubergang zu den Idealen erhilt man wie im affinen Fall einen Widerspruch.



P( Ol 18)
CoS = Qxs,-5)
kann nicht automatisch als Funktion eines Punktes [x]& P" angesehen werden, auch

wenn Q(X) = 0 ist. Der Wert von f(x) kann sich dndern, wenn man die Koordinaten von
[X] mit einem von Null verschiedenen Faktor A€k multipliziert,

_ PO _ 2989Ppx) deg P- deg Q ¢/,y — 4 deg f.
100 = G0 = 385Dy = f(x) = 1,989 T (x).

Eine Ausnahme bilden jedoch die homogenen Funktionen des Grades O, d.h.

f= o) mlt P,Q homogen vom selben Grad
kann al's Funktion auf P angesehen werden.

Reguliire Funktionen auf quasi-projektiven algebraischen Mengen

Seien X CP"ene quasi-projektive algebraische Menge, x&X ein Punkt und
f.= P
mit homogenen Polynomen P,Q vom selben Grad und Q(x) = 0.Dann definiert f in einer
Umgebung von X, zum Belsplel in der Umgebung
=DQ={[ueX[Qu)=0},

eine Funktion mit Wertenink,

FU—k,[Ua &(%,

Eine solche Funktion heif3t regulir in x€X. Eine Funktion f: X — k, die regulir in alen
Punkten von X ist, heil¥ reguldre Funktion von X. Die Menge aller reguléren Funktionen
auf X wird mit

K[X]
bezeichnet.
Bemerkungen
(i) Einein xeX reguliare Funktion ist regulér in adlen Punkten einer Umgebung des
Punktes x.

(i)  Wie bisher ist k[X] mit den tiblichen Operationen eine k-Algebra.

(i)  Wir haben uns dafiir zu interessieren, ob dieser Begriff der reguldren Funktion im
Fdl, dal3 X ene affine abgeschlossene Menge ist, mit dem bisher verwendeten
tibereinstimmt.

Vergleich der beiden Regularitiitsbegriffe im affinen Fall
Bei der nachfolgenden Argumentation bedeute ‘reguldr’ regulir im alten Sinne. Seien
XC a&aN(= D(Sy C 30
eine affine abgeschlossene Menge und f eine regulédre Funktion auf X, d.h.
f(x) = p(x) fiir alle x€X
mit einem Polynom p&k|[T]. Fassen wir X as Tellmenge von D(SO) auf, so bekommt

diese Formel fiir die Werte von f die Gestalt
X

1 d
£(IX]) = p(l, e ,%) = PX)/Xg

mit einem homogenen Polynom P des Grades d. Damit ist aber f eine regulédre Funktion
im eben definierten Sinne,
Se jetzt umgekehrt f eine Funktion auf X C D(SO), welchelokal die Gestalt



(04) = o0

hat fiir [x]€X mit homogenen Polynomen P,Q des Grades

d:=deg P=deg Q,
wobei es zu jedem Punkt [X]EX eine Darstellung gebe mit Q(x) = 0. Es gilt

X

d P(=—
XOP(X) B (XO)

d T X
X' Q(X) Q(%)
und wenn wir den Punkt as Punkt im affinen Raum auffassen

f(x) = % mit p(x) = P(1,x) und q(x) = Q(1,x).

Mit anderen Worten, f 1483t sich lokal in der Gestalt

f= %mit P.aEKIX]
schreiben, wobei es zu jedem Punkt x€X (C & N) eine Darstellung mit g(x)=0 gibt.
Deshalb definiert f einen globalen Schnitt der Strukturgarbe (vgl. 1.4.7) des affinen
Spektrums

f(Ix]) =

Y := Spec k[X].
Wegen

0,,(Y) =KX]

(vgl. 1.4.8(ii)) gibt es damit aber ein Element ack[X] mit f(x) = a(x) fiir dle xEX, d.h.
f ist eine regulédre Funktion im Sinne der alten Definition.

Bemerkungen
()  Im Gegensatz zur affinen Situation kann es jetzt vorkommen, dal3 der Ring k[X]
der regulidren Funktionen ausschlieBlich aus Konstanten besteht,
K[X] = k.
Im nachfolgenden Abschnitt 1.5 werden wir zeigen, dal3 dies fiir projektive
abgeschlossene Mengen der Fall ist.

(i)  Unmittelbar kann man diesim Fall X = P" sehen. Sei
f= g
mit homogenen Polynomen desselben Grades d = deg P = deg Q. Wir konnen

annehmen, dal? P und Q teilerfremd sind. Dann ist f in alen Punkten €™ mit
Q(x) = 0 nicht regulir®®.

(iv) In anderen Fillen kann sich der Ring k[X] as unerwartet grof3 erweisen. Wir
wissen, fiir affine abgeschlossene Mengen X ist k[X] endlich erzeugt iiber k. Rees
und Nagata haben quasi-projektive Varietiten konstruiert, bel denen das nicht so
is.

2.2.2 Regulire Abbildungen

Reguliire Abbildungen mit Werten im A n
Eine Abbildung einer quasi-projektiven Varietit X mit Werten im AN

% \Weil das Ideal des P" das Null-Ideal ist, erhélt man alle anderen Darstellungen fiir f durch Erweitern
des Bruchesg mit homogenen Polynomen, d.h. auch in den anderen Darstellungen ist der Nenner im

Punkt x gleich Null.



ﬁX—a&ﬂxadﬁ@wjémy
heifd regulér, wenn ihre Koordinatenfunktionen fi regulidre Funktionen auf X sind.

Regulire Abbildungen von quasi-projektiven Varietiiten
Sel f: X — Y eine Abbildung von quasi-projektiven Varietiten mit,

yCPp"
Diese Abbildung heifé regulidr im Punkt X&X, wenn es fiir jede (bzw. fiir eine) affine

offene Menge D(SI)Q]Pn mit f(x)ED(SI) eine offene Umgebung U des Punktes x gibt
mit f(U)QD(SI) und der Eigenschaft, dal die Einschrinkung

(1) ﬂerm$=&“

regulér ist. Die Abbildung heif3t regulir schlechhin, wenn sie regulér in allen Punken von

Xigt.

Bemerkungen

(i) Die obige Bedingung gilt, wenn sie fiir ein D(Si) mit f(X)ED(SI) erfiillt ist, fiir dle
solchen D(SI). Sei nimlich die Einschriankung (1) wohldefiniert und regular, d.h.

von der Gestalt
mit reguldren Funktionen fiEk[U]. Liegt f(x) aul3erdem noch in D(Sj)’ soist diej-
te Koordinatenfunktion f. in x von Null verschieden und dies gilt fiir eine ganze

offene Umgebung VCU von x. Auf V kénnen wir f wie folgt beschreiben.
vy ya 10 1 fag® T,
v U RO R AR AT K

Dies ist eine regulidre Abbildung.
(i) Wie im Fal reguldrer Abbildungen von affinen abgeschlossenen Mengen,
induziert eine regulidre Abbildung
f:X—=Y
von quasi-projektiven Varietiten einen Homomorphismus
f*: K[Y] — K[X]
von k-Algebren und es gelten die iiblichen Formeln

(g=f)* =f*=g* und Id* = Id.

| somorphie

Eine regulidre Abbildung quasi-projektiver Varietiten heif3t |somorphismus, wenn eseine
Umkehrabbildung gibt und diese regulér ist. Quasi-projektive Varietiten heilen
isomorph, wenn es einen |somorphismus zwischen ihnen gibt.

Eine affine Varietiit ist eine quasi-projektive Varietit, die isomorph ist zu einer affinen
algebraischen Menge. Eine projektive Varietiit ist eine quasi-projektive Varietit, die
isomorph zu einer projektiven algebraischen Menge ist.

Beispiel
x=al. {0} ist zwar nicht abgeschlossen im &l aber iIsomorph zur Hyperbel
Y =V(xy-1) C &2,
also ene affine Varietit. Der Begriff der affinen algebraischen Menge ist somit nicht

invariant bei Isomorphismen, wéhrend es der Begriff der affinen Varietét nach Definition
ist.



Bemerkungen

(i)  Wir werden im niichsten Abschnitt zeigen, daB X C IP" abgeschlossen ist, wenn X
eine projektive Varietit ist. Der Begriff der projektiven algebraischen Menge ist
somit invariant bei Isomorphismen und fillt mit dem Begriff der projektiven

Varietidt zusammen.
(i) Es gibt quasi-projektive Varietiten, die weder affin noch projektiv sind.

2.2.3 Beschreibung regulirer Abbildungen in homogenen Koordinaten
Eine regulire Abbildung

f: X — PN
(mit X quasi-projektiv) ist gegeben durch ein Familie von (n+1)-Tupeln
@) (FgF)
von homogenen Polynomen F. gleichen Grades wobei fiir je zwei (n+1)-Tupel
(F o .F ) und (GO, " n)
der Familiegilt

2 FiGj -FJ.Gi =0auf X.
AuBerdem muB es fiir jeden Punkt x€X ein Tupe (FO,...,Fn) geben mit
Fi (x)=0

fiir mindestens ein i. Der Punkt

(3) f() = [Fy(),...F (0] € P"

ist dann gerade das Bild von x bel f.

Bewels. Ist (FO,...,Fn) ein (n+1)-Tupel homogener Polynome gleichen Grades mit
Fi (x) =0

fiir ein i, so ist in einer Umgebung von x&X durch

Fo)  F.O)
fty) = [FoW).- F 0] = [F(y) ---,F(y)]

eine regulidre Abbildung definiert. Im letzten Ausdruck smd die Koordinaten gerade
Quotienten homogener Polynome gleichen Grades, wobel der Nenner nicht Null ist und
die i-te Koordinate gleich 1. Mit anderen Worten, f ist in einer Umgebung von x ene
regulidre Funktion mit Werten in D(Si)'

Bedingung (2) bedeutet gerade, die durch die G’s definierten Bildpunkte haben
Koordinaten, die proportional sind zu denen, die durch die F's gegeben sind. Mit
anderen Worten, diedurch die F sund die G's beschriebenen Abbildungen stimmen in
den Punkten, in denen beide definiert sind, iiberein.

Sei umgekehrt f: X — " reguldr und x ein Punkt mit f(x) € D(Si)' Dann hat f auf

einer offenen Umgebung U von x die Gestalt
fly) = [f o), (Y]
P.

mit reguliren Funktionenfj =36 6] und homogenen Polynomen F’J Qj mit

J
deg PJ =deg Qj und Qj(y) = 0 fiir yeU.

Wir bringen alle Briiche auf den Hauptnenner und kénnen so annehmen,

% Fiir j=i konnen wir fJ = 1 annehmen.



Qj = Q fiir alle j

und damit
deg PJ unabhingig von j.

Damit kdnnen wir f in einer Umgebung von x in der folgenden Gestalt schreiben.

t(y) = [Py(¥)sw-sP (V)]
wobel diei-te Koordinate in allen Punkten dieser Umgebung ungleich Null ist.
Hat man eine weitere solche Darstellung, sagen wir

f(y) = [Ry)-R W]

und sind beide Darstellungen auf der offenen Teilmenge UCX definiert, so gilt
PiRj - PjRi =Qauf U.
fir dlei und j. O.B.d.A. kdnnen wir annehmen, U ist eine offene Hauptmenge, sagen
wir
U = D(H).
Dann gilt
PiRjH - PjRiH =0auf X

Mit anderen Worten, indem wir die aus den lokalen Beschreibungen gewonnenen Tupel
mit geeigneten homogenen Polynomen multiplizieren, erhalten wir Tulpel, fiir welche die

Relationen (2) bestehen®’
QED.

Beispiel fiir eine regulire Abbildung
Seien X := V(x2+y2-1)C & 2 der Einheitskreis und
A

™~

¥

e

VL

o

T-%

frX — &l (xy)a 1y—X

die Projektion auf die y-Achse mit dem Zentrum (1,0).* Fiihren wir projektive
Koordinaten ein:
v W
X= U Y = U .
Dann bekommt die Abbildung die Gestalt

v Vv
f(Lgg)) = [1 150 = [1-xy] = (15 = [, w,
d.h.
fluv,w] = [u-v,w].
Die beiden homogenen Polynome u-v und w sind Null im Punkt [1,1,0] (und nur dort).
Aber auf dem Einheitskreit gilt

tiberhaupt eine Funktion beschreibt, und fiir zwei Tupel mit dieser Eigenschaft bestehen die Relationen

).
% Diesist nur eine rationale Abbildung, welchein (1,0) € X nicht regulir ist.



VZ+w2-12=0

wl= u2-v2= (u+v)(u-v)
aso
flu,v,w] = [(u-v)w, W2] = [(u-v)w, (U+Vv)(u-Vv)] = [w, utv]
Die Formenw und u+v sind in [1,1,0] nicht beide Null, d.h. die Abbildung ist regulir.

Wir haben damit zwel Paare
(u-v, w) und (w, utv)

gefunden, die auf der projektiven AbschlieRung X von X eine regulire Abbildung
Y 1
X—=F
definieren, welche auf X mit der gegebenen Abbildung iibereinstimmt. Man beachte, die

beiden lokalen Definitionen dieser Abbildung sind vertriglich:

(u-v)(utv) = u-vZ=wl

2.2.4 Die Topologiebasis der affinen Varietiiten

Lokalen Eigenschaften

Sei X eine Varietit. Eine Eigenschaft von X heif3t |oka, wenn X diese Eigenschaft besitzt,
sobald die Mengen Ua einer offenen Uberdeckung von X sie besitzen.

Die Abgeschlossenheit als |okale Eigenschaft

Die Eigenschaft einer Tellmenge Y CX, abgeschlossen zu sein in einer quasi-projektiven
Varietit X, ist eine lokale Eigenschaft.

Beweis. Sel X =U U(x eine offene Uberdeckung mit

YNU _ abgeschlossenin U
o (03

fiir jedes o.. Wir haben zu zeigen, dannist Y abgeschlossenin X.

Nach Voraussetzung gilt
Ua =X- Za mit Zaabgeﬁchlossen inX.

und
YNU =U NT mitT abgeschlossenin X.
(0] o o o
Esreicht zu zeigen,
Q) Y=N(Z UT).
o o
Sei yeY. Fiir yEUa gilt
yeynu CT
o o
und fiir y& Ua gilt
yeY-U =Z
o o

In beiden Fillen gilt yETaUZa' Damit gilt in (1) wenigstens“C".
Sei jetzt umgekehrt yETaUZa fiir alle o. Wegen X = UUa gilt

yEUa

fiir mindestens ein o.. Dann gilt y$Za, aso yETa' aso yETaﬂUaQY.
QED.

Existenz einer Uberdeckung durch affine offene Mengen

Sei X eine quasi-projektive Varietit. Dann hat jeder Punkt x&X eine offene Umgebung,
die isomorph zu einer affinen Varietét ist.



Bemerkung

Da offene Teilmengen quasi-projektiver Varietiten wieder quasi-projektiv Varietiten
sind, bilden die offenen Umgebungen von X, welche isomorph zu affinen Varietiten
sind, eine Topologiebasis von X. Man nennt sie affine offene Tellmengen von X.

Beweis. Sei X C P". Wir kénnen annehmen, xEX liegt in D(So),

X ED(Sy) = AN
d.h. die O-the Koordinate von x ist nicht Null. Nach Definition der quasi-projektiven

Varietit gilt
XﬂD(SO) =Y-Y’

mit abgeschlossenen Mengen Y,Y'CA&."*° O.B.d.A. sa Y'CY. Wegen XEY gibt esein
Polynom fEk[T] mit
f=0auf Y’ und f(x) = 0.
Dann gilt
x€D()NY CY-Y’
und esreicht zu zeigen, dal3
D)NY
isomorph ist zu einer affinen Varietit.

Y =V(f fm)gﬁl».”

1
Seien Z die affine Varietét
— f-.1yC &N+l
Z: V(fl,...,fm, Tn+1f 1)C &
und @ die reguldre Abbildung
7 o &
@:Z— A (Xl’""xn+1) a (xl,...,xn).

DasBild von @ liegt offensichtlichin Y und in alen Bildpunkten x gilt f(x) =0, d.h. ¢ ist
eine Abildung

@: Z— D(f)NY.
Welter ist die Abbildung
- _ 1
Y: D)NZ —=Z,x = (Xl""’xn) a (xl,...,xn, f(x))

wohldefiniert und regulér. Es ist leicht zu sehen, dall ¢ und vy invers zueinander sind.
QED.

Bemerkung (weglassen ?)

Mit den Bezeichnungen des Beweises gilt

KID(O] = K[T.T . J10), T H(T) - 1) =K[Y 71 = K Y],

Im Buch von Schafarewich wird behauptet, es gilt
KID(H)] = kX,

was im allgemeinen falsch ist (die rechte Seite braucht nicht definiert zu sein, weil zum
Beispiel k[ X] =k sain kann und f nicht in k[ X] zu liegen braucht).

2.2.5 Stetigkeit der reguliren Abbildungen in der Zariski-Topologie
Sel f: X — Y eine reguldre Abbildung quasi-projektiver Varietdten. Dann ist das

vollstdndige Urbild f 1(Z) einer abgeschlossenen Menge ZCY abgeschl ossen.

% Zuniichst gilt dies mit Y, Y’ abgeschlossen im IP"". Weil die linke Seite aber in & " liegt, dann man
Y und Y’ durch den Durchschnitt mit 4 " ersetzen.



Beweis. Sei x&X. Dann gibt es offene Umgebungen

U C X vonx
und

V CY vony =f(x)
mit

ucamvc an fuycv
derart, daf} die Einschrinkung

guU—=V
von f reguldr ist. Nach (2.2.4, Teil 3) konnen wir annehmen, U ist affine Varietét. Nach
(2.2.4, Teil 2) reicht es zu zeigen,

Lznu =glznv)

ist abgeschlossen in U. Wegen ZNV abgeschlossenin V gilt

ZOV =2 {yeV [@,(y) = .. = ¢ (y) = 0}
mit gewissen reguldren Funktionen g auf V. Dann gilt aber
FLZ)NU = { xEU 4, (G00) = ... = ¢, (9()) = 0}.

Dadie cpj =g reguldre Funktionen auf U sind, ist diese Menge aber abgeschlossen in U.
QED.

2.2.6 Regulire Abbildungen und Verpflanzung regulirer Funktionen

Eine regulidre Abbildung f: X—Y ist eine stetige Abbildung mit der Eigenschaft, dal3 bel
Verpflanzung entlang f reguldre Funktionen in regulire Funktionen iibergehen.

2.2.7 Beispiel: die Automorphismen des pN
sai Ack(N*Dx(N+1) gine ymkehrbare Matrix. Dann ist
A PN = PN [x] a [Ax],
eine regulire Abbildung. Die zur inversen Matrix A™L gehorige Abbildung [A™)] ist
ebenfalls regulidr und invers zu [A]. Insbesondere sind die Abbildungen der Gestalt [A]

Automorphismen des PN, Man kann zeigen, jeder Automorphismus des PN it von
diesr Gestalt (man  betrachte die aus dem Kk[S] induzierten k-Algebra-
Automorphismen).

Anwendung: fiir jeden endlich-dimensionalen k-Vektorraum V setzen wir

IP(V) := Menge aller 1-dimensionalen k-linearen Unterrdume von V
Aquivalent, kann man IP(V) als Menge der Orbits beziiglich der natiirlichen Operation
k*x(V-{0}) =V -{0}, (c,v)acv,

von k* auf V-{0} definieren, d.h.
(V)= (V-{0})/k*.
FirV = kN erhélt man
PNy =N,

Benutzt man ene Basis von V um V mit dem kN zu identifizieren, so erhilt man ene
Identifikation von IP (V) mit dem PN. bie Menge
F(V)

bekommt dadurch die Struktur einer projektiven Varietit.**

47NV ist Durchschnitt von V mit einer abgeschlossenen Menge des £ N Letztereist durch endlich
viele Gleichungen definiert.



Fiir je zwei Basen von V unterscheiden sich die Identifikationen von P (V) mit dem P N

gerade um enen Automorphismus der Gestalt [A]. Die Struktur von [P(V) ds
algebraischen Varietit hiangt damit nicht von der Wahl der speziellen Basis von V ab.

Die algebraische Varietit IP (V) heil3 Projektivierung von'V.

2.2.8 Beispiel: die Veronese-Abbildung

Algebraische Zyklen
Sei X eine quasi-projektive Varietit. Eine irreduzible abgeschlossene Teilvarietit von X
heif3 auch Primzyklus von X. Die von der Menge der Primzyklen von X erzeugte freie
abelsche Gruppe wird mit

Z(X)
bezeichnet und heif3 Zyklen-Gruppe von X. Die Elemente dieser Gruppe, d.h. die
formalen Z-Linearkombinationen

nl-Zl+ ot n ZI mit nieZ und Zi C X Primzyklus,

hei3en (algebraische) Zyklen von X.

Der Raum der Hyperflichen vom Grad m
Fiir jede nicht-negative ganze Zahl m bezeichne
(S|,
den k-Vektorraum der homogenen Polynome des Grades m von K[S] (einschliefdich des

Nullpolynoms). Eine Hyperfliche des Grades m im projektiven Raum PNig eine
projektive Varietit der Gestalt
X=VF)mitFe k[S]m -{0}.

Der projektive Raum
P(KS] )

heif Raum der Hyperfldchen des Gradesmim eN,

Bemerkungen

() Zwe homogene Polynome F, F’ des Grades m definieren dieselbe
Hyperfliche,

V(F)=V(F),
falls se proportiona sind, d.h. F = c-F" fiir ein cek*, d.h. wenn sie dasselbe

Element von P (k[S)] m) reprisentieren.
(i) Die Umkehrung von (i) gilt wenigstens fiir irreduzible Polynome: sind F und F”
irrduzible Polynome des Grades d mit
V(F) = V(F),
so sind auch die affinen Teile dieser Hyperflidchen gleich, d.h. mit
'(T)=F (Tl""'Ti-l' 1, Ti - 'TN
(M) :=F (T Ti-l’l’Ti""’TN
gilt
V() = V() im &N,
Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz gibt es ein reN mit
| fr
aso

11---;

! d.h. eines topologischen Raumes, auf dessen offenen Teilmengen der Begriff der regulidren Funktion
definiert ist.



(iii)

(iv)

v)
(i)

SO SN S S

1] y O N
F (gu""’?)“:r(s_i""’?)
aso

F | S F" fiir ein sSEN (und jedesi = 0,...,N).
DaF” dsirreduzibles Polynom nicht Teiler von zwei verschiedenen SI sein kann,
folgt

F | F.
Well F und F’ denselben Grad besitzen, folgt

F” = ¢ F’ fiir ein cEK*,
d.h. F’ und F” reprisentieren denselben Punkt von P (K[S] m).
Fiir reduzible Polynome ist die Umkehrung der Aussage (i) im algemeinen
falsch: sind zum Beispiel F und F” lineare homogene Polynome, welche nicht
proportional sind, so gilt

V(F2P) = V(FF 2),deg P2F =3 =deg PP 2.

Durch Einfiihrung einer geeigneten Terminologie kann man jedoch erzwingen, daf3
die Umkehrung von Aussage (i) gilt: statt gewohnlicher Hyperfldchen betrachte

man Zyklen aus irreduziblen Hyperfldchen. Fiir jedes homogene Polynom
Fe k[T m- {0}

mit der Primfaktorzerlegung
n n
F=F L. .FT
1 r
bezeichnen wir mit Z(F) den Zyklus
Z(F):=n_V(F,)+..+n-V(F).
1 1 r r
Zyklen dieser Gestalt heif3en Divisoren des PN. Siebilden eine Untergruppe
Div(BN) C Z(BN).

Ist
Z(G):=m V(G)) +... +mV(G)

ein weiterer solcher Zyklus, so gilt
Z(F)=Z2(G) <= V(Fi) = V(Gi) und n.=m firi=1,..r.

= Fi = CiGi , ni = mi ,ciek* firi=1,.r

n n m m
<Fl .Fr=cG 1..G Tfirein cEk*
1 r 1 r
< F = ¢G fiir ein ceEk*
< F und G definieren denselben Punkt von [P (K[S] m).
Mit anderen Worten,
P(KS] )

ist tatséchlich die Menge aller projektiven Hyperflichen des Grades m, wobel man
jedoch die Vidfachheten, mit denen eventudle irreduzible Komponenten
auftreten, berticksichtigen muf3.

m+N
m,N =g )-t
Wihlt man die Potenzprodukte des Grades m as Basis von k[S]m , um

P(K[S] ) ist en projektiver Raum der Dimensionsv
m

lP(k[S]m mit dem projektiven Raum



Vv
P(KS], )= P mN
zu identifizieren, so sind die Koeffizienen des homogenen Polynoms FE k[S]m -
{0} gerade die projektiven Koordinaten des durch F gegebenen Punktes von
P(K[S] rn).
Bewels von (v). Wir haben zu zeigen,
dim KIS = m+N
im KIS =" )
Wir fiihren den Bewels durch Induktion nach N. Der Fall N = 0 ist trivid: es gibt nur

ein Potenzprodukt des Grades m in einer Unbestimmiten.
Bezeichne

S =(S ""'SN+1)
das Tupel mit einer zusitzlichen Unbestimmten SN L1

mit Koeffizienten aus k[S] schreiben.

Jedes Element von k[S'] 14Bt

sich auf genau eine Weise als Polynom in SN+1

Deshalb gilt

dimk k[S’]m = dimk k[S]Im + dimk k[S]m_1 +..+ dimk k[S]O,
also nach Indukionsvoraussetzung

. 1 _ ,mM*+N m-1+N 0+N

dlmkk[S]m—( m )+ ( mel )+ ( 0 ).
Esreicht also zu zeigen

m+N+1 m+N m-1+N 0+N

= (T )+ (g ).
Fiir m = 0 ist das trivial, da dann auf beiden Seiten 1 steht. Fiir m > O erhalten wir

m+N m-1+N O0+N
RHS =( m )+ ( mel )+ ..+ ( 0 ).

_ (m+N m+N

m )+ ( m-1 ) (nach Induktionsvoraussetzung beziiglich m)
m+N m+N . )
=( N )+ ( N+1) (Symmetrie des Pascal schen Dreiecks)

m+N+1 _
=( N+1 ) (man verwende das Pascalsche Dreieck)
m+N+1 . )
=( m ) (Symmetrie des Pascal schen Dreiecks)
=LHS

QED.

Definition der Veronese-Abbildung

Bezeichne
200 ={(igi ) EZN i 20firv=0...N}

die Menge aller N-Tupel mit nicht-negativen ganzen Koordinaten. Fiir

. . N
I = (IO""’IN)EZZO
bezeichne o _
li| = |0+...+|n
die Summe der Koordinaten von i, und fiir x = (xo,...,xN) e



S i
x'=x 0. .xN
0 N

das zugehorige Potenzprodukt. Ein Element i der Menge le\lo hei3e m-zuléssig, wenn

gilt
|i]=m.

Dannist die Abbildung

V -
v: PN MN 147 8 [x! 1 ist m-zuliissig |

eine reguldren Abbildung und heifit m-Veronese-Abbildung. Das Bild dieser Abbildung
hei% m-Veronese-Varietit. Wir bezeichnen die projektiven Koordinaten eines Punktes

g=[y]eP ™N mit

v. (),
Dabei durchlaufe i die m-zulidssigen (N+1)I-Tupel. Die i-te Koordinate des Bildes von p
= [x] €PN bei der Veronese-Abbildung ist also gerade?
v, (V(x)) = X
Bemerkung
Ist X = X(F)C P" eine Hyperfliche des Grades m,

F(S) = D a .siO-...-sin,

i0+...+in:m 0'n 0 n

A%
s0 ist das Bild v(X) € P " von X bei der Veronese-Abbildung gerade der
Durchschnitt
Im(v) " H
des Bildes von v mit der Hyperebene
A%
H: D a v . =0imP nm
iO+...+in:m 0""'n 0""n
Diese Tatsache gedtattet es, manche Fragen, die im Zusammenhang mit Hyperfldchen

auftreten, auf Fragen zu reduzieren, die sich auf Hyperebenen beziehen.

Die Gleichungen der Veronese-Varietiit

v
0] Die m-Veronese-Varietit ist eine abgeschlossene Teilmenge des [P mN
(i) Die m-Veronese-Abbildung ist ein Isomorphismus
v: PN = Ny,

(i)  Daslded I(v(IP I\I)) der m-Veronese-Varietit wird von den Polynomen der
Gestalt

Vi TV -V vJS mit \élavlv = \élﬁvlv (1)
erzeugt.

VYm,N

2 \Wir bezeichnen die affine Abbildung &. N_ & ,xa (Xi | i ist m-zulissig), ebenfalls mit v.



Beweis. Zu (i). Bezeichne & das von den Gleichungen der Gestalt (1) erzeugte Ideal,
[0 o

p
1 r 1 r . .
a@c=(V e - s ol = B )CK[Y.
1 ol T g \él Vv \él Vv
Jedes der Polynome (1) ist homogen:

(3 a)m= 3 a li|=1$ ai l=| ﬁ = > BV|JV|—(§ p)m

v=1 v=1 v=1
d.h. @ ist ein homogenes Ideal von k[S]. AulRerdem gilt
v(PN) Cv(a),

denn fiir jeden Punkt p=[x] € P N gilt

ia [
o o : :
v e 00 = T 109 = 0 6 = v

und analog
§ B, o
|31 [3 e vjv vag vV oo
Y] (v(x)) X =X =V v (%)
1 Is 1 r
Sei jetzt umgekehrt

eine gemeinsame Nullstelle der Gleichungen (1). Esreicht zu zeigen, g liegt im Bild der
m-Veronese-Abbildung. Nach Voraussetzung ist g fiir jedes m-zuléssige

F= (i gl )
Nullstelle der Gleichung™® . _
m_ '0 N
Vi =(v_ ) TV ).
[
me, mey,
Da mindestens eine projektive Koordinate von g ungleich Null ist, gibt esein me mit
% eoL(y) = 0.
Wir betrachten den Punkt
p=[X]:=1[v, W), v W1
(m 1)e0t+eo (m 1)e0t+eN
Esreicht zu zeigen,

Nach Definition von v und p hat v(p) die é)??)jelguven Koordinaten
- 0
0D =V gge 4o 00 (Vin e +eN(y»
= Ve O 1-vi )

Das letzte Gleichheitszeichen gilt, well g nach Voraussetzung Nullstelle der Polynome
(2) ist und weil gilt

“dennesgiltmi=(mi_,...mi_)=i -me +..+i -me_ .
gt mi = (mig,-..miy) =1yme, 'NN



((m De +e0)+ + | ‘((m-2)e +eN) = E i (m 1)e + E i Y
v=0" v=0"
= (m-1)-mea +1.
Mit anderen Worten, die projektiven Koordinaten von v(p) sind proportional zu denen
von g, d.h. esgilt
v(p) = 0.

= [X'] und p” = [X"]

Zu (ii). Fiir je zwei Punkte

von PN mit
_ _ _ v(p') = v(p")

gibt es ein cck* mit _ _
2 x"! = ex ! fiir jedes m-zulissige i.
Wir fixieren eine projektive Koordinate von p’, welche ungleich Null ist, sage wir die a-
te

X'a = 0.
Wegen (2) ist dann auch die a-te Koordinate von p” ungleich Null,

X" = 0.

(0

Fiir jede beliebige Koordinate x”, von p” gilt dann aber

P 1
” . ” m'
X g (<" )
d.h. die projektiven Koordinaten von p’ und p” sind proportional, d.h. esgilt p’ = p”.
Wir haben damit gezeigt, die Abbildung
v: PN = v(®N) is bijektiv.
Nach Definition ist sie reguldr. Wir haben noch die Regularitit der Umkehrabbildung zu
zeigen. Wie wir im Beweis von (i) gesehen haben, ist in jedem Punkt von v(]PN)
mindestens eine der Koordinaten Vine ungleich Null, d.h.
[0

v(PN) CV(v, ) U..UV(v
0

)m'l

=c x’ﬁ-(x’ o

)-
mey,

Esreicht also zu zeigen, die Umkehrabbildung ist auf jeder der offenen Teillmengen
N
©) V(P )ﬂV(vmea)

regulir. Auf (3) kennen wir aber auf Grund des Beweises von (i) die Umkehrabbildung.
Esist gerade die Abbildung

V(P )mV(vme )= P, [yi | i zulédssig] a [y(m-l)e te ,y(m_l)e +e l.
o a 0 o N

Dies ist eine regulidre Abbildung, denn die o-te Koordinatenfunktion

Yim-1e +¢ = Vme
a o o

ist im Definitionsbereich von Null verschieden.
Zu (iii). Wir haben bereits gesehen, das von den Polynomen der Gestalt (1) erzeugte
|ded

a a [5

1 r
@ = (Ve o i Bj )KS.

"1 't J1 s %1 vy & Jy
definiert das Bild der Veronese-Abbildung. Wir haben noch zu zeigen, jedes homogene
Polynom



o v
Fv) = y Lyt L
(v) = > c y =y, =3¢y
I I 1.. . YI !"'!Yl 1 I t Y Yl I_
el g zuldssig g t . L
welches auf der Veronese-Varietit identisch Null ist, ist eéine Linearkombination dieser
Polynome. Sei F ein solches Polynom des Grades d, d.h. fiir jeden Summanden gilt

da=y Y-
v
Dann ist das homogene Polynom
ﬁv |
|1Y|1 Itylt ::|_|\/V
Fiv(x))=Sc -(X (X = X
M=z ) Teeh Ry
1 t 1 t
des Grades m-d identisch Null in x. Dann miissen aber adle Koeffizienten dieses

Polynoms Null sein: fiir jedes iEZZNO mit |i| = md gilt

* C =0
) 2 Yoo
1 t
wobei die Summe tiber alle v = (yl o) ) erstreckt werde mit
- 1 t
<y|_,|_>:: é Y| IVZI.
v=1l v
Diese Bedingung zerlegt die Menge der Exponenten-Tupel Yo Y in paarweise
1 t

digunkte Klassen. Wir wihlen jetzt aus jeder dieser Klassen ein Tupd, d.h. fiir jedes i
bezeichney(i) = (yl (i)""’YI (1)) eines der Tupel 1 welche dieser Bedingung geniigen:
1 t -

(4) éyl 'v:':éﬁ 01 -

v=1l v v=1l v
Nach (*) ist die Summe der Koeffizienten Null, wenn man iiber eine Klasse summiert.
Esgiltaso

o<y L)
Fw=3c oty L)
y Lo L
|_ L
(die Summe der Koeffizienten CY mit ein und demselben y(<y| , 1 >) ist Null). Nun ist
I_ L
aber
Y vy, L)

L7
ein Polynom der Gestalt (1)*, d.h. F ist eine Linearkombination von Polynomen der
Gestalt (1).
QED.

“ wegen (4).



Bemerkung

Das von den Polynomen der Gestalt (1) erzeugte lded @ wird sogar von den
Polynomen der Gestalt

(5) Vivj "V, fiir alle i,j,k,] miti+) =k+l .

erzeugt.

Zum Beweis bezeichnen wir das von den Polynomen der Gestalt (5) erzeugte Ideal mit
b.
Dann gilt
bCa.

Wir haben zu zeigen, es gilt sogar das Gleicheitszeichen. Zum Bewels bendtigen wir
zunéchst zwei Lemmata.

Lemmal

Seien i und j Zwel m- zula551ge (N+1)-Tupel der Gestalt
|—(|O, wigle g N) m|t| <m- |0 's-l
J = (JO! !JSJJS+11 ;JN) m|t0<]s

(d.h. |S|st nicht maximal undjsist nicht minimal). Dann gibt es ein Polynom

V.V. -V, V
]l

der Gestalt (5) mit
S .
I —(|0, ol 1,| +1,%,....%)
— (1 *
p= 00,...,191,13 1*,..%).
Bewes. Well isnicht maximal is, gibt eseint mit s<tund
0< it'
Weilj nicht minimal ist, gilt
H<m-j<m
Damit sind die beiden folgenden Tupel zuléssig:
| #*i+e_-e
s t
p="j-e5*e
Dann ist aber ViVj "V vIO von der Gestalt (1).
QED.

Lemma?2

Salen il,...,i n m-zuléssige Tupel. Wir bezeichnen die Koordinaten von deren Summe mit
IO,...,IN X | |

(IO,...,IN) = |1+...+|n.
Sei r so gewdhlt, daf} gilt

|0+"'+|r-1 <mundm= IO+ +I

5 iS kann vergoBert werden wegen iS < m nach Voraussetzung. Nach Wahl von t kann it verkleinert

werden.
6 jS kann verkleinert werden wegen 0 < jS nach Voraussetzung. Nach Wahl von t kann jt vergroBert

werden.



(wir lassen den Fal r = 0 zu, in welchem die Summe links gleich 0 sai). Weiter
definieren wir

o =g

J_r-l :zlr-l

ot =m-lg--lig
Dann st _ _

j .—(JO,...,jr,O,...,O)

ein m-zuldssiges Tupel und es gibt m-zulédssige Tupel | 2,...,I N mit

(6) Vi Ve s Veyp eb.
1 n J 2 n
Bewels. Se
S<r

die grote ganze Zahl mit der Eigenschaft, dal3 es ein iV gibt, dessen s+l ese

Koordinaten mit denen von | iibereinstimmen:

IVZ(jO, ,jS,* s ey ¥).

Wir lassen dabei den Fall s = -1 zu, in welchem sidmtliche erste Koordinaten samtlicher i
von jO verschieden sind. Wir fiihren den Beweis durch absteigende Induktion nach s.

Induktionsanfang s=r. In diesem Fall ist die Summe der ersten s+1 Koordinaten von iv

gleich m, d.h. die iibrigen Koordinaten sind Null. Es gilt also
I =],
v
d.h. j kommt unter den Tupeln i vor. Wir konnen as Polynom (6) das Nullpolynom

wiihlen.
Induktionsschritt s< r. Auf Grund der Gestalt von iv haben alle iibrigen iM die Gestalt

iM =(0,....,.0,*, ..., *) (dieersten st+1 Koordinaten sind Null).

Wir bezeichnen die (st+2)-te Koordinate von iV mit a,
., . . .
IV—(JO, ,jS,OL, y ey ¥).

Dann gilt

o < o1 und o <* m-jo- .

<
a|$ - - -

o= mln(lS+1 M-jg= -js).
Wir nehmen z_unéichst an, di_ese Ung_leichung ist echt,
@) (x<m|n(ls+1,m-]0-...-15).
Nach Definition von IS+1 gibt es dann ein iM (u=v), dessen (st+1)-te Koordinate
positiv ist,

iu=(0, b, OB, ) mitO<p.

Wegen (7) gilt o <m - jS <= m, d.h. die Tupe iV und iM geniigen den

= P
0
Bedingungen von Lemma 1:

cx<m-j0-...-jsund0<[3.

4" das gilt nach Definitonvon | .
s+l

“® das gilt wegen der Zuldssigkeit von i .
v



Deshalb gibt es zuldssige Tupel | und p der Gestalt
| = (jo, ,js,(x+1 Ve )

p=(,..,0,p-1,*,..,%)
derart, dal3 das Polynom

Vi VooV
v ou b
von der Gestalt (5) ist, also im Ided b liegt. Wir kénnen das uns interessierende
Produkt
Vi eV,
1 n
modulo b abindern indem wir v, und v. durch Vi und vp ersetzen. Mit anderen

v u
Worten, wir konnen die (s+2)-te Koordinate oo von iV vergroBBern. Das konnen wir

solange tun, solange Bedingung (7) erfiillt ist. Das bedeutet aber, der Beweis der
Behauptung ist damit auf den Fall mit

(8 a:min(ls+1,m-jo-...-js).

reduziert. Genauer: es reicht zu zeigen, bel der oben beschriebenen Reduktion auf den
Fal (8) kommt es stets zu einer VergroBerung der Zahl s, d.h wir erreichen ene
Situation, in welcher die Behauptung auf Grund der I nduktionsvoraussetzung folgt.

Im weiteren Beweis unterscheiden wir zwei Spezialfille.
1.F<':i|:oczm-j0-...-jS (a|50(xsls+1).

In dieser Situation sind alle Koordinaten von iV , dieauf die Koordinate a. folgen, gleich

Null,

IVZ(jO, ...,js,a,o,...,O)

und esist _ _ _
|O+"'+Is+1 = jo+...+js+|s+1 =]
Nach Definition von r gilt damit r < s. Da s stets < r sein sollte, haben wir damit den
Beweis der Behauptung auf den Induktionsanfang s = r zuriickgefiihrt.

2. FHl:a= |s+1< m-jo- -jS.

Wir konnen auflerdem annehmen, s < r (da der Fall s = r bereits behandelt wurde).Es gilt
dann

oA ta=m

IO- IS+1<m
aso nach Definition vonr,
s<stl=<r-1,
aso _
Js+1 ™ Is+1 =%
d.h. wir haben den Beweis der Behauptung auf den Fall mit
= DS g A "
IV—(jO, ,jS,jS+1, .

zuriickgefiihrt, d.h. auf den Fall mit einem um 1 vergroBerten S. Die Behauptung gilt
somit nach Induktionsvoraussetzung.
QED.

Beweis der Bemerkung.
Wir haben zu zeigen, jedes Polynom der Gestalt

0. _n
. SV mity 0= I
1 n '1'2 '‘n y=17 y=2 7



liegt im Ideal b. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach n. Der Fal n = 1 it
trivial, denn dann gilt i1 =1 1 und das betrachtete Polynom ist das Nullpolynom. Sei jetzt

n> 1. Nach Lemma 2 kann man die beiden Produkte
Vo eV und ViV ey
1 n 1 2 n
modulo b so abiindern, das beide den im Lemma beschriebenen gemeinsamen Faktor vJ
besitzen. O.B.d.A. s
i=l _=j.
n n
Zum Beweis der Behauptung reicht es dann aber, wenn wir zeigen
Vi Ve VY e b.

17 Tt g

Dasist aber der Fall nach Induktionsvoraussetzung.
QED.

2.3 Rationale Funktionen und Abbildungen

2.3.1 Rationale Funktionen

Sa X C PN eine irreduzible quasi-projektive Varieit.
Bezeichnungen:
0, = {g | P.QEk[S] homogen vom selben Grad, Q#1(X)}
=P
MX = {Q E[’_JX | PEI(X)}.

Esist leicht zu sehen, dal3 UX ein Ring ist. Nach Konstruktion ist jedes Element von [’_JX

, dasnichtin MX liegt, eine Einheit, d.h. M, ist maximales Ideal von [f)x (das einzige),

und

X

.50
K(X) =% 0 M,

ein Korper. Er heif3t Korper der rationalen Funktionen von X.

Bemerkungen
() DaX irreduzibd i, haben je zwe nicht-leere offene Mengen von X einen nicht-
leeren Durchschnitt. Das hat zur Folge, dal3 zwei rationale Funktionen auf X genau
dann gleich sind, wenn sie auf einer nicht-leeren offenen Tellmenge gleich sind.
Deshalb gilt
k(X) = k(U) fiir U C X nicht-leer und offen.>*
(i) Aus(i) ergibt sich,

k(X) = k(X),
wenn X die Abschlielung von X im projektiven Raum bezeichnet.

“ Diesist der lokale Ring des PNim allgemeinen Punkt X. Er besteht aus den rationalen Funktionen

Eauf dem ]PN, deren Nenner Q nicht identisch Null ist auf X.

% Zwei Quotienten gwerden as gleich angesehen, wenn sie sich um einen Quotienen unterscheiden,

deren Nenner auf X identisch Null ist.
5t formales Argument: esgilt 1(X) = 1(X), aso I(X) = I(U) falls X = U, also k(X) = k(U) falls X = U.



(iii) Fir affine Varietidten stimmt die hier gegebene Defintion mit der urspriinglichen
tiberein.
(iv) Eine rationae Funktion fEk(X) heif¥ regulir im Punkt xEX, wenn es homogene
Polynome P,Q desselben Grades gibt mit
f= g in k(X) und Q(x) = 0.

In dieser Situation heif¥ f(x) = %Wert von f in x. Die Menge der Punkte, in

denen f regulr ist, wird mit
Def(f)
bezeichnet und heil3t Definitionsbereich von f.
(v) Einerationale Funktion auf X kann man auch definieren a's eine Funktion, die
regulér auf einer offen Teilmenge von X ist.

2.3.2 Rationale Abbildungen mit Werten im pN

Sa XCPM eine irreduzible quasi-projektive Varietit. Eine rationale Abbildung
. N
f:X—=PF

(Fy-F )

von homogenen Polynomen gleichen Grades, wobel wenigstensein Fi nicht identisch
Null ist auf X. Zwei solche (n+1)-Tupd (F Fn) und (F O,...,F’n) definieren dabel

diesdlbe rationale Abbildung, wenn
FiF’j - FJ.F’i =0Qauf X

ist gegeben durch ein (n+1)-Tupel

o

gilt fiir alle 1 und j.

Indem man durch eines der Fi teilt, welches nicht identisch Null ist, kann man eine

rationale Abbildung auch durch Angabe von n+1 rationalen Funktionen auf X
definieren. Sind diese Koordinatenfunktionen sédmtlich in einem Punkt regulir, so sagt
man die rationale Abbildung sei regulir in diesem Punkt.

Die Menge der Punkte, in denen eine rationale Abbildung f regulér ist, ist nicht-leer und
offen. Siewird mit
Def(f)

bezeichnet. Weiter heil%

Im f := f(Def(f))
Bildvonf.
Bemerkung
Man kann eine rationale Abbildung auch definieren as regulire Abbildung auf einer
offenen Teilmenge.

2.3.3 Allgemeine rationale Abbildungen

Seien X und Y C " irreduzible quasi-projektive Varietiten. Eine rationale Abbildung
f:X =Y
ist dann eine rationale Abbildung f:X — " mit Im(f) C Y. Die Komposition rationaler

Abbildungen wird in der naheliegenden Weise definiert.
Bemerkungen

(i)  Jede dominante rationale Abbildung f: X — Y (d.h. f(X) = Y) induziert einen k-
Homomorphismus
£ k(Y) — k(X)

mit den tiblichen Eigenschaften, d.h. (feQ)* = g*=f* und Id* = Id.



(i) Einerationale Abbildung mit einer (rationalen) Inversen, heil3t birationaler
| somorphismus. Falls ein solcher existiert, so heilen die beteiligten Varietiten
birational isomorph.

(i) Zwei quasi-projektive Varietiten X und Y sind genau dann birational isomorph,
wenn k(X) = k(Y) iiber k gilt.

2.3.4 Isomor phie und birationale | somor phie

Zweli irreduzible quasi-projektive Varietdten X,Y sind genau dann birational isomorph,
wenn es isomorphe nicht-leere offene Tellmengen
UCX,VCY

gibt.
Beweis.Fallsisomorphe offene Teilmengen UCX und VCY existieren, so gilt

k(X) = k(U) = k(V) = k(Y),
d.h. X und 'Y sind birational isomorph. Existiere jetzt umgekehrt ein birationaler
| somorphismus

fi X——=Y
und sei
gY———=X
dessen Umkehrung. Weliter seien
U’ := Def(f)
V' = Def(g)

die Definitionsbereiche von f bzw. g Nach Voraussetzung ist de
Verpflanzungsabbildung g* «f* die identische Abbildung, d.h.
f* kK[Y] = k(X)

it injektiv°?. Das bedeutet, Im(f) C Y liegt dicht in Y. Insbesondereist Im(f)NV’ nicht
leer. Dann ist aber®®

u:=fLv)nu
eine nicht-leere offene Teilmenge von X. Analog ist

V=g {uHnv’
nicht-leer und offen in Y. Nach Konstruktion gilt

f(U) C V' und g(f(U)) =** U, d.h. f(U) C g L(U) € gLu).
Zusamen ergibt sich

f(U) C V.
Analog folgt

g(V) C U.
Nach Voraussetzung sind die Einschrinkung f: U — V und g: V—U invers zueinander

(und nach Konstruktion regulire Funktionen).
QED.

2.3.5 Beispiel: Projektionen aus einem linearen Unterraum
SeienL 1""’LN- dEk[S] homogene Polynome des Grades 1, welche iiber k linear
unabhiingig sind. Dann ist
E:=V(Lyly g S pN
ein linearer Unterraum der Dimension d. Die nachfolgende rationale Abbildung heil3
Projektion mit dem Zentrum E,
eN___ N-d-1
. P — [P ,Xa [Ll(x)""’LN-d (X)].

%2 Das Einsetzen der Kooridnatenfunktionen von fe g in regulire Funktionen kann man in zwei Schritten
ausfiihren. Erhélt man beim ersten Schritt Null, ist auch das Endergebnis Null.

% Wir betrachten hier f als regulidre Abbildung Def(f) — Y und g als reguliire Abbildung Def(g) — X.

% f ist auf ganz U definiert und g auf f(U) C V'.



Diese Abbildung ist auf PN_E regulir. Fiir jede abgeschlossene Menge

X CPN-E
des projektiven Raumes, die sich mit E nicht schneidet, induziert it eine regulire
Abbildung

o X — pN-O-1
Diese Abbildung 14t sich wie folgt geometrisch interpredieren.

E

mix)

Wir wihlen als Model® fiir den Bildraum PN"0"1 einen beliebi gen linearen Unterraum
H des PN der Dimension n-d-1, der sich mit E nicht schneidet,°

HCPN HNE=g, dmH=N-d-1.
Zu jedem Punkt xepN-¢-1 gibt es dann genau einen linearen Unterraum EX der

Dimension d+1, in welchem x und E enthalten sind,
EC EX,XEEX,dimEX:dimE+1.

Dieser Unterraum Ex schneidet H in genau einem Punkt®’. Dieser Punkt ist gerade mi(x),
E, N H=*{z(x}.

N-0-1 it einem solchen Unterraum H.
lineare Gleichungen mit der Eigenschaft, daf3

5 d.h. wir identifizieren IP

56
Seien LN-d+1"“’LN+1

linear unabhiéngig sind. Dann ist

H:=V(L L
( n-o+1"""’ N+1)

von der gesuchten Gestalt, denn das lineare homogene Gl eichungssystem
L =.= =0
1 N+1
hat nur die triviale Losung.

5o
Bel geigneter Wahl der Ll’""LN—d

Gleichung wegléft. Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

le"':LN-d-1:LN-d+1:"':LN+1:o

ist dann eine Gerade, d.h. EX N H ist ein Punkt im projektiven Raum.

erhélt man die Gleichungen von EX, indem man dieletzte

% Durch gecignete Wah! der Koordinaten im PN erreicht man



Wenn X gemeinsame Punkte mit E hat, aber nicht ganz in E liegt, so ist &t eine rationde
Abbildung. Dem Fal d = 0O, der Projektion aus einem Punkt, sind wir schon
verschiedentlich begegnet.

2.4 Produkte quasi-projektiver Varietédten

Die Definition des Produkts affiner Varietiten war so naheliegend, dal3 sie keine
weiteren Kommentare erforderte. Fiir beliebige quasi-projektive Varietiten ist die
Situation komplizierter. Deshalb betrachten wir zunichst quasi-projektive Teilvarietiten
im affinen Rdum.

2.4.1 Produkte von Teilvarietiiten des A"

SdenX C &MundY C &N quasi-projektive Teilvarietiten. Dann gilt:
(i) Dasdirekte Produkt
XxY ={(x,y) | xEX, yEY}

ist quasi-projektiv in A MxAa",

(i) Die in (i) definierte Struktur einer quasi-projektiven Varietit ist invariant
gegeniiber Isomorphismen, d.h. sind ¢: X — X und P Y — Y | somorphismen
quasi-projektiver Varietéten, so ist auch
@x: XxY — XxY ein somorphismus.

Beweis. Zu (i). Wir schreiben X = X’-X” und Y = Y’-Y” mit abgeschlossenen

Teilmengen

X, X" C&Mundy’ Yy C &N

Damit ist aber

XxY =X'xY’ - (X'xY” U X"xY"),

also quasi-projektiv.

Zu_(ii). Offensichtlich ist @xy ene regulire Abbildung. Dasselbe gilt fiir die

Umkehrabbildung ¢ 1xapL.

QED.
Li(x) =xi fiir jedes i,
d.h.
E: xlz...:xN_d:O
H:XN-d+1:"':XN+1:O
und

N-d-1

Das Gleichheitszeichen rechts beschreibt die Identfikation des IP mit dem Unterraum H, die man

N-d-1 .

durch Abinderung um einen Automorphismus des P in der angegebenen Weise einreichten kann.

Fiir jeden Punkt p = [x] = [a aN+1] € IPN - E hat man

1

E =P (hx+ | A €K)

+...+A
N-d+1N-d+1 TN N
aso

E NH={[a,..a 4 0.0} = {x(p)}



2.4.2 Vertriglickkeit mit der affinen Definition

Seien XCPPMund YCIP" quasi-projektive Varietiten. Und bezeichne XxY wie iiblich
die Menge der Paare

XxY ={(x,y) | xEX, yEY}.
Wir wollen XxY mit der Struktur einer quasi-projektiven Varietit versehen. Dazu geniigt
es, eine injektive Abbildung

@: XXY — IPN,

zu finden, deren Bild eine quasi-projektive Teilvaritit ist. Die Struktur dieser Teilvarietiit
des PN 16t sich dann auf die Menge XxY iibertragen, indem man die Menge XxY mit
derem Bild bei @ identifiziert, d.h. XxY bekommt so die Struktur einer Varitiit.

Wir wollen dabei fordern, dal3 die so gewonnene Struktur einer quasi-projektiven
Varietit im folgenden Sinne mit der im affinen Fall bereits definierten Struktur
vertraglich ist:

Fiir je zwei Punkte x&€X und y&Y sollen affine Umgebungen U und V existieren,
xeuUCXundyeVCay,
mit der Eigenschaft, dal3
p(UxV) C p(XxY)
eine offene Teilmenge ist und die Einschrinkung von ¢ ein |somorphismus
UxV — ¢p(UxV)
von quasi-projektiven Varietéten.

Behauptung: Durch diese Forderung der Lokalitit ist das direkte Produkt bereits, falls es
existiert, bis auf 1somorphie eindeutig bestimmit.

Beweis. Sa

P: XxY — PM
eine weitere Einbettung mit der geforderten Eigenschaft. Wir haben zu zeigen, dal3 dann
die Zusammensetzung

o™k Y(XXY) = ¢(XxY)
ein Isomorphismus quasi-projektiver Varietéten ist.
Nach Konstruktion ist diese Abbildung bijektiv. ES reicht also zu zeigen, die Abbildung
und ihre Umkehrung sind regulédr. Aus Symmetrie-Griinden reicht es, die Regularitit der
Abbildung selbst zu beweisen. Nun ist die Regularitit eine lokale Eigenschaft, d.h. es
reicht, eine offene Uberdeckung des Definitionsbereichs zu finden, so dal3 die
Abbildung auf jeder offenen Menge der Uberdeckung regulér ist. Sei also
zE P(XxY)
ein vorgegebener Punkt,
z =y(X,y) mit x&X und yeY.

Nach Voraussetzung gibt es affine offene Umgebungen

UC X von x

VCYvony
derart, dal31 einen Isomorphismus von UxV mit einer offenen Umgebung y(UxV) von
zinduziert,

Q) P: UxV P(UxV) = offene Umgebung von z in y(XxY).

Diese Situation bleibt erhaten, wenn wir U und V zum Beispie durch offene
Hauptmengen, die x bzw. y enthdten, ersetzen.>® Das bedeutet, wir konnen erreichen,
daid auch ¢ einen Isomorphismus

2 @: UxV p(UxV) = Umgebung von (p(lp-l(Z)) in p(XxY)

=

e=

% Weil 1somorphismen offene Teilmengen in offene Teilmengen abbilden.



von affinen Varietiten induziert. Dann ist aber auch die Zusammensetzung der Inversen
von (1) mit (2) ein Isomorphismus und insbesondere regulédr im Punkt z.

2.4.3 Vorbemerkung zur Konstruktion der Abbildung ¢

Esreicht, die Abbildung ¢ fiir den Fall X = P und Y = IP" zu konstruieren. Hat
nidmlich

¢: PMpn - pN
die geforderten Eigenschaften und sind XCPM und YCE" guasi-projektive
Teilvarietiten, SO hat die Einschrinkung von ¢ auf die Tellmenge XxY ebenfals diese
Eigenschaften.
Beweis. Man benutze die Tatsache, dal3 die Einschriankung eines |somorphismus auf
eine abgeschlossene Tellmenge reguldr ist, as Bild eine abgeschlossene Tellmenge

besitzt und einen Isomorphismus mit dieser Teilmenge induziert.
QED.

2.4.4 Konstruktion der Abbildung @ im Fall von projektiven Riumen

Wir betrachten den projektiven Raum
P = lp(n+1)(m+1)-l

und fiihren fiir dessen projektive Koordinaten die folgenden Bezeichnungen ein:

Wij ,1=0,..,m,j =0,..,n.

Sei ¢ diefolgende Abbildung
o: PPN - P, ([x],[y]) a [...,xiyj -l
d.h. der Bildpunkt p := ¢([x], [y]) soll die folgenden projektiven Koordinaten haben:
Wi () = XY
Die Abbildung o ist wohldefiniert.

Wegen [x]EII>m ist eine projektive Koordinate von [x] ungleich Null, sagen wir X; =0.

0
Wegen [y]EP " ist eine projektive Koordinate von [y] ungleich Null, sagen wir yj =0.
0
Dann ist aber die projektive Koordi natewiOi (p) := X; yJ. des Bildpunktes p ebenfalls
0 0°0

ungleich Null.
Die Abbildung g ist injektiv. Aus o([X], [Y]) = o([X'], [y’]) folgt

XY, =0y’ iy’j fiir alle i und alle j.

|V|It|0 undJOW|eobenfoIgt

X, =Xy ly. ) undy. =y (X", /X ).
[ 100719 j I 7ig g
Mit anderen Worten die Koordinaten von x und x’ sind proportional, d.h. [x] = [X].

Anaog folgt [y] =[y’].

Im(ep) C [P ist abgeschlossen.

Nach Konstruktion bestehen zwischen den Koordinaten der Bildpunkte von ¢ die
folgenden Relationen.

% Genaugenommen besteht nur Proportionalitit. Wir konnen jedoch die projektiven Koordinaten eines
der beteiligten Punkte geeignet mit einem Faktor multiplizieren.



Q) Wij'WkI -ij-wiI =0.

Esreicht zu zeigen, diese Relationen definieren die Menge Im(¢). Sel dso
p= [...,Wij ] EP

ein Punkt, dessen Koordinaten diesen Relationen geniigen. Mindestens eine Koordinate
von pist ungleich Null. O.B.d.A. sai®*

WOO = 0.

Wir setzen
u:= [WOO,...,WmO]

V= [WOO""’WOn]

q:= U, V).
Dann gilt

Wij(q) =W, O'WOj = WOO'WiJ. wegen (1)

= WOO'Wij.

Mit anderen Worten p und g haben proportionale Koordinaten, d.h. p=q= ¢(u, v). Wir
haben gezeigt

Im(ep) = V(wij-wkI - ij'WiI |i,k=0,..m,jl =0,.,n),
d.h. Im(gp) ist abgeschlossenin IP.

Es gibt eine Uberdeckung des P durch affine offene Mengen U, und eine

Uberdeckung des IP" durch affine offene Mengen v, derart, daR fir beliebigei und] die

Abbildung ¢ Isomorphismen Uiij — cp(Uiij) (€ P) mit offenen Teilmengen von

Im(ep) induziert.
Wir setzen
Ui = D(SI) firi=0,...m.
Vj = D(SJ) fiirj=0,....,n
Dann gilt
cp(Uiij) = Im(cp)ﬂD(WiJ.).

Diesist eine offene Tellmenge von Im(gp).

Indentifiziert man D(Wi.) in der iiblichen Weise mit dem affinen Raum & ;=
A MDM+1)-1 ndem man W = 1 setzt), so bekommt die Menge rechts die Gestalt
cp(Uiij) = Im(cp)ﬂD(wij) = V(Wkl - ij'WiI ) € A

Man beachte auf dieser Tellmenge von &k gilt

Wit = Wi Wi

Insbesondere ist jeder Punkt bereits durch die Koordinaten

wOj ,le ,...,ij und Wi 0,Wi 1,...,Win

festgelegt. Die reguldre Abbildung

& Allgemein hat man nur Wij = 0 fiir ein (i,j). Durch Permutieren der Koordinaten in den

Ausgangsrdumen P™ und P" und entsprechendes Umbenennen der Koordinaten von IP erreicht man
jedoch leicht, dal3 i =j =0gilt.



=

cp(Uiij)IV(WkI “Wy W ) —>&mx§1~.”,(wkl )a ((woj,...,wmj),(wio,...,win)),

ist ein Isomorphismus. Die Zusammensetzung von cp|U oy mit diesem | somorphismus
i
ist gerade die Abbildung
Q: Uiij — &Man
mit der Eigenschaft, daf fiir p = @(X,y) gilt:
ij(p) = xk-yj = xk-l =X,
d.h. es ist @(Xy) = (x)y). Dies igt offensichtlich en Isomorphismus. Die oben

konstruierte Abbildung ¢ hat damit ale erforderlichen Eigenschaften.
QED.

2.4.5 Bemerkung 1 (Interpretation der Gleichungen von I m(g))

w= ()0
ij j—o,.. N
Die Gleichungen des Bildes Im(gp) kann man in der Gestalt
i Wil
W, . W =0
ki "kl

schreiben. Sie bedeuten gerade, die Matrix hat den Rang 1,
rk (Wij) =1
Die Definition der Abbildung ¢ besagt aber gerade, die Matrix (wij) ist das Produkt aus

einer Spalte und einer Zeile.

%0

weEIm(p) sw=| .. (yo, s yn).

X
m

Insbesondere sehen wir, eine Matrix ist genau dann vom Rang 1, wenn sie in der
angegebenen Weise a's Produkt geschrieben werden kann.

2.4.6 Bemerkung 2 (Direktes Produkt zweier projektiver Geraden)
Betrachtenwir den Fal m=n=1,
Xy zZw
©: ]PlxIP1—>IP3, (Tu,v],[st]) a [us,ut,vsvt].
DasBild von g ist durch nur eine Gleichung definiert.

Bezeichnen wir mit x,y,zw die Koordinaten im 3. Dann igt das Bild von @ durch die
einzige Gleichung

X:=Im(p): xw-yz=0
definiert, d.h. X ist eine nicht-entartete Fliche zweiter Ordnung im 3. Die Geraden der
Gestalt

{PxPL p=[ugvy
gehen bei @ wieder in Geraden iiber mit den Gleichungen
XZ= UV =YW
d.h.



XV =2Uq YV = WUy -
Esgibt a'so auf X eine Familie von paarweise digunkten Geraden, die die Fliche fiillen
und von dem stetigen Parameter p = [uo,vo] epl abhiingen. Eine solche Fliche heift®?

Regelflidche.
Analog gehen die Gerade der Gestalt

1 -
]P X{ q}’ q - [SO’tO]

in eine zweite Familie von paarweise digunkten Geraden auf der Fliche iiber. Jede
Gerade der einen Familie scheidet die Gerade der anderen in genau einem Punkt.

2.4.7 Die abgeschlossenen Mengen im PMxP"

Sei X C PP eine beliebige Teilmenge. Dann sind dquivalent:
0] X ist abgeschlossen.
(i)  XistinP™xP" definiert durch ein System von Gleichungen der Gestalt
Gi (uo,...,um;vo,...,vn) =0 (i=1,...,0),
wobe die Giek[u,v] homogen sind sowohl as Polynome in den u as auch ds
Polynomeindenv. dlen.

Beweis. (i) = (ii). Nach Voraussetzung gilt
9(X) = V(- F)
mit homogenen Polynomen Fiek[w]. Damit ist aber

X ={(uv)EP P | F.(e(u.v)) = 0 fiir i=1.....}

= V(Flocp,...,Ftocp)
Nun entsteht aber Fiocp aus Fi indem man fiir die Wij die Produkte uivj einsetzt. Das

bedeutet aber, Fiocp ist homogen sowohl in den u alsauchin den VJ. (vom selben Grad).

(i) = (i). Dadie Abgeschlossenheit eine lokal e Eigenschaft ist, reicht es zu zeigen,
cp(X)ﬂD(Wij) ist abgeschlossenin D(Wij)

fiir beliebige i und j. Wegen wij = ui-vj gilt aber
@(X)ND(w, j) = cp(Xﬂ(D(ui)xD(vj)))
Auf den Teilmengen D(ui)xD(vj) C PMxP" kénnen wir aber die Gleichungen von X

mit u oder vj multiplizieren, ohne daf sich deren Nullstellenmenge dndert.

Deshalb kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, die Gleichungen
von X haben bzgl. der u und der v denselben Grad,

degu Gi = degv Gi .
Mit anderen Wort, die Gi sind k-Linearkombinationen von Potenzprodukten der Gestalt

uB mit®s o] = IB),

oder noch anders ausgedriickt, die Gi sind Polynome in den Produkten uivj ,

%2 Genauer, die Projektion auf den Parameter heiit Regelfliche,

X — ]Pl, [xy,zw] a [x,z].
Bla|=a +.+a fira = (a
0 m



Gi = Fi(""uivj"")'
Dann gilt aber
¢(X) ={welm(e) [F(w) =0,i =1,...t},
d.h. die Fi definieren zusammen mit den Gleichungen von Im(gp) gerade die Menge

@(X), d.h. X ist abgeschlossen.
QED.

2.4.8 Die abgeschlossenen Mengen im PMx A"

S X CPMxa" eine beliebige Teilmenge. Dann sind dquivalent:

0] X ist abgeschlossen.

(i)  Xistin PMxA" gegeben durch Gleichungen der Gestalt
Gi (uo,...,um,vl,...,vr) =0 (i=1,...,0),

wobei die Giek[u,v] homogen sind as Polynomein den U -

Beweis. Die Argumentation ist so dhnlich wie beim Beweis von (g).
QED.

2.5 Abgeschlossenheit des Bildes einer projektiven Varietét

2.5.1 Vorbemerkung

Das Bild einer affinen abgeschlossenen Menge bei einer regulidren Abbildung braucht
keine abgeschlossene Menge zu sein,

X C &M abgeschlossen, f: &M— &M 4 f(X) C A" abgeschlossen.
Man betrachte zum Beispiel die Projektion der Hyperbel
Vxy-1) C &2
auf eine der Koordinatenachsen.
Wir zeigen jetzt, in dieser Beziehung unterscheiden sich die projektiven Varietiten
grundsitzlich von den affinen.

2.5.2 Theorem: Abgeschlossenheit des Bildes einer projektiven Varietiit
Das Bilde einer projektiven Varietit bei einer reguldaren Abbildung ist abgeschlossen.

Zum Beweis bendtigen wir einige Vorbereitungen.

2.5.3 Definition: der Graph einer Abbildung

Se f: X — Y eine regulidre Abbildung von quasi-projektiven Varietiten. Dann heifit die
Menge
Ff ={(x,f(X)) | xEX}

Graph vonf.
2.5.4 Abgeschlossenheit des Graphen
Der Graph einer reguldren Abbildung f:X—Y ist abgeschlossen in XxY .
Beweis. 1. Schritt: Reduktion auf den Fall Y = P,
Sei Y C P". Dann gilt
XxY C XxP"
und f definiert eine Abbildung f: X — P". AuRerdem ist

=T= C
Ff Ff C XxY,



aso

Esreicht also zu zeigen, 1“? ist abgeschlossen in X<,

2. Schritt. Wir betrachten die regulire® Abbildung
g:=fxid: XxP" — PP, (x,y) a (f(x), y).
Esqgilt

Ty ={xxX) |xEP M

=gy
Das Urbild einer abgeschlossenen Menge bel einer reguldren Abbildung ist
abgeschlossen. Esreicht also zu zeigen,

ridg PPN
ist abgeschlossen. Das ist aber der Fall wegen®®

I,= {(uV)EP PN | U, - UV, = 0 fiir alle i und alle j}.
QED.

2.5.5Beweisvon Theorem 1

Sei
f:X—=Y
eine reguldre Abbildung mit einer projektiven Varietit X. Wir betrachten die Projektion
p: XxY—=Y, (X,)y)ay.

f(X) = p(Ty)-
Die Abgeschlossenheit von f(X) folgt deshalb aus der nachfolgenden Aussage.

Esqilt

2.5.6 Theorem: Abgeschlossenheit der Projektion

Seien X eine projektive Varietit und Y eine quasi-projektive Varietidt. Dann tiberfiihrt die
reguldre Abbildung

p: XxY =Y, (X,y)ay,
abgeschl ossene Mengen in abgeschlossene Mengen.

Beweis. 1.Schritt. Reduktion auf den Fall X = ™.
Sei X C IPM abgeschlossen. Dann ist p die Komposition
XxY CPMxy Y

und es reicht, die Behauptung fiir P™™xY — Y zu beweisen.
2. Schritt. Reduktion auf den Fall Y affine Varietit.
Wir iiberdecken Y durch offfene affine Mengen,
Y=UU .
ol

Es reicht zu zeigen, fiir Z C [P abgeschlossen ist
p(Z)ﬂUa Ist abgeschlossen in Ua :

Wegen p(Z)ﬂUOL = p(Zﬂ(]meUa)) reicht esasoden Fall Y = Ua affin zu betrachten.

3.Schritt. Reduktion auf den Fall Y = &M,

% Es reicht, die Regularitit lokal zu iiberpriifen, d h. fiir den Fall, daB beide Faktoren affin sind. Dann
ist die Regularitédtsaussage aber trivial.
% d.h. I“i q ist Nullstellenmenge eines bihomogenen Gleichungssystems.



Ist Y C A& M abgeschlossen, so ist
PMxy CPMxaM(—=aM
abgeschlossen. Esreicht also die Abgeschlossenheit der Projektion
PMaM_gM
Zu beweisen.
4. Schritt. Abgeschlossenheit von p:PMx &M — 8 M,
Eine abgeschl ossene Menge
zCcpMyaM

ist eine Menge, die durch Gleichungen der Gestalt

g (uy) =0, i=1,..t,

definiert ist mit of homogen in den Unbestimmten u. Fiir y €& besteht

0
oty
aus allen nicht-trivialen Losungen des Gleichungssystems
1) g(uyy) =0 i=1..4,

Esgilt dso
yo € p(Z) < das System (1) hat eine nicht-triviale Lsung

= Isq (gl(u,yo),...,gt(u,yo)) fiirs=1,2,3,...
Dabei bezeichne Is das von den Potenzprodukten des Grades sin u erzeugte |dedl.
Wir setzen
— m
T = (SR 1.9 9,y )9y

Dann gilt
_ s=1

p(Z2)=N_ TS
Esreicht also zu zeigen:
5. Schritt. Abgeschlossenheit der Menge Ts'
Wir setzen

k, = deg, g;(uy)-
Saen
M@ Mm@

die Potenzprodukte des Grades s in den Unbestimmten u.
Die Bedingung | _C (g, (Y )G, (u1Y,y)), bedeutet dann, alle M (@) Jiegen im Idedl, das
von den 9, (u,yo) erzeugt wird,

@ M(@) = iglgi(u,yowi L

Durch Vergleich der homogenen Komponenten im Grad s sehen wir, dal3 wir die
Faktoren Fi OL(u) durch ihre homogenen Komponenten des Grades s—ki ersetzen konnen,

ohne daf} die Giiltigkeit der Relationen (2) verloren geht. Wir kdnnen also annehmen,
Fi OL(u) ist homogen vom Grad s - ki
Selen jetzt
b.
Ni(l), e N,( ')
|



die Potenzprodukte des Grades s—ki. Die Relationen (2) bedeuten dann, die M (@) gind
k-Linearkombinationen der homogenen Polynome
3 6 uyNP) i=1,..t p=1,..5..

Das bedeutet natiirlich die Formen erzeugen den gesamten Vektorraum der Formen des
Grades s. Beschreibt man die Vektoren (3) durch irgentwelche Koordinaten, so bedeutet
dies fiir die Matrix der Koordinaten, dal3 diese maximalen Rang besitzt, d.h. dal? eine

Determinante, die von yoeé:xm abhingt, ungleich Null wird. Mit anderen Worten, es

gibt Polynome P PC mit der Eigenschaft

1

Pi(yO) =0 fireini < y0¢ TS.
Alsoist TS: V(P Pc) abgeschl ossen.
QED.

2.5.7 Folgerung 1: Satz von “Liouville”
Sei X eine irreduzible projektive Varietit. Dann gilt
k[X] =k,
d.h. jede regulédre Funktion von X ist konstant.
Beweis. Sei fEk[X]. Wir fassen f als reguldre Abbildung

X - &l Pl xafxalLi)],
auf. Wie eben gezeigt, ist f(X) C P abgeschlossen. Wegen f(X)C.& 1 gibt es nur die
Moglichkeiten
1 fx)=al
2. f(X) = endliche Teilmenge des & 1.
Der erste Fall kann nicht eintreten, da &1 nicht abgeschlossen ist im Pl Also tritt der

zwete Fdl en,
f(X) :{al,...,ar}.
Nunist
X = f'l(al)u...uf'l(ar)

eine Zerlegung von X in digunkte abgeschlossene Tellmengen. Weil X irreduzible i,
folgtr =1, d.h. f ist konstant.
QED.

2.5.8 Folgerung 2: Bilder projektiver Varietiiten im affinen Raum)

Sel f: X — Y eine reguldre Abbildung mit X projektiv und Y affin. Dann isf f auf jeder
irreduziblen Komponente von X konstant.

Bewels. Nach 2.5.7 sind die Koordinatenfunktionen von f auf jeder Komponente von X
konstant.

QED.

2.5.9 Die Varietit der reduzible Hyperflichen
v

. nm . . .
Die Menge dler Punkte EcP , zu denen eine reduzible Hyperfldche im IP n gehort,
Y%
. . n,m L
ist abgeschlossenim P (vgl. 2.2.8 zur Definition von Vi m).

Bemerkung
Die Behauptung besagt, die Reduziblitiit eines homogenen Polynoms kann man durch

ein polynomiales Gleichungssystem ausdriicken fiir die Koeffizienten des Polynoms.
Im Fall m=n = 2 ist dies wohlbekannt:



F= % a.”.UiUj ist genau dann reduzibel, wenn gilt det(alj) =0.
i=0
Bewels. Bezeichne F‘g das homogene Polynom, dessen Koeffizienten gerade die
Koordinaten des Tupels € sind und §(F) das Tupel der Koeffizienten des homogenen
Polynoms F. Wir setzen
A%
X ={egcp "M F, reduzibe }

A%
X, = {g€P ”’m|FE hat einen Teiler vom Grad | }

Dann gilt

X:UXI

und es geniigt zu zeigen, die X, sind abgeschlossen. Wir betrachten die Abbildung

_ Vn,l Vn,m-I Vn,m
P " xP =P " ([, [b) a [g(F Rl

Dies ist eine regulire Abbildung (da die Koeffizienten des Produkts Fa-Fb in
polynomialer Weise von den Koeffizienten der Faktoren abhiingen)®. Das Bild dieser
Abbildung ist abgeschlossen (da das direkte Produkt links projektiv ist) und stimmt mit

der MengeXI iiberein.
QED.

2.6 Endliche Abbildungen

2.6.1 Endliche Morphismen affiner Varietiten

Sal f: X—Y eine regulidre Abbildung affiner Varietidten. Dann heifit f endlich, wenn k[X]
ganz ist liber dem Teilring f*k[Y].

Bemerkungen

() DieKomposition endlicher Abbildungen ist endlich.

(i)  Endlichkeit und Basiswechsd. Fiir je zwei regulidre Abbildungen affiner Varietiten

X—— Y

tg
Z
mit f endlich ist auch die induzierte Abbildung

XxYZ ={ (X, 2eXxZ|[f(X)=9(2) } — Z, (X,2) a f(X).

endlich. Insbesondere ist fiir jede endliche reguldre Abbildung f: X — Y und jede

abgeschlossene Teilvarietit
ZCY

die Einschrinkung f 1(Z) — Z endlich.
(i) Die reguldre Abbildung

X=V(xy-1) — A\l, (x,y) a x,
ist nicht endlich, k[ X] = Kk[x,y]/(xy-1) = k[x,x'l] ist nicht endlich tiber k[x].

(iv) Fiir jede endliche Abbildung f:X—Y sind die Fasern f'l(y) iiber jedem Punkt y&Y
endliche Mengen.

% Und Fa-Fb nur dann Null ist, wenn einer der beiden Faktoren Null ist.



(v) DieEndlichkeit eines Morphismusf:X—Y bedeutet, dal3 die Punkte von f'l(y) im
Endlichen bleiben, wenn y auf Y vaiiet. Die Punkte der Faser konnen
verschmelzen, aber sie konnen nicht (im Unendlichen) verschwinden.

(vi) Oft wird von endlichen Abbildungen noch gefordert, dal3 sie dominant sein sollen.
Endlichenkeit in unserem Sinne bedeutet dann, die Abbildung ist die
Zusammensetzung aus einer endlichen (dominanten) Abbildung und ener
abgeschl ossenen Einbettung (siehe unten).

Beweis von (ii). Wir betrachten die zugehorigen Homomorphismen der

Koordinatenringe:

X] kY]
19
K[Z]
Weil Koordinatenringe endlich erzeugt sind, bedeutet die Endlichkeit von f gerade, k[X]
ist als Modul iiber k[Y] endlich erzeugt. Dann ist aber auch

k[X]®k[Y]k[Z]

endlich erzeugt iiber k[Z]. Der zu diesem Tensorprodukt gehorige reduzierte Ring ist

aber gerade k[XxYZ] 87 d.h. XxYZ ist endlich iiber Z.

Der Spezialfall einer abgeschlossenen Teilvarietit Z C'Y entspricht gerade dem Fal, dai3
g* surjektivist.
Beweisvon (iv). Sei X C A&, Dann sind die K oordinatenfunktionen
X; = Ti'X e k[X]
endlich tiber f*k[Y], d.h. fiir jedes i geniigt X, einer Gleichung der Gestalt
n n-1 .
X; + f*(al)xi +..+ f*(an) =0 mit aiek[Y].
Fiir jeden Punkt p&X mit festem Bild f(p) =y gilt dso

X" +a @+ +ay) =0
Fiir festes y hat diese Gleichung nur endliche vide Losungen xi(p), d.h. fiir die i-te

K oordinaten eines Punktes aus f'l(y) kommen nur endlich viele Werte in Frage.

 Man schreibe alle beteiligten Koordinatenringe al's Faktorringe von Polynomringen (d.h. man bette
die betrachteten affinen Varietéen in affine Rdume ein) und bestimmen die Nullstellenmengen der

zugehorigen Ideale. Genauer: man schreibe k[X] und k[Z] als Faktorringe von Polynomringen iiber k[Y]

und bette Y in einen £ " ein. Dadurch kann man f und g als Einschriankungen von

Proj ektionsabhbildungen

anta_ Y _ an
v
ANtb
Man beweise die Aussage zunéchst fiir den Fall f = u und g = v. Durch Einschrinken auf die

Teilvarietiten X und Z erhilt man dann die Behauptung.



QED.

2.6.2 Theorem: Surjektivitit endlicher dominanter Abbildungen

Jede endliche dominante Abbildung f:X—Y affiner Varietiten ist surjektiv.
Beweis. Sal yeY und sel
my = {fek[Y] | f(y) = 0}

dasldea von{y} ink[Y]. Sind Yy Koordinatenfunktionen auf Y und hat y die
K oordinaten a,so gilt

m, 2 ¥y -ay-Y, - a)

und rechts steht ein maximales Ided, d.h. es gilt “=". Die Faser f'l(y) ist as Urbild
einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen. Bestimmen wir aso definierende

Gleichungen der Faser. Esqilt
x € fly) e f(x) =y « af(x)) = 0 fiir alle o€m,

< xEV(asf [aEm ) (=V(f*(@) |am )

Da f*: K[Y]—K[X] injektiv ist, konnen wir K[Y] mit seinem Bild in k[X] identifizieren
und f* im folgenden weglassen. Dann sind die Elemente von my definierende

Gleichungen von f'l(y) und das von ihnen erzeugte Ideal ein definierendes Ideal:
) = V(m X)),

Nach dem Nullstellensatz gilt
1) = @ « 1em K[X].

Nach A3.4 tritt der Fall 1Er¥1y-k[X] nicht ein.

QED.

Bemerkung

Insbesondere sind endliche Abbildungen f:X — Y abgeschlossen.
Beweis. Sal Z C X abgeschlossen. Bezeichne

W=TD
das Bild der AbschlieBung. Nach 2.6.1 (ii) ist dann die Einschrinkung
(1) 1f(z) = L w) - w

endlich. Nach Konstruktion ist sie dominant, also nach 2.6.2 surjektiv. Also gilt

1(2) = f(F"1(2)) = f(FLw)) = w = T@).
QED.

2.6.3 Wieder holung/Aufgabe

Sal f: X — Y eine regulidre Abbildung affiner Varietiten, g&Ek[Y] und

| N ~ D(9) ={yEY |g(y) = 0}
die durch g definierte affine Hauptmenge. Man zeige,

L kID@I=KYIVg=KY],

2. HD(g) = D(geh.
3. Ist f:X—Y endlich, so auch die Einschrinkung D(g=f)—D(g) vonf.

% Die Punkte von W - f(Z) haben kein Urhild.
% gilt wegen der Surjektivitit von (1).



2.6.4 Theorem: Lokalitit der Endlichkeit
Se f: X — Y eine reguldre Abbildung von affinen Varietiten. Fiir jeden Punkt yEY gebe
es eine affine Umgebung VCY mit der Eigenschaft, dal3 U:= f'l(V) affinist und die

Einschriankung

fl, 1 U=V endich.

Dannist f endlich.
Bewels. Wir setzen

B :=K[X]

A =K[Y]
Wir kdnnen annehmen die offenen Mengen U in der Formulierung des Theorems sind
offene Hauptmengen’® und wir wihlen eine Uberdeckung von Y durch solche offene
Hauptmengen:
Q) Y UaEI D(ga) : gaek[Y].

Da affine Mengen quasi-kompakt sind, kénnen wir annehmen, die Uberdeckung (1) ist
endlich.
Nach Voraussetzung ist

-1 ~ .

r1(D(g ) = D(g, )
endlich iiber D(ga) fiir jedes a, d.h.

KID(g, =] = B[Vg,]
ist eine endliche Algebra iiber

KID(g_)] = A[Vg,_].
Fiir jedes a konnen wir ein endliches Erzeugendensystem von B[1/ ga] tiber A[l/ga]
finden,

B[l/ga] = A[l/ga] bl,a +...+ A[llga]bna,oz .
Durch Multiplikation mit einer Potenz der Einheit ga erreichen wir,
b. €B
I,a

fiir jedes 1 und jedes a.
Nach Konstruktion kann man jedes Element b&B in der folgenden Gestalt schreiben.

Wir multiplizieren diese Identitit mit einer hohen Potenz von 9, und vergroBern bel
Bedarf die Zahl m.: Auf diese Weise erhalten wir eine Identitit

L .
2 g, b_izlal,a'bi,amA'

m
Wegen (1) haben die gao‘ keine gemeinsame Nullstelle auf Y, d.h. das von ihnen
erzeugte Ideal enthilt die 1,

= g %“mi A
1 az hag |tha€ .

" wegen der Basiswechsel-Eigenschaft 2.6.1 (ii).



Multiplikation mit b und Einsetzen von (2) liefert
m
— .q O — . .
b=b3 bhaga =22 hocal,ocbi,oc'
o o i
d.h. die bi o 1Zeugen B iiber A.
QED.

2.6.5 Definition: Endliche Morphismen quasi-projektiver Varietiten

Eine regulidre Abbildung f:X—Y quasi-projektiver Varietiten heift endlich, wenn jeder
Punkt yEY eine affine Umgebung VCY besitzt, sodal3

—1
U:=fHV)
affin ist und die durch f induzierte reguldre Abbildung affiner Varietdten U—V endlich
ist.
Bemerkungen
(i) DieFasernjeder endlichen Abbildung sind endlich (nach 2.6.1).
(i)  Jede endliche dominante Abbildung ist surjektiv (nach 2.6.2).
(i)  Jede endliche Abbildung ist abgeschlossen (nach 2.6.2).
(iv) DieEndlichkeit einer Abbildung bleibt bel Basiswechsal erhalten (vgl. Bemerkung
2.6.1 (ii)).
(v) Dasnachfolgende Ergebnisist eine Konsequenz der Eigenschaften endlicher
Abbildungen.

2.6.6 Theorem: Das Bild dominanter Morphismen

Sel f: X—=Y eéne regulire dominante Abbildung quasi-projektiver Varietiten. Dann
enthilt f(X) eine nicht-leere offene Teilmenge von Y.
Beweis. O.B.d.A. seien Y und X irreduzible affine Varietiten.”* Weil f dominant ist, gilt

k[Y] Ck[X], aa f*(a).
Sei r der Transzendenzgrad der Korpererweiterung

k(Y) € k(X).
Wir wihlen r algebraisch unabhéngige Elemente iiber k(Y),
U, .., u €KX].
1 r
Dann gilt
K[Y] S K[Y][Ups o U] CKIX]
und

K[Y1[uy, ..., u] = K[Y x&7.

Die Inklusion der Koordinatenringe induziert eine Zerlegung des Morphismusf,

X yxa — 9 Ly,

Dabei ist g einfach die Projektion auf den ersten Faktor und h eine dominante regulire
Abbildung’.

Nach Konstruktion ist jedes Element vek[X] algebraisch iiber k[Yx£"], d.h. esgibt ein

Element ack[Y x 4] - {0} derart, daR av ganz ist iiber k[Yx & "]. Wir lassen jetzt v ein
Erzeugendensystem
Vl’""vm eK[X]

™ Zunéichst kann man eine Komponente von Y fixieren und von ihrr alle anderen Komponenten
abziehen. Das Ergebnis kann man durch eine offene affine Teilmenge ersetzen (und X durch deren
vollstindiges Urbild). Danach kann man X durch eine Komponente von X ersetzen, die sich dominant
auf Y abbildet und dann diese Komponente durch eine affine offene (und dichte) Teilmenge.

2 Weil sich k[Y][ul, e ur] injektiv nach k[ X] abbildet.



des Rings k[ X] (iiber k) durchlaufen und bezeichnen mit
a8 € K[Yx&"] - {0}
zugehorige Elemente a. Sei
F= aya
Auf der nichtleeren offenen Menge

D(F) C Yx&"
ist jede der Funktionen a umkehrbar, d.h. wir kénnen die Ganzheitsgleichung von av,

durch eine Potenz von a teilen und so eine Ganzheitsgleichung fiir v; gewinnen. Mit

anderen Worten, die Abbildung h induziert eine endliche Abbildung

o D(Feh) = HD(F) = D(F). _
Als endliche dominante’ Abbildung ist diese Abbildung surjektiv, d.h. esgilt
D(F) € h(X)

| | gO(F) C g(h(X)) = Im. o
Es reicht also zu zeigen, g(D(F)) enthilte eine offene Teilmenge von Y. Wir schreiben
die Funktion FEK[Y x A" = k[Y][u] in der Gestalt

Foyu) =3 F y)u®
o

aso

mit Potenzprodukten u® und Funktionen Faek[Y]. Fiir jeden Punkt y&Y, in welchem
nicht simtliche Fa(y) Null sind, gibt es u=1 mit F(y,t) = 0, d.h. esgilt
yEg(D(F)).
Imf2g(D(F)2U D(Fa)
Da nicht sdmtliche Fa Null sind, steht rechts eine nicht-leere offene Mengevon Y.

QED.

Bemerkung

Der letzte Satz zeigt, dal? sich regulidre Abbildungen um einiges einfacher verhdten als
dtetige oder differenzierbare Abbildungen. Situationen wie bei der irrationden
Abwicklung des Torus,

f: R — (R/Z)2 ra(r, V2:r) mod Z2,

konnen hier nicht auftreten.

Also gilt

2.6.7 Theorem: Endlichkeit von Projektionen

Seien ECIP" ein linearer Unterraum der Dimension d und
XCP"-E
eine abgeschlossene Menge. Dann induziert die Projektion mit dem Zentrum E,
o X — prrd-l
eine endliche Abbildung X — mt(X).
Beweis. Wir schreiben die Projektion t in der Gestalt
X PVl [ a [L 00k g 109

mit k-linear unabhéngigen Linearformen Li (S). Sei

" Die induzierte Abbildung der Koordinatenringe ist gerade die natiirliche Injektion
k[Y][ul, e ur]F - k[X]F



u.:= n'l(D(SI)) = {XEX | L,(x) = O}.

Diesigt eine affine offene Tellmenge von X. Esreicht zu zeigen, die durch &t induzierten
Abbildungen

T = :Ui — D(SI)

IU.
[

sind endlich. Se gek[Ui] beliebig. Wir haben zu zeigen, g geniigt ener
Ganzheitsgleichung iiber k[D(Si)]. Dazu schreitben wir g in der Gestalt

g= % mit G homogen vom Grad m.

L

Wir betrachten die regulire Abbildung

- m m
m: X — B A x a [L) (sl g1 (0. GOI.
DaX projektiv ist, ist das Bild dieser Abbildung abgeschl ossen, sagen wir

nl(X) = V(Fl""’Fs)'
Nach V oraussetzung haben die Formen Li keine gemeinsame Nullstelle auf X. Deshalb

liegt der Punkt
[0,...,0,1] & nl(X)

nicht im Bild von «t 1 Anders ausgedriickt, es gilt
V(@ g PP =9
wobel die z die projektiven Koordinaten auf dem P bezeichnen sollen. Nach dem
Nullstellensatz bedeutet dies,

II g(ZO" Zng-1 1’ N
und insbesondere

I
Z4€ (ZO"“"Zn-d-l'Fl""’Fs)'
Wir schreiben

FS) fiireinl

W 4= "ih+ SEP
mit Polynomen HJ und F’J Wir konnen dabei annehmen die Hj sind homogen vom Grad

| -1und dier sind homogen vom Grad | - deg Fj' Wir setzen

_k ngl
D(z o Zn d) =20 4" 2 zj HJ
Diesist eéin normierten Polynominz_ .Wegen (1) gilt
@ =0 auf nl(X).

Wir setzen in diese Identitit die Koordinaten der Abbildung 0 ein und erhalten,

n-d’

D(LQ by 1,G) = 0auf X.

Auf U ist L = 0. Wir konnen durch L ml

LM (L ooy
= (X) ,1,..., LIT ,g)

teilen und erhaten auf Ui :

0 =a




—74 * m * m
=" ®(x (Zo) yererLyeenyTT (Zn-d-l) 9
Dies ist die gesuchte Ganzheitsgleichung fiir gEk[Ui] iiber
N
* —_ %
T k[D(SI)] =n k[ZO""’Zi""’Zn-d-l]
QED.

2.6.8 Theorem: Endlichkeitskriterium fiir allgemeine Abbildungen

Seien FO,...,Fsek[S] homogene Polynome des Grades m ohne gemeinsame Nullstelle

auf der abgeschlossenen Menge
X Cpn
Dannist

@i X = (X), [X] & [Fy(),...F K],
eine endliche Abbildung.

A%
. . o . nm
Beweis. Wir konnen annehmen, die F, sind linear unabhiingig. Seien v: P" - P

A%
die Veronese-Abbildung und Li dieLinearform auf P nm mit denselben Koeffizienten

wie Fi ,
Fi = v*(Li).
Weiter sl
Ynm
ppP " —-F
diedurchdie Li definierte Projektion. Dann ist ¢ gerade die Zusammensetzung

v

%

X C P" P2 .p.

Da die Veronese-Abbildung einen Isomorphismus P" — Im(v) induziert, folgt die
Behauptung aus der entsprechenden Aussage fiir p, d.h. aus Theorem 2,6,7.

QED.

Vorbemerkung

Der Beweis der nachfolgenden Aussage bendtigt den Begriff der Dimension und einige
von dessen Eigenschaften. Da die Aussage eigentlich hierher gehort, wollen wir sie
trotzdem an dieser Stelle behandeln. Wir fiihren deshalb zundchst die zum Bewes
benotigten Eigenschaften des Dimensionsbegriffs an (die wir spéter beweisen werden).

1.  Die Dimension einer (irreduziblen) Varietit ist eine ganze Zahl = -1, welche genau
dann = -1 ist, wenn die Varietiit leer ist.

2 Sind X C Y echt ineinander enthaltene irreduzible Varietiten, so gilt
dmX <dimY.

3. Igf:X =Y eine regulidre dominante Abbildung, so gilt
dmY =<dmX.

4 Ist X = Y ein endlicher Morphismus irreduzibler Varietiten, so gilt
dmX=dmY.

2.6.9 Grad einer dominanten endlichen Abbildung

Sei h: Y — X eine dominante endliche separable’™ Abbildung irreduzibler Varietiten.
Dann gibt es eine nicht-leere offene Tellmenge UCX derart, dal3 die Fasern iiber den
Punkten von U aus genau

™ iiber Ui ist  die Abbildung mit den affinen Koordinaten Lj/Li'



deg h :=[k(X):k(Y)]
Punkten bestehen. Diese Zahl heif3t Grad der Abbildung h.
Beweis. Wir konnen annehmen, X und Y sind affin. Dann ist

B:=k[Y] ganz iiber A:=k[X]
und
L :=k(Y) endliche separable Korpererweiterung von K:= k(X).

Nach dem Satz vom primitiven Element it
L = K[T]/(f(T))
mit einem irreduziblen Polynom fEK[T]. Das Polynom f ist aulRerdem separabel, d.h. f
und f* sind teilerfremd,
of +pf =1inK[T]

mit Polynom o, BEK|[T]. Wir kénnen X durch eine affine Teilmenge ersetzen und damit
annehmen,
f.f,0,p EA[T].

Sel tdieRestklassevon T in L. Dies ist eine rationae Funktion auf Y. Auf einer nicht-
leeren offenen Tellmenge Y-Z ist sie regulidr. Als echte Tellmenge von Y ist die
abgeschlossene Menge Z von kleinerer Dimension als Y. Also ist h(Z) abgeschlossen’®
in X und von kleinerer Dimension:

dimh(Z) <" dmzZ<"®dimY =" dim X.

Insbesondere ist X-h(Z) nicht leer.Wir ersetzen X durch ene affine offene Teilmenge
von X-h(Z) (und Y durch deren Urbild) und erreichen auf diese Weise,
tek[Y]=B
ist regulér auf Y. Damit gilt
Alt] €B
und, weil B endlich ist iiber A,
B= A-b1+...+A-br.
Wegen biEL =K[t] hat bi die Gestalt bi = oci/a mit ociEA[t] und acA. Wir ersetzen X
durch die offene Hauptmenge D(a) und erreichen, dal sdmtliche bi bereitsin A[t] liegen,

d.h. esgilt

A[t] =B.
Auf dieselbe Weise konnen wir erreichen, dal3 der hochste Koeffizienten des Polynoms
f eine Einheit von A ist, d.h. wir konnen erreichen, dal} dieser Koeffizient gleich 1 ist.

Sel d =deg h (= degf). Dann gilt
B=A[f]=A1+At+At2+ . +Atd]
und
L=K(t) = K-1+Kt+Kt2+ .. +KtdL
Die ersten d-1 Potenzen von t sind iiber K linear unabhingig, d.h. B ist ein freier A-

Modul und es gilt
B = A[T]/(f).

™ d.h. k(X)/k(Y) ist eine separable Korpererweiterung.

" Endliche Abbildungen sind abgeschlossen (vgl. 2.6.2).
" weil f: Z — h(Z) regulir und dominant ist.

™ weil Z echte Teilvarietit von Y ist.

™ Weil Y ganz ist iiber X.



Dieser somorphismus beschreibt eine Zerlegung des Homomorphismus f*:A — B in
eine Injektion und eine Surjektion:
A G, A[T] - B.

Dies entspricht einer Zerlegung des Morphismus f: Y — X in eine abgeschlossene
Einbettung und eine Projektion auf den ersten Faktor:

Y Xxdl - x
Wir betten jetzt X in enen &N en und gewinnen so eine Darstellung von f ds
Einschriankung auf Y der Projektion

&N+1—>AN,(X a (x

1,...,XN+1) 1,...,xN).

Sei
X=V(g,..g)C aN
Dann konnen wir B = k[ Y] = k[ X][T]/(f) in der Gestalt

kY] = KT e Ty THAX), f)

schreiben mit eéinem Polynom f, dessen Koeffizienten gerade die Koeffizienten von f
auf AN fortsetzen, d.h.

Y =V, fyc aN+l
und h ist gerade die Abbil dung;0

l\l( - \l(l (Xl""’XN+1) a (Xl""’XN)

V(gl,...,grf ) V(gl,...,gr)
Esreicht zu zeigen, die Fasern
() ={ (a eaN*|f@ab) =0}
bestehen aus genau d Punkten fiir jedes a€Y . Mit anderen Worten, wir haben zu zeigen,
fiir a€Y hat das Polynom

f(a T) EK[T].
d verschiedene Nullstellen. Nach Konstruktion von f gilt aber

faT)=f@T),
wenn man fEA[T] = K[Y][T] as Funktion auf Yx& 1 auffaikt. Es reicht dso zu zeigen,
das Polynom d-ten Grades
f(a T) €K[T]
hat fiir jedes a€Y keine mehrfachen Nullstellen. Nun gilt aber
af+pf =1inA[T]
aso

a(a T)F(a T) +Ba T)f (a T) = Link[T],

d.h. f(a T) und f'(aT) sind tellerfrend und es treten tatsichlich keine mehrfachen
Nullstellen auf.
QED.

% denn diese Abbildung induziert gerade die natiirliche Abbildung
k[T1 ..... TN] [1(X) — k[T1 ..... TN,T] 1 (1(X), f).



Bemerkungen
()  Im allgemeinen ist der Grad einer endlichen Abbildung keine obere Schranke fiir
die Anzahl der Punktein einer Faser. Seien zum Beispiel

x=al
Y = V(x2 +x3- y2)
und f die Abbildung®*
XY, ta?-1,-1).
3.
Die Faser von f iiber (x.y) = (0,0) besteht aus dem einzigen Punkt % = % =t.
t<-
Uber (0,0) besteht die Faser aus den Punkten t = +1 und t = -t.
Dieinduzierte Abbildung der Koordinatenring hat die Gestalt
K[t] < KXyl +x3-y2), t2-1ed x, 13-t <A y.
Seidentifiziert K[Y] mit dem Teilring
K[t2- 1, £3- 1] CK[1.
Der Quotientenring des letzteren Rings enthiilt t, ist also gleich k(t), d.h. es gilt
T degf = [KOOK(Y)] = [K(:k()] = L
(i) DieUngleichung
#11(y) < deg f

ist richtig fiir endliche Abbildungen, wenn der Koordinatenring von Y normal®” ist.

2.7 Normalisierungssatze

2.7.1 Theorem: Projektive Varietiiten sind endlich iiber P"
Fiir jede irreduzible projektive Varietéit X gibt es eine endliche Surjektion der Gestalt
X — PN,

Beweis. Sei X C P abgeschlossen. Falls “=* gilt, ist nichts zu beweisen. Sei die
Inklusion also echt. Wir wihlen einen Punkt

x € PM- X
und betrachten die Projektion mit dem Zentrum x,

@ X — pm1

Diesist nach 1.5.3 (h) eine endliche Abbildung und das Bild ¢(X) ist abgeschlossen in
P Fals o(x) = P™1is, so folgt die Behauptung, falls nicht, so wiederholen wir
die Argumentation mit p(X) anstelle von X.
QED.

2.7.2 Theorem:Affine Varietiiten sind endlich iiber A"
Fiir jede irreduzible affine Varietiit X gibt es eine endliche Surjektion der Gestalt

o X — AN

3

8 Das Bild von f liegt tatsiichlich in Y, denn fiir das Bild (x,y) von t gilt x2+x3= x2(1 +X) = ('[2 -

1)2t2 _ (t3 ) t)2 _ y2
8 d.h. der einzige Ring zwischen k[Y] und k(Y), der endlich ist iiber k[ Y], ist k[ Y] selbst. Wie wir
sehen werden bedeutet dies, daf3 Y nicht zu schlimme Singularititen haben darf.

Man kann sich die Situation so vorstellen, dal3 die Ungleichung gilt, wenn #ff'l(y) noch durch die

“Vielfachheit” des singuldren Punktes y teilt. Im obigen Beispiel sich sich die Faser f-l(y) aus zwei
“halben” Fasern zusammen (je eine fiir einen Zweig der Kurve), und fiir jede dieser “halben” Fasern gilt
die Ungleichung.



Beweis. Sei X C & echte abgeschlossene Teilmenge. Wir betrachten &M als offene
Tellmenge

AN= D(Sy) C PN

und bezeichnen mit X die projektive AbschlieBung von X. Das X echte abgeschlossene

Teilmenge des affinen Raumsist, ist X echte abgeschlossene Telmenge des projektiven
Raums®. Die Fernhyperebene

H_:= P”-D(so)q X

ist nicht vollstindig enthalten® in X. Wir wihlen einen Punkt
x€H_-X=P"-(&"UX).

und betrachten die Projektion
@ X — pi

mit dem Zentrum x. Ein Bildpunkt von ¢ liegt genau dann im Endlichen, d.h. in
D(Sy) < phl

wenn dasselbe fiir den Urbildpunkt gilt®™. Mit anderen Worten, ¢ induziert eine endliche

Abbildung von X auf eine affine Varietit im & 1. Durch iteriertes Anwenden dieser

Aussage ergibt sich die Behauptung.

QED.

Bemerkungen .

(i) Die Untersuchung von projektiven Varietiten as endliche Uberlagerungen des
projektiven Raums verallgemeinert den Riemannschen Standpunkt, Riemannsche
Fléachen als Uberlagerungen der Riemannschen Zahlenkugel zu betrachten.

(i) Theorem 2.7.2 besagt, jede endlich erzeugte k-Algebra ohne Nullteiler ist eine
endliche Erweiterung eines Polynomrings. Man kann diese Aussage auch direkt
beweisen. Ausihr ergibt sich der Hilbertsche Nullstellensatz.

3. Dimension
3.1 Definition der Dimension

3.1.1 Motivation

Im 1.1.7 haben wir gesehen, ene abgeschl ossenen Teilmenge des 5.2 besteht aus einer

endlichen Punktmenge, aus ebenen algebraischen Kurven oder ist selbst gleich dem &2
. Diese Aufteilung entspricht intuitiv dem Begriff der Dimension - wir treffen Varietiten
der Dimensionen 0, 1 und 2 an. Unser Ziel ist es jetzt, den Begriff der Dimension fiir
eine beliebige algebraische Varietit zu definieren.

% Man erhilt die Gleichungen von X durch Homogenisieren der Gleichungen von X.
8 Nach dem Nullstellensatz (angewandt auf den affinen Kegel iiber X und iiber der Fernhyperebene)
wiren dann alle Gleichungen von X durch die Gleichung SO der Fernhyperebene teilbar. Beim

Homogenisieren entstehen aber Gleichungen, die nicht durch SO teilbar sind. Der affine Kegel iiber einer

projektiven Varietiit Z C ]PN mit dem Ideal 1(Z) = V(Fl,...,Fm) ist die affine Varietét V(Fl,...,Fm) -

& N1 it denselben Gleichungen wir Z. Diesist ein Kegel in dem Sinne, dal? mit jedem Punkt die

gesamte Verbindungsgerade mit dem Ursprung in der Varietit liegt.
& Dadas Zentrum im Unendlichen liegt, liegen die Projektionsstrahlen entweder ganz im Unendlichem
oder sie schneiden die Fernhyperebene in genau einem Punkt, ndmlich im Zentrum.



Eigenschaften, die die Dimension haben sollte:

1. P" und £." sollten die Dimension n besitzen.
2. Falls es eine endliche Abbildung X—Y gibt, so sollten X und Y dieselbe Dimension
besitzen.

Da nach Abschnitt 2.7 fiir jede projektive oder affine Varietit eine endliche Abbildung

al_Jf den P bzw. &1 existiert, ist es naheliegen, als Dimension einer solchen Varietit
die Zahl n zu nehmen.

Es erhebt sich jedoch die Frage, ob die Dimension auf diese Weise korrekt definiert ist.
Kann es vorkommen, daf3 es fiir ein und dieselbe Varietit X endliche Abbildungen

X—=&MundX - & "mitm=n
gibt ?

Nehmenwir an, X ist irreduzibel. Dann ergibt sich aus der Endlichkeit der Abbildung
f: X — &AM
dal3 k(X) eine endliche algebraische Erweiterung von
frk(aM) = K(T T )
ist. Mit anderen Worten k(X) hat den Transzendenz-Grad m iiber k.

3.1.2 Definition der Dimension

Sie X eine irreduzible quasi-projektive Varietit. Dann heif3t die Zahl
dmX =tr. degk k(X)

Dimension von X.
Die Dimension einer reduziblen Varietit ist definiert as das Maximum der Dimensionen
ihrer Komponenten.
Ist Y € X eine abgeschlossene Teilvarietit, so heift die Zahl
codimX Y=dmX-dmY

KodimensionvonY in X.

Bemerkung
Ist X irreduzibel und UCX nicht-leer und offen, so gilt k(U) = k(X), also
dmU=dimX.

3.1.3 Beispidl 1 (afffiner und projektiver Raum)
dmP"=dim &"=n,
denn &M ist offene Teilmenge von B, d.h.
dim P =dim &M =tr. deg, k(T ... T)=n.

3.1.4 Beispiel 2 (ebenene algebraische Kurven)

Eine irreduzible ebene algebraische Kurve X hat die Dimension 1 (wiewir in Abschnitt
1.1 gesehen haben): im affinen Fall ist der rationale Funktionenkérper eine algebraische
Erweiterung von k(Tl):

K(X) = QKT 1, TLI(E(T, TR =" k(T DITLIE(T, T).

% bei geeigneter Wahl der Koordinaten, vgl. den Beweis von 1.3.10.



3.1.5 Beispiel 3 (endliche Mengen)
Wenn X ={ (al,...,an)} aus nur einem Punkt besteht, so gilt
dmX =tr.deg Q(k[Tl’""Tn]/(Tl'al""’Tn'an))
= tr.deg Q(k)
=tr.deg k
=0
Allgemeiner ist
dim {endlichvidePunkte} =0

3.1.6 Beispiel 4 (direkte Produkte)
Fiir irreduzible Varietiten X und Y gilt
dmXxY =dimX +dmY.
Bewels. Wir konnen zu offenen Teilmengen iibergehen und annehmen,
xC aMundy c aN
sind affin. Bezeichnungen:

tl’""tM Einschrinkungen der Koordinatenfunktionen des £ M auf X
ul""’uN Einschrinkungen der Koordinatenfunktionen des £ N auf Y
m =dim X
n =dmY

Wir kénnen annehmen,
t algebralsch unabhingig in k(X)

1! "
Uyt algebraische unabhingig in k(Y)

Esqgilt

K[XxY] = k[X]®kk[Y]

=8I:[t M]@ k[ul’ o N]
k[t11 " M 11 " N]

Alle Elemente des letzten Rings sind algebraisch abhéngig von den Elementen
1) t,..t u,.u

7' m 1"

Es reicht also, zu zelgen, letztere sind algebraisch unabhéngig iiber k. Nehmen wir an, es
besteht eine algebral sche Rel ation zwischen ihnen,

F(tu) = F(ty ot Ug,enU ) = 0auf XxY.
Fiir jedes x&X gilt dann

f(x,ul, ,un) —asfy.
Dadie Upsll algebraisch unabhingig sind auf Y, mul} jeder Koeffizient a(x) dieses
Polynoms (in den u.) Null sein. Es gilt also a(x) = 0 fiir jedes x€X, d.h.

1, ,tm) Oauf X.

Wegen der algebraischen Unabhingigkeit der tl,...,tm auf X, miissend die Koeffizienten
des Polynoms

a(tl,...,tm)

samtlich Null sein. Da dies fiir alle Koeffizienten des Polynoms F gilt, folgt F = 0. Wir
haben gezeigt, die Elemente (1) sind algbraisch unabhéngig iiber k.

8 Wir identifizieren wieti®1 mit ti und 1®uj mit uj. Das entspricht der Praxis, diei-te

Koordinatenfunktion xi des & ™ auch als Koordinatenfunktion des & Mx & " anzusehen.



QED.

3.1.7 Theorem: Verhalten der Dimension bel Inklusionen

Seien X und Y quasi-projektive Teilvarietiten des P N mit
XCY.
Dann gilt:

i) dmXs<dmY.
(i). IstY irreduzibel und X abgeschlossenin'Y von derselben Dimension,
dmX=dmY,
ViIEX =Y.
Beweis. Wir konnen annehmen, X und Y sind affin® und irreduzibel .®® Sei
XQYQ&N unddimyY =n.
Wir bezeichnen mit

t:alN -k
die Projektion auf die i-te Koordinate. Die Einschrinkungen der t auf Y bzw. X, die wir
ebenfallsvon ti bezei chnen, erzeugen dann die Koordinatenringevon 'Y bzw. X.

Zu (i). Unter den Koordinatenfunktionen t sind auf Y je ntl agebraisch

el
1""'N
abhingig, d.h. sie geniigen algebraischen Relationen

f(ti ,...,ti )=0auf Y.
1 n+1

Diese Relationen bestehen erst recht auf der Teilmenge X, d.h. esgilt
dmX<=n=dmY.

Zu (ii). Sei
dmX=dmY =n

Dann gibt es n Koordinatenfunktionen unter den t die auf X agebraisch

1’""tN ,
unabhingig sind, sagen wir

| SR

1""n
Diese sind auch unabhingig auf Y (weil jede Relation auf Y auch auf der kleineren
Menge X besteht).

Sal jetzt u ein Polynom, welches auf X identisch Null i,
u e I(X).
Esreicht zu zeigen, uist auch auf Y identisch Null,
ueI(Y).
Aglgenommen, diesist nicht der Fall. Als Funktion auf Y geniigt u einer algebraischen
Relation

1) qﬁrmﬁgd+m+qarmﬁ9:0aﬁm

Wir konnen dabel annehmen, das Polynom auf der linken Seite von (1) ist irreduzibel
und der hochste Koeffizient ist ungleich Null,

ao(tl,...,tn) = 0.

Die Relation (1) besteht natiirlich erst recht auch auf X. Wegen u = 0 auf X gilt mit (1)
auch

8 Wir konnen sogar annehmen, X ist abgeschlossen in Y C &\ N. man kann eine offene Hauptmenge
XND(F) von X wihlen und X und Y durch XND(F) bzw. Y ND(F) ersetzten.
8 Wir benutzen die Tatsache, dal3 mit XCY jede irreduzible Komponente Xi von X ganzin einer von Y

liegt: die Zerlegung von Y in Komponenten wiirde sonst eine echte Zerlegung von Xi in Komponenten

induzieren.



a (t,-t)=0arf X.

Well die tl""’tn algebraisch unabhingig sind auf X, muf das Polynom 3 identisch Null

sein (auf & N also auch auf Y). Das widerspricht aber der Irreduzibilitit der linken Seite
von (1).
QED.

3.1.8 Theorem: Die Dimension der Komponenten von Hyperflichen

Die irreduziblen Komponenten einer Hyperfldche im & N oder PN haben die
Kodimension 1.

Beweis. Wir konnen uns auf den Fall von Hyperfldachen im & N beschriinken®. Sei

X =V C aN
die Hyperflidche. Wir betrachten die Zerlegung
f=f -..f
171

der definierenden Gleichung in irreduzible Faktoren. Dafi in K[T] ein Primideal erzeugt

snd dieV(fi) gerade dieirreduziblen Komponenten von X und diese haben das |dedl
(fi)Qk[T].

Wir kénnen uns auf den Fall X = V(fi) beschrinken, d.h. wir konnen annehmen,

f irreduzibel.

0O.B.d.A komme die Unbestimmte TN in F wirklich vor. Es reicht zu zeigen, die

K oordinatenfunktionen
ti = Tilx miti =1,..,N-1

sind algebraisch unabhingig. Angenommen, sie wiren abhingig. Dann gibe es &n

Polynomgin Tl""’TN-l mit

g(Tl""’TN-l) =0
auf X. Nach dem Nullstellensatz gilt dann®® f | g fiir ein r, was nicht moglich igt, da TN

in g nicht vorkommt.
QED.

3.1.9 Theorem: Mengen der Kodimension 1 sind Hyperfléichen

Jede abgeschlossene Tellmenge XC &y N, deren irreduzible Komponenten die

Kodimension 1 haben, ist eine Hyperfldche. Das Ideal von X ist ein Hauptideal.

Bewels. Wir konnen uns auf den Fall beschréinken, daB X irreduzibel ist. Wegen
dmX=N-1=N

ist X = &N, d.h. esgibt ein Polynom fEk[T] - {0} mit
f=0auf X.

Wl X irreduzibel ist (d.h.I(X) ist prim), konnen wir annehmen f ist irreduzibel. Dann

ilt
J X CV(f) =irreduzibel
und

dim X =N-1=dimV(f).

Nach Theorem (g) folgt X = V(f) und esist

% Auf jeder Komponente gibt es einen Punkt mit einer affinen Umgebung.
% Wegen V(f) C V(g) gilt V(g) € ‘\/(T) , d.h. eine Potenz von g liegt in (f).



o 1) =4 = ()
Das zweite Gleichheitszeichen gilt wegen (f) prim.
QED.

3.1.10 Theorem:Mengen der Kodimension 1 in Produktriumen
N N

Jede Teilvarietit XCP “x..xP r1 deren irreduzible Komponenten die Kodimension 1
haben, wird durch eine Gleichung definiert, die homogen ist in jeder der r Gruppen von
Variablen.

Beweis. Der Beweisist analog zu dem von 3.1.9.%

QED.

3.2 Die Dimension von Schnitten mit Hyperebenen

Wenn wir versuchen, Varietiten zu verstehen, die durch mehr als nur eine Gleichung
definiert sind, so werden wir sofort mit der Frage nach der Dimension des Durchschnitts
einer Varietit mit einer Hyperfldche konfrontiert.

Wir untersuchen dieses Problem zunéchst fiir projektive Varietiten.

3.2.1 Hyper ebenenschnitte

Fiir jede abgeschlossene Teilmenge X CIP N und jede Form F, die auf X nicht identisch
Null ist, setzen wir

Xz =X NV(F) = {xEX | F(x) = 0}

Ein solche Menge heifdt Hyperebenenschnitt von X.

Bemerkungen

()  Mankann stets ein F mit vorgegebenen Grad finden, das auf keiner Komponente
von X identisch verschwindet.

(i)  Wir berechnen als ndchstes die Dimension von XF imirreduziblen Fall.

Beweis von (i). Wir wihlen auf jeder irreduziblen Komponente einen Punkt. Dann gibt
es eine Linearform, die in keinem dieser Punkte Null ist.* Durch Ubergang zu ener
Potenz erhalten wir eine Form mit vorgegebenem Grad.

QED.

2 Man braucht, dai die irreduziblen Faktoren eines multi-homogenen Polynoms multi-homogen sind.
Das st aber leicht einzusehen: ausf = g-h und f multi-homogen und g,h beliebig kann man leicht eine
Zerlegung gewinnen mit g und h multi-homogen.

Genauer;: man muf} eine Ordnung in der Menge der “Multi-Grade” (a,b) = deg f einfiihren die
“vertréglich” ist mit der Multiplikation von Polynomen,
deg f <degf’ und g = 0= deg (fg) < deg (f'g),
zum Beispiel die lexikographische Ordnung:
(ab)<(@,b) < a<boder (a=a und b<b’).
Es ist dann leicht zu sehen, das multi-homogene Glied kleinsten Grades (die “Anfangsform™) eines
Produktes erhilt man gerade, indem man die Anfangsformen der Faktoren multipliziert.

% Die Hyperflichen durch einen Punkt im P N entsprechen einer Hyperflidche in einem anderen IP N
(dem dualen projektiven Raum). Die Menge der Hyperfldchen, die durch einen von endlich vielen
Punkten gehen, entsprechen im dualen Raum der Vereinigung von endlich vielen Hyperflachen. Diese
Vereinigung hat die Dimension N-1, ist also vom gesamten dualen Raum verschieden. Es gibt also eine
Hyperfliche, die alle die vorgegebenen Punkte meidet.



3.2.2 Theorem: Die Dimension eines Hyper ebenenschnittsim irreduziblen Fall

Seien X C PN dne abgeschlossene irreduzible Teilmenge und F eine Form, die nicht
identisch Null ist auf X. Dann gilt dim XF =dimX - 1.

Beweis. Wir verzichten zunichst auf die Annahme, dal3 X irreduzibel sein soll, fordern
aber, dal3 F auf keiner Komponente von X Null ist. Ist

X =X, U..UX
1 r

die Zerlegung in irreduzible Komponenten, so gilt

Xo = (X U U )

und jedes (Xi)F ist echt in der irrduziblen Menge Xi enthalten. Esfolgt
dlm(Xi)F<d|m Xi’
asodim XF< dim X. Wir wiederholen jetzt die Argumentation mit x(1) .= XF anstdle

von X := X und einem homogenen Polynom F1 anstelle von FO := F, das auf keiner

Komponente von X (1) Null ist. Wir erhalten auf diese Weise eine abstei gende Kette von
geschlossenen Teilmengen
(i)

X=xO>5x@ 5  ox(+D=xr’ 5
|

mit einer Form Fi die auf keiner Komponente von X1 Null ist. Nach Bemerkung
3.2.1(i) konnen wir dabei noch den Grad der Fi vorgeben. Sel also
deg Fi = deg F fiir alle i.

Nach Konstruktion gilt _
(1) dim X1 <=d- i mit d:=dimX
fiir alle 1. Deshalb ist insbesondere

x(@+1) = &
leer, d.h. die Formen FO""’Fd haben auf X keine gemeinsame Nullstelle. Sei jetzt X
irreduzibel. Wir betrachen die reguldre Abbildung

oX - P xa [F (.- F (9]

Nach Theorem 2.6.8 ist diese Abbildung endlich. Insbesondere ist
dim@(X) =dim X =d.
Weil X projektiv ist, ist ¢(X) abgeschlossenin P9 Nach3.1.7 folgt
| o e0=PL |
Wir haben noch zu zeigen, in (1) gilt fiir i=1 das Gleichheitszeichen. Angenommen, die
Ungleichung wire echt. Dann wire nach der oben durchgefiihrten Argumentation bereits
die Menge

leer. Mit anderern Worten, die Formen FO""’Fd-l besitzen keine gemeinsame Nullstelle

auf X. Das bedeutet aber, der Punkt [0,...,0,1] liegt nicht im Bild von ¢ im Widerspruch
zur (gerade bewiesenen) Surjektivitit von .
QED.

3.2.3 Folgerung 1: Existenz von Teilvarietiten zu vorgegebener Dimension

Auf einer projektiven Varietit X gibt es zu jeder vorgegebenen Dimension s < dim X
eine Teilvarietét.



3.2.4 Folgerung 2: Induktive Definition der Dimension
Fiir jede irreduzible projektive Varietit X gilt

dmX=1+sup{ dimY |Y C X echte Teilvariett }.

3.2.5 Folgerung 3: Dimension als maximale Kettenlinge
Fiir jede projektive Varietit X gilt

es gibt eine echt absteigende Kette

dim X =max {nE€Z | irreduzibler Teilvarietiten YOZ)Y 1:)...Z)Yn}

3.2.6 Folgerung 4: Dimension und komplementiire lineare Unterriume

Fiir jede projektive Varietit X C [P N gilt

dmX=N-s-1,

wenn s die groBte Dimension eines linearen Unterraums E C P Nigt mit

XNE=@.

3.2.7 Folgerung 5: Dimension einer Nullstellenmenge mit r Gleichungen

SdenX C PN eine projektive Varietit und F

1,...,Fr homogenen Polynome. Dann gilt
dim XﬂV(Fl,...,Fr) =dimX -r>

Bemerkungen

(i)
(ii)

(iii)

(iv)

Insbesonder ist XﬂV(Fl,...,Fr) =JimFal r<dimX.

n homogene Polynome in n+1 Unbestimmten besitzt stets eine gemeinsame
Nullstelle.

Je zwe Kurven im P2 besitzen einen gemeinsamen Schnittpunkt. Fiir die nicht-
entartete Flache zweiter Ordnung

o(=Plphcp3

ist das nicht s0.” Insbesondere sind Q und P2 nicht isomorph. Wir haben damit
ein Beispiel nicht-isomorpher Varietiten gefunden, die birational isomorph sind®®.
Vollstindige Durchschnitte. Theorem 3.1.9 (i)* ist falsch zum Beispid fiir die
Kurven auf der nichtentarteten quadratischen Fliche

Q=V(H) C P3.

Wiirden sich zwei Kurven der Schar {pt}lel durch jewells eine Form definieren
lassen, sagen wir durch F bzw. G, so hitte das Gleichungssystem

F=G=H=0
im IP3 keine Losung (im Widerspruch zu Bemerkung (ii). Eine abgeschlossene

Teilvarietit X ener Varietit Y heild (mengentheoretisch) vollstindiger
Durchschnittin Y, wenn X in'Y durch n Gleichungen deiniert werden kann mit

n:= codimYX =dimY -dmY.

Die Mantellinien eines Kreiskegels sind also keine vollstidndigen Durchschnitte.

% Folgt durch wiederholtes Anwenden von 3.2.2.
% Wir wissen, Q = P IxP L und je zwei Kurven der Gestalt { pt} xIP L sind digjunkt.

% S enthalten beide den 4. 2 al's offene Teil menge.
97 abgeschl ossene Mengen der reinen Kodimension 1 lassen sich durch eine Gleichung definieren.



3.2.8 Theorem: Dimension der Komponenten eines Hyper ebenenschnitts

Seien X C pN eine abgeschlossene irreduzible Teilmenge der Dimension d und F eine
Form, die nicht identisch Null ist auf X. Dann hat jede irreduzible Komponente von XF

dieDimensiond - 1.
Beweis. Wir betrachten die endliche Abbildung aus dem Beweisvon 3.2.2,

v o md
9 X = PC xa [Fy..F .

mit FO = F. Weiter setzen wir fiiri =0,...,d

U= cp'l(D(SI)) = XND(F).
Die U, bilden eine Uberdeckung von X durch affine offene Teilmengen®®,
X=UU..UU,.

0 d
Es reicht zu zeigen, die irreduziblen Komponenten der affinen Varietiten
Q) U i NX =

haben die Dimension d-1. Alle weiteren Betrachtungen werden sich auf ein fest
gewihltes i beziehen. Wir werden deshalb den Index i weglassen und einfach U angtelle
von Ui schreiben. Die Menge (1) 148t sich wie folgt schreiben.

UﬂXF:{ xeu |F(X):O} :{ xe U |f(X):O} mit f :;’
|
d.h. es ist gerade die Menge der Nullstellen der reguliren Funktion fEk[U] auf der

irreduziblen affinen Varietét,
UOXF =V/(f), U irreduzibel affin.

Die Einschrinkung der Abbildung ¢ auf U ist eine endliche Abbbildung®
@ ¢:U—a&9xa (fyf ) mitf, =1,

Wegen dim X_ = d-1, geniigt es zu zeigen, die irreduziblen Komponenten von V(f)

F
haben eine Dimension = d-1. Esreich also zu zeigen,

f 2,...,f d sind algebraisch unabhiingig auf jeder Komponente von V(f).

Se Pek[TZ,...,T d] ein von Null verschiedenes Polynom. Wir haben zu zeigen,
R:= F(f2,...,f d) = 0 auf jeder Komponente von V(I).

Dazu reicht es zu zeigen'®,

R-Q = 0 auf V(f), Qek[U] = Q =0 auf V(f).
Mit Hilfe des Nullstellensatzes fiir k[U] kann man diese Implikation wie folgt
umformulieren:

f | (RQ)%fiireina = f| Qb fiir ein b.

% Die Offenheit der Ui ist klar. Sie sind affin, weil die Mengen D(Fi) affin sind. Letzteresist klar im
Fall, dai Fi eine Linearform ist. Im algemeinen Fall benutze man die V eronese-Einbettung, um D(Fi)

als abgeschlossene Teilmenge des Komplements einer Hyperebenen des projektiven Raums darzustellen.
F.
% Die K oordinatenfunktionen haben gerade die GestaItEJ-
i
1% Die i-te Komponente von V(f) liegt nicht in der Vereinigung der iibrigen Komponenten. Es gibt also
ein Polynom Q, welches auf allen Komponenten Null ist, nicht aber auf der i-ten. Die obige
Implikation bedeutet dann, R-Q = 0, d.h. R ist nicht Null auf der i-ten Komponente von V(f).



Die Abbildung (2) sorgt dafiir, dal3 der Integrititsbereich k|U] eine ganze Erweiterung
von k[Tl""’Td] ist. Die zu beweisende Implikation ergibt sich deshab aus folgenden

Lemma.
QED.

Lemma
Selen A en Integrititsbereich, der ganz ist iiber dem Tellring B = k[Tl,...,T d] Weiter
seen
Re k[T2,...,Td] -{0}, QeA - {0}
Elemene mit Tl | (R-Q)ain A fiir ein a>0. Dann gilt Tl | Qb in A fiir ein b> 0.

Bewels. Die einzigen Eigenschaften der Polynome
X = T1 undy =R,

die wir verwenden werden, ist die Tatsache, dal? sie teilerfremd sind im ZPE-Ring B. Wir
Setzen weiter

z:=R%undv:=Q%
Dann bekommt die zu beweisende Implikation die Gestalt:

(3)  x,zEB teilerfremd, \EA mitx |vzin A = x | vCin A fiir ein ¢ > 0.

Die Implikation besagt, daf3 die Eigenschaft, teilerfremd zu sein, in gewissem Sinne
erhalten bleibt beim Ubergang zu ganzen Erweiterungen.

Sei K der Quotientenkorper von B,
K:=Q(B)= k(Tl’""Td)'

Zwischenbemerkung (das Minimal polynom eines ganzen Elements)
Jedes Element tEA ist ganz iiber B, also algebraisch iiber K. Sei

F(T) € K[T]
das Mininimalpolynom, d.h. F sei normiert und irreduzibel mit F(t) = 0. Well t ganz ist
tiber B, gibt es aulerdem ein normiertes Polynom

G(T)eBIT]
mit G(t) = 0. InK[T] ist Fein Teiler von G,

G = FH mit HEK[T]
Durch Multiplikation der beiden Faktoren rechts mit Einheiten aus K gewinnt man aus
dieser Zerlegung eine Zerlegung von G im Ring B[T]. Da G den hochsten Koeffizienten
1 hat, muf3 nach den Gaul3schen Lemma die gegebene Zerlegung bereits eine Zerlegung
inB[T] sain,

FEB[T], HEB[T]
Die Ganzheit des Elements t impliziert dso, dal3 sein normiertes Minimalpolynom
Koeffizientenin B hat.

Fahren wir fort mit dem Bewels. Nach Voraussetzung gilt
vz = xw fiir ein wEA

Sei
FM =T +b, T 1+ +p
das Minimalpolynom von w iiber K. Weil w ganz ist iiber B, gilt biEB fiir jedes i. Das

Minimalpolynom G des Elementsv = ;-w tiber K hat dann die Gestalt

|
_xl . . xb X' b
@)  G(T) _ZTF(;-T)_T +—m -



xb xI b
G o0 =yl +Tl-vI 1+ I l
z

[
xX'b.
DaveEA ganz ist tiber B, gilt —II € B fiir alle i. Da x und z nach Voraussetzung
z

GMﬂmwmnkmqummme%mﬁﬁm@mmud

QED.

3.2.9 Folgerung 1: der quasi-projektive Fall

SeenX C TP N eine quasi-projektive irreduzible Varietit und F eine Form, die nicht

identisch Null ist auf X. Dann ist XF entweder leer oder jede irreduzible Komponente

von XF hat die Kodimension 1.

Bewels. Als quasi-projektive Varietit ist X offene Teilmenge einer abgeschlossenen
Tellmenge

x c PN,
Weil X irreduzibel ist, kdnnen wir annehmen, X ist auch irreduzibel. Als offene
Teilmengevon X hat X dieselbe Dimension wie X. Nach Theorem (h) hat die
irreduzible Zerlegung von X - die Gestalt

YF=UﬂWMdmﬂ=mmX-l

Wir schneiden mit der offenen Teilmenge X und erhalten die Behauptung.
QED.

3.2.10 Folgerung 2: iterierte Hyper ebenenschnitte
Sa XCP N eine irreduzible quasi-projektive Varietit der Dimension d und Fl""’Fm
seien Formen auf X. Dann ist

XN V(Fl""’Fm)

entweder leer, oder jede irreduzible Komponente dieses Durchschnitts hat eine
Dimension = d-m.

Beweis ergibt sich durch wiederholtes Anwenden von (i).

QED.

3.2.11 Theorem: Dimension der Komponenten eines Dur chschnitts

SedenX,YCPFP N irreduzible quasi-projektive Varietiten der Dimensionen
dmX=m,dmY =n.
EsgelteN <m+ nund XNY = J. Dann gilt
dmZ=m+n-N
fiir jede irreduzible Komponente Z von XNY..
Beweis. Die Behauptung hat lokalen Charakter. Wir konnen deshalb annehmen, X und
Y sind affine Varietdten. Dann besteht aber die Isomorphie

XNY = (XxY)NA (im £&2N)
Die Behauptung folgt damit aus 3.2.10, denn A wird durch N Gleichungen definiert.
QED.

Bemerkungen
(i)  Im projektiven Fall ist der Durchschnitt unter der Bedinung N < m+n nie leer.



(i)  Inetwas symmetrischerer Weise kann man die Aussage (im projektiven Fall) fiir
eine beliebige Anzahl von Teilvarietéiten wie folgt formulieren:

. r [ .
codlmx mizlYi < izlcod|mx Yi
3.3 Der Satz von der Dimension der Faser

3.3.1 Theorem: Satz von der Dimension der Faser

Sel f: X — Y eine regulidre Abbildung quasi-projektiver Varietiten mit
1. X, Y irreduzibel.

2. f(X)=Y.

Dann gilt

0] dmX=dmY.

()  dimfly)=dim X - dim Y fiir jedes yEY 1%

(i) Fiir die Punkte aus einer nicht-leeren offenen Menge VCY giltin (ii) das
Gleichheitszeichen.

Beweis. Zu (ii). Die Aussage ist lokaler Natur beziiglich Y. Wir konnen annehmen, Y ist
eine affine Varietit. Sei also

vy c &N abgeschlossen.

Sei Y die Abschliefung von Y im projektiven Raum pN (2 AN). Wie im Bewels von
3.2.2 betrachten wir eine echt absteigende K ette von abgeschl ossenen Teilmengen

) Y =vO05 5yOsy(+D)5 5y n=dimy.
Dabei sei | .
v(i*D) = yDnvG)
i
mit einer Hyperfliche V(Gi)’ die keine Komponente von v () ganz enthilt. Nach 3.2.10
hat dann jede Kompontente von Y (1) gine Dimension®2 = n-i.

Wir konnen dabel sogar annehmen, die V(Gi) sind Hyperebenen und gehen simtlich
durch den vorgegebenen Punkt y&Y. Eine solche Hyperebene findet sich, solange die

Komponenten von Y1) eine Dimension >0 haben, d.h. wir erhaten eine Kette der Gestalt

(1).*® Die Menge Y i 0-dimensiona, besteht also aus nur endlich vielen Punkten,
unter denen sich der Punkt y befindet. Wir koénnen deshalb eine offene affine

Umgebung U C &Nvon y finden mit
Y A u={y}.

191 Der nachfolgende Beweis zeigt, diese Ungleichung bleibt bestehen, wenn man f'l(y) durch eine
beliebige Komponente der Faser ersetzt.

192 Auf Grund des Satzesist die Dimension = n-i. Auf Grund der speziellen Wahl der Hyperflichen sinkt
die Dimension in jedem Schritt jedoch um mindestens 1, d.h. die Komponenten haben die Dimension =
n-i.

103 Sieht man die K oeffizienten der betrachteten Hyperebenen als Punkte in einem N-dimensionalen
projektiven Raum P N an, so bedeutet die Bedingung, durch einen Punkt zu gehen, den Ubergang zu

einer Hyperebene von P N. Die Bedingung nicht durch einen gegebenen Punkt einer Komponente zu
gehen, bedeutet den Ubergang zu einer offenen Teilmenge dieser Hyperebene. Der Durchschnitt endlich
vieler solcher offenen Teilmengen ist nicht leer.



DieMenge Y = YNV(Gy...G,, ;) ist aif Y durch n Gleichungen definiert. Deshalb

ist die einpunktige Menge {y} auf U durch n Gleichungen definiert. Wir ersetzen jetzt Y
durch U und X durch f'l(U) und koénnen somit O.B.d.A annehmen, die Menge
(¥} =V(gy-8,, 1) GEKIY]
ist durch n Gleichungen definiert. Die Faser iiber y hat dann die Gestalt
) = V(gyst,..g. ;o)
d.h. sieist auf X ebenfalls durch n Gleichungen definiert. Nach 3.2.10 gilt damit
dimfly)=dmX-n=dimX-dimY.

Diese Ungleichung bleibt erhalten, wenn man die Faser f'l(y) durch eine beliebige ihrer
Komponenten ersetzt.

Zu (1) und (iii). Wir haben zu zeigen,
2 dim f'l(y) =dim X - dim Y fiir y aus einer offenen Teilmenge von Y.

Wir kénnen Y durch eine offene Teilmenge ersetzen, also wieder annehmen,

Y C aN abgeschl ossen.
Aufgabe: Man zeige, jede quas -proj jektive Varietiit besitzt eine endliche Uberdeckung
durch affine offene Tellmengen.*

Se
X=U 1U .U Ur
eine solche Uberdeckung. Wenn wir fiir Jede der Einschrinkungen
f =1 —>Y
U

eine offene Teilmenge in Y finden, fiir welche (2) gilt, so ist fiir y aus dem Durchschnitt
dieser offenen Teillmengen

dim fL(y) =% max dim f'1(y)mui <dmX-dimY.
Wir konnen also annehmen, X ist affin, sagen wir,

XC aM abgeschlossen.
Man beachte, weil die Ui dicht liegenin X, liegen auch dief(Ui) dichtinY, d.h diefisind

regulidre dominante Abbildungen. Nach 2.6.6 gibt es eine nicht-leere offene Teillmenge
vonY, dieganz im Bild eines jeden fi liegt. Indem wir Y durch diese offene Teillmenge

ersetzen, erreichen wir, dal3 Voraussetzung 2 bei dieser Reduktion erhalten bleibt.

Die Abbildung
f*: K[Y]—=K[X]

04 Gei X = X7-X" mit X', X" C pN abgeschlossen. Dann gilt
X’ =D, ,(S)U..UD,,(S\) Mit D, ,(F) := {pEX’ | F(p) = 0}

X" =V(G 1 Gs)
Esreicht zu zeigen, die DX’ (Si) - X” besitzen eine endliche affine offene Uberdeckung. Das ist aber der
Fall wegen

DX’(Si) -X" = DX,(SiGl)U...UDX,(SiGS)

105 Zu jeder Komponente von f'l(y) gibt es eine nicht-leere offene Teilmenge, die ganz in einem der
Durchschnittef'l(y)ﬂui enthalten ist.



ist nach Voraussetzung injektiv. Wir werden im folgenden der Einfachheit halber

annehmen,
K[Y] CK[X]
und damit k(Y) C k(X). Bezeichnungen:
n =dmY
m =dim X
K[X] = k[xl’""XM]

Der Korper k(X) hat iiber k(Y) den Transzendenzgrad m-n (=0). Wir konnen annehmen,

Xy Xn algebraisch unabhingig iiber k(Y).
Die iibrigen X; sind von diesen abhiingig, es gilt
Fi (xi ’Xl""’xm-n’yl""'yN) =0,i =m-n+l,..., M,

mit Polynomen Fi iiber k, wobel X; in Fi wirklich vorkommt. Sei ;i die Einschrinkung

vonx; auf f'l(y), Dann gilt

L] = KX g ]
Wir betrachten jetzt die Polynome Fi as Polynome in den x. dlein, so daf3 die
Koeffizienten der Fi Polynomein den y. sind. Wir nehmen die von Null verschiedenen
K oeffizientenpolynome a‘|j der Fi her und betrachten die Menge
V ={yeY | a”(y) # 0 fiir alle i und alle j }

Diesist eine nicht-leere offene Teilmenge von Y (weil Y irreduzibel ist). Fiir yeV sind
die Polynome
FI (T| ’ Tl,,Tm_n,yl(y),,yN(Y)) # 0

nicht identisch Null und zeigen, die;i sind algebraisch abhéngig von den

XgpeeeX
1" m-n
Die irreduziblen Komponenten von f'l(y) haben deshalb samtlich eine Dimension < n-
m, d.h. esgilt
dimfly)<n-m.
QED.

3.3.2 Folgerung: Mengen mit einer Faserdimension = g
Sel f: X — Y eine reguldre Abbildung quasi-projektiver Varietiten mit
1. X, Y irreduzibd.
2. f(X)=Y.
Dann ist fiir jede ganze Zahl q die Menge
Yy ={yey |dim ly)=q}

abgeschlossenin'Y.
Bewe's. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach dim Y.Im Fall dim Y =0 ist Y
ein einzelner Punkt und die Mengen Yq sind leer oder gleich Y, d.h. die Behauptung gilt.

Sei jetzt dim Y > 0. Firg=dim X -dimY ist Yq =X (nach 3.3.1), d.h. die Behauptung

gilt. Sei jetzt > dim X - dim Y. Dann gibt es nach 3.3.1(iii) eine echte abgeschlossene
Tellmenge

Y’ CY (echt enthalten)
mit



Y CY'.
. q
Sei
Y' = Y’lLJ...LJY’r
die Zerlegung inirreduzible Komponenten. Weil Y irreduzibel ist, gilt

dim Y’i < dim Y. Nach Induktionsvoraussetzung ist damit die Behauptung richtig fiir die

Einschriankungen
: Aoyt y v

Q) fij'zijgf Y i) Yi
von f auf dieirreduziblen Komponenten Zij der f'l(Y’ i).
Nach Konstruktion gilt

Y CUY'.

q [
aso
Y =Y _NY'HU...UY_NY')).
g (YgnY' PU-UY Y’
AulRerdemist

YOY =0 {y ey | dm iy =a

Es reicht also, die Behauptung fiir die Abbildungen (1) zu beweisen. Fiir diese gilt sie
aber nach Induktionsvoraussetzung.
QED.

3.3.3 Reguléire Abbildungen mit irreduziblen Fasern konstanter Dimension (im
projektiven Fall)

Sel f: X — Y eine reguldre Abbildung von projektiven Varietiten und V C 'Y eine nicht-
leere offen Teillmenge. Wir nehmen an:

1. f(X)liegtdichtin.

2. Yidirreduzibd.

3. Fiir yeV sind die Fasern f(y) irreduzibel und alle von derselben Dimension.

Dannist (V) irreduzibel.
Beweis. 1. Schritt: Reduktion auf den Fall X und Y projektiv (und f(X) =Y).
Seien

X CPMundy c PN

Der Graphvonf,
T, :={(x, () |xEX} C rM.pN

ist isomorph zu X. Die Abbildung f 1a8t sich deshalb zerlegen

[
x—— 1, C PMxpN P pN

. oooxa (Xfx), (xy) a 'y o

in den Isomorphismusi und die Projektion p auf den zweiten Faktor. Wir identifizieren

die Varietit X mit ihrem Graphen Ff , betrachten sie als Teilvarietit des Produktraums

196 Beweis von “C” Fiir erqﬂY' i hat f'l(y) eine Dimension = qund liegt ganz in f'l(Y’ i). Jede
irreduzible Komponente von f'l(y) liegt ganz in einer irreduziblen Komponente Zij von f_l(Y’ i)’ und

damit ganz in einen fi_jl(y). Also besteht fiir mindestens ein j die Ungleichung dim fijl(y) =dim f-l(y) =

q. Mit anderen Worten, y liegt in der rechten Seite der zu beweisenden Identitit.
Beweisvon “2": trivial. Jede der Mengen der Vereinigung rechts liegt in der Menge links.



X C PMxpN
und fiihren Bezeichnungen fiir die projektiven AbschlieBungen von X und Y ein:

X C PMxpN ynd v c pN

Die urspriinglichen Mengen X und Y sind dann offene dichte Teilmengen von X bzw. Y.
Insbesondereist mit Y auch

Y irreduzibel.

Die Einschrinkung der Projektion p auf X bezeichnen wir mit

X c pMypN_—P . pN,

Nach Konstruktion ist f gerade die Fortsetzung von f auf X. Insbesondere gilt
fX)=fX)CYCY,

d.h. T 148t sich als Abbildung mit Werten in Y auffassen, und es besteht ein
kommuitatives Diagramm

X——Y
U U
f

X——Y

DasBildvon T enthilt die dichte Tellmenge X von Y und ist as Bild ener projektiven
Varietit abgeschlossen in Y. Also gilt

fX)=Y.
Die Bedingungen 1. und 2. sind somit mit  anstelle von f erfiillt. Weiter ist die Faser

y) = Ty)nx
offen und dicht in T-1(y), hat aso diesdibe Dimension wie T-1(y) und ist genau dann
irreduzibel, wenn f_'l(y) esist. Mit anderen Worten, auch Bedingung 3ist fiir T anstelle
von f erfiillt. Falls die Behauptung fiir T anstelle von f gilt, so folgt die Irreduzibilitit von
T-1(v). Dann it aber auch die offene Teilmenge
vy =F-Lv)nx
irreduzibel.
2. Schritt: Beweisim Fall X, Y projektiv und f(X) =Y.
Wir setzen
n:=dimfly),yev.

Sden X’ := (V) und

X' =U X,
die Zerlegung der projektiven Abschliefung von X’ in irreduzible Komponenten. Fiir
jedesi ist dann

f(X.) irreduzibel.

Wegen U f(Xi) =f(X’) =27 Y und Y irreduzibel folgt

f(Xi) =Y

197 £(X") ist abgeschlossen und enthiilt die dicht liegende Menge V.



fiir mindestens ein i. Wir entfernen aus V dle f(Xi), die von Y verschieden sind und
erhalten eine nicht-leere'®® offene Teilmenge
V' =V-( Uf(Xi)¢Y f(Xi))
mit dem vollsténdigen Urbild
U = f'l(V’) =U U, (Zerlegung in irreduzible Komponenten)
wobel die Vereinigung iiber dIer mit f(Xj) =Y ersteckt wird und U’j c Xj offen igt.

Weiter sei
fj: U’j -V’

die Einschriankung von f und
m, = min{ dim fj'l(y) ly €V}

Nach dem Satz von der Dimension der Faser 3.3.1 werden dle diese Minima auf einer
offenen Teilmenge V”"CV’ angenommen. Wegen

U fj_l(y) = f'l(y) irreduzibel von der Dimension n fiir yEV”
gilt
max { mj }=n.

-1
AuRerdem gibt eseinj mit dim fjo(y) = n fiir yeV” also'®

= JO
1
dim fjo(y) = n fiir alle yEV.
-1
Fiir alle yEV hat aso die abgeschl ossene Teilmenge fjo(y) c f'l(y) dieselbe Dimension
-1
wie die irreduzible Varietit f1(y), d.h. esgilt fi ) = (y) fiir alle yeV, d.h.

-1 1
fi (V) =FHV),

-1
Als offene Teilmenge der irreduziblen Komponente Xj ist ij(V) aber irreduzibel.

0
QED.
Folgerung
Sel f: X — Y eine reguldre Abbildung von projektiven Varietiten. Wir nehmen an:
1. fX)=Y.

2. Y isirreduzibd.

3. DieFasern f'l(y) sind irreduzibel und alle von derselben Dimension.
Dannist X irreduzibel.

Bewels. Man setzeim obigen SatzV =Y.

QED.

Bemerkung
Als Spezialfall des obigen Satzes ergibt sich ein neuer Beweis fiir die Irreduzibilitéit des
Produktes von irreduziblen Varietiten.

198y ist irreduzibel, d.h. der Durchschnitt zweier nicht-leerer offener Teilmengen ist nicht-leer.

1% Die Faserdimension von f,  kann in den Punkten von V - V> hochstens groBer werden. Das ist hier
o

aber nicht der Fall, da n bereits die maximale Faserdimension iiber den Punkten von V ist.



3.4 Geraden auf Flachen

3.4.1Vorbemerkungen

()  Nach den Anstrengungen, die wir den Beweisen einiger Sitze iiber die Dimension
gewidmet haben, ist es naheliegen nach Anwendungen dieser Sitze zu fragen. Wir
illustieren dies hier anhand der Frage nach der Lage von Geraden auf Flichen im

3
P~

(i) Der Begriff der Dimension erweist sich in der Regel dann als niitzlich, wenn es
darum geht exakt zu beschreiben von wievielen Parametern die Elemente einer
gegebenen Menge abhiingen.

(i) So haben wir gesehen, dal die Hyperfldachen des Grades m im " den Punkten
des projektiven Raumes

A%
nm . m+n
F " mitv :=( ]-1
nm m
entsprechen,
(iv) Wir wollen jetzt einen Fall betrachten, in welchem die Teilvarietiten keine

Hyperfldchen sind, und zwar den einfachsten - den der Geraden im P3,

3.4.2 Bezeichnungen

G(l ,n) := Menge der k-linearen Unterrdaume der Dimension | von K"
(GraBmann-Varietit).
V(l ,n) := Menge der linear unabhingigen | -Tupel von Vektoren des K"

(Stiefel-Varietiit)
7. V(I ,n) = G(l , n)die natiirliche Abbildung, welche jedem | -Tupel unabhingiger
Vektoren, den von diesen erzeugten Unterraum zuordnet.

3.4.3 Pliicker-Koordinaten einer Geraden im 1P3

Ein Punkt im I3 ist durch eine Gerade durch den Ursprung im k4 gegeben, d.h. durch
einen 1-dimensionalen linearen Unterraum von k4,
P3=G(1, 4).

Eine Geradeim IP3 ist durch einen 2-dimensionalen linearen Unterraum des k4
gegeben, d.h.

{Geradenim B3} = G(2, 4).

Sel Le G(2, 4) und (x,y)E V(I ,n) ein Urbild von L bei der natiirliche Abbildung. Dann
héngt der Vektor

p(L) = xAy € A4

von der speziellen Wahl der Basis (x,y) von L ab. Ist (X’,y’) eine weitere solche Basis,
so gibt eseinelineare Transformation T: L — L, welchedie Basisx,y von L in die Basis
x’,y’ von L iiberfiihrt. Der Wert p(L) multipliziert sich also beim Wechsel der Basis mit
det(T) = 0. Mit anderen Worten, das Element des zugehdrigen projektiven Raumes,

p(L) = [x/Ay] € (A2KA - {0})/k* = P(A2KY) = P

ist unabhéngig von der speziellen Wahl der Basis von L. Die projektiven Koordinaten

des Punktes p(L) heiRen Pliicker-Koordinaten der Geraden LCIP3,
Bemerkungen




. . 4 .o )
()  Zur Standardbasis & € desk™ gehort die Standardbasis { eie""s(aj} O<i<j<3

von A 2%, Eine Gerade L mit dem Erzeugengensystem (x,y) hat beziiglich dieses
Erzeugendensystems gerade die Pliicker-Koordinaten™°

p”(l-) :Xiyj 'inj ,| <j’
d.h. esigt™*
p(L) = [xTy -y "X,

(i) Die projektiven Koordinaten nicht jeden Punktes im P° treten ds Pliicker-
Koordinaten einer Geraden L auf. Es ist leicht zu sehen, dald die Pliicker-
Koordinaten der Bedingung

Po1Po3 * PooP13 ¥ PogP12 =0
geniigen.'*?
(>il)) Man kann zeigen, wenn die pij der Relation von (ii) geniigen, SO handelt es sich

um die Pliicker-Koordinaten einer Geraden im ]P‘?’,

(iv) Die Geraden des I3 bilden eine projektive Hyperfliche zweiten Grades im IP5,
die Pliicker-Varietit

[1C P>,

3.4.4 Die Punkte einer Geraden mit gegebenen Pliicker-Koordinaten

Sal L C IP3 eine Gerade mit den Pliicker-Koordinaten

P(L) = [Py Py PoaP1oP13Pod]
Dann gilt

]

Bewels. Betrachten wir L als 2-dimensionalen Unterraum L C k* Sei (x,y) ene Basis
von L. Dann liegt jeder Punkt der folgenden Gestalt in L

1) xf(y) - yf(x) EL.

Dabei bezeichne f: k? — k eine beliebige Lineareform. Wir erhalten auf diese Weise
eine Abbildung

L :{[xo, X Xo x3] | X; = JE a]p.. ,ack}.

k™ = L, faxf(y) - yf(x).

O Mitx =y Xiei undy = yjej istxfhy =Yy Xiyj eix'\ej =Yy (Xiyj - iji) eif\ej

i ] i i<j
"1 Wir verzichten hier auf die Bedingung i<j und erhalten damit 16 Koordinaten, die aber fiir i=j
sdamtlich Null sind und sich sonst nur im Vorzeichen von den eigentlichen Pliicker-Koordinaten
unterscheiden.

( 0 ¥1%2%3
YoY1727%3

*0%1727%3

\ YoY1Y2Y3 )
offensichtlich Null (erste und dritte bzw. zweite und vierte Zeile sind gleich). Entwicklung nach den

ersten beiden Spalten liefert gerade die Pliicker-Identitdt (multipliziert mit 2). In der Charakteristik 2
mul3 man sich etwas anderes einfallen lassen.




Diese Abbildung ist offensichtlich linear und hat als Kern die Linearformen f mit f(x) =
f(y) =0, d.h. einen 2-dimensionalen Unterraum. Das Bild ist somit 2-dimensiond, d.h.
die Abbildung ist surjektiv. Wir haben gezeigt: jeder Punkt von L hat die Gestalt (1) mit

einer Linearform f. Mit f(x) = ¥ a]xj erhaten wir
]
xfly) -yf(x) =3 x-ay. -y A% =3 (Xay an) E ik

J Iy ] i )

Diei-te Koordinate dieses Punktesist aﬁpij . Die Punkte von L haben also tatséichlich
j

I

die angegebenen Koordinaten.
QED.

3.4.5 Die Inzidenz-Relation
Betrachten wir jetzt die Menge

P:=FYmitv:=v =(
3m

3
der Hyperflachen des Grades m im P und gleichzeitigdieMenge [ C IP° der

Geraden im P3. Wir wollen nach den Paaren (H,L) aus
PVx[]

m+3] 1= (m+1)(mg2)(m+3) 1

fragen mit L C H.
3.4.6 Projektivitit der Inzidenz-Relation
Die Menge
I ={HLE PVx[]|L CH}
ist eine abgeschlossene Teilmenge von PVx[].
Beweis. Fiir x€PV bezeichne FX ein homogenes Polynom dessen Koeffizienten
proportiona zu den Koordinaten von x sind. Wie bisher bezeichne p(L) = (pij(L)) en

Tupel von Pliicker-Koordinaten von L. Dann gilt
LC V(FX) < FX (p) =0 fiir alle p = (pi) mit P, = % a]pij(L) und a]Ek
< Fx(z a]pOj(L)’ . JE ajp3j(L)) =0 fiir alle aJEk
Wir fassen jetzt den Ausdruck
F .S apq, - apa,
x(z ijj 2 Jp3j)
als homogenes Polynom in den a] auf. Dessen Koeffizienten fl(x,p),...,fr(x,p) sind dann

bi-homogene Polynome in den Koordinaten x von H und in den Pliicker-Koordinaten p.
Nach Konstruktion gilt
Im = V(fl(x,p),...,fr(x,p)),

d.h. I ist eine abgeschlossene Teilmenge des Produktraums.
QED.



3.4.7 Dimension und Irreduzibilitit der Inzidenz-Relation
Die Inzidenz-Rdlation
Im c ]va]_[

der Geraden des ]P‘3 mit den Flichen des Grades m ist irreduzibel von der Dimension

dim1=Mmh(m+S) | 4
m 6

Bewels. Wir betrachten die beiden reguldren Abbildungen
fl C PVx[[—=PY,(H,L)aH,

g:ImQIPVxH—>H,(H, L)al.

Esqgilt

o0 ) =TI
denn durch jede Gerade geht mindestens eine (nicht-notwendig irreduzible) Hyperfliche
des Grades m.

Beschreiben wir die Fasern g'l(L). Dazu fiihren wir eine solche projektive
Transformation aus, dal3 L die Gleichungen

L:uO:ulzo

bekommt. Eine Hyperfldche mit der Gleichung
H:F=0
enthélt genau dann die Gerade L, wenn eine Potenz von F im Ideal (uo, ul) von L liegt.

Dieses|ded ist aber ein Primideal. Deshalb gilt
LCH < FE(uO, ul)
< F= qu’ + ulG” mit G’, G” homogen vom Grad m-1
Die Formen F von dieser Gestalt bilden ene V ektorraum der Dimension

FEE

_5 m(m+1)(m+2) (m-1)m(m+1)
- 6 i 6

_ m(m+1)(m+5)
B 6

Die Projektivierung dieses Vektorraums ist gerade die Faser g'l(L), d.h. g'l(L) ist en

projektiver Raum der Dimension

©  dmgle) =MD

Insbesondere sind alle Fasern g'l(L) irreduzibel und haben dieselbe Dimension, d.h. Im

ist irreduzibel und hat die Dimension
dim Im =dim g'l(L) + dm]J]=

ML)

Man beachte [ | ist eine Hyperfldche im P>,
QED.

3.4.8 Theorem: Existenz von Flichen, die keine Geraden enthalten

Fiir jedes m > 3 gibt es Flichen des Grades m im IPS, welche keine Gerade enthalten.
Genauer: diese Flichen bilden eine offene dichte Teilmenge des PY mit v = Vam'

Bewels. Betrachten wir die regulédre Abbildung
1 C PVx[[— PV, (H,L)aH,



Das Bild dieser Abbildung ist eine abgeschlossene Teilmenge des IPY. Esreicht zu
zeigen, es handelt sich um eine echte Tellmenge. Dazu reicht es zu zeigen

dml_<dim PV
Die Dimension der Inzidenz-Relation haben wir gerade berechnet. Die des Bildraums ist
gleich

_[m+3 _ (m+1)(m+2)(m+3)
V3,m_( 3 ]'1‘ 5 -1
Esreicht also zu zeigen,
m(m+1)(m+5) +3< (m+1)(m+2)(m+3) 1
6 6 )

Dies ist dquivalent zu
m(m+1)(m+5) < (M+1)(m+2)(m+3) - 24

(m+1)(m2+5m -m?-5m- 6)<-24

<

< 24 < (m+1)-6
= 4<m+l

= 3<m

QED.

3.4.9 Bemerkungen zum Fall m = 2

Im Fall von Flichen des Grades m = 2 im P> gilt
v =9  (der Raum dieser Flichen ist 9-dimensional)

dimlm: 10
Die Fasern der Projektion
f: ImQIPVx]_[—> PY,HL)aH,

haben also eine Dimension = 1. Das ist eine wohlbekannte Tatsache: auf jeder Fldche
zweiten Gradesim Raum liegen unendlich viele Geraden.

Man kann leicht zeigen, tiber den Punkten die den irreduziblen Fldchen entsprechen
haben die Fasern eine Dimension = 1, iiber allen anderen Punkten eine Dimension =2.
Aufgabe

Jede irreduzible Fliche zweiten Grades im B3 ist iIsomorph zu V(XZ-YW) C P3.

3.4.10 Theorem: Die Geraden auf den Fliichen dritten Grades

Auf jeder kubischen Flidche im Raum liegt mindestens eine Gerade. Die Menge der
Flachen im Raum, die nur endlich viele Geraden enthalten bildet eine offene Teilmenge

des P19

Bewels. Betrachten wir die regulére Abbildung
fl C PVx[[— PV, (H,L)aH,

imFal m=3. Esgilt

_ m(m+%)(m+5) +3=19

dim|
m
dmFY =

Auflerdem kann man sofort eine kubische Fldche angeben, die nur endlich viele Geraden

enthilt, zum Beispiel die mit der affinen Gleichung

H: T1T2T3 -1=0.

Im Endlichen besitzt diese Flidche iiberhaupt keine Geraden: durch Einsetzen von
T.=at+Dh.
| | |

+1)(m+2)(m+3
(m-(me2)med)  _ gq



in die Flachengleichung erhdlt man sofort einen Widerspruch (da Polynome in einer
Variablen nur endlich vide Nullstellen besitzen). Die projektive Abschlief3ung dieser
Flache hat die Gleichung

H: 818283 - SO =0.

Die Fernhyperebe SO = 0 schneidet aus dieser Fliche drei Geraden heraus. Damit ist die

Faser f'l(ﬁ) endlich. Dannist aber die Bilddimension gleich
- — . _ _ - ’V

dlmf(lm) =dim Im =19=dm@P",

d.h.
f(Im) =PV,

d.h. jede kubische Fliche enthiilt mindestens eine Gerade. Uber einer offenen Menge
sind die Fasern endlich.
QED.
Bemerkung
Kubische Flidchen, die unendlich viele Geraden enthalten existieren tatséchlich, z.B. die

Kegel iiber ebenen Kurven dritten Grades (die gegeben sind durch eine kubische
Gleichung, in der eine Variable nicht vorkommt).

4. Singularitaten
4.1 Singulére und nicht-singulédre Punkte
4.1.1 Wiederholung: Der lokale Ring in einem Punkt

4.1.1 (a) Bezeichnungen

Seien
X
eine (quasi-projektive) Varietét und
OX
die Garbe der reguldren Funktionen auf X. Fiir jeden Punkt x€X bezeichne
OX,X

den Halm von [i)x im Punkt x. Dieser Ring ist die grundlegende lokale Invariante von X

im Punkt x. Nach Definition besteht dieser Ring aus dlen Funktionen, die in einer
Umgebung von x regulér sind, wobei zwei Funktionen
f:U—kundg:V —Kk,
diein einer Umgebung
wCunv
von x iibereinstimmen, als gleich angesehen werden.
Bemerkungen
()  Ersetzt man X durch eine offene Umgebung des Punktes x, so bleibt der Ring
UX,X
unverdndert.

(i) Istdie Varietdt X irreduzibel, so ist (I « der Teilring des Korpers k(X), der aus

X,
allen Funktionen besteht, die regulér sind in einer Umgebung von x,

f
0y = {g!feek[U], g(9=0)
Dabei bezeichne U eine beliebige affine Umgebung von x. Man beachte, es gilt



k(X) := Q(k[UI).

4.1.1(b) Vergleich von OX mit der Strukturgarbe eines affinen Spektrums

Sei X eine affine Varietéit mit dem affinen Koordinatenring
soist
X C SpecA
eine dicht liegende Teilmenge des affinen Spektrumsvon A (weil A endlich erzeugte k-
Algebra ist, vgl. 1.4.10) und fiir jede offene Teilmenge
U C Spec A
ist die Einschriankungsabbildung

(1) 9 ooy W) = OxXNU). Fafl

(wohldefiniert und) bijektiv. Insbesondere sind die Halme beider Garben in jedem
abgeschlossenen Punkt von Spec A gleich,

USpec(A),x = UX,X fiir jedes xEX.

Beweis. Die auf ganz X regulidren Funktion lassen sich auch als globale Schnitte der
Strukturgarbe von Spec A auffassen:

O ) =A =0g ) (SpecA)

(vgl. 1.4.9). Anders ausgedriickt: die auf Spec A reguldren Funktionen liefern durch
Einschrinkgen auf X reguldre Funktionen. Die Einschriankungs-Abbildung

USpec(A) (Spec A) = Oy (X), fafly
ist bijektiv. Die analoge Aussage bleibt richtig fiir jede offene Hauptmenge

D(a) € Spec A,
d.h. die Einschrinkungsabbilung

O peca) C@) = O, (XND@). fafly (oo

ist ein Isomorphismus fiir jedes acA. Damit ist die Abbildung (1) wohldefiniert: eine
Funktion ist reguldr, wenn sie auf den Mengen einer offenen Uberdeckung ihres
Definitionsbereichs regulir ist. Eine solche Uberdeckung existiert jedoch, da jede offene
Menge durch Hauptmengen iiberdeckt wird.

Die Bijektivitit der Abbildung folgt jetzt aus den Garbenaxiomen fiir und OX

Spec(A)
und der Tatsache, dal3 die offenen Hauptmengen eine Topologie-Basis fiir Spec A bzw.
X bilden.

QED.

4.1.1 (c) Beschreibung von OX x mit Hilfe des Koordinatenrings einer affinen

Umgebung
Seien X eine affine Varietit mit dem Koordinatenring A = k[X], x€X ein Punkt und p =
I{x} das Ideal der reguldren Funktionen mit der Nullstelle x. Dann gilt

Oy x=Rp-

Das maximale |deal von © wird mit mit m bezei chnet.
X X XX

mX,x =m, ={ ée Ox,x lgx) =0} = I{X}k[x]l{x}'



Bemerkung
Mit A ist auch Ux X noethersch (vgl. A2.8).

4.1.1 (d) Interpretation der Nullteilerfreiheit der lokalen Ringe

sdenx C aN abgeschlossen und XEX ein Punkt. Dann sind dquivalent.

0] x liegt auf nur einer Komponente von X.

(i) UXXist nullteilerfrei

Beweis. (i)'=> (i). Es gibt eine affine Umgebung U € X von x derart, daf3 U irreduzibel
ist. Damit gilt

Oy x=Oux=KUl10a

X, X U,x
Da U irreduzibel ist, ist k[ U] ein Integrititsbereich, und damit auch der Quotientenring
OX 5 von k[U].

(ii) = (i). Durch Ubergang zu einer Umgebung von x kinnen wir erreichen, daB alle
Komponenten von X durch den Punkt x gehen. Es reicht dann zu zeigen, X ist
irreduzibel. Angenommen nicht,
X=X"UX".
Wir wihlen von Null verschiedene Funktionen f* ,f’€K[X] mit
X =0und f"|X” = 0.
Dannist f'f” =0 auf X, d.h. der Keim von f'f” in [’JX x ist Null. Nach Voraussetzung

ist einer der beiden Keime von f' bzw. f” Null, sagen wir, der von f'. Dann ist f’ in
einer offenen Umgebung U des Punktes x Null, also insbesondere auch auf der nicht-
leeren offenen Teilmenge

unXx” von X".

DaUNX” dicht liegtin X” und f* stetigist, folgt f’ = 0 auf X” und damit auf ganz X.
Das steht aber im Widerspruch zur Wahl von f’.
QED.

4.1.2 Der Tangentialraum

4.1.2 (a) Die Schnittvielfachheit einer Geraden mit einer Varietit in einem Punkt

Seien X C &N dneechte abgeschlossene Tellmenge mit dem Ided
[(X) = (fl""’fr)’
XEX en Punkt und L eine Gerade durch x,

xeLcaN Lgx,
die nicht vollstindig in X liegt.
Dann hat L die Gestalt
L={ta+x|tek}
mit einem von Null verschiedenen Richtungsvektor a. Die Menge
XML
der Schnittpunkte von L mit X ist gerade die Menge der Losungen des
Gleichungssystems
fl(ta+ X)=..= fr(ta+ x) =0.

Dies ist ein Gleichungssystem von Polynomen in einer Variablen t. Diese haben einen
grofiten gemeinsamen Teiler, sagen wir

f(t) = ggT(F, (@)....f (@)).
Wir schreiben f in der Gestalt



k.
(1) f(=c [T (t-) ', o EK paarweise verschieden.
i=1
Dadie Gerade L durch x geht, ist a. Null fiir ein i, sagen wir ao = 0. Dann heif
L (XL) =k,
Schnitt-Vidfachhelt von L mit X im Punkt x.
Bemerkungen

(i) Das obige Polynom f{(t) ist der grofte gemeinsame Teiler aller h(ta+x) mit h&l(X)
und damit unabhingig von der spezielen Wahl des Erzeugendensystems f,...f

7ok
von I(X).

(i)  Wir werden spiter sehen, fiir die “meisten” Punkte x&X und die “meisten”
Geraden L durch x ist iX(X,L) = 1. Eine Schnitt-Vidfachheit > 1 kann man

dadurch erzwingen, dal3 man zu zwel vorgegebenen Punkten x,x’€X eine Gerade
L(X,x’) durch x und X’ wihlt und dann den Punkt X’ immer stirker SO an X
annghert, dald L(x,x’) einer Grenz-Geraden L immer niher kommt. Fiir diese
Grenz-Gerade L gilt dann ix(x, L)>1

(iif)  Wir sagen, eine Gerade L durch x&X beriihrt X inx und ist eine Tangente an X im
Punkt x, wenn iX(X, L) > 1gilt.

(iv) DieVereinigung aler Tangenten an X im Punkt x wird mit
TO=U{LC &N | L Gerade mit | (XL)>1}
bezeichnet und heild Tangentialraum an X im Punkt X.

4.1.2 (b) Eine Formel fiir die Schnittvielfachheit

Seien X C A N gine echte abgeschlossene Tellmenge, x&X ein Punkt und L eine
Gerade durch x,

xeLcaN Lgx,
die nicht vollstindig in X liegt. Dann gilt
|X(X, L)= d|mk UX,X®U&N XOL,X
Insbesondere ist der Ring auf der rechten Seite ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum.
Beweis. Sei a wie bisher ein Richtungsvektor der Geraden L. Wir betrachten die
natiirliche Abbildung

@: K[T] = K[t], (T TN) a o(at + x),

1
welchejeder reguldren Funktion auf dem aN die Einschrankung auf L zuordnet. Der
Kern dieser Abbildung ist das Ideal der Geraden L,

Ker ¢ =I(L).
Die Funktionen der Gestalt

h(at + x) € k[t] mit hel(X)

bilden ein Ideal. Dieses wird vom grofiten gemeinsamen Teiler dieser Polynome erzeudt,
welcheswir wiein 4.1.2(a) mit f(t) bezeichnen:

k.
o(1(X)) =1K[t] , f = ggT( h(at + x) | hel(X)) = _]5[1 (t- ai) !
1=
Esfolgt

KITI(L)+H X)) = KITIAL)/AL)HENIL) = o[ TD/p(1(X) = K[t]/Fk1]

aso



Ki
K[TI/(I(L) + 1(X)) = k[t]/(_ls[l(t - Oti) )-
|:

Wir lokaliseren jetzt nach dem Idea m = I{x} des Punktes x. Auf der rechten Saite
entspricht m gerade dem vom t erzeugten Ideal, d.h.

KITIAWL) +1(X)),,, =k[t]/(lsI(t 0‘) )(t)

Wir verwenden jetzt die Tatsache, dal3 die Operati onen “Ubergang zum Qutientenring”
und “Ubergang zum Faktorring” kommutieren. Es folgt

K[T] /(L) +1(X)) = k[t](t)/(ﬁ (t- a) )
Nunistt-oci eine Einheitin k[t](t) fallsocI =0ig, d. h esgllt

Kk ko
K{T] /(L) +10X0) = K[ /(8 % = (it Dty

Der Ring K[t]/(t 05 ist ein lokaler Ring mit dem maximalen Idea (t)/(t O) d.h. dle

Polynome mit von Null verschiedenen Absolutglied reprisentieren Einheiten. Es gilt also

Ko
k[T]m/(I(L) + (X)) = K[t]/(t ).

Den Ring auf der linken Seite konnen wir als Tensorprodukt schreiben,

K
O/ ) = KT]J0L) @y KIT]/ (1)
m

=0 ® O
XX O&N L.x

Der Ring links it en endlich-dimensonaer Vektorraum mit einer Basis, die
reprasentiert wird durch

kn-1
1,tt2..t0

Er hat also die Dimension kO = iX(X,L).

QED.
Bemerkungen
(i) Die obige Formel zeigt, die Multiplizitt iX(X ,L) hingt nur von den lokalen Ringen

der beteiligten Rdume im Punkt X &b, ist also eine lokae Invariante und damit fiir
beliebige quasi-projektive Varietiten definiert.

(i) FalsL C X giltinder obigen Rechnung, soist I1(X) C I(L) und damit

UX x®[’)& UL,X - UL,X - k[t](t)'

Diesist ein unendlich-dimens onaler Vektorraum. Wir setzen daher,

|X(X, L)=c (=dim OX X®OA OL,X)

imFal L C X.

4.1.2 (c) Die Gleichungen des Tangentialraums
Seien
x c aN
eine abgeschlossene Teilmenge mit dem Idedl
[(X) = (fl""’fr) (CK[TD

und



X = (Xl""’XN) eX

ein Punkt. Dann gilt .
TX(X) = V(dxfj [j=1,..r).

Dabel sai

df= 5200 (T -x)

X i:16Ti i i
fiir fEk[T] das Differential von f im Punkt x.
Beweis. O.B.d.A. sa x = (0,...,0) der Ursprung. Sei eine Gerade L durch x mit dem
Richtungsvektor a,
L={ta|tek}.

Fiir f € {f fr} schreiben wir

=0 + ) + _ + M) mit £() homogen vom Gradi.
Weil der Ursprung x auf X liegt, gilt f(O) = 0, alsoiist
f(ta) =t D (@) + 2% (a) + ... + MHMg).
Die Gerade L ist genau dann eine Tangente, wenn im ggT der Polynome f(ta) die

Nullstelle t mit einer Vidfachheit > 1 auftritt, d.h. wenn dle diese Polynome durch t2
teilbar sind. Dies ist dquivalent zu der Bedingung

fD(a) = 0 fiir jedes FE(f .. f }.

11-'-1

Dadie Polynomef(l)(T) homogen (vom Grad 1) sind, folgt
T.X) ={1a] D) =0, tek, etk })

={a|fD@=o0 teff,,..f }}

Wegen
(1) = i . - =
f\(T) izlaTi (x) (Ti Xi) de
ist dies gerade die Behauptung.
QED.
Bemerkung

Wenn wir den Ursprung des Raumes &N = kNin den Punkt x verschieben, werden
samtliche Koordinaten von x Null und die Gleichungen von TX(X) werden homogen

(und sind linear), d.h. TX(X) wird zum k-linearen Unterraum des k-Vektorraums k.
Wir denken unsim folgenden TX(X) mit dieser k-linearen Unterraumstruktur versehen.

4.1.2 (d) Beispiel: Tangentialrdume des affinen Raums
Der Tangentiaraum an aNig in jedem Punkt AN salbs.

4.1.2 (e) Beispiel: Tangentialridume einer affinen Hyperfliche
Sai HC &Neine Hyperfldache mit I(H) = f-k[T]. Dann ist TXH fiir jeden Punkt xEH

eine Hyperebene. Genauer,
TXH = V(dxf).



4.1.3 Invarianz des Tangentialraums

(a) Das Differential einer reguliren Funktion in einem Punkt
Selen XC & N eine abgeschlossene Teilmenge mit dem Ideal
[(X) = (fl’""fr)’
X = (Xl""’xn) €X ein Punkt, fEk[X] eine regulidre Funktion und ?Ek[T] ein Polynom

mit f | X = f. Die Einschriinkung der linearen Funktion dXF auf den Tangentialraum TX
(X),

dxf = de |TX(X) : TX(X) — K,
heifd Differential von f im Punkt x. Es gilt

(1) d (f+g) =df+dg

2 d(fg) =f()-d, g+ 9()d,f
fiir beliebige f,geK[X].

Beweis. Nach Definition von dXF gilt

2 d(f+g) =d f+dg

3 d(fa) =f (9d, g +9g(x)df

fiir beliebige T, gEK[T]. Aus diesen Relationen folgen die analogen Relationen fiir f
und g. Esreicht deshalb zu zeigen, die Definition des Differentials de ist korrekt.

Sei f ein zweites Polynom mit der Einschrinkung f auf X. Dann gilt

fr=F+ élslfi mit SEK(T].
Nach (2) und (3) folgt

df =dF+ 21 (A s)f.00 + élsl'(X)-dei
Wegen x&X sind alle Summanden der ersten Summe Null. Well die dei Null sind auf

dem Tangentialraum TX(X), folgt durch Einschrinken

d f T, =d fIT (X),
d.h. die Definition von de ist korrekt.
QED.

(b) Invariante Beschreibung des Kotangentialraums

Sdien xCaN abgeschlossen, x&X ein Punkt und
{x} :={ fek[X] |f(x)=0}
das Ideal des Punktesx. Dannist die Abbildung

o 13 1{x}2 - Hom, (T, (X), k) =T (X), f mod 1{x}2a df,

korrekt definiert, k-linear und bijektiv.
Beweis. O.B.d.A. sa x = (0,...,0). Dann ist



{x} = (tl,...,tN) mitti = Ti|X
und I{x}2 wird von den Produkten titj erzeugt,
1{x}2= (4 11 =1..N}

@ ist korrekt definiert. Wegen x = (0,...,0) sind die Funktionen de homogene lineare
Funktionen auf TX(X), d.h. se sind Elemente von Homk (TX(X), K). Sei jetzt

o€ 1} = (tyty)

ein Element mit demselben Repridsentanten modulo I{x}2 wief. Dann gilt

f-g= % hij-ti -tj mit hijek[X]
aso ’
dxf - dxg = IE (dxhij)-ti (x)-tj (x) + hij(x)-( dxti)-tj (x) + hij(x)-ti (x)( dxtj).
Dadieti Null sindin x, folgt
dxf - dxg =0,
dh.df=dg.
X X

@ ist k-linear. @ ist additiv, wegen der ersten Formel 2.1.3 (a8)(1). Wegen Formel 2.1.3
(a)(2) gilt fiir cEk

o(cf mod I{x} 2) = dX(C-f) = dX(C)-f(X) + C-dxf
wegen dX(C) = 0 fiir c&k folgt die Linearitit von .

Surjektivitit von ¢. Sei | :TX(X) — Kk eine k-lineare Abbildung. Wir denken uns | auf

den gesamten Raum k" linear fortgesetzt, und schreiben | in der Gestalt

I (T)= cl-T1 +..+ cN-TN mit ciek.

Dann gilt

aso
o(l mod I{x}2) = dl =1
Injektivitit von ¢. Sei ¢(f mod 1{x}2) = 0, d.h. esist
d f=0auf T (X).

Wegen fEl{x} gilt auch f(x) = 0. Mit anderen Worten, Taylor-Entwicklung
Punkt x = (0,...,0) beginnt im Grad = 2. Das bedeutet aber

113 von f im

fe1{x}?2,
QED.
Bemerkungen
(i) Selen X affin und x€X. Die natiirliche Abbildung in den Quotientenring
h:k[X] — UX,X
induziert dann eine k-lineare Abbildung
{x} — m,

13 Genauer, f 14Bt sich von einer Funktiom aus k[T] mit solcher Taylor-Entwicklung reprisentieren.



und damit eine k-lineare Abbildung

(1) G2 - mX/m)Z(
Diese letztere Abbildung ist ein Isomorphismus von k-Vektorrdumen. Der
Kotangentialraum 146t sich also mit mX/ m)2( identifizierten,

x _ 2
TX(X) = mX/mX

T (X)= Homk(mxlm)z(, K)
und damit alein mit Hilfe des lokalen Rings in x&X beschreiben. Mit anderen

Worten der Tangential- und Kotangentialraum sind lokale Invarianten von X in x.
(i)  Durch Dualisieren erhdlt man aus der Abbildung ¢ die Abbildung

u v 2
TX(X) — Homk(Homk(TX(X),k), K) — Homk(mX/mX , K)
mit

u:pa(l al(p)
Vi I*a(fal*(dxf))

veu: pa (f mod m2X ad f(p)},

Nehmen wir an, x = (0,...,0). Dann kann man die Elemente vom mX/m)Z( = I{x}/l2
{x} mit den Linearformen auf dem Tangentialraum identifizieren.
Das Dua von o identifiziert dann die Punkte des Tangentiaraums mit den
Auswertungsabbildungen der Linearformen in diesen Punkten.
Beweisder Bijektivitit von (1). Mit x = (xl,...,XN) gilt
{x} = (Tl-xl,...,TN-xN).
Insbesondereist I{x} ein maximales Ideal von k[T]. Deshab hat
) K[T]N{x}2

genau ein Primideal: ein beliebiges Primideal p hat als Urbild beim natiirlichen
Homomorphismus

K[T] — K[TIN{x}2

ein Primideal p mit I{X}ZQ p. Esfolgt I{x} C p, und well I{x} maxima is, I{x} = p.
Damit gilt

p= I{x}/1{x}2.

Insbesondere ist der Ring (2) lokal und Lokalisieren nach p 16t den Ring unveréindert,
2_ 2 _ 2 — 2
K[TI/I{x}< = (K[T]/1{x} )p = k[T]p/(I{X} ) OX,X/I{X} OX,X

Wir beachten, das von I{x} in ©

OX,X ’

X x erzeugte ldeal ist gerade das maximale Ideal von

.1 _ _
I{x} OX,X_{ 1°s [f(X)=0,s(x) =0} =m, .
Wir erhalten damit einen Isomorphismus
2 2
K[TI/{x}< = OX’X/mX.
Dieser induziert einen |somorphismus der maximalen Ideale,



2 2
{x}{x}< = mX/mX.
QED.

(¢) Das Differential einer reguliiren Abbildung

Salenf: X—Y eine regulire Abbilung affiner Varietiten, x € X ein Punkt und y = f(x).
Dann induziert f eine k-lineare Abbidung

. 20N 2
de. Homk(mX/mX, k) Homk(my/my , K).

Diese heil¥ Differential von f im Punkt x.
Konstruktion
Die Verpflanzungsabbildung
OY,y — OX,X , sa sef,
iiberfiihrt Keime, dieiny Null sind, in Keime, die in X Nul sind, d.h. die maximaen
Ideale werden ineinander abgebildet. Man erhélt damit eine Abbildung

me—>mxy,saSof,
die die Quadrate der maximalen |dedle ineinander abbildet und damit eine Abbildung

)2(,smodm$, a sef modmzx.

Diesist offensichtlich eine k-lineare Abbildung. Ihr Dua bezeichnen wir mit de.

Bemerkungen
(i) Durch die Identifikation der obigen Hom-Mengen mit den beiden Tangentia-
Réumen TX(X) bzw. Ty(Y) wird de zu einer k-linearen Abbildung

df: 7,00 =T (¥)

m / 2—>m/m
/My = My

Beziiglich gegebener affiner Einbettungen X C £ Mundy C &M bekommt das
Differential die folgenden Gestalt.
of of \

1 1
FX) - 57 X)
Py aT1 aTM Py
a
p of of p
M N N M
—=(X) ... ==—(X)
\ aT1 aTM /

Dabel seien diefi die Koordinatenfunktionen von f,
f:X—=Y,xa (fl(x),...,fN(x)).
(i) Bezeichneti: X — &M, X a x, die natiirliche Einbettung, so ist
di: T X—T &M
XX X
injektiv, d.h. dXi identifiziert TXX mit einem Unterraum des Tangentialraums von
AaM

(i) Das Differential ist mit der Komposition reguldrer Abbildungen vertréiglich: sind
f:X—=Y und g:Y —Z regulire Abbildunge und x€X ein Punkt, so gilt

dX(QOf) = dyg o de
mity = f(x).
Beweis. Zu (iii). Fiir das Dual von de,

Q) w:my/ms — mX/m)z( , Smod m§ a s=f mod m2X,



kann man aus der Abbildungsvorschrift direkt ablesen, daf? die Kontruktion funktoriell
ist. Beim Ubergang zum Dual bleibt diese Eigenschaft erhalten.

Zu (ii). Die Aussage folgt aus der Beschreibung des Differentias in (i). Die Matrix von
(1) ist fiir die identische Abbildung f = i gerade die Einheitsmatrix.

Zu (i). O.B.d.A. ssienx = (0,...,0) € &M undy =(0,...,0€&N. Dann i die i-te Zeile
des Matrizenprodukts gerade der Wert dei(p) der linearen Funktion dxfi an der Stelle

p. Dielineare Abbildung mit der angegebenen Matrix kann somit in der Gestalt
d f.(0)
pa
\ERNE
geschrieben werden. Die induzierte duale Abbildung geniigt damit der folgenden
Abbildungsvorschrift. Sei | eine Linearform aus Hom(Ty(Y), K), die wir uns k-linear auf
den ganzen Raum fortgesetzt denken'**. Das Bild von | ist dann die Abbildung
d f.(p)
l:pal
(ERAE
Wir haben zu zeigen, dies ist gerade das Bild von | be der Abbildung (1). Nach

2.1.3(b) kann man die Zuordnung | a T auchin der folgenden Gestalt schreiben.
I{y}/ I{y}2 = Hom(Ty(Y), k) — Hom(TX(X), K) = I{x}/ I{x} 2,
amodi{y}’a da a (da)  a(asf) modi{x}?
Dabei bildet die lineare Abbildung (dxoc)~ den Punkt pETX(X) ab auf
d f,(p)
d a = dx(aof)
d f (P
(nach der Kettenregd). Schliefdich nutzen wir die Tatsache, dald3 die natiirlichen
, 2 2 2 2 :
Abbildungen I{y}/ I{y} my/my und I{x}/ I{x} mX/mX und erhdten die
Abbildung
m / 2—>m /m2 o mod 2 a oof modm2
ymy X X my y:
Diesist aber gerade die Abbildung (1).
QED.

(d) Eine Anwendung: Kurven, diesich nicht in den AN-1 ginpetten lassen.
DieKurve

x = {((NN*L  2N-hea N ek
ist zu keiner Kurve des & N1 isomorph.

1 Der Ubergang zur Fortsetzung auf den ganzen Raum soll sicherstellen, daB die nachfolgende
Abbildung definiert ist. Wir konnten auf die Fortsetzung von | verzichten, wenn wir bereits wiiiten,



Beweis. Esreicht zu zeigen, der Tangentialraum von X in x = (0,...,0) ist N-dimensional,
Tx=aN

Das ist dquivalent zu der Aussage, die Gleichung f&l(X) haben eine Taylor-Entwicklung

im Ursprung X, dieim Grad = 2 beginnt. Sei f&l(X) von der Gestalt

- : 2
f= igla.lTi + g mit a‘|€k und gE(Tl,...,TN) .
Dann gilt fiir jedes t€K,
o =feN N+ 2N

_ §aItN+i-1+g(tN’tN+11___1t2N-1)_

i=1
Nun ist die Summe vom Grad < 2N in t wihrend jedes Glied von g einen Grad = 2N
hat. Diese Relation kann also nicht identisch in t erfiillt sein au3er im Fall
a=0
i

fiir alle i.

QED.
Bemerkung
Die obigen Argumente zeigen, keine Umgebung des Ursprungs der angegebenen Kurve

ist isomorph zu einer quasi-projektiven Varietdt im £.'" .

4.1.4 Singulire Punkte

(a) Das Tangentialbiindel einer affinen Varietit
Sel X C &Nene abgeschlossen Teilmenge. Dann heifdt die Menge
TX) == {(vx)E&NxX | d_ f(v) =0 fiir alle fE1(X) }
Tangentialbiindel von X. Die Einschrinkung
. T(X) = X
der Projektion auf den zweiten Faktor heifdt natiirliche Projektion des Tangentialbiindels.

Bemerkungen
Fiir jedes Polynom fEK[T] ist de(V) ein Polynom in x und v. Das Tangentialbiindel von

X igt also eine abgeschl ossene Teillmenge von aNex.

(b) Die Dimension der Fasern des Tangentialbiindels

Sden X C &N eine abgeschlossene Tellmenge und rt: T(X) — X die natiirliche
Projektion des Tangentialbiindels von X und X’CX eine irreduzible Komponente von X.
Dann gibt es eine nicht-negative ganze Zahl

mitllS S

15 Seien X die projektive AbschlieBung von X im PN und TX die projektive AbschlieBung von TX

im ]PNxIPN. Wir haben dann ein kommutatives Diagramm
T
X — X

N N

—  n -
™ —— X
n N

N P N

N P

P "xIP



() dimal(x) = s fir alle xEX'.

() F:={xeX |dmxlx)>s} is abgeschlossen und nirgends dicht'® in X
(i)  DieFasern von mt in den Punkten von X' - F sind s-dimensional.

v) XX -F)istirreduzibel.

Beweis. Wir setzen
TX —n'l(X)
I —Jl?l.l_, ' TX =X

Die Anwendung des Satzes von der Dimension der Faser ist an dieser Stelle etwas
kritisch, da es Komponenten von T’ X geben konnte, deren Bild von X verschieden ist
aber dicht liegtin X
Seien X die projektive Abschliefiung von X im PN und TX die projektive Abschlieffung
vonTX im PNEN, wir haben dann ein kommutatives Diagramm
7T
™ — X
N N

™ — X
N N
pNxpN—P . pN
Dabei sei nt die Einschriinkung der Projektion auf den zweiten Faktor. Die Gleichungen
von TX sind von der Gestalt
f=0, de~(v) =0.

Dabel durchlaufe f ein gewisses Gleichungssystem fiir X und es bezeichne f die

117

Homogenisierung'"’ von f und dXF(v) s

Dabei sei  die Einschrinkung der Projektion auf den zweiten Faktor. Die Gleichungen von TX sind
von der Gestalt

f=0,d f(v)=0
1)
Dabei durchlaufe f ein gewisses Gleichungssystem fiir X und es bezeichne f die Homogenisierung von f

undd f(v) ist § —(S) (S T ST ) Fiir p€X und g=(v, p)En (p) = TXNP x{p} gilt geniigt v
=1 J
den Gleichungen

of
0= § —(1p) S-PSY= 3 26 P (S-pS).
=1 ]
Diessind die Gleichungen der projektiven Abschlief3ung der Faser n:'l(p). Fiir p&X gilt dso
;'1(p) = n'I(p). Insbesondere ist dim E'l(p) =dim n'l(p). Damit kann man 7:TX — X betrachten
anstellevo m:TX — X.

118 Jede offene Menge von X hat Punkte mit dem K omplement dieser Menge gemeinsam.



Foy= Y oL _

dxf (v) = jglasj (S (SOTj SjTO)
Fiir p€X und q:(v,p)EE'l(p) = TY(HIPNx{p} geniigt v den Gleichungen

N of N of

0= 2 55 LA S -pSY = 3 55 0) (S-S

=1 ] =1 ]
Dies sind die Gleichungen der projektiven Abschlief3ung der Faser n'l(p). Insbesondere
handelt es sich um einen linearen Unterraum des ]PN, der dieselbe Dimension hat wie

v lp).
Damit gilt:

(1) Fiir peX gilt 7 X(p) = 7~ L(p) und insbesondere dim 7~ L(p) = dim = 1(p)
2 Die Fasern von xt sind projektive Riume und insbesondere irreduzibel.
Damit kann man :TX — X betrachten anstelle von . TX — X und
T TX = X) - X

anstellevon': T'X — X', wobei X’ die projektive AbschlieBung von X' bezeichne.
Selen

TX= Y, UUY
die Zerlegung in irreduzible Komponenten und

Yl’""Yr
seien die Komponenten maximaler Dimension, die sich surjektiv auf X' abbilden. Dann
. s:=dim Yj -dmX (j=1,...1
unabhingig von j (< r) und die Menge
U; = {x€X’ |dim (v |Y_)'1(x) = s}
J

ist nicht-leer und offen in X fiir j < r. Damit ist auch

— r o
U=NjogV, 7Y, gU-0Y )

nicht-leer und offen in X’. Die Fasern von xt’ iiber den Punkten von U sind isomorph
zu projektiven Rdumen der Dimension s. Deshalb ist E"l(U) irreduzibel, d.h. es gibt
nur eine Komponente Y. maximaler Dimension, die sich surjektiv auf X’ abbildet.

Die Faserdimension von
T TX = i(X) - X

S S
dh f= Sd-f(—l ..... —N) mit d = deg f. Man beachte, es gilt fiir j> 0,
0''s S
0 0
~ S S S
of d of , 1 N, 1 d-1 of , 1 N
R L L W R - AR
dS. 04S.'S S)S 0 4SS S)
] ] 0 0 ] 0 0

d.h. der Ubergang zur Homogenisierung kommutiert mit partiellen Ableitungen.



ist in alen Punkten von X’ mindestens s'*¢, d.h. es gilt (i). Die Faserdimension ist
groBer in den Punkten von

Y _ 119
X Ul

und in den Punkten gewisser abgeschlossener Teilmengen
Fj C f(Yj) fiir j=2,...0°
und sonst nirgends. Mit anderen Worten, die Menge
F:={xeX |dmxix) >s}=(X - U JUF,U..UF ,

120

ist abgeschlossen in X’. Ihr Durchschnitt mit X’ ist damit abgeschlossen in X', d.h. es
gilt (ii) und (iii).
Die Fasern von xt iiber den Punkten von X’ - F sind s-dimension und irreduzibel, d.h.
A iX -F)

ist irreduzibel. Dann ist aber auch die offfene Teilmenge

i - =7l - pnaNkx
irreduzibel, d.h. esgilt.
QED.

(c¢) Begriff des singuliren Punktes fiir irreduzible Varietdten

Seien X ein quasi-projektive irreduzible Varietit und
s:=min{ dim TX(X) | xeX }

S(X) :={xe X |dim TX(X) >s}

Die Punkte von S(X) heif3en singulire Punkte von X und die von X - S(X) nicht-
singuldre Punkte von X. Die Menge S(X) heil3t singulirer Ort von X.

Bemerkungen

() Die Menge der nicht-singuldren Punkte einer irreduziblen affinen Varietit X
bilden eine nicht-leere offene Teilmenge von X. Der singulidren Ort S(X) ist
abgeschlossen und nirgends dicht in X. Insbesonderen ist die Dimension echt
Kleiner,

dim S(X) <dim X.
(i) Eine Varietit ohne singuldre Punkte heiflt nicht-singulir oder glatt.
Beispiel

Sa X C &Neine Hyperfldche mit der Gleichung f,

_ _ 1(X) = (f).
Dann gilt s=dim X.
Beweis. Die Gleichung des Tangentiaraums von X in xeX ist

of
a_'l'j(x)(Tj - Xj) =0.

i=1
Seine Dimension ist hochsten N und mindestens N-1 = dim X. Die Behauptung besagt
gerade, die Ableitungen
of
aT.

J
sind nicht alleidentisch Null auf X. Im Fall der Charakteristik
char (k) =0

18 Da sie auf Y1 bereits sist.
9 Da sie bereits auf Yl grofer ist.

120 | n den Punkten, in denen Yj — f(Yj) Fasern einer Dimension > s hat.



wiirde dies bedeuten, f ist eine Konstante, was nicht moglich ist. Im Fall postiver
Charakteristik,

char (k) =p>0.
wiirde es bedeuten, alle Variablen von f gehen in f mit der p-ten Potenz ein. Dann wire
aber f eine p-te Potenz eines Polynoms im Widerspruch zu 1(X) = (f).
QED.

(d) Theorem: die Dimension des Tangentialraums in einem nicht-singuldren Punkt
Sel X ene quasi-projektive irreduzible Varietdt und XX en nicht-singulidrer Punkt.
Dann gilt
di m TX(X) =dimX.
Beweis. Wir haben zu zeigen, fiir jedes x&X gilt
dim TX(X) =dim X

und die Menge
{xeX | dim TX(X) =dim X}

ist nicht-leer und offen. Diese Aussage ist lokaler Natur. Wir kénnen aso annehmen, X
ist affin. Nach 2.1.4(b) gibt esein s mit

1 dim J'c'l(x) > s fiir alle xEX.

2. SX) ={xeX|dm n'l(x) > s} ist abgeschlossen und nirgends dicht# in X.
Esreicht zu zeigen,
s=dimX.
Nach 1.3.3(h) gibt es einen birationaen | somorphismus
f: X———H
mit einer Hyperfldache H. Insbesondere gibt es nicht-leere offene Teilmengen
UCX und VCH
auf denen f einen Isomorphismus induziert. Deshalb ist
o | f(U - S(X))
eine nicht-leere offen Tellmenge von H mit
dim TyH = s fiir alle s&f(U - §(X))

Nach dem Beispiel von (c) ist aber
dmT H=dmH=dimX
fiir y auf einer offenen Teilmenge von H. Da H irreduzibel ist, hat letztere Menge Punkte
gemeinsam mit f(UNS(X)), d.h. esgibt ein yeH mit
s=dim TyH =dimX

QED.

(e) Singuliire Punkte von reduziblen Varietiten, Vorbemerkung

Sel jetzt X C &N dnereduzible abgeschlossenen Menge. Dann ist die Ungleichung
dim TxX = dim X

im algemeinen falsch. Seien zum Beispiel
X=X"UX",dmX =1,dimX" =2,
und X€X’-X” ein nicht-singulédrer Punkt. Dann gilt
dimTXX =1,dmX=2.

Das liegt daran, dal3 die Komponenten von X, die nicht durch x gehen zwar keinen
Einflud auf den Tangentialraum haben, wohl aber auf die Dimension. Deshalb ist es
naheliegend, den Begriff der Dimension in einem Punkt einzufiihren.

121 Jede offene Menge von X hat Punkte mit dem K omplement dieser Menge gemeinsam.



(f) Die Dimension einer Varietit in einem Punkt
Seien
X= X:LU...UXr
eine quasi-projektive Varietit, x€X ein Punkt und X’ die Vereinigung der Komponenten
Xi von X, die den Punkt x enthalten. Dann hei (¥

dimXX =dim X’ =max { dim Xi |x€Xi}

Dimension von X im Punkt X.
Bemerkung
Esqgilt
dim X =max { dimXX | xeX'}

(g) Singuldre Punkte von reduziblen Varietiten

Sei X ein quasi-projektive Varietdt und x€X ein Punkt. Dann heif X nicht-singulér in X,
wenn gilt

dim TXX = dimX X
und andernfalls heifdt X singulér in X.
Bemerkungen
() Injedem Punkt x € X gilt

dim TXX = dimXX .
(i)  Durch jeden nicht-singuldren Punkt von X geht hochstens eine Komponente.
(i) 1st

X= X:LU...UXr
die Zerlegung von X in irreduzible Komponenten, so gilt

S(X) = SX)U-US(X JU U, i (X;NX)

(i) Die Menge S(X) der singuliren Punkte von X ist eine nirgends dichte
abgeschlossene Tellmenge.
Beweis. Zu (i). Seien X Xr die Komponenten von X durch den Punkt x. Dann gilt

7
fiir jedes 1,
TXDOT X.unddimT_X. =dim X.
X X i Xl [
aso
dm TXX =dim Xi
aso

dmT X=max{dmX } =dim_X.
X i X

Zu (ii). Zum Bewe's dieser Aussage fehlt uns im Augenblick noch en Hilfmitte,
namlich die Beschreibung der vervollstindigten lokalen Ringe von X in einem nicht-
siguldren Punkt. Mit dieser Frage werden wir uns im ndchsten Abschnitt 2.2
beschiiftigen.

Zu (iii). Nach (ii) gilt Ui#j(ximxj) C S(X). Es reicht adso die Punkte von X zu

betrachten, die auf nur einer Komponente liegen. Fiir solche Punkte ergibt sich aber die
Behauptung aus der Definition des singuldren Punktes und aus 2.1.4(d).

Zu (iv). Die Menge S(X) ist abgeschlossen nach (iii). Es reicht deshalb zu zeigen,
X-9X) = Ui (Xi - S(Xi)) - ui#j(ximxj)

liegt dicht in X. Sei U C X nicht-leer und offen. Dann gibt esein i mit
un Xi =z .
Dannist UﬂXi eine nicht-leere offene Teilmenge von Xi . Dasselbe gilt fiir die Mengen

X; - S0¢)) und X - Uy (6,0X)



DaXi irreduzibel ist, ist der Durchschnitt dieser drel offenen Mengen nicht leer, d.h.

UN(X-s(X))
ist nicht leer.
QED.

4.1.5 Der Tangentialkegel

(a) Vorbemerkung
Die einfachste Invariante, die die Abweichung eines Punktes davon mif, nicht-singulér

Zu sein, ist der Tangentialraum. Es gibt jedoch eine wesentlich feinere Invariante, die wir
jetzt einfithren: den Tangentialkegel. Wir benotigen zunéchst einige Vorbereitungen.

(b) Lemma: Ideal der Abschlief3ung einer Differenz
Seien |, JC K[T] Idedle. Dannist das Ideal der Abschlief3ung von

_ _ vV({)-V(@)
gleich dem Radikal von

I: F° :={ fek[T] | Esgibt einnmit {37 C 1 }.
Beweis. Esgilt

VIOVE =N {V() | fistNull af V(1) - V(J)}
=N{VH) V(1) -V V() }
= V(T |V() CVHUV(J) = V() }

=V(f|\V124f)
=V(f| fICAN)
= V(M)
mit
M :={fek[T] |Esgibteinnmitf"3"C I}
Wir setzen
M’ :={fek[T] |Esgibtennmitf"CI}.

Danngilt M’ C M, also V(M) C V(M"). Fiir jedes x€V(M") und jedes fEM gibt esein

nmit f'eM’, also f(x) = 0, also f(x) = 0. Es gilt dso XEV(M). Insgesamt ist V(M) =
V(M. Wir erhaten

VOV =v(m),
also, wie behauptet

IVI)-VQA) =vM
ED.

(c) Anfangsformen

Seien A ein Ring und fEA[T]. Wir betrachten die Zerlegung von f in homogene
Polynomein den Ti’
f:fI +fI +1+...+f

mit

fI = 0 und deg fi =1 fiir alle i
Dann heil3

inf= in.l_ f= fI

Anfangsform von f beziiglich T (im Ursprung). Die Zahl

indeg f = indegT f=1
heif% Anfangsgrad von f. Fiir jedes Ideal I € A[T] bezeichne



inl= in.l_ | :=(inf|f&l)
das von den Anfangsformen der Elemente von | erzeugte |dedl.
Bemerkungen
()  Seiteine Unbetimmte. Fiir jedes Ideal I C A[T] besteht die Menge
{f@T) |fel}
gerade aus Polynomen der Gestalt
tndeg f. inf + +F(T,0).
Daslded von A[T ],
1= (ftT) |fED: t*
wird von Polynomen der Gestalt'*
inf+tf(T,t) mitfel, fEA[TY
erzeugt. Modulo t ist I gerade das Anfangsformenideal in |. Genauer, der
| somorphismus
A[T] —> A[T] / (t), f a f mod (t)
induziert eine Bijektion
i =7 —123 |
inl—— 1 + () /(t) I |t:0

(i) SdenY C &M | CK[Y][T] einlded und
X :=V() C &Nxy
die durch | definierte abgeschlossenen Teilmenge. Die durch
in(l)
definierte Teilmenge kann man dann wie folgt erhaten. Seien
X :={(vyt € &aNxyxal|tvy) ex},
@ die Projektion
o X—alwvynat,
und
X’ := Abschlieung von ¢~ L(w) mit n := &1 - {0}.
Dann gilt

V(In(1)) = (@X")(0).

Beweis . Zu (i). Wir haben zu zeigen, dal3 I tatsiichlich wie angegeben von Polynomen
der Gedtalt

inf+t-f(T,t) mitfel, fEA[T ]
erzeugt wird. Nach Definition sind die Elemente von I Polynome g, fiir welche ein
Produkt t"g die Gestalt

tg=y g, (T.Hf(T) mit g EA[T ], f.€
i

hat. Wir schreiben g = > gij d(T)-tj mit gij dEA[T] homogen vom Grad d. Nach
1,d
eventuellem Erhohen des Exponenten n erhalten wir
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123 Man identifiziere A[T,t] / (t) mit dem Bild der Abbildung A[T,{] — A[T], f(T.t)a f(T,0).



(1) thg = L S d=3 Oqm)d
= J

mitfOem) = 3 G, 41T, (T)- Man beachte, die Koeffizienten der t sind Polynome
gj, e
der Gestalt f(tT) mit fEl. Wir setzen
d = indeg f0) und d := min{d; +}.
und ordnen die Summanden der rechten Seite von (1) nach dem Wert von dj + j. Wir
erhalten
tNg=td. o(d) + 41 .o(d+1) + ...
mito(l):= 3 (inf0) + +F0)). Die Anfangsformen in den Summen o(l ) haben fiir
d;+=l
verschiedene j verschiedene Grade dj und konnen sich deshalb nicht wegheben. Wir

sehen, das Ideal 1 wird von den Summen der Gestalt o(l ) erzeugt. Die einzelnen

Summanden dieser Summen haben selbst schon diese Gestalt, d.h. T wird erzeugt von
den Elementen der Gestalt

inf + t-f mitfel.
Zu (ii). Wir verwenden die Bezeichnungen von (i) mit

A =K[Y].
Fiir f&l ist dann f(t-T) ein Element von A[Y][T,t] und es gilt

X = V(#(tT) | fel) C & Nxyxal
Nach (b) hat die AbschlieRung von ¢ L(w) = ¥ N &NxYxu as definierendes Ided
gerade das | dedl | = (f(tT) | f €1):t*, d.h.
X =v().
Nach (i) folgt
v(in()) =X'N &Nxyx{0} = (X)10).
QED.
(d) Konstrukion des Tangentialkegels

Selen X C &Ndne abgeschlosse Teilmenge und XX ein Punkt. Wir werden den
Tangentialkegel
C (X)C & N

von X im Punkt x als Vereinigung gewisser Gerade definieren, die sich analog zur
Differentialgeometrie as Grenzlage von Sekanten durch x ergeben werden.

Betrachten wir die wie folgt definierte Menge im ANxﬁhl,
X:={wpe aNal|x+tvexy,
und die Einschriinkungen der beiden Projektion
Q: X — &1und1p: X — aN
Die Menge)N( ist offensichtlich abgeschlossen. Die Faser von ¢ iiber teilig fiir t=0
isomorph zu X,



o () = X fiir t = 0.

Mit
- w=alo
gilt
X = w U ¢7L(0)
aso

X=X UX" mitX’ = ¢ L) und X" := & Nx {0}
Insbesondere ist X reduzibel (auler im Fall X = & N).12¢ Die Menge X' hat diesdlbe
Kodimensionin & Nx & wieX in &N. X' it irreduzibel, fals X esist.

Die Elementevon

ot o _
bestehen gerade aus den Punkten der Sekanten von X durch x, wobe die zwete
Koordinate gerade den zweiten von x verschiedenen Schnittpunkt angibt. Die Faser iiber

0 der Einschriinkung
Q' X — &l
von @ enthilt also gerade die Grenzlagen dieser Sekanten, wenn der zweite Punkt gegen
x geht. Mit Hilfe von v identifiziert man diese Faser mit einer Teilmenge dega N,
C (X) = v (0)

heif¥ Tangentialkegel von X im Punkt X.
Bemerkungen
i I xEXQ&N und x der Ursprung im &N, so gilt

CX(X) =V(inf |f € 1(X)).

(i) xe CX(X) - TX(X).
(i) CX(X) = TX(X) falls x nicht-singuldrer Punkt von X ist.

(iv) Sa'Y C X abgeschlossene Teilmenge, die den Punkt x enthélt. Dann gilt
CX(Y) - CX(X).
v Sa X=X 1UX2 Vereinigung abgeschlossener Teilmengen, die den Punkt X
enthalten. Dann gilt
CX(X) = CX(X l) U CX(X 2).

() dimC (X)=dim X

(vii) Es gilt in (vi) sogar das Gleichheitszeichen. Die Ungleichung “<” ist jedoch
schwerer zu beweisen. Wir benotigen dazu den Begriff der lokalen Hilbert-
Funktion, mit welchem wir uns im nidchsten Abschnitt beschiftigen. Hier
beschrianken wir uns zunéchst mit dem Fall einer Kurve.

(viii) Fallsale Komponenten von X die Dimension 1 haben, gilt

dim CX(X) =di m, X

Beweis. Zu (i). Folgt aus Bemerkung (ii) von (c) (mit Y := einpunktiger Raum).
Zu (ii) und (i11). Folgt unmitttelbar aus der Beschreibung der Gleichungen von CX(X) in

().

24 1t X = B N, SO st X = A NXA 1 also dim X < N. Wiire X irreduzibel, so wire wegen X" C X und

dimX” =N sogar X” = X. Das kann aber nicht sein, da X Punkte enthalt, die nicht in X liegen

(ndmlich alle Punkte von (p-l(u)).



Zu (iv). Esgilt Y :={(v}t) | x +tvEY} CX, dso
o wnY cotnX.
Diese Inklusion bleibt beim Ubergang zu den Abschlieungen erhalten,
Y CX.
Damit gilt aber auch
C (V)= ne 1) c X' ng1(0) = C,(X)

Zu (V). Mit >~<i ={(vt) [ x + tvex } giltX =X, U >~<2, dso

1
LwnX = lwnX, U ¢ lwnx
¢ T(WNX =@ (WNX, U ¢ (WNX,,

Durch Ubergang zu den AbschlieBungen folgt'*®
X' =X 1 UX >
Damit gilt aber auch

C (X)=X Ny ) =X’ 1mcp'1(0) uX’ chp'l(O) = C (X,)UC (X
Zu (vi). Sei X* € X eine Komponente maximaler Dimension durch x,
dimX X = dimX X.
Dann gilt CX(X) 2 CX(X’), also dim CX(X) > dim CX(X’). Es reicht, die Aussage im

Fdl X irreduzibel zu beweisen.
Wie wir gesehen haben, sind die Fasern der Abbildung

Q. X—a&l
iiber t&u isomorph zu X. Deshalb ist cp_l(u) irreduzibel von der Dimension dim X + 1.

Dassdlbe gilt auch fiir die AbschlieRung X' von ¢ X(u). Nach dem Saz von der
Dimension der Faser'?® ist dann aber
dim C (X) = dimX’ N ¢ }0) = dimX -dim &l=dmx = dim, X.

Zu (vii). Esigt nichts zu beweisen.
Zu (vill). Wegen (v) konnen wir annehmen, X ist irreduzibel von der Dimension 1. Die
Menge

o)

%
ist dann irreduzibel von der Dimension 2. Die Faser iiber O der Einschrinkung

;(1 - Al
ist somit von der Dimension 1 oder 2. Wire die Faser 2-dimensiona, so wiirde die
gesamte Menge>~(’ in der Faser iiber O liegen, d.h. die Fasern iiber den Punkten von u
wiren leer. Das ist aber nicht der Fall: die Fasern iiber den Punkten von u sind

isomorph zu X.
QED.

125 Der Ubergang zur AbschlieBung ist mit endlichen Vereinigungen vertriglich:

AUB=AUB.
Die Inklusion ‘2’ ist trivial. Sei x Beriihrungspunkt von AUB, jedoch nicht von A. Wir haben zu
zeigen, X ist Beriihrungspunkt von B. Nach Voraussetzung gibt es eine Umgebung U von x, de
digunkt ist zu A,

UNA ={.

Jede Umgebung U’ von x hat mit AUB Punkte gemeinsam. Das gilt speziell fiir U'NU. Dann hat aber
U’ NU Punkte gemeinsam mit B fiir jedes U’, d.h. x ist Beriihrungspunkt von B.
126 Die Faser iiber O ist nicht leer (vgl. (i)).



(e) Beispidl: ebene algebraische Kurven

Sai X = V(f(x,y)) C 5.2 gine ebene Kurve mit der (reduzierten)'*” Gleichung
f(x,y) =0.
Sei f, die Anfangsform von f in (0,0) €X. Dann gilt

|
CooX =V

Als homogenes Polynom des Grades| in zwei Variablen hat fI die Gestalt

r L
fI (xy) =] (c.x + B.y) ' mit yn =1.
= i=1 '
Der Tangentialkegel zerfillt somit in die Vereinigung von Geraden
oX+ [Siy =0

Diese Geraden heiffen Tangenten an die Zweige von X und die Zahlen n heil3en
Vielfachheiten dieser Tangenten.

Die Zahl | heif} Multiplizitit der Kurve X im Punkt (0,0). Im Fall | >1 gilt TX(X) =

A2ImFall =2 spricht man vonDoppeltpunkten. Eine gewdhnlicher Doppel punkt ist
ein Doppel punkt mit zwei verschiedenen Tangenten.

Subbeispiel. Sei X = V(f) mit f = y2 - x2 - x3. Dann ist
Co0= V(y2-x2)
die Vereinigung von zwe Geraden, die sich im Ursprung schneiden. Es liegt en
gewohnlicher Doppelpunkt vor.
Subbeispiel. Sei X = V(f) mit f =y2 - x3. Dann ist
— 2
00 7YV
eine (doppelt zu zdhlende) Gerade. Man sagt, X hat eine Spitzein (0,0).
Subbeispiel. Sei X = V(f) mit f = x2y - y3 + x4, Dann ist
Co0X = VoY -¥?)
ein dreifacher Punkt mit den drei einfachen Tangenteny =0,y =x undy = -X.
Bemerkung

Wir wollen dieses Beispiel noch etwas verallgemeinern. Dazu ist der Begriff des affinen
Kegel einer projektiven Varietit niitzlich.

(f) Der affine Kegel iiber einer projektiven Varietiit

sei X C PN abgeschlossen. Dann definiert das Ideal 1(X) im affinen Raum & N*1
eine affine abgeschl ossene Menge

Cy = V(X)) S aN+l

Diese heildt affiner Kegel von X.
Bemerkungen

() Die Definition von CX hiangt nicht nur von X sondern wesentlich von der

Einbettung von X in den projektiven Raum ab.
(i)  Mit jedem Punkt xECX liegt die ganze Gerade durch x und dem Ursprung auf X,

d.h. X ist ein Kegel mit der Spitze im Ursprung O.
(iii) Die Abbildung

127 f soll keine mehrfachen irreduziblen Faktoren haben, d.h. 1(X) = (f).



T CX -{0} = X, xal[x],
ist wohldefiniert und regulir.Die Fasern von rt ist affine Geraden, deren Ursprung
entfernt wurde, d.h. die Fasern sind irreduzibel und 1-dimensional. Insbesondere
gilt
dim CX =dimX + 1.

(iv) Jede durch homogene Gleichungen im &N definierte affine Varietit kann als

affiner Kegel einer projektiven Varietit im IP N-1 aufgefaldt werden.

(g) Beispidl: Kurven

sa X C &N eine (nicht notwendig irreduzible) Kurve, d.h. dieirreduziblen
Komponenten der abgeschlossenen Menge X seien 1-dimensional. Nach 2.1.5 (d)
Bemerkung (viii) ist
C,(X)
fiir jeden Punkt x&X von der Dimension 1,
dim CX(X) =1.

Man beachte, als Kegel kann CX(X) keine irreduziblen Komponenten der Dimension 0
(d.h. keine isolierten Punkte) besitzten. Nach (f) ist CX(X) der affine Kegdl iiber einer

projektiven Varietit, sagen wir Z C PN-1 der Dimension 0, d.h. iiber einer endlichen
Punktmenge

Z={zl,...,zl}.

Die natiirliche Projektion
T CX(X) -{0} = Z,xa[x],

definiert eine Zerlegung von CX(X) - {0} inr Geraden durch den Ursprung, aus denen
der Ursprung entfern wurde. Der Kegel selbst ist damit

C () =rlz)U..Ux (er
Vereinigung von r Geraden durch den Ursprung.

Bemerkung
Unser néchstes Ziel ist eine invariante Beschreibung des Tangentialkegels. Dazu fiihren
wir die Begriffe ‘graduierter Ring’ und ‘ graduierter Modul’ ein.

(h) Graduierte Ringe und Moduln

Ein Ring R heil¥ (2-)graduiert, wenn seine additive Gruppe in eine direkte Summe von

Untergruppen zerfillt,
R=®ez Ry
mit
R CR. .
RI RJ - RI ¥

fiiralle ij € £. Sei R ein graduierter Ring. Insbesondere ist jedes Rn ein Modul iiber

RO. Der Modul Rn heil¥ homogene Komponente von R des Grades n von R. Ein R-

Modul M heifd graduiert, wenn seine additive Gruppe in eine direkte Summe von
Untergruppen zerfillt,
M= ez Iv'n
mit
M. C M. .
RI MJ C MI+J



fir dleij € Z. Insbesondere ist jedes Mn ein Modul iiber R

homogene K omponente des Grades n von M.

Beispiel 1

S R=K[S] der PolynominT =(S ,...,SN). Dannist R ein graduierter Ring mit
Rn := Vektorraum der Formen n-ten Grades von K[ T].

. Der Modul M hell%
0 n

Jedes homogene Ideal | von R ist ein graduierter R-Modul mit
In := Vektorraum der Formen n-ten Gradesvon |.

Beispiel 2
Seien R ein beliebiger Ring, M en R-Modul und | C R ein Ideal. Dann hat der R-
Modul

Gr (R =@ Gr'(R) mit Gr|'(R) = 1"1+1

die Struktur eines graduierten Rings mit Grln(R) as homogener Komponente des
Grades n. Das Produkt der beiden homogenen Elemente .
xmod 111 e Gr'l(R) und y mod +le Grjl(R)
ist dabel gerade o
Xy mod H+le Gr:ﬂ(R).
Ist M ein R-Modul, so hat der R-Modul
Gr (M) =@ Gr|'(M) mit Grj (M) = 1"M/1* 1

die Struktur eines graduierten GrI (R)-Moduls mit Grln(M) als homogener Komponente
des Grades n. Das Produkt der beiden homogenen Elemente
rmod1'tle Gr'l(R) und mmod 1 *1m e Grjl(M)
ist dabel gerade o
rmmod '+ 1v e Gr:+J(R).

Beispiel 3
Nimmt man im Beispiel 2 als Ring R den Polynomring

R:=K[T]
und asldeal | das maximale Ideal, das von den Unbestimmten erzeugt wird,

I :=(T),
so erhdlt man as zugehdrigen graduierten Ring enen Ring, der wieder zum
Polynomring (in nicht-kanonischer Weise) isomorphiist,
1 GI’I R =K[T].

Nimmt man als R-Modul den Faktorring
M =R/
so hat der GrI (R)-Modul

Gr (M) =Gr| o (R
die Struktur eines graduierten Rings. Es gilt
GrlRY)  ="RIY ("R
="+ /(" + 9
= 1"/ "Ny + 1"
= Gr(R) /in[ (GR).
d.h. der Ring GrI (R/J) ist Faktorring von GrI(R) beziiglich des homogenen Ideals



in(R) =07 in| (GR) mitin(AR) = (INNJ+ 1ML N+
Diese Ideal heil% Anfangsformen-ldeal von Jin GrI(R).

Bemerkungen

0] Alle Betrachtungen mit Ausnahme der Isomorphie (1) bleiben richtig fiir
beliebige Ring R und beliebige Ideale | und Jvon R.

(i) I st GrI(R) ein noetherscher Ring, so besitzt das Ided in(JR) en endliches

Erzeugendensystem. Insbesondere gibt einen Grad r derart, dal? dle Elemente hoheren
Grades Linearkombinationen von Elementen des Gradesr sind, d.h.

in(AR) = G| (RyINU.R) fiir alle n >,

dh.
NI 1M+ In+1
dh.
"= 1" I+ 1M AT fiir alle n > .
Iteration liefert

"I = 1""" 3+ 1) A fiir | =ner.
Ist zum Beispiel R ein lokaler (noetherscher) Ring, so kann man den letzten Summanden
auf Grund des Krullschen Durchschnittssatzes weglassen. Wir erhalten das

Lemma von Artin-Rees
Seien R ein lokaler noetherscher Ring und I,JC R zwei Ideale. Dann gibt esein reN mit
1"Na=1""a"ny)
fiirallen=r.
Beispiel 4
Sdien X C &N abgeschlossen und x€X en Punkt. O.B.dA. sai x = (0,..,0) der
Ursprung. Dann ist das Ided des Tangentialkegels von X in x gerade das Radika des
Idedls
in . (I(X), K[T]).
(10, KD

Den Koordinatenring des Tangentialkegels erhélt man also aus dem Ring
Gr,(K[TD /in,(I(X), K[T]) = Gr, (K[ T]/1(X)) = Gr k[X
(T /inegy 100, KT = Gr oy (TI(X) = Gy (X))
durch Faktorisieren nach dem Ideal der nilpotenten Elemente. Wir schreiben,

@ G, (X)) = Gry 1y (XD o
Allgemein bezeichne fiir jeden Ring R,
F\’r od” R/nil(R)

den Faktorring nach dem Ideal der nilpotenten Elemente. Rr heil¥ der zu R gehorige
reduzierte Ring oder Reduktion von R. Das |deal

nil(R) =v/(0)

ed

heil¥ Nilradikal von R.

(i) Der Koordinatenring des Tangentialkegels
Seien X ein quasi-projektive Varietidt und x€X ein Punkt. Dann gilt

K[C (X)) = Grmx X(Ux,x)r o

Insbesondere ist der Tangentialkegel eine lokale Invariante.

Beweis. O.B.d.A. ssien X C &N abgeschlossen und x = (0,...,0) der Ursprung. Wir
betrachten die natiirliche Abbildung



n+1 n+1
Q) K[X] 7 1{x} — Ox,x/mx,x .
Der Ring rechts entsteht aus den Ring links durch Lokalisieren nach dem von
(T) = {x}

erzeugten maximalen Ideal. Dieses ist aber des einzige Primidea des Rings links, d.h.
der Ring links ist bereits ein lokaler Ring und die natiirliche Abbildung ist en
| somorphismus. Das maximale Ided

1{x}/ 1{x3*+1
entspricht dabei dem maximalen Ideal

/ n+1

mX,x rTb(,X
rechts und die n-ten Potenzen dieser Ideale entsprechen einander. Wir erhadten einen
natiirlichen Isomorphismus

O 1ML m

Die Familie dieser Isomorphismen definiert einen 1somorphismus graduierter Ring

G (KIXD) = Grmx X([iJ )

Durch Ubergang zu den Reduktionen erhalten wir die Behauptung.
QED.

(j) Lemma von Nakayama
Sai A enRing, | C A einldea und M ein endlich erzeugter A-Modul. Es gelte
| € rad A (:= Durchschnitt der maximalen Ideale von A).

Wenn die Restklassen der Elemente
ul,...,un eEM

den Modul M/IM erzeugen, so erzeugen die u bereits M selbst.

Beweis. 1. Schritt. Reduktion auf den Beweis der Implikation IM =M = M =0.
Sei

N=Au,+..+ Au_.
1 n

Wir haben zu zeigen, der Modul M":= M/N ist gleich 0. Nach Voraussetzung gilt

M’ /IM’ =(M/N) / (IM + N)/N
=M/ (IM +N)
= (M/IM) / (N + IM)/IM
=0

asoM’ =IM". _Es’reicht aso, die angegebene Implikation zu beweisen.

Zum Beweis der Implikation reicht es zu zeigen,

(D) Esgibtenx & | mit (1+x)M =0.

Wegen | C rad A liegt ndmlich 1+x in keinem maximalen Ideal von A, d.h. 1+x ist eine
Einhelt von A.

Se ViV, ein Erzeugendensystem von M,
M= Av1+...+ Avr.
2. Schritt. Beweis von (1) durch Induktion nachrr.
ImFall r=0gilt M = 0 und die Behauptung gilt trivialerweise. Sei jetzt r > 0. Wir setzen
M” = M/v A.
r

Dann gilt M” = IM”. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein x&l mit (1+x)M” = 0,
d.h. mit
(A+x)M C Avr .



(im Fall r = 1 konnen wir x = 0 setzen). Wegen IM = M folgt
(A+x)M = (1+x)IM C Ivr

Insbesondere gilt
(1+x)vr =y, mit einem yel,

aso
(1+x-y)(1+x)M C (1+x-y)Avr =0.

Das Element (1+x-y)(1+x) ist aber von der gesuchten Art, denn es gilt
(1+x-y)(1+x) = 1 mod I.
QED.
Bemerkung
Der obige Beweis zeigt die Giiltigkeit der folgenden Aussage (die manchmal auch als
Lemma von Nakayama bezeichnet wird):

Selen A ein Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul und | ein Ideal mit IM = M. Dann
gibt esein Element acA mitaM =0unda=1mod I.

(k) Tangentialkegel und Zariski-Tangentialraum

. . — . 2 .
(i) Seen my,...,mM € mX,x Elemente, deren Restklassen m. in mX’X/mX’X ene
Vektorraumbasis bilden,*?®

1 - -
GrmX’X([’_)X’X) = ml-k +..+ mr-k.

Dann bilden die Restklassen der Potenzprodukte des Grades d der m, ene

) d d+1
V ektorraumbasis von mx’xlmx ,

Gd (© 3 _i1 _|r
m = mL..mfl.
Xx XX i1+"'+ir:d 1 r

(Nach dem Lemma von Nakayame) Mit anderen Worten der Homomorphismus
von k-Algebren

k[tl’""tr] — Gr (Ox,x)’ Ti a m,

m 1

X, X
der die Unbestimmte ti abbildet in das Differential

dm=m ,
X0

ist surjektiv. Diese Surjektion definiert eine Einbettung

C (X)C AT
in einen affinen Raum, dessen Koordinatenfunktionen gerade einer Basis des
Kotangentialraums entsprechen, d.h. einem System von Koordinatenfunktionen

auf dem Tangentialraum. Mit anderen Worten, der affine Raum A" 148t sich in
natiirlicher Weise mit dem Tangentialraum von X in X identifizieren (aufgefald als
affine Varietit),

CX(X) C TX(X).

Wir erhalten so erneut die Einbettung von 2.1.5(d) Bemerkung (ii).

0
18 Well ' imales Idedl ist, gilt G 0 =0 _ |/ =k.
el mx'Xem maximales ist, gi rmX,x( X,x) X x mX,x



(i) Etwas formaer kann man diese Einbettung auch wie folgt beschreiben. Die
natiirliche Abbildung

2
mX,x/ MY x s Grmx X(Ox,x) - GrmX X(Ox,x)red
it k-linear und induziert daher einen Homomorphisr’nus von k-Algebren,

2
SkMy 5 MX %) _’Grmx Oy red:

wobei links die symmetrische Algebra iiber dem k-Vektorraum my X/m>2( 5 Stent.

Diese symmetrische Algebra 146t sich as Koordinatenring des Tangentialraums
auffassen und die Algebra rechts als Koordiantenring des Tangentialkegels. Der
Homomorphismus also als Abbildung

KT, (X)] = KIC, (X)].

Die zugehorige reguldre Abbildung
C, (X) =T (X)

ist gerade die oben beschriebene Einbettung.

(iii)  In einem gewissem Sinne kann man den Zariski-Tangentialraum al's den kleinsten
Vektorraum betrachten, der den Tangentialkegel enthilt.*?°

(I ) Funktorialitit des Tangentialkegels

Selenf: X — Y eine regulire Abbildung affiner Varietiten, x€X ein Punkt und y = f(x)
dessen Bild. Dann gilt de (C(X)) € C(Y), d.h. das Differential

d,f =T, (0): T (X) = T, (V)

induziert eine reguldre Abbildung

d f=C_ (f): C_(X) = C (Y).

X X X y

Beweis. Betrachten wir die zu f gehorige Verpflanzungsabbildung

* - - a

f 'UY,y UX’X,aaa f.
Sie iiberfiihrt die maximalen Ideale der beteiligten lokalen Ring ineinader. Dasselbe gilt
daher fiir deren Potenzen. Nach dem Homomorphiesatz erhalten wir fiir d = 0,1,2....
Homomorphismen

(1) (oY gt mS Jm o] a o]

129 Dazu muR man sich auf den Standpuntk stellen, der “richtige” Koordinatenring des Tangentialkegel
ist der Ring Grm ([CIX X) (nicht dessen Reduktion). Wire der Tangentialkegel in einem echten
Xx
Vektorraum V der Tangentiaraums enthalten,
Q) C(X)CVCT (X)

so wiirden diese Inklusionen Surjektionen auf den Koordinatenringen induzierten,
@ K[C, (X)] < K[V] < K[T_(X)]

Die Echtheit der rechten Inklusion in (1) impliziert, dal3 im Kern der rechten Surjektion von (2) lineare
Polynome liegen (die Gleichungen von V), d.h. (2) ist nicht injektiv im Grade 1. Im Grade 1 ist aber
(2) gerade die identische Abbildung
m /m2 ~—m m2
XX XX XX XX

(wenn man den Ubergang zur Reduktion ignoriert).



Fiir d = 1 ist dies gerade das Dual der Linearisierung de von f, d.h. f)](' ist gerade die die
Verflanzungsabbildung entlang des Differentials de: TX(X) — Ty(Y) fiir die linearen
Funktionen auf Ty(Y). Dieinduzierte Abbildung auf den symmetrischen k-Algebren

(dyf)*
Sy 1y ) Sy )
II I
KT ()] KT, (X
ist also gerade die durch de auf den Koordinatenringen induzierte Abbildung. Die

Abbildungen (1) setzen sich zu einem Ringhomomorphismus

O, )—=Gr Oy )
Y.y mX,x X X

1
zusammen. Die natiirlichen Inklusionen

2 2
mY,y/mY,y QGrmY y(OY,y) und mx,x/mX,x QGrmX (OX )

induzieren Surjektionen
K[T (Y)] = Gr (O, )undK[T_(X)] — Gr (@
y mY,y Y.y X mX,x X
Ersetzt man die Bildringe noch durch ihre Reduktionen, so entsprechen diese
Surjektionen gerade den natiirlichen Einbettungen der Tangentidkegel in die
zugehorigen Tangentialrdume.
Wir erhaten ein Diagramm

).

X

(dyF)*
T ()] —— KT (X)]

¢ J

Gr(oy ) = G0y )

von Homomorphismen graduierter k-Algebren. Im Grad 1 sind die vertikaen
Abbildungen gerade die identischen Abbildung von

me/mY’ybzw vonm /mXx

Im Grad 1 sind die beiden horizontalen Abblldungen glelch der Abbildung (1) mitd =1,
d.h. sie stimmen iiberein. Das Diagramm ist also kommutativ im Grad 1. Nun wird die
k-Algebra links oben von ihren Elementen des Grades 1 erzeugt und ale Abbildungen
des Diagramms sind Homomorphismen von k-Algebren. Deshalb ist das Diagramm in
allen Graden kommutativ. Wir ersetzen noch die Algebren der unteren Zeile durch ihre
Reduktionen und gehen zu den induzierten Abbildungen der affinen Varietiiten iiber.
Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

T) T
U U
CY) < CX)

Die Existenz dieses kommutativen Diagramms ist gerade die zu bewei sende Aussage.

QED.

Bemerkungen

(i)  Als nichstes wollen wir eine Aussage beweisen, die das Verhalten des
Tangentiakegels bei bestimmten Hyperebenenschnitten beschreibt. Dabel sind wir
mit dem Problem konfrontiert, dal3 der “richtige Koordinatenring” des
Tangentialkegels




C,(X)
eigentlich der Ring
Gr(© X ,x)

ist und nicht, wie in der klassischen a gebrai schen Geometrie, dessen Reduktion.
(i)  Anders ausgedriickt, der Tangentialkegel besitzt nicht nur die Struktur einer
affinen Variatit sondern die eines affinen Schemas und wir miissen bei der
Formulierung der Aussage auf diese Schemastruktur Bezug nehmen: die Aussage
ist falsch im klassischen Kontext.
(iii)  Als Vorbereitung bendtigen wir ein Stiick kommutative Algebra, welche in der
Theorie der affinen Schemata die Zerlegung in irreduzible Komponenten ersetzt.

(m) Assozierte Primideale
Selen A ein Ring und M ein A-Modul. Wir bezeichnen mit
Spec A
die Menge der Primideale von A. Ein Primideal p&Spec A heil3t assoziertes Primideal
von M, wenn es eine injektive A-lineare Abbildung
ApC. M
gibt. Die Menge der assoiierten Primideale von M wird mit

AssM :AssAM

bezeichnet. Ein Teilmodul N € M heif3 primér, wenn Ass M/N aus genau einem
Primidedl besteht. Ist

AssM/N ={p},
so sagt man auch, N ist p-primdr.
Bemerkungen
() Se peAssM, A/p— M eneinjektive und A-lineare Abbildung und sei m das
Bild vom 1 mod pin M. Dannist der Kern der linearen Abbildung
A — M, xaxm,
gerade p, d.h. esgibt eéin EIment m & M mit

Ann Am =p.

(i) st meM umgekehrt ein Element, dessen Annullator ein Primideal p i, so hat die
Abbildung
A — M, xaxm,
den Kern p und induzierte eine A-lineare Injektion A/p — M, d.h. es gilt pEAss
M.
(i) Seal p € Spec A. Dann ist der Annullator eines jeden von Null verschiedenen
Elements des A-Moduls
M =Alp

Ass, Alp={p},

gleichp. Esgilt also

d.h. A/p ist p-primdr.

(n) Eigenschaften von Ass M
Seal A ein Ring. Dann gilt
(i) Fir je zwei A-Moduln M’ und M” mit M’CM” gilt

1 C ”
AssAM C AssA M

(i)  Fiir jede kurze exakte Sequenz von A-Moduln
O-M —->M—-M" —-0
gilt
AssAMQASSAM UAssAM :
(iii)  Fiir je zwei A-Moduln M’ und M” gilt
Ass M®M” = AssM’ U Ass M”.



(iv) Sei M ein A-Modul. Die maximalen Elemente in der Menge der Idedle von A der
Gedtalt

AnnAm:={aEA|am:0}

mit 0 = m & M sind Elemente von AssA M.

(v) SeienM ein A-Modul undV € Ass M eine Menge von assoziierten Primidealen.
Dann gibt es einen Teilmodul
NCEM
mit
AssN=AssM -V und AssM/N =V.

Falls A ein noetherscher Ring ist, so gilt aul3erdem:

(vi) SeienM ein A-Modul, peSpec A und N',N” € M zwei Teilmoduln, die p-primér
sind in M. Dann ist auch N'NN” p-primér in M.

(vii) Fiir jeden A-Modul M gilt
M=0< AssM = .
(viii) Fiir jeden A-Modul M und jedes Elemente a=A sind die folgenden Bedingungen
dquivalent.

1. Die Multiplikation mit aist eine Injektion M —— M.
2. Das Element aliegt in keinem assoziierten Primideal von M.
(ix) SeienM ein A-Modul und N C M ein echter Teilmodul. Dann sind dquivalent.
1. N C M ist primdr.
2. Fiir jedes a€A ist die Multiplikation mit a auf M/N injektiv oder fast nilpotent
(d.h. jedes Element von M/N wird von einer a-Potenz annulliert).

Ist p das einzige assoziierte Primideal von M/N so gilt**°
p={a€ A |aist fast nilpotent auf M/N}
(x) Sel M enendliich erzeugter A-Modul. Dann ist
AssM
eine eindliche Menge.
(xi) Seien M en endlicher A-Modul und N € M en Tellmodul. Dann existieren
primére Teilmoduln

-
Nl""’Nr &\

mit
N=N,N.NN_.
1 r

Diese Zerlegung heil¥ Primérzerlung von N, falls kein Ni weggelassen werden
kann und die Mengen Ass Ni paarweise verschieden sind (vgl. (vi)).
(xii) Seien| C A einldea und

| = Ilﬂ...ﬂ Ir.

eine Primérzerlegung von 1. Mit Ass A/Ii = {pi} gilt dann
n.
p.IC Ii C P, fiir geeignete n, € N.
|

Spezidl imim Fall A = K[T] gilt
V() =V(1) U= UV()=V(p) U..UV(p).

Im Gegensatz zum Fal | = [(X) mit XQ&N abgeschlossen kann es
Enthaltenseinsrelationen zwischen den P, und damit zwischen den V(pi) geben.

30 Wegen der Aquivalenz von 1. und 2. und wegen (vii).



Auch in diesem Kontext nennen wir die P, bzw. V(pi) Komponenten. Komponten,
mit V(pi) - V(pj) heilfen engebettete  Komponenten. Die eingebetteten

Komponenten einer Primédrzerlegung sind im allgemeinen nicht endeutig
bestimmt.

Beweis. Zu (i). Jede Einbettung A/p — M’ ist auch eine Einbettung A/p— M”.

Zu (ii). Wir konnen annehmen,

M C M
ist ein Teilmodul von M.
Sel pEAss M. Dann existier eine A-lineare Injektion
D Alp — M.
Falls die Zusammensetzung mit M—M’ injektiv ist, so gilt p& Ass M” und es ist nicht
weliter zu beweisen. Sei adso die Zusammensetzung nicht injektiv. Dann gibt es en
Element acA derart, dal’ das Bild von amod p be (1) in M’ liegt. Dann wir der
Teillmodul
(Aa+p)/pCAlp
bei (1) vollstindig in den Modul M’ abgebildet, d.h. es gibt eine A-lineare Injektion
Aa+p/p—= M.
Die Surjektion
A — (Aa+p)/p, xaxamodp,
hat den Kern p, induziert also einen |somorphismus
Alp — (Aa+ p)/ p.
Es gibt daher eine A-lineare Injektion A/p — M’, d.h. esist pcAssM’.
Zu (iii). Die Inklusion “C” ergibt sich aus (ii), die Inklusion “2” aus (i).
Zu (iv). Sel
[:=Ann (M) mMit0=meE M

ein maximales Element der angegebenen Mengen. Esreicht zu zeigen, | ist ein Primideal
von A. Wegenm = 0 gilt | = A. Selen jetzt & ,a" €A Elemente mit

a-a el
Wir haben zu zeigen, einer der beiden Faktoren liegt in . Fallsa nichtin | liegt, gilt

amsz=0,
aber@a’m =0, d.h.

a’ € Ann (am).
WEell | das Element m annulliert, gilt erst recht I-am =0, d.h.
I € Ann(a' m).
Dal maximal in der Menge der Annullatorein ist, folgt | = Ann(a m), also a’€l.
Zu (V). Sei
M :={PCM Tellmodul | AssPC AssM - V}

die Menge der Teilmoduln von M, die keine assoziierten Primideale aus V besitzen.

Diese Menge Il ist nicht leer, denn sie enthilt den Null-Modul. Wir versehen JIL mit
der Halbordnung “C”. Sei {Pi}i - eine lineare geordnete Familie von Elementen aus

J.. Wir setzen

P::Uielpi'

Dies ist ein Tellmodul von M. Jedes Element x€P liegt bereits in einem Pi'

Insbesondere gilt

AssPC Uie AssPiQAssM - V.

I
Mit anderen Worten P ist ein Element von L. Wir haben gezeigt, jede Kette hat in JIi.

e ne obere Schranke. Nach dem Zornschen Lemmabesitzt JIl. ein maximal es Element
NCM.
Nach Konstruktion gilt



AssN C AssM - V.
Zum Abschlul’ des Beweisesreicht es zu zeigen,
(2 AssM/NC V.
Denn dann kann keine der beiden letzten Inklusionen echt sein:

AssM C AssNUAssM/NC (AssM -V)U V =AssM.
Beweisen wir also (2). Sel p € Ass M/N. Dann gibt es einen Tellmodul
F/IN € M/N,
welcher isomorph ist zu A/p. Nach (i) ist
AssFC AssN U AssF/N =AssN U {p}.
Weil N maximal ist in JIl. , kann der echt groBere Modul F nicht in JIL liegen, d.h.
AssF
hat mit V ein Element gemeinsam. Dann muf3 aber pinV liegen, d.h. esgilt (2).
Zu (vi). Betrachten wir die injektive Abbildung
M/N'NN” — M/N'®M/N”, [m] a ([m], [m]).
Nach (i) und (iii) ergibt sich
Ass(M/N'NN") € Ass M/N'®@M/N” = Ass M/N’ U Ass M/N” = {p}.

Esreicht also zu zeigen, Ass (M/N'NN”) ist nicht leer. Wegen

AssM/N' ={p} = D
gilt M/N' = 0, also M/N'NN” = 0. Es reicht dso, die nachfolgende Aussage (Vii)
anzuwenden.
Zu (vii). Aus M = O folgt trividerweiss AssM = &. Im Fall M = 0O ist die Menge der
|deale der Gestalt

Annmmit0=meM
nicht leer. Weil A noetherschist, gibt esin dieser Menge ein maximales Element. Dieses
ist nach (iv) ein Element von AssM. Also sit AssM nicht leer.
Zu (viii). 1. = 2. Angenommen a liegt in einem assoziierten Primideal p von M. Dann
gibt eseine A-lineaer Injektion

AlpC M.
Auf dem Tellmodul A/p von M ist die Multiplikation mit a die Nullabbildung. Also ist
sieauf M nicht injektiv.
2. = 1. Angenommen, die Multiplikation mit aist auf M nicht injektiv. Dann gibt es ein
m mit

O=me&Mundam=0.
Wegen Am = O gibt es (nach (vi)) ein p € Ass Am C Ass M. Betrachten wir eine
zugehorige A-lineare Injektion
AlpC AmC M.
Wegen am = 0 ist die Multiplikation mit aauf A/p die Nullabbildung. Alsogilta € p im
Widerspruch zur Annahem 2.
Zu (ix). 1. = 2. Sei die Multiplikation mit a nicht injektiv. Dann gibt es ein m mit
0= me& M/Nundam=0.

Wegen Am = 0 gilt AssAm = &, d.h. esgibt ein

peEAssAmC AssM (={p}nach 1.).
Wegen am = 0 annulliert aden Teilmodul A/p € Am, d.h. esgilt
aenp.
Sei jetzt
0= Xx & M/N.

Wir haben zu zeigen, eine Potenz von a annulliert x. Betrachten wir die aufsteigende
Kette
Annx C Annax CAnna2C ...
von Idedlenin A. Weil A noethersch i, ist diese Kette stationir, d.h. es gibt ein nEN
mit
Ann a'x = Ann d"1x,

Esreicht zu zeigen, a™x = 0. Angenommen ax = 0. Dann gilt



@ = AssAdx C AssM ={p},
d.h. esgibt ein A-lineare Injektion
(3) Alp=Ay C Ad'x.
Wegen acpwirdy = a @' von aannulliert, d.h. aa"1x = 0, d.h.
acAnn a1y = Annax,
d.h.0=aax =y. Letzteres ist unmdglich wegen (3). Diese Widerspruch zeigt, es gilt
n, —
ax=0.
2. = 1. Angenommen, M/N ist nicht primér. Dann gibt es zwei verschiedene Primideale
p,p’ €EASSM/N,p =p’.
Selen
Alp = Am CMund A/p” = Am” C M
zugehorige A-lineaer Injektionen. O.B.d.A. kdnnen wir annehmen, es gibt ein Element
ae pl - pﬂ .
Dann it die Multiplikation mit a auf dem Tellmodul Am’ nicht injektiv und auf dem
Teilmodul Am” nicht nilpotent. Dies steht im Widerpruch zur Annahme 2.

Zu(x). See M = Am +...+Amr und M’ ;= Aml. Dann hat man eine exakte Sequenz

O—-M —-M-—-=MM —0
und nach (ii) reicht es zu zeigen, AssM’ und Ass M/M’ sind endlich. DaM/M’ von r-1
Elementen erzeugt wird, haben wir damit den Beweis der Aussage auf den Fall reduziert,
dal3M von einem Element erzeugt wird. Dann gilt aber
M = A/l

mit einem Idedl |, und es reicht, diesen Spezidfal zu behandeln. Angenommen, die
Behauptung wire falsch fiir ein Ideal ICA. Dann gibt es in der Menge der Idedle, fiir
welchedie Behauptung falsch ist ein maximales und wir kénnen annehmen, | ist en
solches. Fiir jedes Ided, welches | echt enthilt, gelte also die Behauptung. Weil die
Menge

1

AssAll
nach Annahme unendlich i, ist sie jedenfalls nicht leer. Es gibt also eine A-lineare

Injektion
Alp — A/l mit peSpec A.
Sei amod | das Bild des Elements 1 mod p bei diesere Injektion. Dann hat man ene
exakte Sequenz
0— A/lp— A/l = Al(I+aA) — 0.
Nach Wahl von | ist Ass A/(1+aA) eindlich und nach (ii) gilt
AssA/l CAssA/pU AssA/(I+aA) = {p} UAss A/(I+aA).
Alsoist auch Ass A/l im Widerspruch zur Wahl von I.
Zu (xi). Wir konnen M durch M/N ersetzen und somit annehmen, N = 0. Nach (x) ist
AssM endlich,

AssM = {pl,...,pr}.
Nach (v) gibt es fiir jedes i einen Teilmodul Ni C M mit
A%M/Ni :{pi} undAssNi =AssM -{pi}.
Insbesondere sind die Ni primér in M. Sei
P:=N,N..N Nr'

1
Esreicht zu zeigen P=0. Wegen PC Ni giItAssPQAssNi CAssM -{pi}, d.h.

Q¢A$R
Keines der assoziierten Primideale p, von M liegt somit in Ass P. Wegen P C M folgt
AssP=¢



(vgl. (i)). Nach (vii) ist dann aber P=0.

Zu (xi). Nach (ix) gilt
P, = {a€ A | aist fast nilpotent auf A/Ii}'

Eine Potenz von af liegt deshalb ganzin li' Nach (viii) ist fiir acA - P, die Multiplikation
mit a auf A/Ii injektiv. Insbesondere liegt anicht in Ii' Wir haben gezeigt

A- P, CA- Ii’
d.h. |i C P
QED.
(0)??? Beispiele
Die assoziierten Primideale von k[X]
Se X C aN abgeschlossen und
X= X1 U..u X

die Zerlegung in irreduzible Komponenten. Dann |It
Asspry KX = {|(x1), X))}
Beweis. Die I(Xi) sind Prlmldealevon K[T] mit
I(X) = I(Xl)ﬂ...ﬂI(Xr),

a
> KIX] = K[TI(X) CKITI(X) ® ... ® KTHI(X )

aso
Assk[X] C Uirzl Ass k[T]/I(Xi) ={ I(Xl)""’l(xr)}
Fiir jedes i hat man andererseits ein Polynom p, welches nicht in I(Xi) aber in jedem
anderen I(XJ.) liegt. Fiir g€K[T] gilt daher
gp € 1(X) = gp € I((X,) = g&l(X)),

Die Abbildung
k[T] — k[X], qa gp mod I(X),
hat somit den Kern I(Xi) und man hat eine Injektion

KTIA(X.) = KIX].

Es giltaso
Assk[X] ={ l(xl)""’l(xr)}'

QED.
Beispiel: Die Primarzerlegung von Hyperflachen
Se H=V(f) C &N eine Hyperfliche und
f= le-...-fnr
die Zerlegung in paarwei se verschiedene irreduzilrol e Faktoren. Dann ist
(f) = (le)m...m(f?r)
die Primérzerlegung des Ideals (f) von k[T]. Aulerdem ist
AT ) ={ (1)}

fiir jedes i € {1,...,r}. Insbesondere treten keine eingebetteten Komponenten auf.



n.
Bewels. Ein Polynom ist genau dann durch f teilbar, wenn es durch fi I teilbar ist fiir
jedesi. Deshdb gilt
n n
(f) = (fll)m...m(fr ry

n.
Die Multiplikation mit gek[T] induziert genau dann eine Injektion auf k[T]/(fi 1), wenn

gtelerfremdist zu fi , d.h. wenn gqa(fi) gilt. Andernfalsist die Multiplikation eine

nilpotente Abbildung. Nach 2.1.5(m)(ix) ist (fini) primiér in k[T] mit dem assoziierten
Primideal (fi).

QED.

Beispiel: eingebettete Komponenten

Seien A =K[x,y] und

() | = (NG XYy,
Das Ided (x) ist als Primidea auch primir (denn die Multiplikation mit acA ist auf

A/(x) injektiv im Fall ag(x) und Null sonst). Das I desl

_ _ (x2xy,y?)
ist ebenfalls primér, denn
A/(x2,xy,y2)
ist ein lokaler Ring. Multiplikation mit a=A ist auf diesem Ring nilpotent, falls
ac (x\y)

gilt und ein Isomorphismus andernfalls. Wir haben gezeigt, (1) ist eine Primérzerlegung.
Die erste Komponente entspricht gerade der y-Achse und die zweite Komponente ist
eingebettet: sie entspricht dem mit einer gewissen Vielfachheit gezéihlten Ursprung.

Beispiel: eingebettete Komponten eines Tangentialkegels
Se X = V(x2+y2+(z+1)2-1) UV(y,2)C &3 dieVerd nigung aus einer Einheitskugel
und der x-Achse (die durch den Nordpol der Kugel verlduft). Dann gilt

I(X) = (PHy?422422)0(y.2) = (£.9)

mit f= x2y+y3+y22+2yz und g = x22+y22+z3

2

+27

¥

Das Anfangsideal von I(X) im Ursprung enthélt die Formen

inf=2yz unding:222.

Ausder Relation



O0=zinf-ying
erhilt man das folgende Element von I(X).
zf - y-g= (<yz+ySz4y2d) - (<Pyz+y3zeyzd) =0,
Deshalb ist
inI(X) = (inf, ing) = (2yz, 279) = (y,2)N(229).

Der Tangentiakegel CX(X) besteht also aus der doppelt gezihlten Tangentialebene im

Nordpol der Kugel und der x-Achse. Letzte ist eine eingebettete Komponente, die jedoch
wesentlich fiir das Vestindnis der Geometrie in dieser Situation ist.

(p) ???Verhalten des Tangentialkegelsbei Hyperebenen-Schnitten

Saien X C &N abgeschlossen und x€X ein Punkt. Wir schreiben
Gr(0 X,x) =K[T]/.

Weiter sei H eine Hyperebene durch x,

xeHC ﬁLN,
die keine Komponente von*** X und keine Komponente von C (X) vollstindig enthlt,

auch keine eingebettete Komponente von | mit eventueller Ausnahme**? der K egelspitze
x. Dann gilt
CX(X)OH = CX(XOH).

Beweis. Sei f einereduzierte Gleichung H, d.h.

[(H) =f-K[T].
Wir beginnen damit, die Vorausetzungen iiber H in ene agebrasche Sprache zu
iibersetzen.

1. Schritt. Seien X C &N abgeschlossen, x€X ein Punkt und H = V(f) C & N eine
Hyperflache mit der Gleichung f. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) H enthilt keine Komponente von X durch x.

(i) Die Multiplikation mit f induziert eine injektive Abbildung [’_JX X—>OX .

(i) = (ii). Se aE OXx mit a-f = 0 in OX " Wir schreiben o = %mit u,vek[X] und

V(X) = 0. Indem wir den Bruch geeignet erweitern konnen wir dann errreichen, daf
uf=0ink[X].
Wir denken uns u durch ein Polymom reprisentiert, d.h. wir fassen u as regulire

Funktion auf dem &N auf. Dann bekommt diese Gleichung die Gestalt

X CV(uf) =V(uuv(h.
Jede irreduzible Komponente von X liegt also ganz in V(u) oder ganz in V(f). Auf
Grund der Voraussetzung (i) liegen aso dle irreduziblen Komponenten von X, die
durch den Punkt x gehenin V(u), d.h. u ist Null auf diesen irreduziblen Komponenten.
dann ist aber uin einer ganzen Umgebung U € X von x gleich Null, d.h. das durch u in
O X x reprisentierte Element ist Null. Dann ist aber auch o = %gleich Null in© XX
(i) = (i). Angenommen, eine Komponente X’C X durch x liegt ganz in H, d.h. f ist
Null auf X*. Wir wihlen ein Polynom gEk[T] welches auf alen Komponenten von X
Null ist mit Ausnahme von X’. Dann gilt

f.g=0auf X,g=0auf X".

31 Die Bedingung hinsichtlich der Komponenten von X ergibt sich in Wirklichkeit aus den iibrigen
Forderungen.

132 Wir lassen zu, da x eine eingebettete Komponente von I ist (die natiirlich automatisch auf der
Hyperfléache liegt).



Wegen der Irreduzibilitit von X ist g aud keiner nicht-leeren offenen Teilmenge von X’
identisch Null, d.h. es gibt keine Umgebung U C X des Punktes x, auf welcher g Null

ist. Mit anderen Worten, g reprasentiert ein von Null verschiedenes Element von (‘.'JX "

g=0in Ux,x'

Das Produkt vnf und g ist jedoch Null in IZJX x (daf-g identisch Null ist auf X). Dies
steht im Widerspruch zur Voraussetzung (ii). ’

Hyperfldche durch x mit der reduzierten Gleichung f, I(H) = f-k[T]. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) H enthilt keine irreduzible Komponente von CX(X) (auch keine

2. Schritt. Seien X C aN abgeschlossen, x&X ein Punkt und H C aN dne

eingebettete Komponenten von | mit eventueller Ausnahme der
Kegelspitze x).

(i) Esgibt ein ceN mit (0: in(f)) N Grd(t)x X) =0 fiiralled = C.

(iii) Es gibt ein ceN mit m™f N m® = m"L fiir alle nEN.
Dabel bezeichnem = LIV das maximae lded von OX " Ein Element f mit
der Eigenschaft (iii) heif% Oberflichenelement von O XX

(i) = (ii). O.B.d.A. sex =(0....,0) der Ursprung. Wir fassen C)’((X) als Tellmenge des

aN auf, d.h. wir denken uns k[CX(X)] als Faktorring von K[T] gegeben, wobei wir in

geeigneter Weise den graduierten Ring
Gripy (KIT)
mit dem Polynomring k[ T] identifizieren. Die Gleichung f der Hyperebene H wird dabel

mit deren Anfangsform in(f) identifiziert. Man beachte f ist homogen vom Grad 1.
Bedingung (i) bedeutet dann gerade, dal3 in(f) in keinem assoziierten Primideal von

R:= Gr(.l_) K[X] =Gr (O
liegt. Ausnehmen miissen wir dabei das Primideal
d d+1

+ . + PN )
R™ :=Gr (Ox,x)_@)d:lmX,X/nXX ,
in welchem in(f) stets enthdten ist und das moglicherweise unter den assoziierten
Primidealen vorkommt. Sei

X,x)

©=1,N..01

eine Primirzerlegung der Null in R. Falls R" als assoziierten Primideal vorkommt, so
sei Ir die zugehorige Primidrkomponente. Falls nicht, so fiigen wir zur Menge der Ii das

Ideal R™ kiinstlich hinzu. Wir kénnen also annehmen,
AssRI/I = {RY}.
Insbesondere liegt eine Potenz von RYin Ir’ d.h.esgltR,C |r fiir grofe d, sagen wir

d_
R,C1| fird=c.
d—r

Fiir alle anderen i liegt in(f) nicht im Primideal von R/Ii , d.h. die Multiplikation mit in(f)
ist injektiv auf R/Ii ,d.h.esqilt



|i in(f) = Ii firi=1,..r-1.

Damit ist aber fiird = C
(O:in(f)) N Rd = (I1:in(f))ﬂ...ﬂ(lr:in(f)) N Rd

cl,Nn.Nl_NR

1 r-1 ' d
= Ilﬂ...ﬂlrﬂRd
=(0).

(ii) = (iii). Sei ¢ wie in (ii) gewihlt und sei aem™f N mC. Wir haben zu zei gen
u:=degin(a) = n-1.
Nach Wahl von o gilt zumindest
u=c.
Angenommen u < n-1. Dann gilt
in(c)-in(f) = (o mod mY*1)-(f mod m?) = (af mod m**2) = 0
Man beachte, u+2 < n und af€m". Damit ist
in(a) € (C:in(f)) N Gru(ox ) =0.

Das steht aber im Widerspruch zur Definition von in(a) (eine Anfangsform ist niemals
Null).
(iii) = (i). Angenommen (i) ist falsch. Dann gibt es ein assoziiertes Primideal P

VvonR := Gr([fJX X) mit P= R" und in(f) € P,
’ R/P = Rin(g) C R.

Wegen P = R* enthilt R/P Elemente positiven Grades (mit dem Annulator P), d.h.
durch Multiplikation mit geeigneten homogenen Elementen positiven Grades knnen wir
den Grad von in(g) bei Bedarf beliebig vergroB3ern. Insbesondere konnen wir annehmen,
n:=degin(g) = C.
Esqilt
0 = in(f)-in(g) = fg mod m"*2,
d.h.
gem™2f AmC=mml
d.h. deg g = n+1 im Widerspruch zur Wahl von n.
3. Schritt. Berechnung des Koordinatenrings von CX(XﬂH).

OB.dA. =
x=(0,...,0)

I(XNH) = AT1(X)+(f).
Die definierenden Gleichungen von CX(XﬂH) sind von der Gestalt
in g mit g € V1(X)+(f).

Wegen in(g"™ = in(g)" kénnen wir die g auch durch irgendwelche Potenzen ersetzen,
d.h. esgilt

Dasldeal von XNH ist

CX(XﬂH) =V(in(g) | g € I(X)+(f)) = V(in 1(X)+(f)).

Als Koordinatenring erhalten wir
k[CX(XﬂH)] = Gr(_l_)(k[T]/(I(X)+(f))r od

=Gr(Oy /M)

= (Gr([‘.’)x’x)/ in((f), UX,X))red
Dabel ist



ind((f), 0y )= nmd + mI*Lmd+1

= (mA:f)f + md+Lmd+1
Nach dem Lemma von Artin-Rees konnen wir aber auch schreiben
(md:n)f = (HNmd = mI- @ Nm" = mI-(m" )t
fiir ein r und ale d = r. Nach dem ersten Schritt ist die Multiplikation mit f injektiv in

UX,X’ d.h. esqilt

mAf = md.(m"f) C m®
fiir d = c+r, dso
mf = (md:f) A mC=md1,

Fiir d = c+r ergibt sich damit

ind((r), 0, ) =mF + mHLymtl

= in(f)-Grd-L(o s

Mit anderen Worten, in den Graden d = c+r stimmen die Idedle

in((f), OX X) und in(f)-Gr([ClX X).

Insbesondere gibt es zu jedem Element des Ideals links eine Potenz, die in dem kleineren
Ideal rechts liegt. Anders ausgedriickt, die beiden Ideale haben dasselbe Radika. Damit

gilt
k[CX(XﬂH)] = (Gr((fJX’X)/ (in(f)))r od’ k[CX(X)ﬂH]

Insbesondere ist die natiirliche Inklusion
CX(XﬂH) - CX(X)ﬂH

ein Isomorphismus.
QED.

(q) 2??Das Tangentialkegelbiindel
Sei x C aN abgeschlossen. Wir setzen
X = {(vxt) € &Nsxxaml|x+tvexy.
Dies ist eine abgeschlossene Menge des ANuxxal Man beachte, die bel der
Konstruktion des Tangentialkegels in x&X verwendete Menge X :;(X ist bis auf
|somorphie gerade
X, =X'n (&N xyxa ).

Die nachfolgende Konstruktion unterscheidet sich von der des Tangentialkegels in x
darin, da} wir zusitzlich x variieren. Wir betrachten die Projektionen

X = al (vxt) at,
P: X — &Nxx, (v,x,t) a (v,x).

Mit
_w=al-qo
Esgilt
X =¢lwueto
=X" U & Nuxx{0}
mit

X' =oiat-{op



Sei ¢’ die Projektion
Q" X" — Xx&l, (v,x,t) a (x,t).
Dann heif3t
CX) = lXx{0)
Tangentialkegelbiindel und die Projektion
m.C(X) = X, (v,x,0) a X,
heil¥ natiirliche Projektion des Tangentialkegelbiindels. Weiter heifit die Abbildung
W:CX) — &NxX, (vx,0) a (v.x),
natiirliche Inklusion des Tangentialkegelbiindels. Im allgemeinen identifizieren wir C(X)
vermittels dieser natiirlichen Inklusion mit einer (abgeschlossenen) Teilmenge des

Produktraums £ NxX.

(r) 22?Der Koordinatenring des Tangentialkegelbiindels
S x C aN abgeschlossen, k[ T,T’] der Koordinatenring von ANxaNynd

A={ (xx) |xe &N}
die Diagonale.Dann gilt
(i) k[CX(X)] = GrI ( A)(k[XxX])r o

(i) Die kononische Projektion des Tangentialkegelbiindels induziert auf den
Koordinatenringen die natiirliche Abbildung

KIX] i>Gr|0( AYDOX) € Bry ) (XX

Bemerkungen
(i) Daslded I(A) CK[T,T'] wird von den Differenzen T'i - Ti erzeugt. Deshab ist

Grlo(A)(k[XXX]) =132 KT, 71 (1(X), I'(X), 1(A))

= K[T] /I(X) =K[X]
isomorph zum Koordinatenring von X.
(i) MitATi = T’i - Ti gilt

KT, T'] =K[T, AT]
Der Ubergang von den Koordinaten T,T” zu den Koordinaten T, AT entspricht der
Ausfiihrung einer linearen Koordinatentransformation. Beziiglich der neuen
Koordinaten haben die Elemente des Ideals I’ (X) die Gestalt
I'(X) ={ f(T") [fel(X) } = { {(T+AT) [fEI(X) }

Bewels. 1. Schritt. C(X) = V(in, - f(T.AT) [f E1(XxX) ) im aNaN

Wir wenden Bemerkung (ii) von (c) an mit

Y ;=X und | = (f(T+AT) | f € I(X)).
Diedortige Menge)~( ist gerade die Menge
{vxt) € &Nxxxa&a L[ (tvix) e v}
= {(vx.D) € A NxXx &L f(x + tv) = 0 fiir fEI(X)}
Diesist gerade die bei der Konstruktion von C(X) in (h) verwendete Menge M enge)~<’ .
Diein & NxX durch

133’ (X) entstehe aus dem Ideal 1(X) C k[T], indem iiberall man die Unbestimmten Ti durch die
Unbestimmten T’i ersetzt.



inAT(l) =( inAT f(T,AT) | f € I(XxX))
definierte Menge erhalten wir nach Bemerkung (ii) von (c), indem wir
X' N &NxXxu
abschlief3en und mit ANxXx{ 0} schneiden. Diesist aber gerade C(X).

2. Schritt. Berechnung von Gr )(k[XxX]).

I(A
Esqilt
Gy KT AT =&, 1)/ 1(a)"* L,
Dabei ist
GI’IO(A)(k[T,AT) =K[TAT)/I(A) =K[TAT] / (AT) = K[T]
Grll(A)(k[TAT) =1(A) / 1(A)2 = K[T]-AT HHKITIAT
GriayKITAT) = 18) 1182 = 3 (T]ATAT,
ij=1
Man siéh't, Gr
Damitist
GrI A

I A)(k[T,AT] kann identifiziert werden mit dem Polynomring K[T,AT].
J(KDOXT) = Gy (KT AT]/1(XxX)
= Gry ) (KITAT] /iy ) (106X), KT AT))
= K[T,AT] / in(1 (XxX)).
mit
in(1(XxX)) = @7 1(XxX)NI(A)" + 1AL 1)+
= (in, - h[h € 1(XxX))
Nach dem ersten Schritt definiert dieses Ideal das Tangentialkegelbiindel C(X), sein
Radikal ist also [(C(X)). Damit ist aber
KIC()] = Gy ) (KXxXD)
QED.

(s) ???Die Fasern des Tangentialkegelbiindels

seien X € &N und
. C(X) = X
das Tangentialkegelbiindel von X. Dann ist

C (X)C 7 1)

fiir jeden Punkt x&X gerade der Tangentialkegel von X in x.
Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen des V orangehenden Abschnitts. Zur
Abkiirzung schreiben wir aulerdem
| wi=a&l-{o.
Se
x0 eX

ein Punkt. Dann gilt
n'l(xo) =X" N &Ny (X}



Den Tangentialkegel in x

= ¢ () N ANX{(x, 0}

0 kann man dagegen mit Hilfe der kanonischen Einbettung

identifizieren mit der folgenden Menge.

CXO(X) = ¢ L) N &Nx{xo}xﬁkl N &Ny )

Auf Grund dieser Beschreibung ist klar, dal3 der Tangentialkegel in X0 enthaltenist in

der Faser von mt iiber x

0
CXO(X) C n'l(xo).

QED.
Bemerkungen

(i)

(ii)

Esist naheliegend zu fragen ob bel der eben bewiesenen Inklusion nicht vidleicht
sogar das Gleichheitszeichen gilt. Das ist tatsidchlich der Fal, der entsprechende
Satz ist aber sehr vid tiefliegender. Wir benétigen dazu den Satz iiber Auflosung
der Singulérititen (von Kurven). Wir kommen spéter darauf zuriick.

Unser nichstes Ziel ist die Berechnung der Dimension des Tangentiakegels.
Unser wichtigestes Mittel wird eine lokale Variante des Hilbertpolynoms sein und
der Vergleich mit dem Hilbertpolynom einer projektiven Varietit.

(t) ???Lemma
Seien A einRing, B eine A-Algebraund | das Idea

| = Ker(B®, B = B, b@b"ab'h).

Dann gilt:
() Dasldeal | wird erzeugt von den Elementen der Gestalt
b®1 - 1®b mit b&B.
(i) I1stnC B en Ided, fiir welches die Komposition A — B — B/n surjektiv i, so
wird | erzeugt von den Elementen der Gestalt
b®1 - 1®b mit ben.
(iii) In der Situation von (ii) gibt es eine natiirliche Surjektion von B-Algebren

GrI (B® AB)®BB/n — Grn(B® AB/n)
mit dem Kern

K="

2 (Iiﬂ(B®AB-n) 1+ 1 4l

Beweis. Zu (i). Die Elemente der angegebenen Gestalt liegen in |. Sei umgekehrt en
Element

=3 b @b
|

aus dem Kern von B®AB — B gegeben. Dann gilt ¥ b’ ib"i =0, aso

a:=3 (b ®1-19b)10b" + 3 18b' b,
i i

=3 (b ®1- 100 ) 1D,

i
d.h. o liegt im Ideal, welches von den b’ i®1 - 1®b’i erzeugt wird.



Zu (ii). Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes bEB ein acA mit
b:=b- a-lB €n
Damit gilt
b®1 - 1®b=b®1 - 1®b + &l ®1- I®al, = b@1- 1®b
Nach (i) wird | von den Elementen dieser Gestalt erzeugt.
Zu (iii). Mit B := B/n gilt nach (ii):
|-(B® AE) = (b®1 - 1®b | ben)-(B® AE) = (b®1 | ben}-(B® AE) =n(B® AE)
aso
(1) Gr,(B® AE) =Gr (B® AE).
Fiir den i-ten graduierten Bestandteil von GrI (B® A B)®BB/ n erhalten wir damit
Ii/Ii+1®BB/n =117l + 11
11 (Iiﬂ(B®AB-n) +11+]
=l + B® ,Bn) / ( i+1s B® ,B)

i —
=G (B® AB)
= Gr,(B® AB) (vgl. (1)).
Der i-te graduierte Bestanditeil des Kerns dieser Surjektion ist wie behauptet
K. = ('"N(B®,B) + 1+ 1y + 1+

QED.

4.1.6 Die lokale Hilbertfunktion in einem Punkt

(a) Die Liinge eines Moduls

Seien R ein Ring und M ein R-Modul. Eine (echt absteigende) Kette von Teilmoduln
der Linge nist eine Familie{Mi}i:0 qVon n+1 Tellmoduln Mi von M mit

MOD MlD...DMn

(echte Inklusionen). Das Supremum iiber alle Kettenlédngen,
I R(M) :=sup { n | Es gibt eine Teilmodulkette der Lidnge n von M }

heif3 Linge des R-Moduls M.

Bemerkungen
(i) Falls es eine Kette maximaler Linge gibt, so gilt fiir diese
1M, =M.
0
2M_=0.
n

3.0 (MM =1fiiri=1,.n.
(i) IstR ein Korper (also M ein R-Vektorraum), so gilt | R(M) = dimR M.

(b) Additivitdt der Linge
SelenRenRing und

f g
0—> M M M” = 0

eine exakte Sequenz von R-Moduln. Dann gilt




(M) =1 (M) +1 (M.

Insbesondere hat jede Tellmodulkette von M maximaer Linge (falls es solche Ketten
gibt) dieselbe Linge | (M).
Beweis. 1. Schritt. | (M*) + | (M”) < | (M).
Selen
M ODM 1:)...:)M -
eine Kette der Lidnge n’ von M’ und
M” DM, D..D M”n,,

0 1
eine Kette der Linge n” von M”. Dann gilt g-l(M” n,,) 2 M oM 0 und
-1 n -1 n -1 n 1 ” i)
g (M 0):)g (M 1):)...:)9 M n,,_1):)M DMlD...DMn,

ist eine Kette in M der Lénge

n" +n.
Also gilt | (M) = n" + n”. Damit ist die behauptete Ungleichung bewiesen. Man
beachte, diese Ungleichung gilt auch wenn die Linge von M’ oder M” unendlich ist. Im
letzterem Fall ist damit sogar der Satz bewiesen. Wir konnen im folgenden also
annehmen, esgilt

[’ =I(M)<ocound!” =] (M") < .

Wir werden im folgende M’ mit seinem Bild in M identifizieren und M” mit M/M”’,

M C Mund M” = M/M’.
Die Abbildung f wird dabei zur natiirlichen Inklusion und g zur natiirlichen Abbildung
auf den Faktormodul.

Wir fiihren den weiteren Beweis durch Indukion nach | ’.
2. Schritt. Beweis der Behauptungim Fall | * = 1.

Dann sind O und M’ die einzigen Teilmoduln von M’. Sel

MOD MlD...DMn

eine Teillmodulkette von M. Wir haben zu zeigen, es gilt
Q) n<I1"+ 1
Dabei konnen wir annehmen
M _=0.
n

Sea r€{0,...,n} der kleinste Index mit M’ N Mr = 0. Dann hat die Einschrinkung der
Surjektiong: M — M” auf Mr denKern M’ N Mr =0, d.h.

g|Mr: Mr — M” ist injektiv,
und wir erhalten die folgende echt absteigende K ette.
7 gM ) DM, ) D .. D gM )
ImFalr=0giltn=|"<|”+1,d.h. (1) istrichtig. Sei aso
r>0.
Nach Wahl vonr ist dann Mr_lﬂM’ = 0undwegen!| (M’) = 1 gilt dann
M C Mr-lc Mr-ZC .. C MO'
Also haben wir eine echt absteigende Kette
(1) gMg) D gM)D .. D gM,_) (29M,)

3 Wenn die Abschitzung (1) fiir alle Ketten mit Mn =0 und alle n gilt, so gilt auch fiir Ketten mit
beliebigem letzten Modul M .



Die beiden Ketten setzen sich also zu einer echt absteigenden Kette der Linge n-1
zusammen. Esfolgt

n-1=<1",
d.h. esgilt (2).

3. Schritt. Der Induktionsschritt.
Sel asol ’ > 1. Dann gibt eseinen Teilmodul N €M’ der Linge 1. Wir betrachten die
folgenden exakten Sequenzen.
O-N —-M —-=MN—-=O0
O—-N —-M —=M/N—DO.
0— M/N—=M/N—-M"—0
Aus den ersten beiden folgt (wegen Schritt 2),
[ (M)=1(M/N) +1
I (M)=1(M'/N) +1
und aus der dritten erhalten wir nach Induktionsvoraussetzung
[ (M/N) =1 (M’/N) +1(M”)
aso
IM)=1T(M/IN)+1=I(M'/N)+1+]|(M")=1(M")+1(M").
QED.

(c) Die Hilbertfunktion eineslokalen Rings
Sel A ein lokaler (noetherscher) Ring mit dem maximalen Ideal m. Wir setzten

Ha(m =1, (mm™h

HA(M) = | oA,

Die Funktion

0
Ha = H,: NU{0} - NU{0}

heil¥ Hilbert-Funktion von A und die Funktion
1
HA = HA: NU{0} - NU{(0}
Hilbert-Samuel -Funktion.

Bemerkung
Die Werte HA(n) und H%\(n) sind fiir jedes n endlich. Es reicht, dies fiir die Hilbert-
Funktion zu zeigen, denn wegen der Additivitét der Linge gilt
1.5 =
Ha(n) = HA(n) + HA(n-l) +...+ HA(O).

Im Fall der Hilbert-Funktion beachten wir, der A-Modul m™/m"*L wird vom Idea m
annulliert, d.h. man kann diesen Modul as A/m-Modul auffassen, d.h. as Vektorraum.
Damit gilt

n, N+l _ & n, N+l
IA(m/m )—dlmA/mm/m )

Es reicht also, zu zeigen, der A-Modul m"! ist endlich erzeugt. Das ist aber der
Fall, weil m" (alsldeal eines noetherschen Rings) endlich erzeugt ist.

/mn+1

(d) Die lokale Hilbert-Funktion in einem Punkt einer Varietdt.
Seien X eine quasi-projektive Varietidt und x&€X ein Punkt. Dann heil3
_0
HX,X = HX,X = H[‘J
XX
(lokale) Hilbert-Funktion von X im Punkt x und




1 1
HX,X = HUX «
heil¥ Hilbert-Samuel -Funktion von X im Punkt x.

(e) Vergleich der lokalen Hilbert-Funktion mit der einer projektiven Varietiit
Seien X C & N abgeschlossen, xEX ein Punkt und X C PN die projektive
Abschlief3ung von X. Dann gilt

H;'(,X(n) < H>—( (n) fiir jedes n.
Beweis. O.B.d.A. sai

x=(0,...0 € &N
der Ursprung. Wir schreiben

| :=1(X)
und p und o fiir die natiirlichen Abbildungen
P n+1 o n+l
K[T] —— K[T]/(1 + (T)""" ) OX,X/ My«

auf den Faktorring bzw. in den Quotientenring. Man beachte, der Ring in der Mitte ist
bereits ein lokaler Ring. Die Lokalisierungsabbildung o ist deshalb ein Isomorphismus.
Weiter setzen wir

J:=(FeEKS |F1T)El),
d.h. J sai die Homogenisierung von |. Man beachte, dieses Idea stimmt mit seinem
Radikal iiberein'®, es gilt daher

J=1(X).

Wir betrachten die Abbildungen
oc:k[S]n — k[T]<n, F(S) a F(1,T),

: n., S
BrKIS], < KIT] y Sofg) < D)
Dabel seinen k[S]n der Vektorraum der homogenen Polynome des Grades n von k[ S]

und k[T]<n der Vektorraum der Polynome des Grades < n von K[T]. Die beiden
Abbildungen sind wohldefiniert und k-linear. Und sie sind invers zueinander:

a(B(f)) = OL(SSf(S%)) =f(T)

B((F)) = B(F(LT)) = SSF(LS—SO) =F.
Wir setzen jetzt o mit der natiirlichen Abbildung Kk[T] P, K[TI/(I + (T)n+1)
Zusammen,

yk[S] | — KT/ + MMy FaF@LT) mod1 + (ML

135 |t F homogen und gilt F'€J, so gilt F(1,T)'€1(X) aso F(LT)EI(X) aso FEJ. Ist f beliebig mit

€]J und F der homogene Bestandteil hochsten Grades so ist F'eJaso FEJ. Wir schreiben (f-F)r in der
Gestalt

P = +Fg

Wegen ', Fed folgt (f-F)rEJ. Durch Induktion nach der Zahl der homogenen Summanden von f ergibt
sich f&d.



Mit a ist auch y surjektiv. Der homogene Bestandtell ‘]n von Jliegtim Kernvony, d.h. y
induziert eine k-lineare Surjektion

KIS] /3. = KITH( + (MM,
Insbesondere gilt

Hi(n) > Hg'(’x(n) fiir alle n = 0.

QED.
Bemerkung
Nach Bemerkung (vi) von 2.1.5(d) gilt
dim CX(X) > di m X.

Unser nédchstes Ziel ist es zu zeigen, es gilt sogar das Gleichheitszeichen. Dazu benutzen
wir die eben bewiesene Abschitzung

1 .
() HX,x(d) < H>—<(d) fiir alle d = O.

Der Rest des Beweises bestent im wesentlichen darin, einige der bereits erwihnten
Standard-Eigenschaften der Hilbert-Funktion zu beweisen. Genauer, es reicht, die
folgenden beiden Aussage zu beweisen.

1 H>—((d) ist fiir groBe n ein Polynom des Grades dim X.

2.H §'< ,X(d) ist fiir groBe n ein Polynom des Grades dim CX(X)

Aus (1) ergibt sich dann eine Ungleichung fiir den Grad der beteiligten Polynome und
damit die Ungleichung

dim CX(X) <dimX.
Ersetzt man nun X durch eine Affine Umgebung von x, die nur die Komponenten von X
durch x enthilt, so dndert sich die linke Seite nicht und die rechte Seite wird gleich di mX

X, d.h. wir erhaten
dim CX(X) <di mx X.

(f) Hilbert-Reihen graduierter Moduln
Seien R ein (Z-) graduierter Ring und M ein graduierter R-Modul mit
o (M) <
R0 d

fiir jeden Grad d. Dann heifit die Abbildung
HM e — 2
Hilbert-Funktion des R-Moduls M. Ist M auf3erdem noch nicht-negativ graduiert, d.h.

I\/Id=0fl'ird<0

so konnen wir HM durch die formale Potenzreithe

Ho= S1_ (M)Td
M7 2Ry
beschreiben, deren Koeffizienten gerade die Werte der Hilbert-Funktion sind. Wir
bezeichnen diese mit demselben Symbol wie die Hilbert-Funktion selbst und nennen sie
Hilbert-Reihe des R-Moduls M.

Ist speziell X C TP N eine projektive Varietit, R = k[S] und M = k[S]/I(X), so heif3t

H =H, = SH_(d)TY
X M & X



Hilbert-Reihe der projektiven Varietit X.

(g) Eigenschaften von Hilbertreihen von Moduln
Seien R ein graduierter Ring Dann gilt:
(i) Fir jede exakte Sequenz
O—-M —-M-=M"—-=0
nicht-negativ graduierter R-Moduln mit homogenen Komponenten endlicher
Linge. Dann gilt

Hyy = Hyye + Hypo

(i) Ist M en nicht-negativ graduierter R-Modul mit homogenen Komponenten
endlicher Linge und FER ein homogenes Element derart, dal3 die Multiplikation
mit F auf M injektiv ist, d.h.

F
O-M—M
ist exakt, so gilt
1,
M~ ,7degF " 'M/FM
Beweis. Zu (i). Nach Voraussetzung ist fiir jedes d die Sequenz der homogenen

Komponenten n-ten Grades exakt,

0—>M’d—>Md—>M”d—>O,

H

d.h. esgilt
o M)=1 o (M )+1 5 (M ).
RO d RO d RO d

Wir multiplizieren die d-te Identitéit mit T9 und summieren iiber ale d. Das Ergebnis ist
gerade die behauptete Identitit
HM = HM’ + HM”'
Zu (ii). Die Multiplikation mit F definiert eine exakte Sequenz graduierter R-Moduln
F
0— M[-degF] — M — M/FM — 0
Dabei bezeichne M[-d] den Modul mit dem n-ten graduierten Bestandtell

MI-dly =My deg

Nach (i) gilt
Hv = Pvdeg 7+ Pviem:
aso
_ ) — (1.7deg F
Hvem = v Pvpdeg g =@ By
d.h,
H 1 _H

M~ 17degF 'M/FM
QED.

(h) Eigenschaften von Hilbert-Reihen projektiver Varietiten
. 1
() H_N=oReT
PN (1mN*
(i)  Fiir jedes homogene Ideal ICK[S] gilt

__p(M)
s = et PH>0

mit p(T)EZ[T] und n=dim V().

Beweis. Zu (i). Wir fithren den Beweis durch Induktion nach N. Fiir N = O ist der
homogene Bestandteil des Grades n von k[S] eindimensional, d.h. esgilt



H PO (d)=1

fiir alle d. Fiir die Hilbert-Reihe erhalten wir damit
_ 2, -1
HPO—1+T+T +"'_1-T'

Sel jetzt N > 0. Multiplikation mit F = SN induziert eine injektive Abbildung

SN
k[S| —— K[S].
Nach 2.1.6(g)(ii) folgt
_ -1 -1
"pN T s T Psns,) T pN-

Die Behauptung folgt damit nach Induktionsvoraussetzung.

Zu (ii). Angenommen die Aussage ist falsch fiir ein homogenes ICK[S]. Well K[S]
noethersch ist, gibt es dann auch ein homogenes Ideal 1Ck[S], dal? maxia ist beziiglich
dieser Eigenschaft, d.h. fiir jedes homogene Ideal JCK[S] mit 1CJ, | = Jist die Aussage

richtig.
Das Idedl | ist dann kein maxiaales homogenes Ideal von k[S], denn fiir I = (S)k[S] ist
die Aussagerichtig: V(1) = &, dmV()=-1, H =H =1=

K[SIN ™k W'
Daslded | ist auch kein Primideal. Denn andernfalls gibt es, dal nicht maximal ist, ein
SI &1 und die Multiplikation mit SI induziert eine injektive Abbildung k[S]/I — K[S]/I.
Nach 2.1.6(g)(ii) folgt

K[S| 1T K[S)(1LS) (1__T)n+1

mit n = dim V(I,SI) + 1 =dim V(l) (man beachte, die Varietit V(I) liegt nicht in der
Hyperebene V(S|))'

Nachwels des endgiiltigen Widerspruchs. Da | nicht prim i, gibt es homogene
Polynome F,G mit

F-Gel, F&l, G#l.
Insbesondere sind (I,F) und I:F = {ack[S] | aF€l } homogene Idedle, die echt grofer
sind als I, d.h. Ideale, fiir welche die Behauptung gilt. Aus der exakten Sequenz

F
0 — K[S/(I:F) —— k[S)/I — k[S]/(I,F) = O

_ . ~ d. oy

lesen wir ab, esgilt Hk[S]/I = Hk[S]/(I,F) +T Hk[S]/(I:F) mitd=deg F, also
oo o-_BM . )
k[S]/l (1_-|-)n’+1 (1_T)n”+1

mit Polynomen p,gEZ[T] und n’ =dim V(I,F), n” =dim V(I:F).
Nach Konstruktion gilt V(1,F) € V(I) und V(I:F) € V(I). Fiir x&V(I) gilt entweder F(x)
= 0 oder F(x) = 0. Im ersten Fal gilt x&V(I,F), im zweten Fal x€V(I:F). Zusammen
erhalten wir

V(1) =V(,F) UV(:F).
Deshalb gilt n’, n” < dim V(l) und eine der beiden Dimensionen n’,n” ist gleich dim
V(I). Damit hat Hk[S]/I aber dieim Satz behauptete Gestalt.

QED.

(i) Existenz des Hilbert-Polynoms

Sdien| C K[S] ein homogenes Idedl und X := V(1) C PN, Dann gibt es ein eindeutig

bestimmtes Polynom Pk[S] I mit



Mrgn@ = Pggn @
fiir ale hinreichend grof3en dEN. Dieses Polynom heif Hilbert-Polynom von k[S]/I.
Der Grad dieses Polynomsist gerade die Dimension von X.

Im Fall | =1(X) schreibt man auch
Px = Prsin
und nennt PX Hilbert-Polynom von XQIPN.

Beweis.Nach (h) gilt

—_PM g
Hk[S]/I —W, n:=dmV(l),

undp(T):aO+a1T+...+aI Tl

Die Funktion p(d) zur Rethe ist ein Polynom des Grades n fiir grof3e

1
(1_T)n+1 |
il
(1—T)n+1

gehort also die Funktion

Argumente, nimlich das Hilbert-Polynom des P". Zur Reihe gehort die

Funktionp(d-i)-g,, zur Relhe Hy o,

§ p-i)a

i=0 !
Dies aber ein Polynom in d des Grades n fiir grof3e d (da p(d) ein solches ist).
QED.

Bemerkung
Die obige Argumentation zeigt, fiir jede formale Potenzreihe der Gestalt
p(M
(1'T) n+1

mit nicht-negativen ganzen Koeffizienten ist die Folge der Koeffizienten von einer
gewissen Stelle ab gleich der Folge der Werte eines Polynoms des Grades n an den
ganzzahligen Stellen.

(j) Die Dimension des Tangentialkegels

SeienX C &N abgeschlossen und x&X ein Punkt. Dann gilt
dim CX(X) = dimX X.

Beweis. Auf Grund der Bemerkung von 2.1.6(e) geniigt es zu zeigen,
Q) H)l( «(d) ist fiir groBe d ein Polynom des Grades dim CX(X)

Esqgilt
1 _
Hx,x(d) = HX,x(d) + HX,x(d'l) +..+ HX,x(O)
mit
_ d d+1,
HX,x(d) = Ux X(nkxlnkx )= HR(d)
und ’
— _ 0O d d+1
2 R:= Grrn (OX,X) —@d:O mX,x/nB(,x )

XX
Fiir die Hilbert-Reihen folgt



1 _ 1
Hx x =177 Hg

Nun ist die Reduktion von R gerade der Koordinaten-Ring des Tangentialkegels. Wir
konnen damit R als Faktorring

R=Kk[T]/J
nach einem homogenen Ideal J schreiben, welches den Tangentiakege definiert. Das
Ideal J definiert aber auch eine projektive Varietit. Fiir die Hilbert-Reihen erhalten wir
damit

1 _ 1
Uxx =1THR
_1_pm
1-T (1_T)n’ +1
__ (D)
(1_T)n +2
Dabei bezeichne n’ die Dimension der projektiven Varietét
v cpN-1,
Esgilt weiter
CX(X) = affiner Kegel iiber V(J) C pN-1
aso
N =dmV(J)=dm CX(X) - 1.
Damit ist
1 p(T) , ,
HY  =————mitn=dim C_(X).
XX (1_-|-)n+1 X

Die Behauptung folgt damit aus der Bemerkung von 2.1.6(i) iiber den Grad des
zugehorigen Hilbert-Polynoms.
QED.

4.2 Die Entwicklung in formale Potenzreihen
4.2.1 L okale Parameter

(a) Definition
Seien X eine quasi-projektive Varietit der Dimension n und XX ein Punkt. Die

Funktionskeime ul,...,uneii)x x heilen lokale Parameter von X im Punkt X, wenn sieim

maximalen |deal von [ﬂx X liegen und ihre Restklassen in

2
dxui S m)(,x/mX,x
eine Basis dieses Vektorraums bilden. Wir werden sagen,

u,,..u
1"""n
ist ein Parametersystem von X im Punkt x. Ist x ein reguldrer Punkt von X,also n = dim
X, 0 hal¥

u,,..u
1"""n
auch reguliires Parametersystem.

Bemerkungen



() Da my X/m)2< x isomorph ist zum Kotangentialraum ist die Bedingung dquivalent

zur lineare Unabhéngigkeit der
dxui : TX(X) — Kk

und damit zu der Aussage, dal? das homogene Gleichungssystem

Q) du, =..=du =0
X1 Xn

in TX(X) nur die triviale Losung besitzt.

(i)  Wir konnen X durch eine offene affine Umgebung X’ von x ersetzen
xeXx cX,xcaN,
auf welcher die u regulire Funktionen sind,

Ugseensld e k[X].
(b) Theorem 1: Die Tangentialridume zu einem lokalen Parametersystem

Seien X eine quasi-projektive Varietit der Dimension n, x € X ein nicht-singuldrer
Punkt und

u,,...,u
1"""n
ein System von reguldreb Parametern von X in x, die auf ganz X regulér sind. Wir setzen
Xi = V(ui) (EX)

fiir jedes i. Dann ist X en nicht-singulédrer Punkt auf jeder der Teilvarietiten Xi und es
gilt

Tx(xl) N..N TX(Xn) =0.
Beweis. O.B.d.A. sai X abgeschlossenim aN, Bezeichneﬁi € K[T] ein Polynom mit

U=l

Dann gilt

X =V(u)= me(Ji).
aso

1(X) 21(X) + Gik[T]
und

T (X)) CL. ={veT (X)|d,u (v) =0}.

Weil das homogenen Gleichungssystem (1) von 2.2.1 (a) nur dietriviale Losung bestzt,

folgt
n-1=dim Li >dim Tx(xi) >=dim Xi =n-1.

Dieletzte Ungleichung besteht, well Xi durch nur eine Gleichung auf X’ definiert ist. In

der obigen Abschitzung gilt aso iiberall das Gleichheitszeichen. Insbesondere ist x ein
nicht-singuldrer Punkt auf jeder der Varietiten Xi' Aulerdem ist

NT (X.)=NL. =0.
Xt |

QED.
Bemerkungen
(i)  Der Durchschnitt der Varietiten Xi besteht in einer Umgebung von X nur aus dem

Punkt x alein: wiirde durch x eine Komponente positiver Dimension von mxi

verlaufen,
XEYQO&,



SO hiitte TX(Y) eine podgtive Dimenson und ldge im Durchschnitt der
Tangentialrdume TX(X’ i)’
0<dm TX(Y), TX(Y) C ﬂTX(Xi).

Das steht aber im Widerspruch zu der Tatsache, dal3 der Durchschnitt dieser
Tangentialrdume nur aus dem Nullvektor besteht.
(i)  Im folgenden benétigen wir den Begriff der Transversalitiit.

(c¢) Transversale Teilvarietiten

Eine Varietit heild dquidimensional, wenn ale ihre irreduziblen Komponenten dieselbe
Dimension besitzen. Seien X ene glatte dquidimensionale Varietit und Yl""’Yr c X

dquidimensionale Teilvarietiten. Die Yi heil3en transversal im Punkt
XeyY, N..Ny ,
1 r
wenn gilt

. r _ .
codi mTX(X) MNizq Tx(Yi) = élcodlmx Yi
Wir sagen, die Yi scheiden sich transversal (in X), wenn sie transversal sind in jedem

gemeinsamen Punkt, d.h. in jedem Punkt von'Y ﬂ...ﬂYr

1
Bemerkungen
()  Fiir beliebige irreduzible Teilvarietiten Yi durch x gilt

H >136 H
cod|mX Yi =" codi mFX(X) Tx(Yi)
und

. , r
élcodl mTX(X) Tx(Yi) > codi mTX(X) Nizq Tx(Yi)'
(i) Die Transversalitdtsbedinung impliziert, daB in den Abschitzungen von (i) tiberall

das Gleichheitszeichen gilt. Insbesondere sind dle Yi dann nicht-singulidr im

Punkt x und der Durchschnitt

;
Niz1 Tx(Yi)

besitzt die kleinste Dimension, die in Anbetracht der gegebenen Dimensionen der

Yi moglich ist.
(i) Allgemeingilt

. r , r , .
codi my mizlYi > codi mI'X(X) Tx(ﬂizlYi) (wegendim TpW =dimW)
, r r r
> codi mTX(X) MNi=1 Tx(Yi) (wegen Tx(ﬂizlYi) CNiq Tx(Yi))
Im transversalen Fall ist aul3erdem
, r _ , . r
codli mTX(X) Nizq Tx(Yi) = i%COdI my Yi > codlmx mI:lYi

Dieletzte Ungleichung besteht nach 1.6.2(k) Bemerkung (ii). Zusammen erhalten
wir, daB im transversalen Fall iiberall das Gleichheitszeichen gilt. Insbesondere ist

dann x ein nicht-singulédrer Punkt von Y := ﬂir :1Yi .

136 Wegen dim X = dim TX(X) und dim Yi <dim Tx(Yi)



Beispiel
Zwel glatte Kurven auf einer Fliche, die in einem gemeinsamen Punkt unterschiedliche
Tangenten besitzen, schneiden sich dort transversal.

(d) Theorem 2: Lokale Parameter und Erzeugende des maximalen Ideals
Seien X ein Varietit, x € X ein Punkt und Ugseensld ein System von lokaen Parametern

im Punkt x. Dann erzeugen die u das maximale Ideal m « deslokalen Rings OX «

X,

. . . . . 2 .
Beweis. Die u liegenin My o und ihre Restklassen erzeugen m ,x/mX,x .Die

; X
Behauptung folgt aso aus dem Lemmavon Nakayama.

Bemerkungen
()  Die Nicht-singularitit eines Punktes x&€X 146t sich in rein algebraischer Weise
durch Daten des |okalen Rings charakterisieren. Zu diesem Zweck wollen wir wie
folgt die Dimension eines lokalen Rings definieren.
(i) Seien A einlokaer Ring mit dem maximalen Ideal m. Die Dimension
dm A
von A sai die kleingte nicht-negative ganze Zahl r derart, dal3 es Elemente
Ug,..,u €m
17"

gibt mit der Eigenschaft, dal3 eine Potenz von m in dem von diesen Elementen
erzeugten ldedl liegt

137

I
m C (ul,...,ur),
d.h. mit der Eigenschaft ., [iul,...,uri =m.

Nach dem Lemmavon Nakayama gilt aso insbesondere,
dm A =<dm AJm m/m? (= minimale Erzeugendenzahl von m).
Ein lokaler Ring hei3t regulér, wenn gilt

- o 2
dim A—dlmA/mm/m

@iii) dim' © X x - di m X fiir jede (quasi-projektive) Varietit.

(iv) Xist genau dann regulir in XX, wenn @,  als lokaler Ring regulr ist.

XX

(v)  Wir kennen inzwischen drel Verallgemeinerungen des Dimensionsbegriffs auf
den Fall lokaler Ringe: die eben eingefiihrte, die mit Hilfe von Primidealketten und
die mit Hilfe des Grades des Hilbertpolynoms. Wir wollen jetzt zeigen, diese drei
Begriffe stimmen iiberein. Als Vorbereitung benotigen wir einige Lemmata.

Beweisvon (iii). Wir kénnen X durch eine so kleine affine Umgebung von x ersetzen,
dal3 gilt
n:= dimx X =dimX.

..,Hn durch x derart, dal3 die Menge

XﬂHl,...,Hn
den Punkt x als einzigen Punkte einer ganzen Umgebung von x enthilt. Durch weiteres
Verkleinern von X konnen wir erreichen,

Es gibt dann n Hyperfldchen Hl"

137 Wir haben bereits die Dimension eines Rings mit Hilfe von Primidealketten definiert. In der
gegenwirtigen Situation ist aber die hier angegebene geeigneter: wir sparen uns den Beweis des
Hauptidealsatzes. Um Verwechslungen mit dem friiheren Dimensionsbegriff zu vermeiden, schreiben wir
dim’ A anstelle von dim A (die beiden Zahlen sind jedoch gleich, wann immer sie beide definiert sind).



XNH . H =03,

Sie u ein lokae Gleichung von Hi' dann gilt nach dem Hilbertschen Nullstellensatz, dai3

es fiir jede regulire Funktion auf X mit der Nullstelle x eine Potenz gibt, die in

(ul,...,un)

liegt. Wir wenden dies auf die Erzeugenden des maximalen Idealsm i an (indem wir X

X,
eventuel weiter verkleinern) und erhalten, esgibt ein| €N mit

I
mX’XQ (ul""’un)UX,x'
Esgiltaso
dm O, <n=dim X
X, X X
Angenommen, die linke Ungleichung ist echt. Dann gibt es Elemente

V1’""Vn-1€0x,x

und einl "N mit

| 7
My C (Vl""’vn-l)UX,X :
Indem wir X durch eine affine Umgebung von x ersetzen, erreichen wir, dal? die vi auf

ganz X definierte reguldre Funktionen sind.
OB.dA. =

x=(0,.,00eXxC &N
| 1

und ti = Ti | N Dann wird das maximale Ideal von [CIX 5 von den ti erzeugt, d.h. die t

sind Linearkombinationen der Vj' Deshab gilt

I )
g

Mit anderen Worten, V(v
X, d.h.

= 0in den Punkten einer Umgebung von V(Vl’""vn-l) (EX).

1""’Vn-1) besteht in einer Umgebung von x nur aus dem Punkt

d|mX V(Vl""’vn-l) =0.

Das ist aber unmdglich, denn der Schnitt einer n-dimensionalen Varietit mit n-1

Hyperflachen hat nur Komponenten einer Dimension = 1.
QED.

(e) Lemma von Artin-Rees

Seien A ein noetherscher Ring, M ein endlicher erzeugter A-Modul, N C M ein
Teilmodul und | € A ein Ideal. Dann gibt es eine natiirliche Zahl ¢ mit

(1) I"MNN = 1""C(1CMNNY)

fiir alle n=C.

Bemerkung

Die |-adische Topologie von M hat als Unterraum-Topologie von N gerade die |-adische
Topologievon N.

Beweis des Lemmas (Matsumura). Die Inklusion “2” ist trivial. Esreicht also, “C”

Zu beweisen.

Wir beginnen mit einer Beschreibung der Zahl c. Dazu wihlen wir Erzeugendensysteme
von | und M, sagen wir,

| = (al - ar) und M = Am1+...+AmS.

Wir setzen
B:= A[Xl""’xr]

und betrachten die Abbildung



"RS _.
¢: B M, (b bs) a bl(a)m1 +..+ bs(a)ms,

1
mit
a.= (al,...,ar).
Jedes Element von 1M hat dann die Gestalt cp(bl,...,bs) mit homogenen Polynomen bi
des Grades n. Sei
— S
‘Jn = {(bl,...,bs)EB | bi homogen vom Grad n und cp(bl,...,bS)EN }.
Dann gilt
"M NN = ®(d).
Sei L C BS der Teilmodul iiber B, der von den Elementen aus
0
Unzl‘]n

erzeugt wird. Der Polynomring B ist noethersch, d.h. BS ist ein noetherscher B-Modul.
Deshalb besitzt L ein endliches Erzeugendensystem, sagen wir

L:BI1+...+BIt

i iS) S Jni.

C:= max {nl,..., Ny }.

mit

Wir setzen

Zeigen wir, dal} mit dem so gewdhlten c die linke Seite von (1) in der rechten liegt. Sei
aso

me I"™MNN = ®(J,)-
Danngibteseinb = (bl,...,bS)EJ mit
m=q()= Xb(@m .
i=1
Wegenb e ‘]n C L ist b eine B-Linearkombination der erzeugenden Elemente | ; von L,

sagen wir

b= ﬁp(xn {00, mitp EB=AX .. X ]
j=1 ) !

Nun sind b und die | . Tupd von homogenen Polynomen der Grade n bzw. nj. Alle

Glieder aller anderen Grade = n auf der rechten Seite heben sich somit weg. Wirkonnen
aso annehmen,
pj ist homogen vom Grad n - nj :

Wir erhalten

m= §b(a)m = §p(a)| @m
=1 i=1j=1
und

§|J|(a)m =0 ) €03, = iMAN,
1
aso = J



n-n n
me Y1 M A NCIMCCMAN
=1
QED.

(f) Lemma: Inklusionen in Vereinigungen von Primidealen
Selen A einRing und
[, pl,...,pr

Idedle von A.Es gelte
1 Alle P, seien Primideale (mit Ausnahme von hochstens zweien).

2. | sai inkeinem p, ganz enthalten.
Dann liegt I nicht vollstindig in der Vereinigung der p;-
Beweis (Matsumura). Wir konnen annehmen, kein P, liegt ganz in einem anderen. Wir

fithren den Beweis durch Induktion nach r.
Induktionsanfang r = 2. Angenommen | C p1Up2. Wir wihlen Elemente

xel - Py und yEI-pl.
Dann gilt XEp, asox+y ¢ Py aso
X+y € p,.

Nach Wahl vony mu3y in Py liegen. Mit x+y liegt also auch x in Py im Widerspruch

zur Wahl von x.
Induktionsschritt r > 2. Wir kénnen annehmen, P, ist en Primideal. Da | in keinem P,

liegt und keine Inklusionen zwischen den P, bestehen, gilt
I-pl-...-pr_lgr P, -
Wir wihlen ein Element
XE I-pl-...-pr_1 P
und setzen
S=1- (plu"'Upr-l)'

Nach Induktionsvoraussetzung liegt I nicht vollstindig in der Vereinigung der r-1 Idede
PyrPp_q d.h. Sist nicht leer,

S=J.
Angenommen
c
| C plu...Upr.
Dann liegt S vollstindig in Py
SC P,

Fiir yeS gilt x+y €S. Also liegen y und x+y beide in P, Dann gilt aber x€pr im

Widerspruch zur Wahl von x.
QED.

(g) Die Hilbert-Samuel-Funktion eines Faktorrings nach einem Hauptideal

Seien A ein (noetherscher) lokaler Ring mit dem maximalen Ideal m und x&m ein
Element. Dann gilt:

() HA(M) < Hy pa) fiir jedes n.



(i) IstxenNicht-Nullteilerin A, so gibt esein reN mit
Hi\/XA(n) = Hg\(”) + H%(n-l) +.. Hg(n—r) firallen=r.

Insbesondere gilt fiir die Grade der zugehdrigen Polynome

1 1
Das Gleichheitszeichen gilt, falls x ein Nicht-Nullteiler in A ist.
Beweis.Esgilt
1

Hapa(® =1 (A[xA +m™)
=1 (A/mM™Y -1 (xa + mMHymnt

= HA(M - 1 (AKANMTY)

Zu (i). Die Multiplikation mit x definiert eine Surjektion
A — xAXANM™L aa [ax],

deren Kern das Ided m" vollstindig enthilt (wegen x&m). ES besteht also ene
Surjektion

AImN — xAxANM™ L,
Deshab gilt

HAKA®M = HAM) -1 (AIm™ = HA(n) - Hg (1v1) = HA ().

Zu (ii). Nach dem Lemmavon Artin-Rees gibt ein r mit
xANmMMTL = mrrxanm™ 1= M m+ 1.4,
Damit gilt
1 1 - +1.

Ha ja (M = Ha(n) - 1 (A/MT(mi Lix)xa).

Dax ein Nicht-Nullteller sein soll, induziert die Multiplikation mit x eine Bijektion
A — Ax, aa ax.

X) links entspricht dabei dem Teilmodul

m T (m™Lx)-xA

Dem Teilmodul m™-(m 1.

rechts. Esfolgt

Hi\/xA(n) = Hi\(n) -1 (A/mM L)),

< Ha(n) - | (A/M™) = Ha(n) - Hp (n-r-1)

= H%\(n) + Hg(n-l) +..+ H%(n-r)

Beweis der iibrigen Aussagen. Aus (i) folgt

1 0 _ 1

Aus (i) folgt im Fall, da3 x ein Nicht-Nullteiler in A ist,
1 0 1
Man beachte die Polynome zu
0 0 0
Ha(N), Ha(N-1), ..., HA (D)

haben alle denselben Grad und alle denselben hochsten Koeffizienten.
QED.

(h) Vergleich der verschiedenen Dimensionsbegriffe eineslokalen Rings
Sel A einlokaler noetherscher Ring mit dem maximalen Ideal m. Dann gilt



dim A = dim’ A = deg Hy, .

Beweis. 1. Schritt. deg Hy < dim’ A,
Seir:=dimA’. Dann gibt esr Elemente ul,...,urem mit
I
m C (ul,...,ur).
Fiir groBe d ist dann aber
1
HA/(ul,...,ur) (d) =1 (A/(uy,-...u )+m

konstant (genauer, fird =1 - 1), d.h. esgilt (nach 2.2.1(g))

1 1
0=degHA/(u,,...u) = deg Hp -,

d+1)

1
aso

dmA’ =r=deg H%\.
2. Schritt. dim’ A <dim A.
Sie Aussageigt trivid, falsdim A unendlichist. Sei dso
dmA=n<ow

und sel

pOC plc ..C Py (=m)
eine echt aufsteigende Kette von Primidealen maximaler Lange. Wir wihlen ein Element

XEP, ,
1

das in keinem minimalen Primideal von A liegt. Ein solches Element exigtiert, denn
andernfalls liage Py in der Vereinigung der minimaen Primideale von A, also ganz in

einen minimalen Primideal von A im Widerspruch zur Wahl von Py-

Es gibt also ein Element x der beschriebenen Art. Auf Grund der Wahl von x gilt
dmA/XA =dimA - 1.

Wir konnen die obige Argumentation mit A/XA angtelle von A solange wiederholen, bis

wir einen O-dimensionalen Ring erhalten.

Wir erhalten auf3erdem eine Folge x . ,...,x__ von Elementen aus m mit

1%
dim A/(Xl,...,xi) =n-ifiri=1,..n.
Insbesondere fiir i = n erhalten wir einen O-dimensionalen Ring, d.h.
A/(Xl""’xn)

hat genau ein Primideal. Das Radika von (0) ist damit gleich dem maximaen Ideal
dieses Rings'®, d.h. das maximalen Ideal ist nilpotent. damit liegt eine Potenz von min
dem Ideal

(Xl""'xn)'

dm A=<sn=dmA.

d.h. esgilt

3. Schitt. dim A < deg Hy .

138 Fiir jeden Ring A gilt ‘\/6 =N Spec A.
Beweis. Die Inklusion “C” ist trivial: jedes nilpotente Element liegt in alen Primidealen. Sei s
umgekehrt in alen Primidealen. Dann ist Spec AS (=D(9)) leer, d.h. AS = 0. Das Einelement wird von

einer Potenz von s annulliert, d.h. SE‘\/E)
QED.



Weil A noetherschist, ist jede echt aufsteigende Kette von Primidealen endlich. Es reicht
Zu zeigen,

n =< deg H%\,
falsesin A eine echt aufsteigende K ette von Primidealen
«y PoC P C - Cp,(EmM)
gibt. Als Nebenergebnis erhaten wir dim A < (da dim’ A nach Definition endlich ist
und damit auch deg H%\).
Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach n. Im Fall n = 0 ist nichts zu bewesen, da
deg H}.‘ immer mindestens O ist.
Sei jetzt n > 0 und eine Kette (1) gegeben. Wir wihlen ein Element
X E P1 - Py

Dann geniigt der Ring
A’ =A/(XA + po)

der Induktionsvoraussetzung, d.h. es gilt

n-1=<deg H%\, :
Wl die Restklassevon x in A/pO kein Nullteiler ist, folgt
n-1 =<deg Hi",

1
=degHaA/p -1 (vgl. 22.1(g)

sdegH']A'\-l

aso

nsdegH%\

QED.
Wir beenden diesen Abschnitt mit einer Anwendung des Begriffes der Transversalitit.

(h) Satz von Bertini

S XCP N abgeschlossen und nicht-singulidr. Dann ist die Menge der Hyperebenen
{ He BN |X und H schneiden sich transversal }

nicht-leer und offen im BN, Insbesondere gibt es eine nicht-leere offene Menge von
Hyperebenen H, fiir welche
XMH nicht-singulir
ist.
Beweis. Sel
| :={(x,H) € XxPN [ H und X nicht transversal in xeHNX }

1. Schritt. | ist abgeschlossen in BN,

Wir setzen
Ui = D(Si)
V= U «EN
H.:=V(S)

Ii ={(x,H) e XﬁUi xPN | H und X nicht transversal in xeHNX}
= IﬂVi



Dann gilt

| = IOU...UIN :

Dadie Abgeschlossenheit eine lokale Eigenschaft ist, reicht es zu zeigen,
. =1NV.
[ [

ist abgeschlossen in Vi fiir jedes i.

Wir identifizieren die von Null verschiedenen Elemente des kN+1

der Hyperebenen des PN und betrachten die Abbildung
cpi:(XﬂUi)ka+l — kN+1

mit den Gleichungen

(xL)a(f= &)a(f(),d

. (o)

d.h. wir ordnen der Hyperebenengleichung L zunichst die regulidre Funktion f = % auf
|
auf Ui zu und bilden dann das Differential der Einschrinkung auf XﬁUi im Punkt X.

Dabei identifizieren wir hier dx(ﬂXﬂU) mit dem N-Tupel, desssen Koordinaten die
[
Ableitungen von fIXﬂUi im Punkt x sind

Die Abbildung g, ist regulir.'* Esreicht zu zeigen,
Auf der offenen Tellmenge XﬁUi von X ist der Durchschnitt XNH mit der durch L

definierten Hyperebene H gerade durch die Gleichung f = 0 gegeben, d.h.
XﬁHﬁUi = V(I(XﬂUi), f), H:=V(L).

Das Verschwinden der ersten Koordinate f(x) von ®, (x,L) ist dquivalent zu XEXNV/(L).
Betrachten wir jetzt die Paare (x,V(L)) mit f(x) = 0. Wenn dx(f|xmU ) nicht Null ist, so
[

ist TXX nicht vollstdndig in der Hyperebene
(1) TX(H) = V(dxf )
enthaten, d.h. esgilt

dimX - 1:dimTXX -1
=dim TX(X)ﬂTX(H)
=dim TX(XﬂH) >dimXNH=dim X - 1.
Es gilt iiberall das Gleichheitszeichen, d.h. fiir die Kodimensionen im P N gilt
codim TX(X)OTX(H) = codim TX(XﬂH)

=N-(dimX -1)

=(N-dim X) +1

=codim X + codimH
d.h. X und H sind transversa in x.

Sind X und H in x transversal, so liegt TX(X) nicht vollstindig in der Hyperebenen (1),
d.h.

139 Die beiden Koordinaten de und x hingen in polynomialer Weise von den Koordinaten von x und den

Koeffizienten von L ab.



THOT,00 =Vl )
ist ein echter Unterraumvon T_ (X), d.h. d_f| ist nicht identisch Null auf T_X.
X X XﬂUi X

2. Schritt. Berechnung der Dimension von |
Betrachten wir die die reguldre Abbildung

| — X, (x,H) ax.
Diese Abbildung ist surjektiv'*°, denn durch jeden Punkt x€X gibt es eine Hyperebene,
diein x nicht transversal zu X liegt: man nehme zum Beispiel eine Hyperebene, die den
Tangentialraum TXX enthilt. Sei jetzt x€X festgewihlt. Bestimmen wir die Faser iiber IX

iiber x. O.B.d.A. sei xEUi. Dann gilt

I, ={&HEL}

=KKVQ»|K@:0J&WXHU):Qf:§;LEQH¥L¢@
| |

Betrachten wir die Abbildung

kN+1—>k@m 2

L
XxmKwLaﬁ-ﬁaﬁaxﬁﬁ&m%»

Diese Abbildung ist k-linear und surjektiv, denn jede Linearform auf TX(X) 146t sich zu

einer Linearform auf Ui = &N = kN fortsetzen und der zugehorige Unterraum 146t sich

so verschieben, dal eine seiner Gleichungen in x einen vorgegebenen Wert annimmt.
Der Kern diese Abbildung hat also die Dimension

. . 2 .
dlmWi -dmk®m ,x/mX,x =N+1-1-dimX.

Deshab gilt
dimIX:N-dimX-l.

Die Projektion von | auf X hat also Fasern der Dimenson N - dim X - 1 und diese
Fasern sind projektive Rdume also insbesondere irreduzibel. Damit gilt

X

diml=N-1.
3. Schritt. Der Bewaels.
DasBild

Tc BN

von | € XxPN bei der Projektion auf den zweiten Faktor ist abgeschlossen und von
einer Dimension < N-1. Alsoist
PN -

nicht-leer und offen.

QED.

Bemerkungen

(i) Der obigen Satz und sein Beweis bleiben richtig fiir projektive Varietiten mit
singuldren Punkten, wenn man den Begriff der Transversalitdt einer Hyperebenen
H mit einer Varietidt X wie folgt abschwécht.

1. H und X heif3en schwach transversa im Punkt x&HNX, wenn TX(X) nicht
vollstindig in TX(H) liegt.

2. Hund X heif3en schwach transversa (im schwachen Sinne) wenn sie transversal
im schwachen Sinne in jedem Punkt von HNX sind.

0 Die Surjektivitit dieser Projektion wird in Wirklichkeit garnicht benétigt: wir konnten X durch das
Bild Y der Projektion ersetzen und im weiteren Beweis ausnutzen, da3dim Y < dim X gilt.



(i) Fir Punkte x&€HNX, in denen X nicht-singular id, ist dieser

Transversalititsbegriff dquivalent zum urspriinglichen Transversalitétsbegriff.

(iii) Insbesondere ist x ein nicht-singulidrer Punkt von HNX, wenn X nicht-singulir ist

auf X und H und X schwach transversal in x sind.

4.2.2 Entwicklund in Potenzreihen

(a) Die Entwicklung eines Funtionskeims in eine Protenzreihe

Seien X eine (quasi-projektive) Varietit, x€X ein Punkt und

1, LU EmXX

ein System von lokalen Parametern im Punkt x. Unter der Entwicklung eines
Funktionskeims

fEUX

in eine Potenzreihe beziiglich der Parameter u u, versteht man den folgenden

1! "
Algorithmus.
Im ersten Schritt setzen wir

%q = f(x) und f1:= %y

Dann gilt flemX X d.h. es gibt Koeffizienten
al,...,anek
mit
2
- g OLIUI € mx’x.
=1
Wir setzen
f2 gau—f a-ﬁauémf(x
i=1 i=1
2 _ . , ,
Wegen fze My« gllt1‘2—%jgjhj mltgj ,hj € mX,x' Wie oben glbtesEIementeBij ,
€ k mit
2 2
J §[3“u EmXXundh §y U Emy -
i=1 =5
Wir schreiben
SEHWEGW= 3 Uy
] i=1 1<i’,i" =n
Dann gilt
f,- a.,.,U,u Em3
2 .,E,, AR XX
1<i’,i" =n
aso
f-on- u. - u.,u Em3
U 2 U X Ol Ui € My x
=1 1<i’,i" =n
Indem wir so fortfahren, konnen wir offensichtlich homogene Polynome
Fi € k[Tl’""Tn]

finden mit

J



und

degFi:i

[ +1
f- iélFi( ul,...,un) € WX; :

(b) Definition (formaler Potenzreihenring)

Eineformale Potenzreihein T = (T

1,...,TN) mit Koeffizienten ausk ist eine formale

Summet#

fi=Fy+F +F,+..

mit Fiek[T] homogen vom Grad i, wobei die Anzahl der von Null verschiedenen

Summanden unendlich sein darf. Ist

g:=G +Gl+G + ..

0 2

so definieren wir Summe und Produkt von f und g al's

f+9:= (Fy+Gy) + (F +G,) + (F,+G,) + ..

und
f-g—HO+H1+H2+...
mit HI ::_ E FiGj .
i+j=l

Bemerkungen

(i) Dieformaen Potenzreihen mit Koeffizienten aus k bilden mit diesen Operationen
einen Ring

I,
den formaen Potenzreihenring in T iiber k.

(i) Die Potenzrethen mit nur endlich viden von Null verschiedenen Summanden
bilden enen zum Polynomring k[T] isomorphen Telring, den wir mit K[T]
identifizieren,

K[T] CK[[T]].

(i) Wie im Fall von Polynomen kénnen wir jeder von Null verschiedenen Potenzreihe

f= SF ,F =0
i EI e
ihre Anfangsform zuordnen,
in(f) := FI .

Wieim Fall von Polynomen gilt

in(f-g) = in(f)-in(g)
fiir Potenzrethen f und g. Insbesondere ist der formale Potenzrethenring K[[T]]
nulltellerfrei.

(¢) Die Potenzreihe einer einer reguliren Funktion
Seien X eine (quasi-projektive) Varietit, x€X ein nicht-singuldrer Puntk von X und

u,,..,u
1 n

Symbol

X,

F=F +F +F_+..
_Eou 0 1 2
=

benutzen.



ein System von Parametern von X in x. Eine formale Potenzreihe
IEOF EKIT T, 1]

heif3 Taylor-Reihe des Funktionskeims fEQ falsgilt

X, x'
| +1
- éOFi(ul""’un) € my
firl =0,1,2, ...

Bemerkung
In 2.2.2(a) haben wir fiir jeden Funktionskeim fE[f) X X in einem nicht-singuldrem Punkt

X und jedes Parametersystem u U in x ein Taylor-Reihe von f konstruiert.

1’ ")

(d) Beispiel

Seien X = &1 und x = 0EX der Ursprung der affinen Geraden. Dann ist
My = (t), t eine Unsbestimmite,

und f eine rationale Funktion

f= p8 q(0) = 0,

mit Polynomen p und g. Sei weiter E o g eine Potenzreithe mit
i=0 '

f- Sat =omd( *h
i=0 '
fiir jedes | . Das ist dquivalent zu den Bedingungen

p() - 3 .t =0mod ¢ D).
i=0
Diese Relationen geben uns die Moglichkeit, die Koeffizienten von o, aus den

K oeffizienten von p und g zu bestimmen.
Sel zum Beispiel f = 1 . Dann erhilt man die Relationen

0=1-(1-t) Sat=1-§ (o - )t mod(d *,
= =
Esfolgt

ao =1 und oci = ai-l fiir alle 1> 0.

Damitist die Taylor-Reihevon f gleich St =1+ t+t2+
i=0

(e) Theorem 3: Existenz der Taylor-Entwicklung

Jeder Funktionskeim besitzt mindestens eine Taylor-Reihe.
Beweis. Siehe 2.2.2(a).
QED.

(f) Theorem 4. Existenz und Eindeutigkeit im Fall nicht-singuliirer Punkte
Seien X eine (quasi-projektive) Varietit und XX ein nicht-singulédrer Punkt von X und



ul,...,un
ein reguldres Parametersystem. Dann besitzt jeder Funktionskeim

fel X X

genau eine Taylor-Reihe (beziiglich des gegebenen Parametersystems).
Beweis. Esreicht zu zeigen, jede Taylor-Reihe der Funktion

f=0€e UX,X

ist Null inK[[T]]. Sei § Fi ein solche Taylor-Reihe. Wir haben zu zeigen
i=0
Fi =0
fiir jedes 1. Nach Voraussetzung gilt

[ +1
ﬁ I:i = mX,x ’
iI=0
d.h.
Fo(u) € mX,x
2
Fo(u) + Fl(u) € My «

Fy(W) + F(0) + F (1) € my

Es reicht die Giiltigkeit der folgenden Implikation zu beweisen

(*)  Fhomogenvom Grad | , F(u) € rr3|< ;(’1=> F=0.

Denn dann folgt schrittwei se aus den obigen Relationen FO =0, F1 =0, F2 =0, ...

Angenommen (*) ist falsch. Es gibt also ein von Null verschiedenes homogenes
Polynom F des Grades| mit

Fu) € m;(;l
Wir Betrachten eine lineare K oordinatentransformation der folgenden Gestalt durch.
T =T
Tl Tt %aTn
Ty =Tptely,

Dieseist offengichtlich umkehrbar und es gilt
F(T) = F(, )T'| + Glieder vom Grad < | in T .
wobei F(1,0.) also Polynomin o = (al,...,an_l) nicht identisch Null ist.**? Wir kénnen
solche ai€k wihlen, dald F(a,1) ein von Null verschiedenes Elemente von k wird. Mit
anderen wir konnen durch eine Transformation erreichten, daf3
T
in F einen von Null verschiedenen Koeffizienten besitzt, sagen wir

12 \Wei F homogen und nicht identisch Null ist. Man beachte, es gilt F(T) = Tln . F(TL), d.h. man kann

n
F(T) aus F(o,1) wiedergewinnen.



FT) = B'Tln + Glieder vom Grad <1 in T, pek-{0}.

Nach 2.2.2(a) kann man jedes Elemente von m;&

Grades| inden ui schreitben mit K oeffizienten aus m>< . Insbesondereist

B-uln +..=FQu) = M‘”Uln + Gl(u’)-uln'1+ Gz(u’)-uln'2+ o GI (u’)

« und Gi(u’) homogenvom Grad i inu’:= (ul""’un-l)' Esfolgt

1 als homogenes Polynom des

mit uEmX1

Ul
(B M) Une (ul!'--lun_l)[gx,x
X ist p-u eine Einheitin ©

Wegen =0 und nem und es gilt

X, XX
I
une(u

In einer affinen Umgebung von x folgt

17Un-1%x x

V(un) - V(ul)ﬂ...ﬂV(un_l),
d.h. esist
TXV(un) C TXV(ul) N..N Txv(un-l)
Im Widerspruch zu 2.2.1(b).
QED.
Bemerkung

Fiir jeden nicht-singuldren Punkt xEX einer quasi-projektiven Varietit gibt es, wie eben
gezeigt, eine Abbildung

w Oy KT T= (T T ) n=dim X,

diejedes Funtionskeimin x die eindeuti g bestimmte Taylor-Reihe zuordnet.

Jedes Elemente fE(‘.’JX X besitzt also, falls X nicht-singulér in x ist, genau eine Taylor-

Reihe t(f)k[[T]]. Wir haben eine Abbildung

© Oy = KITIL T = (T, ) n=dim, X,

konstruiert. Die Charakterisierung der Taylor-Reihe eines Keimsin 2.2.2(c) zeigt, dal3t
ein Homomorphismus von k-Algebrenist. Der Kern besteht gerade aus allen
Funktionskeimen von

© I
=0 "Kx
Wir wollen jetzt zeigen, dieser Kern in trivid, d.h. T ist injektiv. Dies ist eine direkte
Folge des Durchschnittsatzes von Krull.

(g) Theorem 5: Durchschnittsatz von Krull

Selen A en Noetherscher Ring, | € A en Ideal und M ein endlich erzeugter A-
Modul.Dann gilt:

()  EsgibteinacA mita=1mod | und aﬂ;ozo "M = 0.

(i) Liegt I ganz im Radikal von A, so gilt fiir jeden Teilmodul N € M,
rﬁ;oa”M+N):N.

(i) Ist A ein Integritdtshbereich und I = A, so gilt

© Nn_
ne =0



Beweis (Matsumura). Zu (i). Wir setzen
D:=n>_, 1M,
Nach dem Lemma von Nakayama (vgl. Bemerkung von 2.1.5())) reicht es zu zeigen,
I-D=D

Nach dem Lemmavon Artin-Rees gilt

I"™MNDCID
fiir hinreichend grofes n. Der linke Modul ist nach Definition von D aber gleich D.
Zu (ii). Seien
M’:= M/N
und

1 e @ Nppr — o] n
D' =% 1" = N7 (IMM+N)/N

Die zu beweisende Identitit ist dquivalent zu
D' =0.
Nach (i) gibt eseinacA mita=1mod | und aD’ = 0. Wegen | C rad A ist das Element
aaber eineEinheit von A, d.h. esgilt D’ = 0.
Zu (iii). Selen
D:=n>_ "
Nach (i) (mit M = A) gibt eseinacA mita=1mod | und aD = 0. Wegen a= 1 mod |
ist avon Null verschieden. Mit aD = 0 gilt deshalb auch D = 0.
QED.

(h) Folgerung: lokale Ringe in reguliren Punkten als Teilringe von
Potenzreihenringen

Sei x ein nicht-singulirer Punkt einer (quasi-projektiven) Varietit ist. Dann ist [f)x X

isomorph zu einem Tellring eines formalen Potenzreihenrings.
Beweis. Diesfolgt aus Bemerkung von 2.2.2 (f) und dem Durchschnittsatz von Krull.
QED.

(i) Theorem 6: Die Zahl der Komponenten durch nicht-singulire Punkte

Durch einen nicht-singuldren Punkt x einer quasi-projektiven Varietit X geht genau eine
Komponente.

Bewels. Sei X’ die Vereinigung der Komponenten von X, die den Punkt x nicht
enthalten. Wir konnen X durch X - X’ ersetzen, d.h. wir konnen annehmen, alle
Komponenten von X enthalten den Punkt x. Dann gilt aber

KIX]C Oy

denn jede reguldre Funktion auf X, die in einer Umgebung von x Null ist, ist auf einer
dichten offenen Menge von X Null, d.h. sieist auf ganz X Null.

Weil x ein nicht-singuldrer Punkt von X ist, ist 0,  isomorph zu einem Teilring einer

XX
Potenzreithenrings, also nullteilerfrei. Der Koordinatenring K[ X] besitzt dso keine
Nullteiler, d.h. X besteht aus nur einer Komponente.

QED.



4.2.3 Varietiten iiber € und R<"

(a) Die redlle baw. komplexe Topologie

Der Raum PN iiber den reellen oder komplexen Zahlen k besitzt die Struktur eines
topol ogischen Raums, wobei die Topologie von der der reellen bzw. komplexen Zahlen
kommt. Auf jeder algebraischen Teilvarietit X dieses topologischen Raums wird eine
Unterraumtopologie induziert. Diese heil3t reelle Topologie bzw. komplexe Topologie
von X.

Dieseist wesentlich verschieden von der bisher benutzten Zariski-Topologie.

(b) Nicht-singulire Punkte und lokal vollstindige Durchschnitte

SdenX C &N abgeschlossen, x € X ein nicht-singuldrer Punkt und
1(X) = (fl,...,fm).
Wir setzen
n:=di m, X.
Dann gibt es eine Umgebung U von X,

xeuc al
derart, dal3 X in den Punkten von U bereits von N-n der Gleichungen fi definiert wird,

XﬁU:V(fi ,...,fi )NU.
1 N-n
Mit anderen Worten, X ist in einer Umgebung von X (mengentheoretisch) en
vollstidndiger Durchschnitt.
Beweis. Nach Vorraussetzung hat der Tangentialraum

TX(X) = V(dxfl, dxfm)
die Dimension n, d.h. unter den Gleichungen dxfi = 0 gibt es N-n linear unabhingige.
Mit anderen Worten, die Matrix

of
oT.(X)|. _
1" )=l mj=1,...,N
hat den Rang N-n. Durch Permultieren der Unbestimmten und Gleichungen kénnen wir

erreichen, dal3

afi
Q) det T, ‘ =0

J" 7 )i=1,. N-nj=n+1,...,N
gilt. O.B.d.A. sai x der Ursprung im A&N,

x =(0,...,0).
Dann bilden die Einschridnkungen
ti = Ti |X (i=1,...,n)

ein regulires Parametersystem von X in x.*** Betrachten wir die affine Varietit mit den
Gleichungen

3 m Fall k = IR bezeichne & N das affine Schema Spec k[ T] und X sei ein reduziertes affines
Teilschema
X = Spec k[T]/I

dessen lokaler Ring OX « = (K[T]/),__. im Ursprung x regulir sei.

M



) f ==t =0

Bezeichne X’ die Vereinigung der Komponenten dieser Varietit, die den Punkt X
enthalten, und
U

das Komplement in &N aler iibrigen Komponenten. Dann gilt
XNUCX NU,
aso
n=dim_Xs<dm_ X' =dmT_(X')=n.
X X X

Die letzte Ungleichung besteht dabei wegen (1). Also gilt iiberall das Gleichheitszeichen.
Insbesondere ist X’ nicht-singulér in x und besteht damit aus nur einer Komponente.

Wegen XNU C X’NU, dim XNU =dim X’ NU und X" irreduzibel folgt XNU = X" NU,
d.h. X wird in einer Umgebung von x durch die Gleichungen (2) definiert.
QED.

(c)Der Fall k=€ bzw. k= R

Sdenx C &N abgeschlossen, x € X ein nicht-singuldrer Punkt und

1(X) = (fl,...,fm).
Wir setzen
n:=di m, X.
OB.dA. s
afi
Q) det T . =0
J" 7 )i=1,. N-nj=n+1,...,N
Nach (a) wird X in einer Umgebung von x durch die N-n Gleichungen
f,=..=f =0
1 N-n

definiert. Nach dem Aufldsungssatz™*® gibt es N-n eindeutig bestimmte Potenzreihen

(I>1(T1,...,Tn), ,(I)N_n(Tl,...,Tn)
und ein >0 derart, da} die Potenzreihen fiir ITj| < ¢ konvergieren und

of.
i

aTj x)

hat den Rang N, d.h. daslineare

) _fdoYy |
144 Die NxN-Matrix . A mit A =
i=1,...,N-nj=n+1,...,N
Gleichungssystem
del =.= den = dxfl =.= dfo-n =0

hat nur die triviale Losung. Die Einschrinkungen der del e dXTn auf die Losungsmenge des

Gleichungssytems dxfl = =0 sind also linear unabhingig. Mit anderen Worten, die

..=df
X N-n
2
dt=t modm i=1,...,n
Xi i XX ( )
sind linear unabhingig auf TX(X). Da das Dua von TX(X) die Dimension n hat, bilden sie sogar eine

Basis dieses Duals.

15 genauer: der analytischen Version des Aufldsungssatzes (iiber IR bzw. iiber {T). Diese analytische
Variante des Auflosungssatzes gilt iiber beliebigen bewerteten Korpern (siehe: Kurke, Pfister, Roczen:
Hensel sche Ringe und a gebraische Geometrie, Abschnitt 2.1). Der Beweis erfolgt dadurch, dal’ man
zunéchst den Satz fiir formale Potenzreihen beweist und dann im analytischen Fall die Konvergenz der
beteiligten Potenzreihen nachweist.



(2 <I)j (0) =x

(3) fi(Tl,...,Tn, CI)l(T),...,<I>N_n(T)) =0

ist fiir i=1,...,n; j = 1,..., N-n und alle diese Tj mit lle <e. Die Taylor-Reihen
r(Tn+1),...,r(TN)

beziiglich des reguldren Parametersystems ti = Ti lX (i=1,...,n) geniigen ebenfalls den

Bedingungen (2) und (3). Sie stimmen deshalb mit den Potenzreihen <I>j tiberein und

146

sind insbesondere in einer Umgebung™*® von x konvergent.

Jeder Funktionskeim fE(f)X X 148t sich in der Gestalt
(T T
q(Tl""’TN)
schreiben mit Polynome p,q mit q(x) = 0. Deshalb gilt fiir die zugehorigen Taylor-
Rethen
pE(T ), 7(Ty))

uf) = T )Ty )

Deshalb konvergiert auch die Taylor-Reihe t(f) von f in eéner Umgebung™’ U von x.
Die Eindeutigkeitsaussage des Auflosungssatzes bedeutet, man kann die Umgebung U
C X so withlen, daB die Abbildung

o an
U—an (.t a -t ),

f=

147

einen Homdomorphismus von U mit einer offenen Menge des & induziert.**®
(d) Wechsel des (reguliiren) Parametersystems
Seien X eine quasi-projektive Varietit, x€X ein nicht-singuldrer Punkt und
u,,..u
1"""n

ein reguldren Parametersystem von X in x. Dann sind die Taylor-Reihen (beziiglich der
ui) der Funktionskeime in x in einer Umgebung von x (beziiglich der reellen bzw.

komplexen Topologie) konvergent.
Beweis. Wir benutzen die Bezeichnungen von (b) und insbesondere das regulire
Parametersystem

tl,...,tn.

Nach Definition des Begriffs ‘ Parametersystem’ gibt es eine umkehrbare Matrix
C= (cij) e Kxn
mit
2
U, = glcijtj mod My x -
also (auf Grund der Produkt-Regel)

aso

16 beziiglich der reellen bzw. komplexen Topologie.
17 beziiglich der reellen bzw. komplexen Topologie.
18 heziiglich der reellen bzw. komplexen Topologie.



ou

oy
a_Tj(X)‘Cij

aso
Ju

det (- (X)) = det A = 0,

J
Wir gehen zu den Taylor-Reihen beziiglich der ti iiber und erhalten

at(u.)
det (T (X)) = 0.

Nach dem Auflosungssatz ist das Gleichungssystem
r(ui) = (I)i(Tl,...,Tn) (i=1,...,n),

dessen rechte Seiten gerade die Taylor-Entwicklungen der linken Seiten beziiglich der ti
snd, nach den Ti auflosbar, d.h. wir konnen die ti als konvergente Rethen der ui

schreiben. Da jedes f€el
XX

ein Darstellung as konvergente Reihe in den ti besitzt,
erhalten wir durch Einsetzen der Reihen in den u die analoge Aussage auch fiir die

Taylor-Entwicklungen beziiglich der u .
QED.

Bemerkungen
() Dieobigen Betrachtungen zeigen, in der reellen bzw. komplexen Topologie besitzt
jeder nicht-singuldre Punkt einer n-dimensionalen Varietit eine Umgebung, die

homo6omorph einer offenen Menge im affinen n-dimensionaen Raum (iiber R

bzw. T) ist. Sind also ale Punkte einer algebraischen Varietidt X nicht-singulir, SO
handelt es sich um eine reelle bzw. komplexe Mannigfaltigkeit.

(i) Der PN selbst it eine kompakte redlle bzw. komplexe Mannigfaltigkeit. Nicht-
singuldre projektive Varietiten iiber IR bzw. T sind aso kompakte
Mannigfaltigkeiten.

(i) ImFal k = € ist auch die Umkehrung der letzten Aussage richtig: eine quasi-
projektive Varietit X, die kompakt ist in der komplexen Topologie, ist projektiv.**°

(iv) Die Aussagen dieses Abschnitts lassen sich auf den Fal, dal3 k der Korper der p-
adischen Zahlen ist, iibertragen.

4.3 Eigenschaften nicht-singulérer Punkte
4.3.1 Teilvarietiten der Kodimension 1

(&) Vormerkung

Wie wir wissen kann jede Varietit im £ N bzw. PN durch nur eine Gleichung definiert
werden. Wie wir bereits wissen, ist diese Aussage fiir allgemeine Varietéiten X nicht
richtig. In diesem Abschnitt, wollen wir zeigen, dal3 dies wenigstens noch lokal in den
nicht-singuldren Punkten von X gilt.

19 Mehr noch: Beliebige komplexe kompakte Teilmannigfaltigkeiten des P Nsind projektive Varietten.



(b) Lokale Gleichungen einer Varietiit
Seien X eine Varietit, YCX eine Teilvarietit und xEX ein Punkt. Die Funktionskeme fl

,...,fmetﬁx X heil3en lokale Gleichungen der Teilvarietit Y C X in einer Umgebung von
X, wenn esdine affine Umgebung U von x gibt,

xeuCX,
auf welcher diefi regulir sind™°,
fl,...,fme k[U],
mit
I((YNU) = (fl,...,fm) (Ck[UD.
Bemerkungen

(i)  Der obige Begriff 146t sich leicht in der Sprache der lokalen Ringe formulieren. Zu
diesem Zweck betrachten wir das Idedl

I(Y), SOy

der Keime regulérer Funktionen auf X, die in einer Umgebung von x Null sind
entlang Y. Im Fal X affin gilt

(1) I(Y), = {%on UV EKIX] , UEI(Y), v(X)= O}

(i)  Gehen auf}erdem noch dle Komponenten von Y durch X, soist
2 I(Y)=k[X] N I(Y)X.

Beweis. Zu (i). Wir haben (1) zu beweisen. Zu 'C’. Ein Element von I(Y)X ist nach
Definition ein Funktionskeim der Gestalt
f=omituy € K[X] und v(x) = 0

wobei aulRerdem u=0ist auf YNU fiir eine affine Umgebung U C X von x. O.B.d.A.
sei U ene affine Umgebung,
U=D(h)={ peX |h(p)=0}.
Dannist h(x) = 0 (wegen x€U) und u-h=0auf ganz Y (auf U ist u = 0 und aul3erhalb
von U ist h=0). Das erstere impliziert )
u
f= < Ox,x
und das letztere impliziert, dal3 f in der rechten Seite von (1) liegt.
Zu 'Y’ Trivial: eineauf Y verschwindende Funktion hat diese Eigenschaft auch in einer
Umgebung von x.
Zu (ii). Zu ‘<. Trivial: eineauf Y verschwindende Funktion hat diese Eigenschaft auch
ineiner Umgebung von x. Zu '2’. Sel f aus der reichten Seite von (2). Dann ist f eine

polynomiale Funktion auf X, mit

Flyny =©
fiir eine Umgebung U C X von x. Dann ist aber auch

f = 0auf UNY
(wegen UNY C V() und V(f) abgeschlossen). Jede Komponente Yi von Y geht nach

Voraussetzung durch x, hat also mit U Punkte gemeinsam. Alsoist éin UﬁYi eine nicht-
leere offene Teillmenge von Yi und damit eine dicht liegende offene Teillmenge,

uny 20NY, =Y;.

0 Wir wollen fiir die Reprisentanten der Funktionskeime in k[U] keine gesonderten Bezeichnungen
einfiihren und nehem dafiir eine gewisse Unkorrektheit der Bezeichnungen in Kauf.



Da dies fiir jede Komponente von Y gilt, folgt UNY DY, d.h. f ist Null auf ganz Y.
QED.

(c) Lemma: Lokale Gleichungen und Funktionskeime

Seien X eine Varietit, YCX eine Teilvarietit, x&X ein Punkt und f

1,...,fm€(9

XX
Funktionskeime. Dann sind dquivalent.

0] fl,...,fm bilden ein System von lokalen Gleichungen von Y in einer Umgebung

vonx.
(i) I(Y)X = (fl,...,fm).
Beweis. (i) = (ii). Indem wir X durch eine geeignete offene affine Umgebung von X
ersetzen, erreichen wir
I(Y) = (fl,...,fm).

Nach Bemerkung (b)(i) folgt
I(Y)X = I(Y)-[f)X’X = ((fl,...,fm)-[fJX’X :
d.h. esgilt (ii).
(i) = (i). Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, X ist &ffin, die
fj sind reguldr auf X und identisch Null auf Y. Sei

I(Y) = (@89 (S KIX).
Wegen (ii) und of € I(Y)X fiir jedes i konnen wir dann g in der Gestalt

m
1) g = 3 h;f,
=1

schreiben mit Funktionskeimen hi' € 0, . Esgibt dann eine affine offene Umgebung

XX
U von x derart, dald sich (die fj und) die hij als reguldre Funktionen auf U auffassen

lassen und die angebebene Identitit (1) sogar auf ganz U gilt. Wir konnen aul3erdem
annehmen, U ist eine offen Hauptmenge,

U=X-V(),
d.h. (2) ist eine Relation von Funktionen aus k[U]. Nun ist

k[U] = hikl uek[X],k=0,1,2, ..}.
Wegen (1) ist
g € (fl""’fm)k[u]
fiir jedes 1, also
1(Y)-k[U] C (fl,...,fm)k[U]
Die umgekehte Inklusion ist trivia, d.h. esgilt
I(Y)-k[U] = (fl,...,fm)k[U].
Esreicht deshab zu zeigen,
2 1(Y)-k[U] = 1(YNU).
Trivialerweise gilt ‘C’. Beweisen wir die umgekehrte Inklusion. Sei vel(Y NU). Dann
ist
V=" mitu€KX].

Durch Erweitern mit einer g-Potenz erreichen wir, dal3 gilt
u= v-gk ink[X],



al&)lSl
ueI(Y).

Wegen - € K[U] folgt
g

V= U € 1(Y)KUL.
g

QED.

(d) Theorem 1: Anzahl der lokalen Gleichungen von Teilvarietiiten der Kodimension
1 in nicht-singuliren Punkten

Selen X eine dquidimensionale Varietit, X€X en nicht-singuldrer Punkt und YCX ene
irreduzible Teilvarietdt der Kodimension 1 von X. Dann kann man Y loka in einer
Umgebung von X durch nur eine lokale Gleichung definieren.

Bemerkung

Der Bewels des Theorems ist im wesentlichen derselbe wie der von 1.6.1 (i). Im
dortigen Beweis benutzen wir die Tatsache, dal? der Polynomring k[ T] ein ZPE-Ring ist.
Beim vorliegenden Theorem benutzen wir die stattdessen die ZPE-Eigenschaft des

lokalen Rings [fJX . Wir formulieren zunichst diese Tatsache als Satz.

(e) Theorrem 2: Die ZPE-Eigenschaft der lokalen Ringe in reguliren Punkten.

Seien X eine Varietit und XE€X ein nicht-singulidrer Punkt. Dann ist @, ein ZPE-Ring.

XX
Der Beweis dieses Satzes erfolgt im Abschnitt 2.3.3.

Beweis. von 2.3.1 (d). Nach 2.2.2(i) (Theorem 6) geht durch den nicht-singulidren
Punkt XEX genau eine Komponente von X. Wir konnen X durch eine affine Umgebung
des Punktes x ersetzen und annehmen, X ist affin und irreduzibel. Wegen

dmY =dmX-1
ist Y eine echte Teilmenge von X, d.h. es gibt eine von Null verschiedene polynomiae
Funktion fek[X], die identisch Null ist entlang Y. Betrachten wir f als Element des

lokalen Rings UX’X und sai

f:fl-...-fr

die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren in OX " Daf auf Y identisch Null ist, muf3

mindestens einer der Faktoren fi, sagenwir g = f_, in einer Umgebung von x entlang Y

1’
Null sein.'* Ersetzen wir X durch eine affine Umgebung von x, auf welcher g reguliir ist
und identisch Null entlang Y. Dann gilt

Y CV(g) EX.
WEell g nicht identisch Null ist auf Xi’ muf3 die rechte Inklusion echt sein. Dann hat aber

V(g) die Kodimension 1 in X, d.h. es gilt dim V(g) = dim Y und Y ist eine irreduzible
Komponente von V(Q).

3! Der erste Faktor rechtsist Null auf YNU (wegen vel(YNU)) und der zweite Faktor ist Null
auferhalb von U.
152 Auf einer affinen offenen Umgebung von x kann man diefi als regulire Funktionen auffassen und die

Ralation f = f 1-...-fr ist eine Ralation von reguldren Funktionen (nicht nur eine solche von Keimen).

Weil Y irreduzibel ist, d.h. I(Y) ist ein Primideal und enthilt f, muf eines der fi inl(Y) liegen.



Esreicht zu zeigen, der Durchschnitt von V(g) mit einer Umgebung von x ist irreduzibel,
denn dann stimmt V(g) in dieser Umgebung mit Y iiberein und Y 148t sich dort mit Hilfe
der einzigen Gleichung g = 0 definieren.

Beweisen wir also die Irreduzibilitidt von V(g) in einer Umgebung von x. Sei
V(g) = Yl U..uU Yr

die Zerlegung von V(g) in irreduzible Komponenten. Fiir die zugehorigen Ideale in K[X]
gilt dann
I(V(@)) = 1Y N-.NICY ),

wobei auf der rechten Seite ein Durchschnitt von Primidealen steht. Wir gehen zu den in
@, _ erzeugten Idealen iiber und erhalten®>

XX
(@) SHV(@), = 1(Y ) N-NI(Y ),
Nunist I(V(g))x gerade das Radikal*** von (g) und g ist ein Primelement im ZPE-Ring

OX " Deshabist
(1) (@ =1(V(@), = 1Y ), NNICY )
Insbesondere liegt das Produkt der IdeaIeI(YJ.)X in(g). Welil (g) ein Primided i<, folgt

@ =1(Y)
I’X
fiir mindestens ein i. Die definierenden Gleichungen von Yi sind dann aber in einer
Umgebung von x Vidfache von g, d.h. in dieser Umgebung gilt
V@)=Y,
d.h. V(g) ist in diesr Umgebung irreduzibel.
QED.

Es folgen einige Anwendungen des eben bewiesenen Satzes.

(f) Theorem 3: Die Kodimension des fundamentalne Orts einer rationalen

Abbildung mit Werten im IP"
Seien X ein glatte Varietit und
¢: X ——— P (n=1)
eine rationale Abbildung mit Werten im projektiven Raum. Dann hat die Menge der
Punkte, in denen ¢ nicht regulir ist,'*> eine Kodimension = 2 in X.
Beweis. Seien
Y :={ x&X | ¢ ist nicht regulér in x }
und yEY ein vorgegebener Punkt. Es reicht zu zeigen,
dimyY < dimyX -2
Diese Aussage ist lokaler Natur: wir konnen zum Beweis X durch eine beliebig kleine
affine Umgebung von y ersetzen. Die Abbildung ¢ hat dort die Gestalt

153 Wegen V(g) = Yl Uu..u Yr ist ein Funktionskeim in x genau dann Null entlang V(g) in einer

Umgebung von x, wenn er Null ist entlang jedem Yj in einer Umgebung von x (welches durch x geht).
1% Jedes Element von I(V(g))X hat die Gestalt %mit a=l(V(g)), d.h. eine Potenz von aliegt in (Q)K[X].

Dann liegt aber eine Potenz von%in (g)(f)x "

1% Diese Menge heif’t fundamentaler Ort der rationalen Abbildung oder auch Menge der
Fundamental punkte von ¢.



0=[f gk ]

mit rationaen Funktionen fEk(X). Durch Multiplikation mit einem gemeinsame Nenner

erreichen wir weliter, daBdlef Elemente deslokaen Rings [fJX y sind. Well y ein nicht-

singuldrer Punkt von X ig, |st dieser lokale Ring (nach 2.3.1(€)) ein ZPE-Ring. Wir
konnen weiter erreichten, dal? der groBite gemeinsame Teiler der f eins ist. Durch

weiteres Verkleinern von X erreichen wir, dal3 die fi auf ganz X reguléir sind. In jedem
Punkt von X, in welchem ein fi von Null verschieden igt, ist ¢ eine wohldefinierte

reguldre Abbildung. Mit anderen Worten,
Y C V(fo,...,fn).

Wire Y in'y von der Kodimension 1, so liese sich Y loka in y durch eine Gleichung
definieren. Wir kdnnten annehmen,

Y=V@C V(g ),
mit einer reguldren Funktion g&EK[X]. Nach dem Nullstellensatz gibt es dann ein meN
mit

fi € gk[X] fiiri =0,...,n.
Insbesondere ist dann

glf; In[’)X’yfum:O,...,n

Dadlef in OX yteilerfremd sind, mul3 g eine Einheit in ©

steht aber im Widerspruch zu

Xy sein, d.h. g(y) = 0. Das

yeyY =V(g).
Dieser Widerspruch zeigt, die Kodimension von Y in y muf3 grofer sein als 1.
QED.

(g) Folgerung 1: Regularitiit rationaler Abbildungen auf glatten Kurven

Jede rationale Abbildung auf einer glatten Kurve mit Werten im projektiven Raum ist
reguldr.

Beweis. Die Menge der Fundamental punkte der Abbildung hat nach (f) eine
Kodimension = 2 in der Kurve, mul3 also leer sein.

QED.

(h) Folgerung 2: I1somorphie und birationale | somoprhie glatter Kurven
Zwei glatte projektive Kurven, die birationa isomorph sind, sind sogar isomorph.

(i) Einige Anwendungen

1. Seien X’ und X glatte projektive Kurven iiber L. Aus(g) ergibt sich, diese
Kurven sind homoomorph in der komplexen Topologie falls sie birational
isomorph sind.*®

2. Sden X’ und X” projektive Kurven die durch Gleichungen mit reellen
Koeffizienten definiert sind und die in alen Punkten mit reellen Koordinaten glatt
sind. Falls es einen birationalen | somorphismus zwischen diesen Kurven gibt, der

1% Nach (g) sind sie dann isomorph, d.h. es gibt zueinander inverse regulire Abbildungen mit
komplexen Koeffizienten zwischen ihnen. Solche Abbildungen sind insbesondere stetig in der
komplexen Topologie.



iiber den reellen Zahlen definiert ist*®>’, so sind die reellen Punktmengen dieser
Kurven homdomorph in der reellen Topologie.**®
3. Auf Grund der letzten Bemerkung kann man manchmal ganz einfach erkennen,
dal} zwei gegebene Kurven iiber den reellen Zahlen nicht birational dquivalent sein
konnen. Zum Beispiel hat die Kurve mit der Gleichung
y2 =3 _x
iiber den reellen Zahlen einen Graphen, der aus zwei Komponenten besteht.
' Der reelle Tell einer projektiven Geraden pl dageben besteht aus
/ nur einer Komponente. Die reellen Punktmengen dieser Kurven
sind also nicht homéomorph. Die Kurven selbst konnen damit

3

/ nicht birational isomoph sein, d.h. durch y2=x -X ist keine

/\‘ | rationale Kurve gegeben

\_/ | Mit Hilfe derselben I dee kann man sogar zeigen, da diese
Kurve auch iiber den komplexen Zahlen nicht rational ist. Es

\ reicht zu zeigen, die beiden Kurven sind in der komplexen

I Topologie nicht homdomorph.

Esist nicht schwer, einzusehen, die Kurve y2 =x3-xigds komplexe Mannigfaltigkeit
ein Torus, die projektive Gerade dagegen eine Kugeloberfliche, d.h. es besteht keine

Homoomorphie. Also ist die Kurve y2 = x3 - x nicht rational. Die nachfol gende

frationale Punkte

}f2= xa_x

Skitze beschreibt die Lage der rationalen Punkte auf dieser Kurve.

4.3.2 Glatte Teilvarietiiten

Die Aussage von Theorem 1 (2.3.1(d)), dal3 eine Teilvarietit der Kodimension 1 in
einem nicht-singuldren Punkt loka durch eine Gleichung definieren 14ft, kann man
nicht auf den Fall einer groBeren Kodimension verallgemeinern. Zumindest nicht im Fall
beliebiger Teilvarietiten. Falls die Teilvarietit jedoch glatt i<, ist eéine Veralgemeinerung
moglich. Wir beginnen mit einer vorbereitenden Aussage.

(a) Theorem 4: durch regulire Parameter definierte Teilvarietiiten
Seien X eine affine Varietét, xEX ein nicht-singulédrer Punkt und

57 d.h. der birationale Isomorphismus und dessen Umkehrung ist durch rationale Funktionen mit reellen
K oeffizienten gegeben.

158 Jeder reelle Punkt dieser Kurven ist nicht-singulir und besitzt damit eine Umgebung aus nicht-
singujldren Punkten. Man betrachte offene Teilmengen der beidene Kurven, die alle reellen Punkte
enthalten und die ausschlieBlich aus nicht-singuldren Punkten bestehen. Der birationale Isomorphismus
ist in den reellen Punkten regulir und definiert zueinander inverse Abbildungen zwischen den reellen
Punktmengen, die stetig sind in der reellen Topologie.



Ups oo U ek[X]

regulédre Funktionen, die in X ein (regulédres) Parametersystem von X bilden. Dann ist fiir
jedesm < n die Teilvarietit
Y= V(ul, e um)

von X nicht-singulédr im Punkt x und in einer affinen Umgebung von x gilt
1(Y) = (ul, s um).
Aulerdem bilden die Einschrinkungen der u

Parametersystem von Y im Punkt x.
Beweis. Der Beweis wird durch Induktion nach m gefiihrt. Sei m = 1. Nach 2.3.1(d)
(Theorem 1) kann man X durch eine geeignete affine Umgebung von x so ersetzen, dal3
dasldedl von'Y in k[X] von nur einer lokalen Gleichung f erzeugt wird,
1(Y) = (f).

Der Parameter Uy ist dann ein Vielfachesvon f,

Uy = v-f mit vek[X].
Wir gehen zu den Differentialen in x {iber und erhalten

dxu1 = v(x)-dxf + f(x)-dxv = v(x)-dxf .

Der zweite Summand fillt weg, weil f auf Y Null ist, also f(x) = O gilt. Da u 1 Tell eines

mer un auf 'Y en regulires

Parametersystemsist, gilt dxu1 = 0, asov(X)= 0, d.h. vist eine Einheit in [fJX " und wir

konnen X so durch eine kleinere affine Umgebung von x ersetzen, dafl
1Y) = (uy)

gilt.
Der Tangentiadraum TXY besteht gerade aus den Punkten von TXX mit dxu1 = 0.

Deshalb bilden die
d

Xu2,...,qun
eine Basisdes DualsT;Y, d.h. die Uy U bilden ein Parametersystem von Y in x. Die
Zahl der Parameter ist n-1 =dim Y. Damit ist die Behauptung im Fall m = 1 bewiesen.
Sai jetzt m > 1. Wir setzen

Xszwﬁ.
Dann geniigt X’ den Voraussetzungen des Satzes (auf Grund es Falles m = 1) und auf

X' gilt
Y = V(u2, . um)

Die Behauptung des Satzes ergibt sich damit aus der Induktionsvoraussetzung.
QED.

(b) Theorem 5: Die lokalen Gleichungen einer nicht-singuldren Teilvarietdt
Seien X eine Varietit, Y C X eine Teilvarietit und x€Y ein Punkt, in welchem'Y und X
nicht-singulér sind. Dann gibt es ein System u 1 U, von lokalen Parametern von X in
x und eine affine Umgebung UCX von x mit I(YNU) = (ul, s um).
Beweis. Die natiirliche Einbettung Y C X induziert eine Injektion der Tangentialrdaume
inx,

TY—=TX.

X X



Letztere induziert eine Surjektion der Kotangentialrdume®®®,
2 2 _ 2
mX,x/mX x> mY’X/mY’X = (mx x + I(Y)X)/(mx’x +1(Y) X)
X
Der Kern dieser linearen Abbildung ist

2 2
( mx'XﬂI(Y) X + mX,x)/ My -
Es gibt deshalb Funktionen

- 2
=m ,x/( mX’XﬂI(Y) x + mX,x)'

Upll € 1(Y) CK[X],

deren Restklassenin m X/m)2< x diesen Kern erzeugen, und Funktionen

X
U et €KX,

deren Restklassen in mY X/m$ X ene Vektorraumbasis bilden. Zusammen bilden dann
dieRestklassen der

Ups o U e K[X]
eine Vektorraumbasis von my ’X/m>2< X d.h. die Funktionen selbst bilden ein System von
lokalen Parametern von X in x.
Wir setzen

Y = V(ul,...,um).

Nach Konstruktion gilt Y C Y’. Esreicht zu zeigen, in eéiner Umgebung von x gilt sogar
das Gleichheitszeichen.
Nach 2.3.2 (a) (d.h. Theorem 4) ist Y’ nicht-singuldr im Punkt X, also nach 2.2.2(i)
(Theorem 6) irreduzibel in einer Umgebung von x. Ebenfalls nach 2.2.2(a) gilt**°
dmY’=n-m.

Auf Grund der Konstruktion der u ist

dim TXY =n-m.
Weil Y in X nicht-singulér ist, folgt

dmY=n-m=dmY’.

Well Y’ in einer Umgebung von x irreduzibe ig, folgt Y = Y’ in ener solchen
Umgebung.
QED.

4.3.3 Zerlegung in Primfaktoren im lokalen Ring eines nicht-singuliren
Punktes

(a) Vorbemerkungen

1.  Indiesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit dem Beweis von Theorem 2
(2.3.1(¢e)). Der Beweis beruht wesentlich auf der Einbettung

T UX,X — K[[T]],

% Das Gleichheitszeichen rechts kommt von der Tatsache, dalR K[Y] = K[X]/1(Y) gilt, und der Tatsache,
daf die natiirliche Abbildung k[Y] — [’.)Y « modulo dem Quadrat von m = [({x}) C k[X] einen

Isomorphismus induziert,

m._ m2 _=mk[Y]/mZK[Y] = (m+ 1(Y)(m2 +1(Y)) = (M, + I(Y)X)/(mi L),

m
Y. X Y.X
1% Das Theorem gibt ein regulires Parametersystem in x an.



wobel X € X ein nicht-singulédrer Punkt und k[[T]] der formale Potenzreihenring
in den Unbestimmten T = (Tl""’Tn) istmitn= dimX Xigt.

2. Wir beginnen mit der Angabe einiger Eigenschaften des Rings k[[T]] und der
Einbettung ©. Eine formale Potenzreihe kann man zum Beispiel nicht einfach as

Summe ihrer Glieder ansehen, wobel man lediglich die Ringstruktur von k[[T]] im
Auge hat. In einem Ring sind unendliche Summe nicht definiert.

Um die Betrachtung unendlicher Summen zu ermoglichen, muf3 man einen
Konvergenzbegriff oder - was auf dasselbe hinausléuft - eine Topologie im Ring
k[[T]] einfiihren.

(¢) Die natiirliche Topologie von k[[T]]

Bezeichne M das Ideal von K[[T]], welches aus den Reihen mit dem Absolutglied Null
besteht. Es gilt offensichtlich
M= (T ).

Die k-te Potenz MX von M besteh gerade aus den Potenzreihen, deren Taylor-Polynome
der Grade < k identisch Null sind.

Die Topologie von K[[T]] ist durch die Forderung gegeben, dal die Potenzen MK eine
Umgebungsbasis der Null bilden sollen. Mit anderen Worten, eine Folge

Ot m=12,.

von Potenzrethen aus k[[ T]] konvergiert genau dann gegen eine Potenzreihe ¢, wenn der
Grad der Anfangsform von
¢ -0

gegen o geht fiir m — co. In dieser Situation schrei bt_ man

¢, = ¢ oder auch ¢ = n![)“oo Oy
Esist leicht einzusehen, mit dieser Topologie ist K[[T]] ein topologischer Ring, d.h. die
Ringoperationen + und - sind stetig in dieser Topologie.

DieRehe § ¢m mit q)mek[[T]] konvergiert gegen ¢EK[[T]], wenn gilt
m=0

n
Eq)m—>(bﬁirn—>oo.

m=0
(d) DasBildvon T. OX,x = K[[T]]

DasBild r((f)x X) des lokalen Rings im reguldren Punkt x liegt dicht in k[[T]].
Beweis. Seien U,,...,u_ein regulires Parametersystem von X in x€X,

1"""'n
mX,x = (ul,...,un)
und T OX,X — K[[T]] die zugehorige Taylor-Entwicklung, d.h.
t(ui) = Ti

fiir alle i. Fiir jedes Polynom PEK[T] gilt dann

o (P) =), . o
d.h. der Polynomring K[T] liegt vollstindig im Bild von t. Da jede Potenzreithe Limes
einer Folge von Polynomen ig,, liegt K[T] bereits dicht in K[[T]]. Das Bild von < liegt
deshalb erst recht dicht.
QED.
Bemerkung



Der Bewels von Theorem 2 besteht darin, dal3d man zunichst die Eindeutigkeit der
Zerlegung in Primfaktoren fiir den Potenzreihenring K[[T]] beweist. Dies ist ene
Ziemlich dementare Tatsache, die andog zum endsprechenden Ergebnis fiir
Polynomerweiterungen ist. Einen vollstidndig vom iibrigen Buch unabhéngigen Beweis
findet man zum Beispidl in [16, Teil 2, Chap. VII, &4].

(e) Reguliire Potenzreihen
Eine Potenzrehe ¢ heild regulir beziiglich der Unbestimmten Tn’ wenn die

Anfangsform von ¢ ein Glied der Gestalt cm-Tnm mit cmek - {0} enthilt.
Bemerkung

Eine lineare Transformation der Tl""’Tn induziert offensichtlich einen Automorphismus

von K[[T]]. Insbesondere gibt es fiir jede von Null verschiedene Potenzreihe von K[[T]]
einen Automorphismus des Potenzreihenrings, der die gegebene Potenzreihe in ene
regulédre Potenzreihe iiberfiihrt.

(f) Lemma: Vorbereitungssatz von Welerstral3
Sel ¢EK[[T]] eine regulédre Potenzreihe beziiglich Tn mit dem Anfangsgrad m. Dann

gibt es eine Potenzreihe

YEK[[T]]
mit einem von Null verschiedenen Absolutglied mit der Eigenschaft, dal3 das Produkt
P
ein Polynomin Tn ist mit Koeffizienten aus k[[Tl’""Tn-l]]’ d.h.

_-m " ~M-1 ,
Gp=T, + rl(T )Ty T+t rm(T )

mit T' := (Tl’""Tn-l)'

Beweis. Siehe[16, |1, page 145 bzw. page 174 der russischen Ausgabe].

Bemerkung

Die Einheiten von k[[T]] sind gerade die Potenzreihen mit von Null verschiedenen
Absolutglied. Das liegt im wesentlichen einfach daran, dal3 1—T1 umkehrbar ist,

2

@ty =147 +TT

Zum Beweis der Behauptung geniigt es die folgende Aussage zu beweisen.

Vorbereitungssatz von Weierstral3 ||
Seien k ein Korper und
ATy,

eine nicht umkehrbare formale Potenzreihe iiber k (d.h. eine Nicht-Einheit in K[[T]]).
Wir nehmen an, F enthilt Glieder der Gestalt
aTh mit ack-{0}.

Bezeichne s (=1) den kleinsten der Exponenten h aller dieser Glieder von F. Dann gibt
es zu jeder Potenzreihe
G(T

eine eindeutigbestimmte Potenzreihe
U™

und eindeutig bestimmte Potenzreihen
R (T T KT (i=0.....r-1)

1,...,Tn) e K[[T]]

1T JEKIITI]

mit



r-1_ _i
Q) G=UF+ _EORi-Tn.

1=
Beweis von Theorem (f) mit Hilfe des Vorbereitungssatzes |1. Wir wenden die zwete
Formulierung des V orbereitungssatzes auf das Polynom

G=-T,
an und erhalten Polynome U und Ri mit

S _ - [
-Th=UF+ _lei'Tn .

i=0
d.h.
s [I- i
T+ ilei-Tn =-UF.
Esreicht zu zeigen, U ist eine Einheit. Wir setzen T1 =.= Tn-l = 0 und erhaten auf
der rechten Seite eine Potenzreihein Trl mit einem Anfangsgrad = s. Deshalb gilt

Ri(O,...,O) =0
fiir jedes 1, d.h. die Ri sind sdmtlich Nicht-Einheiten., Gleichzeitig ergibt sich,
U(O,...,O,Tn) ist vom Anfangsgrad 0, also eine Einheit.

QED.

Bemerkung

Aus der Eindeutigkeitsaussage der zweiten Variante des Vorbereitungssatzes ergibt sich
auch die Eindeutigkeit von ¢ und den r in der urspriinglichen Formulierung.

Beweis des Vorbereitungssatzes II. Fiir jede Potenzreihe PEK[[T]] bezeichne r(P) die
Summe aller Glieder, die die Potenz Tﬁ nicht teilen.und h(P) entstehe aus der Summe

der iibrigen Glieder durch Division durch Tﬁ. Wir erhalten so zwei k-lineare
Abbildungen

CKITI = KT+ KITIT e k[[T’]]'TrS]rl
und
_ h: K[[T]] = K[[T]]
mit
) P=r(P) + Torh(P)

fiir jede Potenzreihe P. Weiter gilt:
(3) h(F)isteneEinhetink[[T]].
(4) Die Koeffizienten von r(F), auf gefald as Polynom in Tn’ sind Nicht-Eiheiten in

K[[T"]].
1.Schritt. Esreicht zu zeigen, zu jedem G gibt es genau ein U mit h(G) = h(UF).
Ist namlich U eine Potenzreihe mit h(G) = h(UF) so gilt, weil h linear ist,
h(G-UF) =0

also wegen (2)
G-UF =r(G-UF),
d.h. G- UFist ein Polynomin Tn vom Grad < s-1 und es gilt die Behauptung.

Ist umgekehrt die Behauptung richtig, so gilt h(G-UF) = 0, d.h. wegen der Linearitéit der
Operation h gilt h(G) = h(UF).

2. Schritt. Esreicht zu zeigen, zu jedem G gibt es genau eine Potenzreihe U mit

(5) h(G) = h(Ur(F)) + U-h(F).



AusF=r(F) + Tﬁ-h(F) erhalten wir durch Multiplikation mit U die Relation

UF = U-r(F) + Tp-Uh(F).
Die Relation h(G) = h(UF) des ersten Schritts bekommt daher die Gestalt

h(G) = h(U-r(F) + h(TrSfUh(F)) = h(U-r(F)) + Uh(F).

Bezeichnungen
\ = U-h(F)
M = - r(l_:)/h(F) € M’ K[[T]] (wegen (4)).
M’ = maximales Ideal von K[[T’]]

Bemerkung

Dah(F) eine Einheit ist, reicht es, anstelle von U die Potenzreihe V zu konstruieren.

Esgilt U-r(F) = - MV. Die Relation (5) des zweiten Schritts ist damit dquivalent zu
(6) h(G) =-h(MV) +V,
d.h. esreicht zu zeigen, zu jedem G gibt es genau ein V, so dal3 diese Relation besteht.
Bezeichnung

m(P) := h(MP)

fiir jede Potenzreihe P. Die Abbildung
T mKI[T]] = KT
ist k-linear. Weiter gilt

(7) Liegen dle Koeffizienten der Potenzrethe P in Tn in M’j, so liegen dle

Koeffizienten von m(P) in mi+L
Mit den eingefiihrten Bezeichnungen bekommt Bedingung (6) die Gestalt
V =h(G) + m(V).
Da m k-linear ist, kann man diese Relation wiederholt in sich selbst einsetzen und erhélt
V. =h(G) + m(h(G)) + m3(V)

= h(G) + m(h(G)) + m2(h(G)) + ... + mI(h(G)) + mI*L(v).
Damit ist

o
®) V=3 m(hG))

=0
d.h. fals ein V, wie es gesucht wird, so hat es die Gestalt (8). Insbesondere ist V
eindeutig bestimmt.

Man beachte, die Potenzreihe (8) ist wegen (7) konvergent. Wir haben noch zu zeigen,
diese Potenzreihe geniigt der Bedingung (6). Dazu schreiben wir

V = h(G) + m(h(G)) + m2(h(G)) +... + m4(h(G)) + WCI N
mit . W N

. 16Mq+1-k[[T]].
Wegen der Linearitét der Operation m folgt
“h(G)-m(V) =W - mT*L(n(G) - g+l

V - h(G) - m(V) Wq+1 m1"+(h(G)) m(Wq+1) eEM K[[TI]
mit anderen Worten die Potenzreihe

V - h(G) - m(V),
aufgefaldt as Potenzreihe in Tnhar[ Koeffizienten aus MI*L mit g beliebig, d.h. die
Anfangsgrade dieser Koeffizienten ist beliebig hoch. Dann miissen die Koeffizienten
aber gleich Null sein und es gilt

V -h(G)-m(V)=0.
Mit anderen Worten, Bedinung (6) ist erfiillt.
QED.

1



(g) Lemma: ZPE-Eigenschaft der Potenzreihenringe

K[[T]] ist ein ZPE-Ring.

Bewels. Lemma (f) bietet die Moglichkeit, die Behauptung durch Induktion nach der
Zahl n der Ungestimmten zu beweisen. Man leitet dabel die ZPE-Eigenschaft von K[[T]]
aus der ZPE-Eigenschaft des Polynomringsk[[T’]] [Tn] ab, die sich aus der ZPE-

Eigenschaft des Potenzreihenrings k[[T"]] in n-1 Unbestimmten ergibt. Die Einzelheiten
desfindet manin[16, II, Chap. VII, 81, Th. 6]
QED.

(h) Beweisvon 2.3.1(e) (Theorem 2).

Der Bewes fiir die Eindeutigkeit der Primzerlegung ganzer Zahlen basiert auf der
Existenz des groften gemeinsamen Teilers. Dieser Bewe's verallgemeinert sich auf den
Fall beliebiger (kommutativer) Ringe mit 1 (in denen der groBte gemeinsame Teiler
existiert). Statt die Existenz des grofiten gemeinsamen Tellers zu beweisen, reicht es die
Existenz des kleinsten gemeinsamen Vielfach nachzuweisen, denn

ab
991D~ roviapy
Nun ist die Relation m = kgV(a,b) dquivalent zu
(@ N (b) = (m).

Es reicht deshalb, wenn wir zeigen, im Ring OX " ist der Durchschnitt von je zwel

Hauptidealen wieder ein Hauptideal. Wir kénnen debei die Tatsache benutzen, dal? die
entsprechende Aussage fiir den Potenzreihenring k[[T]] richtig ist.

Im folgenden identifizieren wir den Keim fe[i)x x mit seiner Taylorentwicklung, d.h. wir

betrachten OX « vermittelst als Teilring von k[[ T]],

OX,X CK[[T]I.

Wir haben die Beziehungen zwischen den Idealen von OX « und K[[T]] zu beschreiben.

Fiir jedes Ideal I von X x bezeichne

T CKI[T
die Abschliefdung von | in K[[T]], d.h. die Menge der Potenzreihen, die as Limes von

konvergenten Folgen aus | auftreten. Theorem 2 ergibt sich dann aus den folgenden
Eigenschaften der Abschlief3ung.

1) 1NJ =T N Jfiir je zwei Ideale T und J von UX "

2) Daslded | von © x ist genau dann ein Hauptideal, wenn T ein Hauptideal von

X,
K[[T]] ist.
Den Beweis dieser beiden Eigenschaften findet man in [16,ll, Chap. VIII]. Wir
beschrinken uns hier auf eine Beweisskitze. Wir schreiben (in Anpassung an die dortige
Terminologie)

A:=0y  und A = K[[T]].

Die grundlegende im folgenden benutzte Operation ist die Vervollstindigung E dnes
Moduls E iiber einem lokalen noetherschen Ring A. Fiir jeden A-Modul E fiihrt man
eine Topologie ein, fiir welche die Teilmoduln der Gestalt

MKE
eine Topologie-Basis von OEE bilden. Diese Topologie heil3t M-adische Topologie von
E. Man konstruiert einen topologischen A-Modul /I\E, der den Modul E as dichte




Teilmenge enthilt und in welchem jede Cauchy-Folge konvergent ist, d.h. fiir jede Folge
{e }in E mit

R 0
fiir mn — oo gibt es ein Element ecE mit e e d.h. der topologische Modul Eig

vollstindig.
Der Modul £ wird debei wie fol gt konstruiert. Man setzt
E= {{en} |{en} ist Cauchy-Folgein E}/{{en} |{en} ist Nullfolgein E}.
Eigenschaften der Vervollstindigung von E.
1.  Jede A-lineare Abbildung f: E' — E” von A-Moduln induziert genau eine A-

lineare Abbildung der Vervollstindigungen [ = (die auf E mit f
iibereinstimmt).

2. ImSpeziafall E=A (=0, )istdie Vervollstindigung E=A (=K[[T])).

3. IssE=lenldea vonA, soistllé=l_geradedieAbschIieBungvonI inA.
4. Is E dn endlich erzeugter A-Modul, so gt E = EA, dh. jedes

Erzeugendensystem von E iiber A ist auch ein Erzeugendensystem von E iiber A.
(vgl. [16, Th. 582].

5. Fiir jede exakte Sequenz E'—E—FE" von endlich erzeugten A-Moduln ist die
induzierte Sequenz E'— E—E” der Vervollstindigungen ebenfalls exakt.

Der Beweis von 1) und 2) (und damit der Beweis des Satzes) ergibt sich aus den
angefiihrten Eigenschaften der Vervollstindigung von Moduln wie folgt.

Sa 1,ICA zwe Idedle des (noetherschen) Rings A. Auf Grund von Eigenschaft 4 gilt
dann
—_— N N N —_ —_
3) [+ =(+)-A=I-A+JA=1+J
Betrachten wir die exakten Sequenzen
0—=1NJ—=J—=J(INJ) —0
O—=1—=1+J—=(I1+J)/1 =0
Wir gehen zu den Vervollstindigungen iiber und erhalten die exakten Sequenzen
0—1NJ—=J— J(INJ) —0
0—=1—=T1+J— (I+J)/l - 0.
Wegen J(INJ) = (I+J)/l gilt J(INJ) = (I+J)/l ,ds0
JNNI =T+JT.
Wegen 3) LiBt sich die rechte Sdite auch schreiben as T+J3/1 = (I + J)/1 = J/(INJ),
d.h. esist

JNNJ =J/(1NJ).
Dann gilt aber INJ = TNJ, d.h. Aussage 1) ist richtig.
Zum Beweis von Aussage 2) nehmen wir an, | = (f). Nach Eigenschaft 4 ist
1A=T=(f),
d.h.

(1) f=y f.amitf.cl und ale,&.
i
Wegen fiel ist weiter



) f. = f-b, mit bieﬂ.
Durch Einsetzen von (2) in (1) folgt ¥ aibi = 1, d.h.nicht dle bi liegen in M, d.h.
[

mindestens ein b, ist eine Einheit in A, dh.

T= (fi)-A.
Aus Eigenschaft 5. ergibt sich damit aber | = fiA.
QED.

4.4 Zur Konstruktion von birationalen Isomorphismen
4.4.1 Aufblasungen im projektiven Raum

(a) Vorbemerkung

Im vorigen Abschnitt haben wir gezeigt, ein birationaler 1somorphismus von glatten
projektiven Kurven ist eine Isomorphismus. Fiir glatte projektive Varietéiten groferer
Dimension ist die analoge Aussage falsch. Zum Beispie definiert die stereographische
Projektion einen birationalen Isomorphismus einer nicht-entarteten Fliache zweiter

Ordnung im 3 mit der projektiven Ebene, ohne ein Isomorphismus zu sein.***
In diesem Abschnitt wollen wir den einfachsten Typ eines birationalen | somorphismus
konstruieren und untersuchen, der kein Isomorphismusist.

(b) Die Aufblasung des projektiven Raumsin einem Punkt
Wir versehen die projektiven Rdume P N und PN-1 mit den projektiven Koordinaten X;

bzw. yj :

- N
X = [xO,...,xN] elP

_ N-1
y= [yl,...,yN] el

und betrachten die abgeschlossene Teilvarietiit

[:= {(x,y)E]P'\IXIPI\I':L | Xiyj - inj =0firij=1,...N}.
Die Einschrinkung

][ — ]PN, (xy) a x,

der Projektion auf den ersten Faktor heifkt Aufblasung des PN im Punkt

£€:=[1,0...0]
oder auch (in dlterer Terminologie o-Prozefd oder monoidale Transformation) und man
schreibt auch'?

181 Nicht-entartet soll hier bedeuten, der quadratische Teil der Gleichung ist durch eine (symmetrische)
Matrix maximalen Rangs gegeben. Die Mittelpunktsgleichung einer solchen Fliche ist eine Summe
von Quadraten. Insbesondere sind je zwei solche Flidchen isomorph. Ein Beispiel fiir eine solche Fliche

haben wir bereits untersucht und wir haben gezeigt, sieist isomorph zu IP 1><II>1. Insbesondere gibt es
auf solchen Fldchen Scharen {pt}xIP 1 von paarwei se digunkten rationalen Kurven, eine Eigenschaft,

welche die projektive Ebene nicht besitzt: je zwel Kurvenim IP z sind durch jeweils eine Gleichung
definiert, haben also einen nicht-leeren Durchschnitt (der Durchschnitt einer Kurve mit einer Hyperfldche
im projektiven Raum hat die Dimension Null, ist also nicht-leer).

162 B| = blowing up oder blowup.



BIE(]PN) =TI
Der Punkt € heild Zentrum der Aufblasung.
Bemerkungen

0] Fiir jeden Punkt xElPN, welcher vom Zentrum der Aufblasung verschieden ist,
X#E,

besteht n'l(x) aus genau einem Punkt.
(i) Die Aufblasung =t induziert einen |somorphismue

| -2 —-pN-{g
mit der Umkehrung
oPN-18) - 17-n L), XX @ (XXl DX D)

iy alE={gxpNL
(iv) SeigC PN eine Gerade durch €. Dann 4Bt sich die Einschrinkung von p auf die

punktierte Gerade
g-{&
eindeutig zu einer reguliren Abbildung
ply 911

auf ganz g fortsetzen. Das Bild

(bl)© €
hingt von der Wahl der Geraden g ab und die Abbildung
{Geradedurch &} — (%), g (p| )(E),
ist bijektiv.
(v) ] ist nicht-singulir.
(vi) []istirreduzibel.
Bewels. Zu (i). Auf Grund der definierenden Gleichungenvon ] ist

z=(xy") € LX),

aquivalent zu
Yi
X' =xundy’. :,—0- X'
I X, I
'0
Dabe sa X, irgendeine von Null verschiedene projektive Koordinate von x (welche
0

wegen X = E exigtiert). Der Punkt y’ im projektiven Raum PN-1 ist somit durch x

eindeutig festgel egt.

Zu_(ii). Offensichtlich gilt pexr = Id und mep = Id. Man beachte, die

Zuordnungsvorschrift fiir p liefert in & keinen wohldefinierten Punkt.

Zu (iii). Im Fall x = § sind die definierenden Gleichungen von [] mit beliebigem y

erfiillt.

Zu (iv). 1. Schritt. Die Geraden g durch € sind genau die Geraden mit den Gleichungen
j = ocj-xi fiir j=0,...,N.

Sein=[a aN] einvon g =[1,0,...,0] verschiedener Punkt
X = [XO""'XN]
der Geraden g. Jeder weitere Punkt von g hat dann die Gestalt

X =sn + t-€ mit [s,t]eIPl,

0’---1



d.h. esist x0 = s-oco + t und

X. =sa. fiirj=1,....N.
Mindestens ein o. ist von Null verschieden, sagen wir o = 0. Dann konnen wir
schreiben s= Xi/ai .OB.dA. s o, = 1,d.h.

X, = oc.-xi firj=1,...N
und Xo= %

die Gerade mit den Gleichungen
xj = ocj-xi fiirj=0,...,.N

X +t= (ocO + t/Xi)-Xi . Durch abéndern von o, erreichen wir, dal3 g gerade

0

wird. Umgekehrt geht fiir jedes [a

Gleichungen durch den Punkt €.
2. Schritt. Die Fortsetzbarkeit der Einschriankung von p auf g.
Fiir x = [X,...,X, ] €9, d.h. X. = a.-x. fiir j=0,...,N gilt
0N ]
p(x) =(x, [Xl""’XN])
=(X, o) mito :=[o

0,...,oci=1,...,0cN]EIPN die Gerade mit diesen

o,...,ai:1,...,aN].

Die zweite Koordinate des Bildes ist somit nur abhingig von g und nicht vom Punkt
x&g. Durch die Vorschrift

p(x) =(x, )
ist somit die gesuchte Fortsetzung auf ganz g definiert. Aus Stetigkeitsgriinden ist dies
die einzig mogliche regulédre Fortsetzung.
3. Schritt. Beweis der iibrigen Aussagen von (iv).

Es qilt Im(p|g) = gx{a} wobei acpN-1 gerade die projektiven Koordinaten der

Geraden g sind, aufgefald as Gerade in einem affinen Raum, dessen Ursprung gerade
der Punkt € ist. Daraus ergeben sich die verbleibenen Aussagen von (iv).

Zu (v). Weil ] - =€) isomorph ist zu PN - {£} ist [ nicht-singulir in alen Punkten,
die nicht iier dem Zentrum der Aufblasung liegen. Sei jetzt

o ZEyyeri®. _
d.h. X’ =& Wir schreiben y’ = [y’ 0,...,y’N]. Mindestens eine projektive Koordinate

vony’ ist von Null verschieden und 0.B.d.A. gleich 1, sagen wir diei-te,
Dann liegt Z' in der affinen Umgebung

{xg= Opx{y, = O} C PNxpN-1
und [ ] hat dort die affinen Gleichungen

leJ - ylxj =0 fiir 1,_] =1,...N mit Xi = yl =1,

Xj =y firj=1,..,i-1,i+1, ... ,N.

d.h.

Dies sind die Gleichungen eines linearen Unterraums, d.h. einer nicht-singulédren
Varietit.

Zu (vi). Zumindest ist
-7
irreduzibel (daisomorphist zu PN {xo}). Damit ist aber auch die Abschlief3ung

irreduzibel. Es reicht zu zeigen, n:'l(‘g) liegt ganz in dieser Abschlief3ung. Wegen (iv)
recht es zu zeigen, fiir jede Gerade g durch & gilt



(Gl)@C -2
Nun ist aber (p|g)(g) gerade die Abschlief3ung von (p|g)(g - {€}) und es gilt nach
Definition von p (vgl. (ii))
(plg)(g -{8)) =p(g-{&) CIT- v L@).

QED.
Bemerkung

Im Fall N =2 kann man sich die Aufblasung [] = BIE(IPZ) — 2 durch deren Wirkung

auf die Geraden g durch x veranschaulichen. Die Kurve p(g) schneidet die Gerade

{&} xPLin einem Punkt, der sich in dem Mal3e verschiebt, wie sich die Gerade g um das
Zentrum dreht. Die Fléche [ | dhnelt daher der Windung einer Schraube.

N

4.4.2 Lokale Aufblasungen

(a) Vorbemerkung
Wir konstruieren jetzt fiir jede quasi-projektive Varietit X und jeden ihren nicht-
singulidren Punkte EEX eine Abbildung

mY = BIE(X) — X,
dieanaog ist zur Aufblasung des projektiven Raumsin einem Punkt. Wir beginnen mit
einer Hilfskonstruktion.

(b) lokale Konstruktion

Seien X eine nicht-singulire irreduzible quasi-projektive Varietit und EEX ein Punkt.
Weiter seien



Uyl €0, (X)

regulidre Funktionen auf X mit folgenden Eigenschaften.

1
2.

V(ul,...,un) ={&}.

ul""’un bilden ein reguldres Parametersystem von X in &.

Wir betrachten die folgende Teilvarietit von XxIP n-1

Y ={( [t A D) E XxPM1| GO0 - UGG =0 firij=1....n}

Die Einschrinkung

Y —= X, (x,t) a x,

der Projektion auf den ersten Faktor auf Y heif3t dann lokale Aufblasung von X im Punkt
x und man schreibt

BI.() =Y.

Bemerkungen

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

v)

Diese Konstruktion ist nicht anwendbar auf den Fal, da3 X ene projektive
Varietit ist, denn dann gibt es auf X keine global definierten reguldren Funktionen
aul3er den Konstanten, also insbesondere keine Funktionen U, die den obigen

Bedingungen geniigen.
Die eben angegebene Defintion der Aufblasung ist somit keine Verallgemeinerung
der friiher angegebenen im Fall X = PN, Man erhilt jedoch die erstere (lokae)
aus der |etzteren (globalen) auf folgende Weise. Sel
w[[— pN
die (globale) Aufblasung des PNin €:=[1,0,...,0]. Wir setzen
X:={x= [xo,...,xN] e pN | Xo® 0}

—-1
Y =n~(X
Dann ist die Einsc(hrginkung Y — X vong auf Y die (lokale) Aufblasung von X im
Punkt €.
Dielokae Aufblasung
mY = BIE(X) — X

induziert einen Isomorphismus

o Yorl®) X -{g).

Gezeigt wird diesauf genau dieselbe Weise wie im Fall der globalen Aufblasung
N

desP'".

Im folgenden wollen wir Funktionen wu unEUX(X), die den obigen

1
Bedingungen 1 und 2 geniigen (eventuell, nachdem man X durch eine Umgebung
von § ersetzt hat), lokae Koordinaten von X in § nennen.

Dadie uj in EJX X das maximalen Ideal erzeugen, kann man X so durch ene affine

Umgebung von ?g ersetzen, dald das | deal
, I({E}) CKIX] ,
des Punktes € in k[ X] ebenfalls von den uj erzeugt wird.

Der Begriff ‘lokale Koordinaten' ist mit Vorsicht zu verwenden. Im algemeinen
kann man niamlich durch Ubergang zu einer affinen Umgebung von & nicht
erreichen, dal die u. den affinen Koordinatenring erzeugen,

K[X] = KUy ],



d.h. die uJ. definieren im allgemeinen keine affine Einbettung einer Umgebung von

£, die diese Umgebung mit einer offenen Menge des & identifiziert'®®. Lokale
K oordinaten wie oben definiert sind also keine K oordinaten im klassischen Sinne.

(c) Glattheit der lokalen Aufblasung

Unter den Bedingungen von (b) ist die lokae Aufblasung Y von X im Punkt EEX
irreduzibel und glatt.
Beweis. Bewels der Irreduzibilitit. ES gilt

Y o =(v-rie)uate
= (v -w @) u g™t
Weil Y - 771(€) isomorph ist zu X - {E}, ist Y entweder irreduzibel und gleich der
Abschlieungvon'Y - n'l(?g) oder es gibt noch eine weitere Komponente, die isomorph
ist zu P™L. Im zweiten Fall schneiden sich die beiden Komponenten, denn andernfalls

wire Y - n'l(?g) abgeschlossen und hitte damit ein abgeschlossenes Bild X - {&} in X,
was nicht der Fall ist. Sel aso x ein gemeinsamer Punkt der beiden Komponenten. Dann
ist

-1
Y -1 (€)
eine offene Umgebung dieses Punktes, die nicht-singulér ist (weil isomorph zu X - {E}).
Dies widerspricht der Tatsache, dald ein nicht-singuldrer Punkt nur auf einer
Komponente liegen kann. Wir haben damit den zweiten Fall ausgeschlossen. Mit
anderen Worten Y ist irreduzibel.

Bewels der Glattheit. Weil Y - n'l(?g) isomorphist zu X - {&}, ist Y in jedem Punkt, der
nicht iiber dem Zentrum liegt, glatt. Sei jetzt

n=EMy-n e ).

ein Punkt iiber dem Zentrum. Wir haben zu zeigen, Y ist nicht-singulér in . Wir wihlen
eni mit

M. = 0.
[
Der Punkt n liegt dann in einer affinen Umgebung mit den affinen Koordinaten
xj undsJ = nj/ni
wobel die Xj irgendwelche affinen Koordinaten auf X in einer Umgebung von &

bezeichnen sollen. Die Varietiit Y hat dort die Gleichungen'®*
u = uis] (=1,...,n, j=i).

Das Ideal des Punktest hat damit die Gestalt
My = (ug-u;(),-esu U (), §4-8, (1),18, - S, (1)
= (sl-sl(n),...,ui-ui(n),...sn- sn(n)).
Insbesondere wird dieses Ideal von n Elementen erzeugt, d.h. esgilt
dim TTI(Y) sn=dmX-{&} =dimY - n‘l(g) <dimY.

Also ist Y nicht-singulédr im Punkt n.
QED.

183 Die Existenz einer solchen Einbettung hitte zur Folge, daB X (bzw. die Komponente von X durch &)
birational ist. Dasist eher selten der Fall: durch Polynome definierte implizite Funktionen sind im
allgemeinen nicht mehr polynomial.

184 Um die Bezeichnungen moglichst einfacht zu halten, verwenden wir fiir die von X auf XxP I+

(entlang der ersten Projektion) angehobenen Funktionen dieselben Symbole wie fiir die urspriinglichen
Funktione selbst.



(d) Unabhdngigkeit der lokalen Aufblasung von der Wahl des Parametersystems
Sei unter den Bedingungen von (b) ein weiteres System von ‘lokalen Koordinaten’

1, ,u S OX(X)
gegeben, d.h. die Funktionen uJ sollen ebenfalls den beiden Bedingungen von (b)
geniigen. Sei weiter
Y ={( [t 1,...,t’ rl]) e xxpl | u’i(x)t’j - u’j(x)t’i =0firij=1,..,n}
die mit Hilfe der u’j definierte lokale Aufblasung von X in § und
Y =X
die Einschrinkung der Projektion auf den ersten Faktor. Dann gibt es enen
Isomorphismus: Y — Y’ derart, dal3 das folgende Diagramm kommutativ ist.

vy P v
| v
X = X

Beweis. Wir betrachten die rationalen Abbildungen
@Y —— =Y, (Ix][t) a ([x], [u(0),...u" (]
Yo YT ——=Y, (IXL[t]) a (Ix], [u (9),-...u (])-
Man beachte, fiir jeden Punkt ([x],[t])EY, inwelchem o definiert ist, gilt trivilerweise
u’i(x)u’j(x) - u’j(x)u'i(x) =0firij=1,..,n,

d.h. der Bildpunkt liegt in Y’. Analog liegt fiir jeden Punkt von Y’, in welchem
definiert ist, der Bildpunktin'Y,
ui(x)uj(x) - uj(x)ui(x) =0firij=1,..,n

Dadie uj bzw. u’j den Bedingungen 1 von (b) geniigen, d.h. die einzigen gemeinsamen
Nullstellen liegen iiber dem Zentrum, so gilt fiir die Definitionsbereiche von ¢ bzw. 1),
Y - 7E) C Def(g)

7 "1(g) C Def(y).
Direkt aus den Definitonen lesen wir ab, ¢ und 1y sind zueinander invers.*® Es reicht zu
zeigen, @ und 1 lassen sich auf die ganze projektive Varietit Y bzw. Y’ regulir
fortsetzen. Aus Symmetriegriinden reicht es, dies fiir ¢ zu beweisen. Sel

Ui ={yeY | ti(y) =0}.
Es reicht zu zeigen, fiir jedes vorgegebene i laf3t sich ¢ auf U. fortsetzen.

Die uj erzeugen in [ﬂx dasselbe Ided wie die u (ndmlich das maximae |ded). Es

BS
gibt also hI jeox,‘g mit
(1) § h

|JJ

Die lineare Abbildung mit den Koeff|2|enten hIj induziert auf mxfélmx’g§ einen
Basiswechsal. Esgilt also
) det(h, j(E)) = 0.

Wir heben die Relation (1) entlang der Aufblasung wt auf Ui an und erhalten

185 ¢ und 1 lassen die erste Koordinate [x] von ([x],[t]) unverindert. AuBerdem ist fiir Punkte, die nicht
tiber dem Zentrum liegen, die zweite Koordinate durch die erste festgelegt.



u
I

n
o = ) hI .ot-U. o7t .
i=1 J J

Nun bilden dies] = (uj/ui)on auf Ui ein System affiner Koordinaten (zusammen mit

den Xj)' Esqilt
u, em= (g h .oJ'E'S)'U.oJ'c =0, - Uem
I aoul I R L [
=1
mit
3 9 = g hI jon-s].
=1

Die 9 sind auf Ui zuden u’, ex proportional, d.h. wir konnen auf Ui

o4, [1) = (¥, [0, )

setzen. Es reicht zu zeigen, in jedem Punkt von n'l(g)mui ist mindestens en g, von

Null verschieden. Angenommen, es gilb einen Punkt ne;:'l(E)OUi mit
g m)=0
fiir alle | . Aus(3) ergibt sich

0= g h| J(E)SJ(TI)

=1

fiir| =1,..., n. Diesist einlineares homogenes Gleichungssystem fiir die s.(v). Wegen
(2) hat es nur die trivide Losung. Dies steht aber im Widerspruch zu sl(n) = 1. Die
Abbildung ¢ 146t sich also auf die gesamte Faser fortsetzen.

QED.

4.4.3. Das Verhalten von Teilvarietiten bei Aufblasungen

(a) Theorem 1: Das volistindige Urbild einer Teilvarietdt
Seien X eine echte™® quasi-projektive Teilvarietiit des PN und
m[]— pN
die (globale) Aufblasung des PN im Punkt £=[1,0,..,0].
Das Zentrum g der Aufblasung sei ein nicht-singuldrer Punkt von X.
Dann ist das vollstindige Urbild von X bei m reduzibel und besteht aus zwei irreduziblen
Komponenten,
1) 1) =X u {gxpN-1,

Die Einschrinkung

7|~ : X — X
X
ist in den Punkten

X & 1),

166 G h X = PN



die nicht iiber dem Zentrum liegen, ein lokaler Isomorphismus und in den Punkten iiber
dem Zentrum lokal isomorph zur (Ilokalen) Aufblasung von X in €.

Beweis. Wir definieren X als die Abschlief3ung des Urbildesvon X - {€} in n'l(X),

X = 7 lx{g).

Nun ist 7 aulRerhalb von n'l(g) ein Isomorphismu, d.h. n'l(x - {&}) ist isomorph zur
Varietit X - {E},

m (X - {g) —— X - {8}
Insbesondereist n'l(x - {E}) irreduzibel, d.h. dieAbschIieBung>~< ist irreduzibel.
Beweisenwir (1). Esqilt
v 1(x) =7k x-{gh U2 kE)
= x-{gh) U {(gxpNt
c X u{gyxpN-1
Zum Beweis der umgekehrten Inklusion reicht es zu zeigen,
1) 2X.
Dasist aber trivialerweise der Fall, daX nach Definition die AbschlieBung von
wx-{gh

in n'l(X) ist. Damit gilt (1). Beide Mengen auf der rechten Seite von (1) sind
irreduzibel. Wir haben noch zu zeigen, dal3 sie nicht ineinander enthalten sind. Nach

Konstruktion enthilt X Punkte, die nicht iiber dem Zentrum liegen, d.h. X ist nicht in
{E} xIP N-1 enthalten. Wire {E}xP N-1in X enthalten, so wire

(nl) 8 =XN{g} PNt = (5N,
d.h. die Faser von rc|;( iiber € wire irreduzibel von der Dimension N-1. Insbesondere
konnte n|)~( in den Punkten tiber § nicht lokal isomorph zur (Iokalen) Aufblasung von X

in€ sein™®’.
Es reicht also, die angegebenen Eigenschaften der Einschréinkung

7|~ X =X
X

nachzuweisen. Sei x € X. Liegt X nicht iiber dem Zentrum g, 0ist

wHx-{gh X
ein offene Umgebung von X, welche durch it isomorph auf X - £} ahgebildet wird. Wir
haben noch den Fall zu betrachten, dal3x iiber dem Zentrum E liegt.
Dazu benutzen wir die Tatsache, dald die Aufblasung

n[]— pN

iiber einer Umgebung von § isomorph ist zur lokalen Aufblasung mit dem Zentrum §
und dal’3 aulRerdem die lokaen Aufblasungen nicht von der Wahl der ‘lokalen

Koordinaten” abhéngen.
Wir wihlen lokale Koordinaten (vgl. Bemerkungen (iv) und (v) von 2.4.2 (b))

Uyl
im Punkt EEIPN derart, dal3 X in einer Umgebung von € die lokalen Gleichungen

167 deren Faser ist irreduzibel von der Dimension dim X - 1 < dim ]PN -1=N-1.



2 un+1:...=uN:0

besitzt'®® und die Funktionen Upsll ein System von lokaen Koordinaten von X in §

bilden. Solche lokalen Koordinaten existieren nach 2.3.2(b).*®°
Bezeichne U eine affine Umgebung von E derart, dal3 u. reguldr sind auf U, als einzige

gemeinsame Nullstellein U den Punkt € besitzen und X auf U die lokalen Gleichungen

(2) hat. Wir konnen annehmen,
X ={xeU | un+1(x):...=uN(x)= 0}.

Auflerdem konnen wir U so klein wihlen, daf3
X nicht-singulér und irreduzibel
ist.
Bezeichne
U-—u
die mit Hilfe der uj definierte lokale Aufblasung von U mit dem Zentrum €. Nach 2.4.2

(b) konnen wir diese Abbildung identifizieren mit der durch st induzierten Abbildung

= L) - u.

T Ilj_l(U).

U
Mit dieser Identifizierung gilt
mg X -{E) ={ (LIDED Ju_ (9= . =u (}) =0, [ =&}
= {([X],[t])EUxIPN [ [x] = &, un+1(x)=...=uN(x)= 0, ui(x)-tjzuj (x)-ti i,j=1,...,N}
= {([X],[t])EXxIPN | [X] =&, ui(x)-tj:uj(x)-ti i,j=1,....N}
Die Bedingung [X] = & ist dquivalent zu uj (x) = O fiir ein j. Wegen ui(x)-tj:uj (x)-ti gilt
dann aber mit ui(X) =Qauch ti =0 fiiri = n+1, ... , N. Wir schreiben

— N - — =
PN :={[t] P It q ==ty =0}
und erhalten damit
i X-{ghHn G
=g (X - {8)
={([X],[thHEXP" | [X] =&, U (x)-tj:uj (x)-ti ij=1,...n}
= {([x],[{HEX<F" | ui(x)-tjzuj (x)-ti i,j=1,..n; &n ui(x);é 0}
={(X],[tHEX<P"| ui(x)-tj:uj(x)-ti i,j=1,..n} - an:1V(uj)
=X - uj”=1 V()
mit
X' = {([x],[t)EX<P" | ui(x)-tj:uj(x)-ti I,j=1,...n}.

168 d.h. in der betrachteten Umgebung erzeugen die U g Uy das Ideal von X.

18 Durch den zitierten Satz wird die Existenz eine lokalen Parametersystems der angegeben Art

sichergestellt, d.h. die u1 ..... uN bzw. u1 ..... un erzeugen das maximale Ideal des lokalen Rings von ]PN
bzw. X in&€. In einer affinen Umgebung von§g erzeugen sie also dasselbe Ideal wie die entsprechenen

K oordinatenfunktionen.



Mit anderen Worten, X’ ist ‘die’ lokale Aufblasung von X im Punkt € und as solche
nicht-singulér und irreduzibel. Durch die Gleichungen uj = 0 sind auf X Hyperfldchen,

also echte Tellmengen definiert, d.h. die V(uj) sind echte Tellmengen der irreduziblen

Menge X’ und damit nirgends dicht. Wir gehen zu den Abschlief3ungen (in U) iiber und
erhalten

XN0 = 7 lx-{g}) N0 =x".
Mit anderen Worten, die Punkte iiber dem Zentrum besitzen eine Umgebung, auf

welcher n|>? isomorph ist zur lokalen Aufblasung von X im Punkt &.
QED.

(b) Definition: Aufblasung einer Varitdiit in einem Punkt
Sden X C PN eine quasi-projektive Varietit, und EEX ein nicht-singulédrer Punkt. Die
Varietit X im obigen Satz (a) zusammen mit der natiirlichen Abbildung
X = X
heil3t dann Aufblasung von X im Punkt £. Bezeichnung:
Bgm:i

Bemerkung
Die Aufblasung von X im nicht-singuldren Punkt & hingt bis auf natiirliche Isomorphie
nicht von der Wahl der Einbettung von X in einen projektiven Raum ab. Ist namlich eine
zweite Einbettung
x cpN
Einbettung gegeben (d.h. ein Isomorphismus mit einer quasi-projektiven Teilvarietidt des
projektiven Raumes) und ist
X =X
die zugehdrige Aufblasung, so gibt es, wie eben gezeigt (vgl. (b)) eine offene Umgebung
U von & derart, dal3 sowohl
~Lu) - u
also auch
L) - u
isomorph sind zur lokalen Aufblasung von U in €,'"° Es gibt also einen Isomorphismus
an}(u) -« L),
fiir welchen das Diagramm
-1 o -1
o (U)——— a7 (V)
| %14
X = X
kommutativ wird. Dam und’ auf3erhalb der Faserniiber dem Zentrum Isomorphismen
sind, hat man auf3erdem einen Isomoprhismus
B L(X - {g} =YX - {g}, | |
fiir welchen das analog Diagramm kommutiv ist. Diese beiden |somorphismen stimmen
offensichtlich in den gemeinsamen Punkten ihrer Definitionsbereiche iiberein. Sie
verheften sich also zu einen somorphismus
y:)N( — )~(,'
fiir welchen das Diagramm

170 Zunichst gibt es fiir © und ” jeweils eine eigenen Umgebung, fiir die das gilt. Der Durchschnitt
dieser beiden Ungebung ist dann eine Umgebung der behaupteten Art.



X— X
) v
X = X
kommuitativ ist. Auf Grund der Kommutativitit dieses Diagramms ist y auf n'l(X-{ E})

eindeutig bestimmt. Da diese Menge dicht liegt in X ist damit aber vy tiberall eindeutig
festgel egt.

(c) Der Koordinatenring von BIE(A N)
Es gilt fiir jeden Punkt & des affinen Raumes

Ny - @ n
() kBl (&M = & 1(en™
Bemerkungen

() Der angegebene Ring ist kein affiner Koordinatenring. BIE(AN) ist eine

abgeschlossene Teilvarietdt des Produktraums ANPN-1 per zugehdrige
Koordinatenring ist somit weder affin noch projektiv, sondern wird von
K oordinaten erzeugt, die zum Teil affin sind und zum Teil projektiv.'™

(i) Die direkte Summe auf der rechten Seite besitzt die Struktur einer graduierten

Algebra iiber k[&N], deren n-ter homogener Bestandteil die n-te Potenz von
I({E}) ist. Das Produkt von

o€ I({EN™ und pe 1{EN"
ist vom Grad n"+n” und als Element von I({E})" *n gerade das gewohnliche in

k[ £ N] gebildete Produkt.
Beweisvon (1). Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,

£=(0,.,0eaN
ist der Urspruing. Wir schreiben
k[& N =KT] T = (T, T,
kPN =K[S], $=(S,--Sy):
k[ & NxpN-1 = K[T,S.

| o ?K§D=UHQH&ML
und betrachten die additive Abbildung
— ® vV _ o a® N v V = VI
2 K[T,9 ®n:0 @l\’l:n K[T]S @n:O ", p(M)S" ap(MT" (eI,
die jedes Monom

A% v
vV _ 1. <N
p(T)S p(T)S1 ...SN

inden SI mit Koeffizienten p(T)Ek[ T] abbildet in das Element

p(MTM = pmT¥ € (V= V17N

71 Als System von affinen K oordinaten kann man die Verpflanzungen der affinen Koordinaten des & N
entlang Blg(ﬁh N) — A N benutzen und als System von projektiven Koordinaten die

N-1

Verpflanzungen der proegjtiven Koordinaten des IPN'1 entlang der Projektion BIE(A I\I) - P auf den

zweiten Faktor.



des n-ten graduierten Bestandtells.
Die Abbildung (2) ist offensichtlich k[T]-linear und sie iiberfiihrt die homogenen
Bestandteile des Grades n in sich, wenn man
K[T,S] =K[T][S]
als Polynomring in den S dlein auffal?t (iiber k[ T]) mit mit der von den S kommenden
Graduierung versieht.
Die Abbildung ist auf3erdem surjektiv.
Die Multiplikation des Rings rechts ist gerade so definiert (siehe Bemerkung (ii)), dal3
diese Abbildung ein Ringhomomorphismusiist.
AulRerdem liegen ale Polynome der Gestalt
(3) TS-TS

I

im Kern der Abbildung (2). Die Abbildung faktorisiert sich also iiber den Faktorring
nach diesen Polynomen. Wir erhalten damit eine Surjektion

N © N

k[BIE(& ) ®n=0 I

und es reicht, die Injektivitit dieser Abbilduing zu beweisen.
Mit anderen Worten, es reicht zu zeigen, der Kern der Abbildung (2) wird von den
Polynomen der Gestalt (3) erzeugt.
Betrachten wir den n-ten homogenen Bestandteil

@ @, MTIS' 1" pMs" apmT (&l vl

der Abbildung (2). Diesist eine k[ T]-lineare Surjektion. Wir haben zu zeigen, ihr Kern
besteht aus Linearkombinationen von Polynomen der Gestalt (3).

Zum Bewes verschen wir Definitionss und Bildmodul mit der Struktur enes
multigradieren Moduls beziiglich der Gruppe

c=2N,
Genauer, wir schreiben

_ TV
K[T] = ®V€G k-T

v v
itV =T .7 Nfirv=
mit T Tl TN fiir v (vl -

Zerlegung ein G-gradierter Ring und die Potenzen 1" von | werden von homogenen

Elementen beziiglich dieser Graduierung erzeugt, d.h. die 1" sind G-graduierte k[T]-
Moduln.

Analog besitzt der Definitionsbereich von (4) die Struktur eines G-graduierten K[T]-
Moduls bel der der homogenen Bestandteil des Multigrades deG gerade

kTdVvSY

,vN). Der Polynomring ist beziiglich dieser

Olzn

ist. Dabei seéi T9°@ = 0 falls das N-Tupd d-w eine negative Koordinate besitzt. Die
Abbildung (4) it mit den so eingefiihrten Multigraduierungen eine K[T]-lineare
Abbildung von G-graduierten K[T]-Moduln. Ihr Kern wird also von homogenen
Elementen erzeugt, d.h. von Elementen der Gestalt

(5) > CV-Td'VSV ¢ k.
Iv[=n

Das Bild eines solchen Element bei (4) ist ( Y cv-)Td, d.h. das Element liegt genau
[v|=n
dann im Kern, wenn die Summe seiner Koeffizienten Null ist,



(6) > ¢, =0.

Iv|=n
Esreicht also zu zeigen, ist die Summe der Koeffizienten des Polynoms (5) gleich Null,
so ist dieses Polynom eine Linearkombination von Polynomen der Gestalt (3).
Bezeichne
@) Ops s O\
die Potenzprodukte des Multigrades d in S und T in irgendeiner Anordnung. Das
Polynom (5) kann man dann in der Gestalt schreiben.

%c.a mit % c.=0
i=1' ' =1

schreiben, und es gilt

M ML,
2 69 = 2 G9* %
=1 =1
1 -1
:I\% C.o.-(l\% C)o
=1 5" M
-1
=I\& c. (o. - o,,)
21 [ T Y/

d.h., (5) it ene Linearkombination von Differenzen von Potenzprodukten des
Multigrades d. Es reicht also zu zeigen, jede Differenz von Potenzprodukten des
Multigrades d ist Linearkombination von Polynomen der Gestalt (3).

Zum Beweis ordnen wir die Menge der Potenzprodukte T'SY des Multigrades d
lexikographisch:beziiglich der Exponenten, d.h. es sei

THSY < TH &Y
genau dann, wenn die Potenzproduke verschieden sind und die erste von Null
verschiedene Koordinaten von

(wv)-(w'v')

negativ ist. Auf diese Weise ist die Menge dieser Potenzprodukte linear geordnet. Die
Differenz von je zwe solchen Potenzprodukten 14t sich dann as Summe von
Differenzen benachbarter Potenzprodukte schreiben.
Es reicht aso, zu zeigen, die Differenz von zwei benachbarten Potenzprodukten ist
Linearkombination von Polynomen der Gestalt (3).
Benachbarte Potenzprodukte unterscheiden sich genau in zwei v-Koordinaten'’ und der
Unterschied ist BetragsmiBig gleich'”® 1, d.h. die Differenz von zwel benachbarten
Potenzprodukten ist von der folgenden Gestalt.

+e-e v-ete - -e
TG gy = T8 (TS -TS)
wenn eI den i-ten Standart-Einheitsvektorbeze chnet.
QED.

72 Sind alle v-Koordinaten gleich, so sind wegen u+v = d auch die u-Koodinaten gleich, d.h. die
Potenzprodukte sind gleich (also nicht benachbart). Wegen |vl = n fiihrt Verkleinerung einer Koordinate
stets auch zur VergroBerung einer anderen. Unterscheiden sich die v-Koordinaten an mehr als zwei
Stellen, so kann man die Potenzprodukte durch eine Kette von Potenzprodukten verbinden, die sich in
nur an jeweils zwei Stellen unterscheiden und zwischen den beiden gegebenen Potenzprodukten liegen.
8 Bine Ab#inderung um mehr als Eins kann man erreichen, indem man mehrmals um 1 ab#indert.



(d) Die Koordinatenringe einer affinen Uberdeckung von Bl §(A N)
Se

m ¥ =Bl (al) - al
die Aufblasung in § . Dann bilden die Mengen der Gestalt

C U= {yEY[f(y) =0} mitfel(g)
eine affine offene Uberdeckung von Y mit
1{E}), E})

K[U] = k[T, ~-2L2

Bemerkungen
()  Inder Definition von U wird f s homogenes Element des Grades 1 im

Koordinatenring von Y aufgefaB8t, d.h. als Einschrankung auf Y C & N, pN-1

eines linearen homogenen Polynoms auf dem zweiten Faktor IP N-1 (dessen
K oeffizienten Polynome auf dem ersten Faktor sind).

(i) Um eine Uberdeckung zu erhalten, geniigt es, wenn die Elemente f ein
Erzeugendensystem des [deals | ({ ’g} ) durchl aufen.

Beweis. O.B.d.A. sal € der Ursprung im AN,

€=(0,...,0).
Esqilt

U =D(f) = {(x,[])E&NxPpN-1| Xt <Xt = 0,(x ) = 0.

Dabei bezeichne f(S,T) € k[S,T] ein homogenes Polynom des Grades 1 in S, welches
die Restklasse

fel{gn cer_1qen" = KISTIATS - T, i = 1..N)
représentiert. Betrachten wir die Abbildung
¥U— V(T -1T,S-T,8)C aANxaN ) ax, ﬁ).
Nach Deﬁnition von U ist dlese Abbildung regulir auf U und wegen
f(x, f(x o) )-1= f(X 0 f(x,t)-1=0
nimmt sie tatsdchlich Werte in der angegebenen Menge an. Die Abbildung

P V(TS -1) = U, (x,t) a (x, [t]),
ist ebenfalls regulér'’* und invers zu ¢:

W@, ) =0, ) = O bl = O 1)

t
(P(‘P(th)) = CP(X, [t]) = (X! m) = (X) t)
Das letzte Gleichheitszeichen gilt wegen (x,t)e V(f(T,S) - 1), d.h. f(x,t) = 1. Wir haben
gezeigt, ¢ und y sind zueinander inverse Isomorphismen, d.h. U ist isomorph zu der

affinen Varietit VET.S) - 1) C & NxaN, also salbst affin.

Durchléuft f die Menge
) {tl,...,tN}
so erhalten wir eine offen Uberdeckung von Y. Allgemeiner ist
fypenf
17

174 Fiir (x t)EV(f(T,S)-1) gilt f(x,t) = 1. Weil f(T,S) homogen in den S ist, konnen die Koordinaten von
t nicht samtlich Null sein, d.h. [t] ist ein wohldefinierter Punkt des IP n-1 (mit f(x,t) = 1= 0).



ein Erzeugendensystem des Ideals 1({€}), so 14Bt sich jedes der t als Linearkombination
der fj schreiben. Da in jedem Punkt von Y mindestens eines der ti (aufgefaldt als
homogenes Polynom des Grades 1) ungleich Null ist, gilt damit dasselbe fiir die fj , d.h.
die D(fj) bilden eine Uberdeckung von Y.

Wir haben noch den affinen Koordinatenring von U zu bestimmen. Wie wir eben
gesehen haben (beim Nachweis, dal3 U affinist), gilt
k[U] = K[T, §/(f(T,S) - 1, S|Tj - S]Ti [1,j=1,...,N).

Wir setzen
I :=1({&}) und f :=f(T,T).
und haben zu zeigen, der Ring k[U] ist isomorph zu
I Tl TN
k[T,f] = k[Tl’""TN f_T] (@ k[T]f).

Betrachten wir den folgenden Homomorphismus von k-Algebren.
T.
eKT.S = KT 4, TaT.Sa .
Esqilt
cp(SITj - S]Ti) =0

Q(f(T9-1) =(T, 1) -1=3-{(T.T)-1=0,

d.h. ¢ faktorisiert sich iiber k|U] und definiert damit einen Homomorphismus von k-

Algebren

T.
KU —=KT,4.TaT .Sa r.
welcher offensichtlich surjektiv ist. Konstruieren wir als néchstes die Umkehrabbildung.
Dazu schreiben wir

KT, 1] = KT SIS, - T i =1,..N)
T
Die Restklasse der Unbestimmten rechts entspricht dabei dem Ringelement T links.
Wir betrachten den folgenden Homomorphismus von k-Algebren.
P: K[T,§] — k[U], Ti — Ti" S| a S|

Dabei verwenden wir, wie auch in der nachfolgenden Rechnung, ein und dasselbe
Symbol fiir ein Element von k[S,T] und dessen Restklasse in k[U]."" Es gilt fiir jedes i,

p(-S-T) =TS -T)

= f(T,TSI) - Ti (f(T,S) ist linear und homogenin S)
=f(T,STi) -Ti (wegen SITj -SJTi =0)

= f(T,S)Ti - Ti (f(T,S) ist linear und homogen in S)
= Ti - Ti (wegen f(T,S) = 0in k[U])

=0.

Mit anderen Worten 1 faktorisert sich iiber K[T, lr] und definiet so enen
Homomorphismujs von k-Algebren

1 Diese Bezeichnungsweise ist eindeutig, wenn klar ist, in welchen Ring sich das betrachtete Element
befindet.



T
P: KT, 31— K[U], TaT, tas.

Die Erzeugenden S, und T, der k-Algebrak{U] liegenim Bild vony, d.h.  ist surjektiv.

Durch Vergleich der Abbildungsvorschriften von c]S und fp sehen wir, die beiden
Abbildungen sind invers zueinander. Es handelt sich also um Isomorphismen.
QED.

(e) Die Koordinatenringe einer affinen Uberdeckung von Bl E(X)

Sei € ein nicht-singuldrer Punkt der affinen Varietit X,
:=1({&}) € A:=K[X]
das Ideal des Punktes € und
Y = BlE(X) — X

die Aufblasung von X in € . Dann bilden die Mengen der Gestalt
) U={yeY |f(y) =0} mitfel
eine affine offene Uberdeckung von Y mit

qu = Ay (cixp)
Beweis. Die Varietit X ist abgeschlossene Teilmenge eines affinen Raumes,
X CX:=aN
Bezeichne JC k[X] das Ideal von X, d.h.

K[X] = K[X]/d.
Wir betrachten die Aufblasung

@Y = B|§(>~<) — X
des &N mit dem Zentrum E. Weiter sa ?ek[;(] eine regulire Funktion, deren

Einschriankung

f:=fX =f modJ€E K[X]
auf X inl liegt,

fel, dh, f(g) =0.
Nach (d) bilden die offenen Mengen der Gestalt

U={yeY|f(y) =0}
eine affine Uberdeckung von Y. Nach Definition 2.4.3(b) ist die Aufblasung nt gerade
die Einschrinkung von ¢ auf die AbschlieRung von ¢ 1(X - {€}). Das Ided von ¢ 1(X)
auf U ist nach (d) gerade

~

1(0Ng™(x)) = 3k[0] = 3K[T, 3,
f

wenn T das Ideal von & in k[X] bezeichnet. Analog ist das Ideal von ¢ 1) in U gleich

1N L) = TKO] = TKT, 3 =TT, 4.
7 :

6 Nach Wahl von T ist TET, dh. es gilt *2". Weiter ist 1 = F--, d.h. esgilt “C".
f



Fiir das Ideal der AbschlieBung von

o UnEt-etE)=0netx-{g)
erhalten wir damit (vgl. 2.1.5 (b) Ideal der Abschlief3ung einer Differenz)

TNY)=IKT, g 7= KXz N KT, 9.
i 7

MitU:=UNY {yeY |f(y) = 0} ist damit
k[U] =Kk[U]NUNY)

*) - T 31z KT S
f f

= (KT, ]';] + KIXIR)KIX]z C KIXTKIX]z = (KIX]A); = KX,

Mit anderen Worten, k[U] wird als k[ X]-Algebra erzeugt vom Bild der Menge

T -

T - k[X]f
bei der natiirlichen Abbildung k[X] ¢ (k[)~<]/J)f = K[X]; , d.h. von der Menge'F . Das
ist aber gerade die Behauptung:

|
K[U] = K[X][d (S KIX]o).

QED.
Bemerkung
Zur Berechnung des Koordinatenrings der Aufblasung BIE(X) einer beliebign affinen

Varietit (in  e@nem nicht-singuldren Punkt &) bendtigen wir eine lechte
Verdlgemenerung des Hilbertschen Nullstellensatzes, die der Produktstruktur der hier
betrachteten Rdume angepal3t ist.

(f) Hilbertscher Nullstellensatz auf Produktvarietiiten

Seien X eine affine Varietit und
I CK[X][S],S:=(S ,...,SN),

ein von homogenen Polynomen in den SI erzeugtes Ideal. Dann sind dquivalent:

()  DieNullstellenmenge V(1) C XxPN von | igt leer.
(i)  EsgibteinmeN mit (9MCI.,
Beweis. (ii) = (i). Esgilt
m m _
V() S V(O™ CV(Sh.Sh) = @.

(i) = (ii). Nach Voraussetzung gilt V(1) = <. Wir fixieren ein endliches homogenes
Erzeugendensystemvon |,
| = (Fl,...,

und bezeichnen mit Uj die affine Menge

Fm), Fi homogen

Ui ={(x9 e xxPpN |S.(t) = O} = Xxa&N,
Die Polynome Fi haben keine gemeinsame Nullstelle, also auch keine gemeinsame
Nullstellein Uj' Mit anderen Worten, die affine abgeschlossene Menge

deg F.
fm)QXxﬂx”mitfi ::Fi/s_eg i

V(f
j

1



ist leer.Nach dem Nullstellensatz gilt

deg F

1= gu.f. = ?u. ‘F. 1S =
=1 =

mit gewissen Polynomen uiek[S/S]]. Wir multiplizieren mit einer geeigneten Potenz

von Sj und sehen, dal3 eine Potenz von S] Linearkombination der Fi Ist, sagen wir,

SJ-mEI.

Eine solche Relation erhalten wir fiir jedes j. Wir konnen der Einfachheit haber
annehmen, der Exponent m ist fiir jedes j derselbe. Ein Potenzprodukt der Sj des Grades

>m(N+1) ist durch mindestens eines der Sjm teilbar und liegt damitin . Also gilt

QED.

(f) Der Koordinatenring von BlE(X)

Se € ein nicht-singulédrer Punkt der affinen Varietédt X. Dann gilt
= % n
(1) K[BI(X)] = (@ o 1AEH ) ey

Wir verwenden die bisherigen Bezeichnungen. Die Symbole, die sich auf den aN
beziehen, versehen wir wie bisher mit einem Cirkonflexe:

X = AN
Y =Bl (%)
A =K[X] =K[T], T = (Tl""’TN)

T =TTy (dasideal vongin K[X])
Symbole ohne Cirkonflexe beziehen sich auf X:
Y = B|g (X)
A = K[X] = k[T]/J
| =1-K[X] = 1+33=1/TNJ
— P n
BI(I) =@ |
T —m®  TN_ - —
BI(1) =@ 1= k[S,T]/(TiS] - SITJ. |1 = L0y N), S= (S-S )
Damit ist
N =1KX] = 1M+33=1"1""nJ
— T o TN
BI(I) =BI() /@ 1" J

Wir haben zu zeigen, ein homogenes Element des Gradesmin S,
FST)EK[ST],degF(ST)=m,
mit der Restklasse

_ o0
F=FTTE®", STl = 1.,



ist genau dann identisch Null auf der Aufblasung Y von X in €, wenn F im Radikal des

Idedls@>_, 17N Jliegt,

o ~
Fe @n:0| NJ

Beim Beweis haben wir ein Phidnomen zu beriicksichtigen, das wir bisher wenig beachtet
haben. Um dieses Phidnomen zu beschreiben, betrachten wir das Ideal

+ 7 _ 00 n
BIt(D =@, |

von BI(1). Es heif} irrelevantes Idedl von BI(1) und wird erzeugt von den Restklassen

derSJ,

BIt(1 = (9) BI(I).
Fiir die Punkte (x, [t]) der durch dieses Ideal definierten abgeschlossenen Teilmenge von

Y C xxPNgilt dsot, = ....= t, =0, d.h. es definiert die leere Menge,

veIti) =o.
Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz ist die Nullstellenmenge eines |deal s genau dann
leer, wenn es eine Potenz des irrelevanten Ideals enthilt.

Wir schreiben jetzt das uns interessierende | deal @:10:0 17N Jin der Gestalt

@ e "I =Q0nQ

Dabei sei Q’ der Durchschnitt der Primirideale in der Primirzerlegung des homogenen

ldeals®_

ibrigen Primérideale. Dann liegt eine Potenz des irrelevanten Ideals in Q’, sagen wir
BIT( C Q.

Andererseitsist Bl +(I~) in keinem Primideal, zu einer Priméirkomponente von Q”
enthalten. Mit anderen Worten, zu jeder Primidrkomponente Q von Q” gibt es ein

"N J, deren Nullstellenmenge leer ist und Q" sei der Durchschnitt der

Element ac Bl +(I~), welches regulir ist im Restklassenring von Q, d.h. Q:a = Q. Dann
gilt aber erst recht Q: BI*(1) = Q und damit

Q :BIT(N=q".
Wir teilen beide Seiten von (2) durch BI+(I~)I und erhalten damit

@ &, "N BI* (M) = Q” fiir | groB

Weiter gilt

(@ \JO% TNI=VT NV~

Esreicht also zu zeigen
FIY =0 < FE\Q und FEVQ™
< F €Q’ und F €Q” fiir | grol3

Wegen BI+(I~)I C Q’ fiir | groR3ist dieerste Bedingung trividerweise erfiillt. Es reicht
also zu zeigen

FIY =0 < Fe\Q”



Wir werden sogar zeigen'”’,

Fly =0 < FeQ”
d.h. (val. (3))
FY =0 < BI*M) FC @ TN Jfirl gro
Es reicht also, die folgende Aquivalenz zu beweisen:
(5) FY=0 < Esgibtein| mit Tj'F e T M fiirj=1,..N.

Die Bedingung FIY =0 ist 4quivalent zu
F|YﬁUj =0 fiir alle j

mit
U= € XxPN | S.(0) =0} = Xx &N,
Diese Bedingung bedeutet, F/TJ-m liegt im Ideal der affinen abgeschlossenen Tellmenge

YNU. von YNU.. Bei der Berechnung des affinen Koordinatenrings YﬁUj haben wir
gesehen (vgl. (*) im Beweisvon (€)):
k[YﬂUj] = k[\?muj] /(J-k[)~(].|_ mk[\?muj])

Damit ist FIY = 0 dquivalent zu

m S S _ I
F/Tj S J-k[X]T_ﬂk[YﬂUj] (= J-k[T]Tjﬂk[T, Tj] CK[T]

fiir j= 1, ..., N. Letztere Bedingung ist iquivalent zu'®

T)
j

FTe (! N2 firl gro

J J le
d.h. zu

le Mee Tl At groR.

Wir fiihren eine Indexverschiebung durch und erhalten die Giiltigkeit von (5).
QED.

(g9) Aufblasungen von Kurven

Seien X eine affine Kurve und EEX ein nicht-singuldrer Punkt. Dann ist die Aufblasung
von X in € ein Isomorphimus.
Bewels. Sei
mY —=X

die Aufblasung von X in €. Das Ided | = I({E}) in k[X] wird von einem Element
erzeugt,

. | =fK[X],
d.h. X besitzt eine offene Uberdeckung, die aus nur einer offenen affinen Menge
U ={yeY |f(y) = 0} _ _ _
besteht, d.h. Y ist affin und hat den affinen Koordinatenring

Y7 Mit anderen Worten, wenn man vom irrelevanten Ideal absieht ist 6?: 0 1" bereits der reduzierte

Koordinatenring.
~ ~I ~
78 Man beachte, es gilt (I—)I =—1L c (I—)I 1
T, [+1 T
T j



KIY] = k(U] = KIX][H].

Die Menge][— = @beﬂeht aus lauter Elementen, die bereits in K[X] liegen, d.h. K[Y]
ist dsk-Algebraisomorph zu k[ X].
QED.

4.4.4 Ausnahme-Divisoren

(a) Vorbemerkungen

() DasBespie der Aufblasungen zeigt, dal3 es einen wesentlichen Unterschied
zwischen den algebraischen Kurven und den algebraischen Varietéten einer
groBeren Dimension gibt. Wihrend jeder birationale Morphismus von nicht-
singulédren algebraischen Kurven ein Isomorphismus ist, zeigt das Beispiel der
Aufblasungen, da} dies in htheren Dimensionen durchaus birationale
Morphismen gibt, die keine Isomorphismen sind.

(i)  Indiesem Abschnitt untersuchen wir birationale Morphismen, d.h. regulire
Abbildungen f: X — Y, die birationae |somorphismen sind, d.h.

g= f'l: Y——=X
existiert als rationale Abbildung und ist nicht notwendig regulér.
(i) Die Aufblasunge eines Punktes ist ein Beispiel fiir eine derartige Abbildung. Wie
wir gesehen haben, wird bei einer Aufblasung eine Teilvarietit der Kodimension 1

in einen Punkt kontrahiert. Wir zeigen hiert, dal beliebige birationale Morphismen
eine dhnliche Eigenschaft haben.

(b) Theorem 2: Kontraktion von Divisoren bei birationalen Morphismen
Seienf: X — Y en birationaler Morphismus und x&X ein Punkt. Der Bildpunkt

y =f(x)
sei ein nicht-singuldrer Punkt von Y und die Umkehrung

g =fly ——x
sei nicht reguldr im Punkt y. Dann gibt es eine Teilvarietit
ZCX
der Kodimension 1,
codim, Y =1
X
mit179
CodimY f(2) = 2.

Beweis. Die Aussage ist lokaler Natur beziiglich X, d.h. wir konnen bei Bedarf X durch
eine beliebig kleine affine Umgebung des Punktes x ersetzen. Insbesondere konnen wir
annehmen,

xcaN
ist affin. Wir betrachten die rationale Abbildung g = f1as Abbildung mit Werten im
affinen Raum &N, sagen wir,
g Y ———>xCaNya(gy)..g ).

WEell g nach Voraussetzung im Punkt y&Y nicht regulir i, ist mindestens eine der
K oordinatenfunktionen von g, sagen wir 9, nicht reguldr in y. Wir schreiben 9, in der

Gedtalt

9 f(Z) muB im allgemeinen keine algebraische Varietiit sein (sondern ist im allgemeinen nur eine
konstruktive Menge). Die nachfolgende Dimensionsaussage iiber f(Z) soll sich deshalb gegebenenfalls
auf die Zariski-Abschlief3ung von f(Z) beziehen.



9,= 9 mit u,ve

Vv Yy

Weil y nach Voraussetzung ein nicht-singulédrer Punkt von Y ist (d.h. [‘fJY y ist ein ZPE-

Ring) konnen wir annehmen, u und v sind tellerfremd in ©, . Well 9; in y nicht

Yy
reguldr ist, gilt

_ _ v(y) =0.
Wir schreiben
ti = Ti X
fiir die Einschrinkung der i-ten Koordinatenfunktion auf X. Dann gilt
9, = 0*(t,)
aso
— (gt ) = F* (g ) = )
=@ (t) = (9, = )
aso
(1) f*(u) = tl-f* (V).

Wegenv(y) =0ist

: f*(V)(X) = v(f(x)) = v(y) =0,
d.h. die abgeschlossene Menge
Z:=V({f*\Vv)CX

ist nicht leer und damit von der Kodimension 1in X,

codi me =1
Schitzen wir die Kodimension von f(Z) ab. Zunichst beachten wir, es gilt
) f(Z) CV(uv).
Fiir z&Z gilt ndmlich

v(f@) =)@ =0
(wegen zeZ = V(f*(v))) und
u(f(2) =*U)(2)
=1, V@ (wegen (1))

= tl-O

=0.
Damit ist (2) bewiesen. Wire nun f(Z) lokal in y von der Kodimension 1, so konnte man
f(Z) lokal iny durch eine lokale Gleichung, sagen wir h, definieren (well y&Y en nicht-
singuldrer Punkt ist). Da u und v nach (2) identisch Null sind auf f(Z), gilt dann im
lokalen Ring UY y aber u € (h) und v € (h. Das steht im Widerspruch zur Tellfremdheit

vonuundv.
QED.

(c) Definition: Ausnahme-Divisor
Sel f: X — Y ein birationaler Morphismus. Eine Teilvarietidt Z C X heif3t Ausnahme-
Divisor von f, wenn gilt

codi my Z =1 und codi m,, f(2) = 2

(d) Folgerung 1: Existenz von Ausnahme-Divisoren

Sel f: X — Y ein birationaler Morphismus von glatten Varietiten, welcher kein
Isomorphismusist. Dann besitzt f einen Ausnahme-Divisor Z = .

Bewels. trivid.

QED.



(e) Folgerung 2:
Sel f: X =Y ein birationaler Morphismus von Kurven, wobei dieKurveY glatt ist.
Dann ist f(X) ein offene Tellmenge von Y ur]lc(i f)i nduziert einen Isomorphismus
X —f(X).
Beweis. Weil f ein birationaler Isomorphismusiist, gibt es dichte offene Teilmengen
ucXundVCY
derart, dal3 f einen Isomorphismus

U——V
induziert. Weil Y eineKurveid, it Y - V eine endliche Menge. Dann ist aber erst recht
auch die Menge
Y -f(X)
endlich, d.h. f(X) ist offen in Y. Wire nun die induzierte Abbildung X — f(X) kein
Isomorphismus, so gibt es nach (b) einen Ausnahme-Divisor Z = ¢ von f. Insbesondere

gilt

dmf(Z)<dimY -2=1-2=-1,
d.h. f(Z) muf3 leer sein. Das steht aber im Widerspruch zu Z = &.
QED.

4.4.5 Isomor phismen und birationale | somor phismen

(&) Modelle

Betrachten wir Klassen, die aus paarweise zueinander birational isomorphen quasi-
projektiven Varietiten bestehen. Die Repréisentanten dieser Klasse nennen wir auch
Modelle.

Bemerkungen

()  Im ndchsten Abschnitt werden wir zeigen, in jeder Klasse von birational
isomorphen Kurven liegt eine glattes projektives Modell. Nach (2.3.1)(h) ist ein
solches Modell bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

(i)  Wennwir aso jeder Klasse das eindeutig bestimmte in ihr enthaltene nicht-
singuldre projektive Modell zuordnen, so reduzieren wir die Frage nach der
birationalen Klassifikation der algebraischen Kurven auf die Frage nach der
Klassifikation der nicht-singulédren projektiven Kurven (bis auf Isomorphie).

(b) Das Modell eines Funktionenkorpers

Der Funktionenkorper einer agebraischen Kurve ist dasselbe wie ene
Korpererweiterung von k des Transzendenzgrades 1, die von endlich viden Elementen
erzeugt wird. Deshalb besteht eine 1-1-Korrespondenz zwischen diesen Korpern und
den nicht-singulédren projektiven Kurven (bis auf Isomorphie). Ist in dieser Situation

K =k(X),
so werden wir ebenfalls sagen, X ist ein Modell von K.

(¢) Das Modell eines Funktionenkorpers vom Transzendenzgrad 1

Man kann auf direktem Wege versuchen zu gegebenem K das Modell zu finden, indem
man die algebrai schen Eigenschaften von K ausnutzt. Etwas genauer kann man danach
fragen, wie sich die lokalen Ringe desModells X von K charakterisieren lassen. Esist

leicht einzusehen, dal3 der lokale Ring © X x die folgenden Eigenschaften besitzt.

1) O XisteinTeiIringvonKmitkC(ﬂ XCK(echteInkIusionen).

X, X,
2) [fJX X ist einlokaler Ring, desssen maximales I deal My o ein Hauptideal i<,
’ my . = (u). ,

3) Der Quotientenkorper von O % ist gleich K.

X,



Man kann zeigen (vgl. Aufgaben 7, 8, 9), dal jeder Tellring von K mit diesen
Eigenschaften ein lokaler Ring von X ist. In diesem Sinne ist das Modell X universell,
d.h. es liefert dle Teilringe von K, die den naheliegenden Bedingungen 1), 2) und 3)
geniigen.

(d) Die Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen

Problem: Wie lautet die Antwort auf die analoge Frage in hoheren Dimensionen ?
Bekannte Ergebenisse:

Hinsichtlich der Existenz projektiver nicht-singuldrer Modelle in der Dimension n steht
die Sache vergleichsweise angenehm. Deren Existenz ist bewiesen in den Fillen

n = 2, 3 (Walker, Zariski fiir Korper der Charakteristik O, Abhynakar fiir endliche
Charakteristiken > 5) und fiir beliebiges n im Fall der Charakteristik O (Hironaka). Fiir
beliebige Korper und beliebige n wird die Existenz als sehr wahrscheinlich angesehen.

Die Eindeutigkeit ist dagegen eine Besonderheit des Falles n = 1. Das ist bereit an den
Beispielen der Projektiven Ebene P2 und der projektiven Fliche zweiter Ordnung im
P32 erkennen, denn diese sind birational dquivalent, jedoch nicht isomorph.

Man konnte die Frage nach der Existenz eines Modells in jeder Klasse von birational
isomorphen Varietiten stellen, welches universell ist in dem Sinne, da3 die lokalen Ringe
seiner Punkte wieim Fall n = 1 gerade dlle lokaen Teilringe von K := k(X) sind, die den
Bedingungen 1), 2) und 3) geniigen (wobei man in Bedingung 2 fordern mul3, dal3 das
maximale Ided von n Elementen erzeugt wird).

Ein solches Modell kann jedoch aus denselben Griinden nicht existieren. Ist ndmlich

n.Y—X die Aufblasung des Punktes EEX, so kann kein lokaler Ring UYy eines

Punktes yEn'l(E) mit einem lokalen Ring der Gestalt © X X zusammenfallen.

Man konnte ein universelles Modell im obigen Sinne dadurch erhalten, indem man als
nicht-singuldren Modelle einer Klasse vereinigt. Doch dies wire dann keine endlich-
dimensionale algebraische Varietit. Niheres iiber diese “unendlich-dimensionalen
Modelle” kann manin [16], Teil 2, Kapitel VI, § 17 finden.

(e) Zusammenhdnge zwischen verschiedenen nicht-singuliren Modellen

Im Zusammenhang mit dem Fehlen eines ausgezei chneten Modells ergibt sich die Frage
nach dem Zusammenhang zwischen den verschiedenen nicht-singuldren projektiven
Modellen einer Klasse von birational isomorphen Varietiten. Wir beschreiben hier ohne
Beweis die grundlegenden Ergebnisse.

(f) Vereinbarung zum Begriff der Varietdit

In diesem Abschnitt werden wir von jetzt ab ale Varietiten as irreduzibel, glatt und
projektive voraussetzen.

(9) Relativ minimale Modelle

Ein Modell X’ dominiert ein Modéell X, fals es einen birationalen Morphismus X’ —X

gibt. Eine Varietit heifit relaiv minimal, falls sie keine andere Varietit domimiert.

Beispiele

Jede glatte projektive Kurveist relativ minimal.

Nach 2.4.4(b) (d.h. Theorem 2) ist eine glatte projektive Varietit genau dann minimd,

wenn sie keine Ausnahme-Divisoren enthilt.

Bemerkungen

() Man kann zeigen, jede (nicht-singulédre) Varietit dominiert mindestens ein relativ
minimales Modell. Insbesondere existiert adso in jeder Klasse hirationa
isomorpher Varietiten mindestens ein relativ minimales Modell.



(i) Es ergibt sich die Frage nach der Eindeutigkeit des relaiv minimalen Modells.
Wiirde es in jeder Klasse genau ein solches Modell geben, so hitte man die Frage
nach der birationalen Klassifikation auf die Frage nach der Klassifikation (der
relativ minimalen Modelle) bis auf Isomorphie zuriickgefiihrt.

@il) ImFaln> 1ist diesjedoch nicht der Fall. Wie wir wissen sind der P2 und die
Fliche 2-ter Ordnung QQIP3 birational isomorph jedoch nicht isomorph.

(h) Die Existenzmehrer relativ minimaler Modelle

Unser nédchstes Ziel ist es, zu zeigen, dal die beiden Flidchen 1P2 und Q rdativ minimae
Modelle sind.

In unserer Situation ist ein Ausnahme-Divisor eine Kurve C C X, welche bei einem
birationalen Morphismusf: X — Y in einen Punkt abgebildet wird,

f(C) ={y}.
Dabei sind X und Y projektive Fliachen. Kurven dieser Art besitzen eine Reihe von sehr
spezidllen Eigenschaften (weshalb man sie auch Ausnahmekurven nennt). Wir leiten hier
jetzt einige davon ab.
Eine Ausnahmekurve sei im folgenden eine Kurve C auf ener projektiven Fliche X,
welche sich in der Gestalt

-1
C=f=(y)
schreiben 146t mit einem birationalen Morphismus f: X — Y und einem Punkt yeY.

(i) Eine Eigenschaft der Ausnahmekurven
Seien X eine nicht-singulire projektive Fliche und CCX eine Ausnahmekurve. Dann
gibt es eine offene Menge UCX mit den folgenden Eigenschaften.
i Ccu.
(i) Die Komponenten von C sind die einzigen irreduziblen projektiven Kurve auf X,
welcheganzin U liegen.
Bewels. Nach Voraussetzung gibt es einen birationalen Morphismus
f.X—=Y
und einen Punkt yEY mit

c=fy).
Der Punkt yEY ist notwendig ein Punkt, in welchem die Umkehrung 1 yon f nicht

regulr ist."®® Die Menge der Punkte, in denen 1 nicht reguldr ist, ist abgeschlossen,
also (wegendim Y = 1) endlich. Es gibt also eine offene affine Menge

VY
mit
yev,
wobei 1 in allen Punkten auBer y regulér ist. Wir setzen
u:=fLv)

Dann gilt offensichtlich (i). Sel jetzt C' € X eine irreduzible projektive Kurve, die ganz
in U liegt. Dann ist f(C') ene irreduzible projektive Varietit, die ganz in der affinen
offenen Menge V liegt, d.h. esgilt

f(C) ={y’}

fiir einen geeigneten Punkt y'€Y. Dann ist aber Lin y' nicht regulir. Wegen C'CU
folgty’€V, d.h.y’ =y. Dannist aber C' eine Komponente von C.
QED.

190 Wire £ L in einer Umgebung W von y regulér, so wire die offene Menge f-l(W) eine Umgebung
eines Punktes von C, auf welcher f injektiv ist (im Widerspruch zu f(C) = {y}).



(j) Die relative Minimalitiit des P?

Die projektive Ebene P2ig relativ minimal.
Beweis. Andernfalls gébe es eine eine Ausnahmekurve C C ]PZ, Nach (i) gibt eseine
offene Teilmenge U C P2 mit C C U mit der Eigenschaft, dal3 es aul3erden irreduziblen
Komponenten von C keine weiteren projektiven Kurven des P2 gibt, dieganzinU
liegen. Wir schreiben U in der Gestalt

U=P2-D
mitD C P2 abgeschlossen. Dann gilt

dimD =0,
denn andernfalls hitte D mit C Punkte gemeinsam (nach dem Satz iiber die Dimension
eines Durchschnitts). Damit ist aber D eine endliche Punktmenge und es gibt unendlich

viele projektive Kurven im Komplement U = P2-D (zum Beispid unendlich viele
Geraden). Das steht aber im Widerspruch zur Wahl von U.
QED.

(k) Die relative Minimalitit der quadratischen Fliche Q im P3

Die Quadrik Q = PIxPList refativ minimal.
Bewes. Bezeichne F die Matrix der quadratischen Gleichung der Fliche
Q=V(xz-yw)C P3,
Die linearen Transformationen des 1P3, die die Fliche Q in sich abbilden, kann man
identifizieren mit den 4x4-Matrizen A mit
ATFA=F.

Diese bilden also insbesondere eine algebraische Varietit, die wir mit

G
bezeichnen wollen. G besitzt die Struktur einer algebraischen Gruppe. Insbesondere ist
G glatt. Damit sind je zwel Komponenten von G digunkt. Bezeichne

0

G
die Komponenten von G, welche das neutrade Elemente enthilt. Alle anderen
Komponenten von G sind als algebraische Varietiten isomorph zu GO. Sei jetzt

— B I
co—(xo,yO)ECQQ—IP xP

ein vorgegebener Punkt. Wir wihlen einen Punkt ZOE IPl, der von X0

verschieden ist. Die Verschiebung mit den Elementen von k definiert dann eine Gruppe
von Automorphismen von

und Yo

al-pl. {zg
die transitiv auf den Punkten von L - {zo} operiert. Aus dieser Bemerkung ergibt sich,

da3 GO eine Untergruppe enthélt, die transitiv auf den Punkten von
(PL- {2 )x(P1-{7,})
operiert. Insbesondere gibt es fiir jede Kurven CCQ ein cpEGO mit ¢(C) = C.

Angenommen, Q ist nicht relative minimal. Dann gibt es eine Ausnahme-Kurve C C Q
und nach (i) eine offene Menge U,

CCUuUCQ,
mit der Eigenschaft, dal3 jede projektive Kurve, die ganz in U liegt, eine Komponente von
Cist. Esreicht zu zeigen, es gibt ein G mit



@(C) = Cund ¢(C) C U.
Dazu reicht es zu zeigen, die folgenden beiden Mengen sind offen.
{oe G |p(C)C U}
| {9 G0 |¢(C) = C} |
Auf Grund der obigen Beobachtungen sind diese Mengen néimlich nicht leer und haben
deshab in der irreduziblen Mengen GY einen nicht-leeren Durchschnitt. Angtelle der

Offenheit dieser Mengen beweisen wir die Abgeschlossenheit ihrer Komplemente, d.h.
die Abgeschlossenheit der Mengen

(L) {9€ GV g(O)N (Q-U) = 2}
®) - {9e@|p0 =C}

Die Menge (2) stimmt mit der Menge

2) {ee GV |g(C)CC})

iiberein: da @ ein Automorphismusist besteht die Kurve @(C) aus derselben Anzahl von
Komponenten wie C und die Inklusion ¢(C) € C bedeutet, jede Komponente von ¢(C)
liegt ganz in einer Komponente von C und stimmt deshalb mit dieser iiberein. Aus der
Inklusion ergibt sich daher die Gleichheit. Beweisen wir die Abgeschlossenheit der
Menge (2'). Die Mengeist gleich dem Durchschnitt der Mengen

F.={o€ G | g(c) € C} mit cC.
Esreicht also die Abgeschlossenheit der FC Zu beweisen. Bezeichne

1 G%Q — Q, (¢, X) a 9(x),
den Morphismus, der die Operation von GO auf Q beschreibt. Dann gilt

Fx{c} = wlon(e{q),

d.h, ch{ c} ist abgeschlossenin Gox{ c}. Dannist aber FC abgeschlossenin GO,
Wir haben noch die Abgeschlossenheit der Menge (1) zu beweisen. Sel
I :={(eX)ECQ | u(g, X) = ¢(x) € D:= Q- U}.= w(D).
Diese Mengeist abgeschlossen in GOxQ (wegen der Stetigkeit von u). Die Menge (1)
ist aber das Bild von I bei der Projektion
G9%Q — G0
auf den ersten Faktor. Well Q en projektive Varietit ist, bildet diese Projektion

abgeschlossene Mengen (d.h. projektive Teilvarietiten) in abgeschlossene Mengen ab.
QED.

(! ) Zur Eindeutigkeit der relativ minimalen Modelle im Flichenfall

Obwohl die obigen Argumente etwas anderes suggerieren, sind die minimalen Modelle
von agebraischen Flichen in gewissem Sinne doch eindeutig bestimmt. Man braucht

ndmlich nur die Flichen auszuschlielen die birational isomorph sind zu einer Fliche der
Gestalt

1
CxP
mit einer Kurve C. Flachen dieser Art heien Regelfldchen. Zum Bewels siehe den Satz
von Enriques,
Beauwville, A.: Surfaces complexes algébriques complexes, Asterisque 54 (1978),

(liber (E)v
Safarevic, I.R.: Algebraische Fliachen, Geest & Portig, Leipzig 1968
Die Theorie der minimalen Modelle in hoheren Dimensionen ist sehr vid komplizierter

(vgl. die Arbeiten von Mori und Kollar).
Bemerkung



Wir wenden uns jetzt dem Problem der Auflésung der Singularititen von Kurven zu.
Die Auflosung der Singularititen ist im Kurvenfall besonders einfach. Die zugehorige
algebraische Konstruktion heif3t Normalisierung.

4.5 Normale Varietiten
4.5.1 Normalitat

(a) Normale Ringe

Seien A ein nullteilerfreier Ring und K = Q(A) dessen Quotientenkorper. Der Ring A
hei(3 ganz abgeschlossen oder auch normal, wenn jedes Element von K, welches ganz ist
tiber A, selbst schon in A liegt.

Beispiel

Jeder ZPE-Ring ist ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkdrper.

Beweis. Sel A ein ZPE-Ring und o = %E Q(A) ein iiber A ganzes Element. Wir

konnen annehmen, die Elemente a,b€A sind tellerfremd. Nach Vorraussetzung besteht
eine Relation der Gestalt

n n-1 — 0
o’ +aa +...+an—0|nQ(A)

mita,,...a €A. Wir multiplizieren mit b" und erhalten die Relation
n-1 ar 22 N_n;
a+ala b+a2 b .+anb =0IinA.

Aus dieser Relation folgt aber, b teilt a). Dann konnen aber a und b unmoglich
tellerfremd sein, es sal denn b ist eine Einheit. Im letzteren Fall gilt aber aEA.
QED.

(b) Normalitit von irreduziblen Varietiten

Eine affine irreduzible Varietit X heif3t normal, wenn deren affiner Koordinatenring
normal ist. Eine quasi-projektive irreduzible Varietit heiBt normal, wenn sie eine affine
offene Uberdeckung besitzt, die aus normalen Varietiten besteht.

Bemerkung

Wir zeigen demnéichst, glatte irreduzible Varietidten sind normal (vgl. Theorem 1).

(¢) Beispiel fiir eine irreduzible Kurve, die nicht normal ist

Se X C 5.2 die affine Kurve mit der Gleichung
2_2,,3

= X5+ X
Zeigen wir, diese Kurveist nicht normal. Es gllt181
KIX] = Klxyl/() | f=y?-x2-x3
und die Funktiont := % |X € k(X) ist ganz iiber k[X], denn sie genugt der Relation
t2 =1+x.
Zum Beweis, der Aussage, dal3 X nicht normal ist, reicht eszu zeigen, t liegt selbst nicht
ink[X],

t & K[X].
Angenommen, doch. Dann gibt es ein Polynom p(x,y) € k[x,y] mit

Y= BN i x),
d.h. esgibt ein nicht durch f teilbares Polynom g(x,y) mit

181 Nach dem Eisenstein-Kriterium ist das Polynom y2 2 3 iiber k[x] irreduzibel, da das

Absolutglied durch das Primelement x+1€Kk[x] teilbar ist, jedoch nicht durch dessen Quadrat.



i (¥ - x-p(x.y))-axy) = 0ink[X],

(¥ - x-p(x,y))-a(x,y) = 0 mod f.
Daf irreduzibel ist und g nicht durch f teilbar, muf3 sogar

y - X-p(X,y) = 0 mod f.
gelten. Wir konnen p modulo f abindern und dafiir sorgen, dal3 y hochstens linear in p
vorkommt, d.h. wir konnen annehmen, p hat die Gestalt
p(x.y) = 9(x) + h(x)-y

mit Polynomen g(x), h(x) € k[x]. Damit gilt

y - X-g(X) + xy-h(x) = 0 mod f,
d.h.

y-(1 +xh(x)) - x-g(x) € fk[x,y].
Linkssteht eininy lineares Polynom. Day in f quadratisch vorkommt, ist das Polynom
links nur dann ein Vidfaches von f, wenn es Null ist,

y+(1 +xh(x)) - x-g(x) = 0ink[x,y],

d.h.

y+(1 +xh(x)) = x-g(x) ink[x,yl,
Letzteresist nicht moglich, well das Primelement x des Polynomrings k[x,y] weder ein
Teller von y noch einer von 1 + xh(x) ist. Dieser Widerspruch zeigt, t liegt nicht k[ X].
Bemerkung
Das angegebene Beispid ist eine singulidre Kurve. Geben wir als nichstes ein Beispiel
einer singulédren Varietiit an, die normal ist.

(d) Beispiel einer singuliren Fliche, welche normal ist

S X C &3 die affine Fliche mit der Gleichung
%2 + y2 =2
Diesist offensichtlich ein Kreiskegel mit der Spitze im Ursprung. Wir nehmen an, der

Grundkorper habe eine von 2 verschiedenen Charakteristik,
char (k) = 2.
Zeigen wir, die angegebene Fliche ist dann normal. Es gilt

KIX] = k[x.y,Z]/(f) mit f = x2 +y2 - 22

182

Der Korper K(X) ist eine quadratische Erweiterung des Korpers k(x,y) mit dem
Minimalpolynom f, d.h. es gilt
1) k(X) =k(xy) +k(xy)z,
wobel wir fiir die Restklasse eines Polynoms in k(X) dieselbe Bezeichnung verwenden
wie fiir das Polynom selbst. Insbesondere kann man die Elemente x und y in k(X) wie
Unbestimmte behandeln (sie sind dort algebraisch unabhingig). Fiir den Teilring K[X]
von k(X) erhaten wir
@) K[X] =kx,y] + k[x,y]z.
Aus den Relationen (1) und (2) lesen wir ab, ein Element
u+v-z (uvek(xy))

gilt
(©)) u+v-z€K[X] < u,vek[x,y].
Wegen (2) ist k[X] ein endlicher Modul iiber k[x,y]. Insbesondere ist jedes Element von
k[X] ganz iiber k[x.,y].
Sai jetzt

a=u+vzek(X),uvek(xy),

182 Nach dem Eisenstein-Kriterium ist das Polynom f iiber k[x,z] irreduzibel, weil sein Absolutglied

x2 - 22 = (X+2)(x-2)

durch das Primelement x+z teilbar ist, jedoch nicht durch dessen Quadrat.



ein tiber k[ X] ganzes Element. Wir wollen zeigen, dann gilt a€k[X]. Daa ganz ist iiber
K[X], ist es auch ganz iiber k[x,y]. Das Minimapolynom von a iiber k(x,y) hat die
Gestalt'®?
g(T) := T2 20T + (u2 - (x2+y2)v2).
Wie wir frither gesehen haben, hat das Minimalpolynoms eines iiber eéinem ZPE-Ring
ganzen Elements Koeffizienten in diesem ZPE-Ring (vgl. Zwischenbemerkung im
Bewels des Lemmas zu Theorem 5in 1.6.2 (h)). Deshalb gilt
2u, u2- (x2+y2)v2 € K[x,y].
Dadie Charakteristik von k ungleich 2 sein soll, folgt
u, (PyAv2 Ekixyl.
Nun ist x2+y2 = (X +iy)(x - iy) das Produkt von zwei teilerfremden Elementen®* (d.h.
die Zerlegung in irreduzible Faktoren ist quadratfrei). Deshalt gilt
v € K[x,y]. Wir haben gezeigt,
a=u+v-zeK[xy] +K[xy]-z=Kk[X].

(e) Normalitiit und ganze Abgeschlossenheit der lokalen Ringe

Eine irreduzible algebraische Varietit X ist genau dann normal, wenn ihre lokalen Ringe
ganz abgeschlossen sind.

Beweis. Da die Definition der Normalitit lokalen Charakter trigt, konnen wir annehmen,
X igt efin.

Nehmen wir zunichst an, X ist normal, d.h. k[ X] ist ganz abgeschlossen in seinem

Quotientenkdrper k(X). Wir haben zu zeigen, fiir x&€X ist auch der lokale Ring (f)x X

ganz abgeschlossen in k(X). Sei a€k(X) ganz iiber O X’ d.h. es bestehe ein Relation

X,
der Gestalt
n n-1 -0
Q) o+ a0 +...+an—0|nk(X)
mit aIE © X x fiir alle i. Wir schreiben
] bl
a :Emit bi , G € k[X] und ci(x) = 0.
|
und setzen
dO €y
Wir multiplizieren die Identitit (1) mit dg) und erhalten eine Relation der Gestalt
n, o n-1 =0
Q) (doa) +a1( doa) + ... +an—0|n k(X)

183 Wir ignorieren den Fall, daR o selbst schon in k(x,y) liegt, denn dann liegt o sogar in K[x,y] C K[X]
und esist nichts zu beweisen. Wenn aber a nicht in k(x,y) ist das Minimal polynom quadratisch (da
k(X) nach (1) den Korpergrad 2 iiber k(x,y) hat. Das angegebene Polynom ist ein quadratisches Polynom
iiber k(x,y) mit der Nullstellen o, d.h. esist das Minimal polynom:
gu+v-z) = u2 + vzz2 + 2uvz - 2u2 - 2uvz + u2 - (x2+y2)v2

— 22 (x2 +y2)v2

= 0ink(X).
184 Aus (x +iy) = e(x - iy) mit einer Einheit eek[x,y] folgt deg e =0, d.h. e € k und durch
Koeffizientenvergleich beziiglich x, e = 1, also x + iy = x - iy, was offensichtlich falsch ist.



mit a’ie K[X] fiir dlei. Mit anderen Worten doa ist ganz iiber K[X]. Da k[X] ganz

abgeschlossen i, folgt dOaEk[X]. Wegen do(x) = 0 ist damit aber a& [’JX " Wir

haben gezeigt, der Ring © X X ist ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkorper.

Seien jetzt umgekehrt die Ringe IZJX x mit x&X siamtlich ganz abgeschlossen in k(X).

Wir haben zu zeigen, dann ist auch kfX] ganz abgeschlossen in k(X). Sei a€k(X) ganz
iiber k[ X], d.h. es bestehe eine Identitit der Gestalt (1) mit aiEk[X] fiir alle i. Dann ist o

fiir jedes X&EX ganz iiber [ﬂx " liegt also in OX " Mit anderen Worten o ist einin x

regulidre Funktion. Da dies fiir jedes x€X gilt, fol (_;]t aek[X].
QED.

(f) Theorem 1: Normalitiit der glatten Varietdiiten
Jede (irreduzible) nicht-singulédre Varietéit X ist normal.
Bewels. Sei X eine nicht-singulire Varietit. Nach (e) reicht es zu zeigen, jeder der
Ringe

UX,X mit XxeX
ist normal. Nun ist jeder Punkt X&€X ein nicht-singulirer Punkt, also [‘f)x X ein ZPE-
Ring. Nach dem Beispiel von (a) sind solche Ringe aber ganz abg&echlo'ssen inihrem

Quotientenkorper.
QED.

(g) Theorem 2: Das Ideal einer Teilvarietdit der Kodimension 1 in einem allgemeinen
Punkt einer normalen Varietiit
Seien X eine (irreduzible) normale Varietit und
YCX
eine Teilvarietit der Kodimension 1.
Dann gibt es eine affine offene Teilmenge U C X mit
YNU =

derart, dal3 das Ideal von YNU in k[U] ein Hauptided ist.
Beweis. Wir wihlen einen Punkt X&Y', der nur eine Komponente der Kodimension 1
enthilt. Indem wir X durche eine hinreichend kleine affine Umgebung dieses Punktes
ersetzen, erreichen wir, dald

X affinund Y irreduzibel
ist. Sel f ein von Null verschiedenes Element des Ideals1(Y) C k[X],

0=fel(Y)Ck[X].

Danngilt Y C V(f) und codimx V(f) = 1. Insbesondereist Y eine Komponente von V(f),

VH=YUY,YQY.

Aus Dimensionsgriinden ist Y e@n echte Teilmenge von X. Wir kénnen X durch X - Y

uns Y durch Y-Y ersetzen und erreichen (durch anschlieBenden Ubergang zu ener
affinen Tellmenge), dal3 gilt
Y =V(f).

) 1(Y) S K[X]
ist (nach Ubergang zu eiuer affinen offenen Teilmenge) ein Hauptideal, d.h. wir wollen
ein Element

Wir wollen zeigen, dal3 Idea

uel(Y)
finden mit der Eigenschaft, dal3 dle Elemente von I(Y) durch u teilbar sind,



) ¢ gy,

Dazu reicht es, die Existenz eines Elementes vek(X) zu beweisen mit den folgenden
beiden Eigenschaften.
1. I(Y)v C k[X]
2. I(Y)vGI(Y).
Aus der Existenz von v folgt ndmlich die Existenz eines u€l(Y) mit
w = uv & I(X).

Wir kénnen X durch X - V(w) ersetzen und erreichen, dal3 w umkehrbar wird im neuen
Koordinatenring k[ X - V(w)]. Wegen w1 (X) gilt

i} Y qV(w),
d.h. beim Ubergang zu X-V(w) bleibt Y nicht-leer. Nach Konstruktion gilt

uel(yY)

und

@: %g LY VKXV (W)] C KIX-V(W)].

Mit anderen Worten, indem man X durch X-V(w) ersetzt, erreicht man, dald u en
Element der gesuchten Art wird.

Esreicht aso, die Existenz eines vek(X) zu bewesen, welches den Bedingungen 1 und
2 geniigt. Man beachte, anstellen von 2. geniigt des die folgende Relation zu beweisen.

2. v & K[X].
Wiire nimlich unter den Bedingungen 1 und 2’ die Bedingung 2 nicht erfiillt,
I(Y)vCI(Y),

so wire, da I(Y) als k[X]-Modul endlich erzeugt ist, das Element v ganz (auf Grund des
nachfolgenden Lemmas) iiber k[X], d.h. es wiirde v&k[X] gelten im Widerspruch zu 2’.
Esreicht aso, die Existenz eines vek(X) zu beweisen, fiir welches 1 und 2’ gelten.

Wegen Y = V(f) gibt es nach dem Nullstellensatz ein m&N mit

1Y) C £k[X].
Das Produkt von je m Elementen aus I(Y) ist aso durch f teilbar. Sei m minimal
beziiglich dieser Eigenschaft gewihlt. Dann gibt es Elemene

o, ,...,O e I(Y)

1 m-1

mit
gi= o0y & f-k[X]

und

[(X)g C f-K[X].
Mit anderen Worten,

=9

ist ein Element der gesuchten Art.
QED.

(h) Lemma: Kriterium fiir ganze Elemente
Sei A ein Integrititsbereich und veQ(A). Falls es einen exakten'®> A[v]-Modul M gibt,
welcher als A-Modul endlich erzeugt ist, so ist v ganz iiber A.

Beweis. Se

M=Am, +...+ Am_.
1 r

Dann gibt &saleA mit

185 Ausx€A[v] und xM = 0 folgt x = 0 (d.h. AnnAM =0).



I
vm = ¥ a.m
[ i%1 ij ]
d.h.
i (&.-vd..)m. =0.
i=1 J I
Esfolgt
det(a.”.-vésij)-mI =0
fiir alle | , d.h.

det(a. - vo..)-M =0,
i j

Well M exakt ist, folgt
det(a.Ij - véij) =0,

d.h. v ist ganz iiber A.
QED.

(i) Theorem 3: Die Kodimension des singuldren Orts von normalen Varietiten

Sei X ein (irreduzible) normale Varietit. Dann besitzt die Menge der singuldren Punkte
von X in X eine Kodimension = 2.
Beweis. Sel

n=dim X.
Wir bezeichnen mit

S
die Menge der singuldren Punkte von X. Wir wissen bereits, S ist eine abgeschlossene
Tellmenge von X. Angenommen, S besitzt eine irreduzible Komponente Y der
Dimension n-1,
dmY =n-1.

Wir wihlen eine nach (g) existierende affine offene Teilmenge U C X mit

YNU=J
derart, dal3dasldea von'Y in U ein Hauptided it,

[(YNU) = u-k[U].

Insbesondere ist

Q) k['YNU] = k[U]/(u).
Die affine Varietidt YNU besitzt mindestens einen nicht-singuldren Punkt
yeYNnu.

Aus (1) erhaten wir durch Ubergang zu den Quotientenring beziiglich der zu y
gehdrigen maximalen Ideale

2 OYOU,y: Uu’y/(u).
Da y ein ein nicht-singulédrer Punkt von YNU ist, wird das maximale |deal LV y von

0 vonn-1=dimY Elementen erzeugt,

YNUy B
mYﬂU,y = (ul""’un-l)'

Bezeichne vie @ . enen Reprisentanten von Us. Dann wird wegen (2) das maximae

Uy

|dedl mU,y von UU,y von n = dim U Elementen erzeugt,

mU,y = (Vl’""vn-l’u)'

Insbesondere ist ist y en nicht-singuldrer Punkt von U C X. Das steht aber im
Widerspruch zur Wahl von'y,

yeyY CSCX.
Die Annahme, dal3 S eine Komponente der Dimension n-1 besitzt, ist also falsch.



QED.

() Folgerung: der Fall von Kurven

Fiir algebraische Kurven stimmen die Begriffe der Normalitit und der Glattheit iiberein.
Bewels. Folgt aus (i).

QED

(k) Abschlief3ende Bemerkungen

1. Beim Beweis von (f) (glatte Varietiten sind normal) wurde die Glattheit nicht im
vollem Umfang benutzt. Wir haben lediglich die Tatsache verwendet, dal3 die lokalen
Ringe solcher Varietiten ZPE-Ringe sind. Varietiiten, deren lokale Ringe ZPE-Ringe
sind, heil3en auch faktorielle Varietiten. Genauer gelten also die beiden folgenden
Aussagen:

Jede nicht-singulidre Varietit ist faktoriell.
(b) Jede faktorielle Varietit ist normal.
2. Man kann zeigen, je zwei der drei genannten Klassen von Varietiten (nicht-
singulire, faktorielle bzw. normale Varietiten) sind verschieden., Man kann zum Beispiel
zeigen,

(© Eine Hyperfliche im & mit n = 5 mit genau einem singuliren Punkt ist
faktorielle (vgl. Grothendieck [14], X1, 3.14).

3 Ein Beispiel fiir eine faktoriellen Fliche mit Singularitit ist durch die folgende
Gleichung gegeben.

x2 + y3 +22=0,
4. 18I%ln Beigpie fiir eine normale Fliche, die nicht faktoriell ist, ist der folgende
Kegel.

2% = (x+iy) (x-iy).
5. Nach (i) hat der singulidre Ort einer normalen Varietit eine Kodimension = 2.
Solche Varietiten heil¥en regulidr in der Kodimension 1. Die Klasse der Varietiten,
welche regulir in der Kodimension 1 sind, ist ebenfalls verschieden von der Klasse der
normalen Varietiten.

6. Wir wollen hier sogar eine Fliche angeben mit nur einen singuldren Punkt,
welche nicht normal ist. Dazu geniigt es eine regulédre Abbildung
f A2 A%

mit den folgenden Eigenschaften anzugeben.
) X := f(£&2) ist abgeschlossen im &4
B) f: &2 - X igt endlich,
Y) Es gibt eéinen Punkt x&X, mit enem Urbild f'l(x) = {yl,yz} aus zwe

Elementen derart, dal3 f einen |somorphismus &2-{ yl,yz} — X -{x} induziert.

Dann ist ndmlich X wegen y) nicht-normal und x ist der einzige singuldre Punkt von X.
7. Konstruktion einer Abbildung f wiein 6. Wir setzen

f(xy) = (%, Xy, y(y-1), y2(y-D).
Seien u,v,w,t die Koordinaten im A% Dann gilt, wie man leicht einseht,
X =V(ut-vw, W3-t(t-W), uAw - v(v-u)).

Wegen x = u und y2-y = w sind x und y ganz iiber K[X], d.h. die Abbildung f ist
endlich. Der einzige singulidre Punkt von X ist der Ursprung. Sein Urbild besteht aus

18 Die Normalitit wurde in (d) bewiesen. Die Gleichung des Kegels besagt gerade, daB es zwei

verschiedene Zerlegungen von 22 gibt.



den Punkten (0,0) und (0, 1). AuRerhalb des Ursprungs ist die folgende Abbildung
inverszuf,

vt
g(u,v,w,b) = (u, 0w

Man beachte, wenn u = w = 0 gilt, so sind auf Grund der Gleichungen von X dle
Koordinaten Null.

4.5.2 Normalisierung affiner Varietiten

(a) Ein Beispiel
Betrachten wir ein einfaches Beispiel einer nicht-normalen Varietit, sagen wir,
X:=V(f) C &Z,f ::yz-xz-xs.
Diese Kurve besitzt eine Parametrisierung mit dem Parameter
t=2
X )
namlich'®’
x=t2-1,y = t(t2-1).
Diese Parametrisierung definiert eine reguldre Abbildung
f: &l X ta (2-1 t(t2-1),
und damit eine Einbettung
k[X] € KIt].
Die Abbildung f ist ein birationaler |somorphismus. Deshalb gilt
K[X] € k[t] € k(t) = k(X).

Die affine Gerade & List normal (well singularititenfrei), d.h. der Polynomring K[t] ist
ganzabgeschlossen. Es gilt:

@ k[t] ist der Ring aller Elemente von k(X), die ganz sind iiber k[X].

Es gilt namlich k[t] = k[ X][t] und t2 = x +1, d.h. k[t] ist isomorph zu einem Faktorring
von

KIXITI(T2 - x-1),
d.h. k[t] ist ein endlich erzeugter k[ X]-Modul. Simtliche Elemente von K[t] sind damit
ganz iiber k[X]. Umgekehrt muf jedes iiber k[X] ganze Element von K(X) bereits in k][t]
liegen (dak[t] ganz abgeschlossen ist).

Geometrisch bedeutet (1), die Abbildung f ist endlich.

Unser Ziel in diesem Abschnitt besteht darin, fiir jede irreduzible affine Varietit X eine
endliche reguldre Abbildung

f: X' =X
mit einer normalen Varietidt X’ zu konstruieren. Wir beginnen mit einer Definition,.

(b) Definition: Normalisierung einer irreduziblen Varietdt

Sei X ein irreduzible Varietit. Unter einer Normalisierung von X versteht man eine
endliche regulédre Abbildung

v: XY =X
mit X normal, welche ein birationaler |somorphismusist. Oft spricht man dann auch

von X" asvon der Normalisierung von X (und betrachtet den Morphismus als
gegeben).

742 1 x3 = x2(x+1) = (t2-1)2-t2 = y2.



(c) Theorem 4: Existenz der Normalisierung im affinen Fall

Sei X eine affine irreduzible Varietit. Dann gibt es eine Normalisierung v: XY — X von

X mit XV affin.
Beweis. Bezeichne A die ganze Abschlief3ung von K[ X] in k(X).
l[()(an)rlslgst A ein Teilring von k(X) *®8 und ist nach Konstruktion ganz abgeschlossen in
X)™.
1. Schritt. Reduktion auf die Existenz einer affinen Varietit X’ mit A = k[X’].
Falls eine solche affine Varietit X' exidiert, ist diese Konstruktion normal und die
natiirliche Einbettung
K[X] € A =Kk[X]
definiert eine regulédre Abbildung
X' —=X.
Weil A im Quotientenkdrper des Teilrings k[X] liegt, induziert f einen Isomorphismus
der rationalen Funktionenkorper, d.h. f ist ein birationaler Isomorphismus. Weiter ist A
als Koordinatenring der affinen Varietét X’ endlich erzeugt und entsteht aus k[X] durch
Ringadjunktion von endlich vielen ganzen Elementen, d.h. A = k[X‘] ist als k[ X]-Modul
endlich erzeugt, d.h. die regulédre Abbbildung f ist endlich. Es reicht also tatséchlich, zu
zeigen, dal} es eine affine Varietit X’ gibt mit
A =K[X"].
2. Schritt. Reduktion auf die Aussage, dal3 A ask[X]-Modul endlich erzeugt ist.
Als Tellmodul von k(X) ist A ein Integrititsbereich. Ist A als Modul endlich erzeugt, so
ist A erst recht dso k[X]-Algebra endlich erzeugt (und umgekehrt). Damit ist A
isomorph zum Faktorring eines Polynomrings, sagen wir
A= k[Tl"""TN]/I

mit einem Ided |. Wir kénnen dann X' = V() C &N setzen. Weil A en
Integritétsbereich ist, ist die algebraische Varietit X’ automatisch irreduzibel.

188 Die ganze AbschlieBung A eines Integritiitsbereiches B ist definiert als die Menge aller Elemente des
Quotientenkorpers K := Q(B), die ganz sind iiber B. Es gilt:

Lemma 1

Sei B ein noetherscher Integritétsbereich mit dem Quotientenkdrper K = Q(B). Dann ist die ganze
Abschliefung A von B in K ein Ring.

Beweis. Fiir je zwei Elemente o, BEA sind B[a] und B[] endlich erzeugte B-Moduln,

Bla] =B-1+Ba+..+ B-a? (das Ganzheitspolynom von o hat den Grad a+1)

B[p]=B'1+Bp+..+ B-Bb (das Ganzheitspolynom von  hat den Grad b+1).
Dann ist aber auch

Blo,f] =B[a] + ... + B[oz]-Bb = D Bo'p!

O<i<a0=j<b
ein endlicher B-Modul. Da B noetherschist, sind damit auch die von o+ und o erzeugten Algebren
als B-Moduln endlich erzeugt, d.h. a+p und o-f sind ganz iiber B und liegen damit in A. Wir haben
gezeigt, A ist ein Teilring von k(X).
QED.
% emma 2
Sei B ein noetherscher Integritidtsbereich mit dem Quotientenkdrper K = Q(B). Dann ist die ganze
Abschlieffung A von B in K ganz abgeschlossen in K.
Beweis. Sei a€K ganz iiber A. Wir wihlen ein Ganzheitspolynom fiir o iiber A und adjungieren
dessen Koeffizienten zu B. Als Ergebnis erhalten wir einen Ring B’ zwischen B und A,

BCB CA.

Da B’ durch Adjunktion von endlich vielen ganzen Elementen entsteht, ist B’ als B-Modul endlich
erzeugt. Nach Konstruktion ist a. ganz iiber B’, d.h. B'[a] ist as B’-Modul und damit als B-Modul
endlich erzeugt. Dann ist aber auch der Teilmodul B[a] als B-Modul endlich erzeugt, d.h. a ist ganz
iiber B, d.h. a liegt in A.
QED.



3. Schritt. Reduktion auf die Aussage der nachfolgenden Proposition.
Wir haben die folgenden Inklusionen.

KIXIC A
N N
k(X) = k(X)

Im Zusammenhang mit der Dimensionstheorie hatten wir friiher gesehen, dal3 es einen
endlichen Morphismus

X — &N
gibt mit n=dim X. Dieser induziert eine Inklusion
B :=k[T] = k[Tl""’Tn] C K[X],

derart, da} k[X] ganz ist iiber k| T]. Insbesondere damit auch A ganz iiber k[T], d.h. A ist
die ganze Abschlieffung von k[ T] in K(X),
B C

N N
k(T) € k(X)
Der Korper k(X) wird iiber k und damit iiber k(T) erzeugt von endlich viden Elementen
aus k[X]. Diese sind ganz iiber B, also algebraisch iiber k(T). Mit anderen Worten, k(X)
ist eine endlich erzeugte algebraische Korpererweiterung von K(T) und damit ene
endliche Korpererweiterung von k(T).
Die Behauptung gilt deshalb auf Grund der nachfolgenden Proposition.

QED.

(d) Proposition:die ganze Abschlief3ung eines Polynomringsin einer endliche
Erweiterung des Quotientenkorpers

Seien B :=k[T] ein Polynomring, L := k(T) dessen Quotientenkorper und K/L eine
endliche Korpererweiterung. Dann ist die ganze AbschlieBung A von B in K als B-
Modul endlich erzeugt.

BCA

n N

LCEK
Beweis. 1. Schritt. Reduktion auf den Fall, daB K separabel ist iiber L.
Sei

K= L(al,...,as).
Falls oy nicht separabel ist iiber L, so besitzt die irreduzible Gleichung dieses Elements
die Gestalt
S S
mp (m-1)p =0mi

Q) al + alal +...+am 0 mit al,...,amEL.

S
Insbesondere ist ag separabel iiber L. Wir schreiben

oS , pS p>
8 =bP mit bl := k(" [T\ [T)
und setzen

p° p°
K = KT P T

S S
B = k[p\/T_,...,p\/T_n]

Y s =
L' = Q) = k(" [T \/T_n)



Welter sel A’ die ganze Abschliefiung von B’ in K’. Wir haben dann ein kommutatives
Diagramm

B —_— A
l Ny | Ny
B’ A’
J
L — |— « |
Ny Ny
L’ K’
Aus (1) ergibt sich durch ziehen der p>ten Wurzel
m m-1 _ . ,
Q) aq+ blal +...+bm =0 mit bl,...,bmeL ,

d.h. g ist separabel iiber L’. Falls nun die Behauptung fiir L’ ,K’,B’,A’ anstelle von

L,K,B,A gilt, d.h. wenn A’ asB’-Modul endlich erzeugt ist, soist B’ auch as B-Modul
endlich erzeugt und dasselbe gilt fiir den Teillmodul A, d.h. es gilt die Behauptung.
Damit haben wir die Aussage auf den Fdl, dal3 oty separabel ist zuriickgefiihrt. In

diesem Fall 143t sich aber K iiber L bereits durch s-1 Elemente erzeugen (nach dem Satz
vom primitiven Element). Wir wiederholen die obigen Betrachtungen s-1 ma und
reduzieren so den Beweis auf den Fall, daB§ K iiber L separabel ist.

2. Schritt. Der Fall K/L separabel.

Der Ring B ist as Polynomring ein ZPE-Ring und als solcher ganz abgeschlossen. Es
reicht also, die nachfolgende Aussage zu beweisen.

(e) Die ganze Abschlief3ung eines normalen Ringsin einer endlichen separablen
Erweiterung des Quotientenkorpers
Seien B ein normaler noetherscher Integrititsbereich, L dessen Quotientenkdrper und
K/L eine endliche separable Korpererweiterung. Dann ist die ganze Abschliefung A von
B in K asB-Modul endlich erzeugt.

BCA

n N

LCK

Beweis (vgl. Zariski-Samuel [16, Teil |, Chap. V, 84, Th. 7]).

1. Schritt. Es gibt eine L-Vektorraumbasis von K, deren Vektoren ganz in A liegen.
Dieser Teil des Beweises kommt ohne die Separabilititsbedingung an K/L aus. Es reicht
zu zeigen, fiir jedes Element acK gibt es ein von Null verschiedenes Element sS=B mit

SaEA.
Zum Beweis betrachten wir die irreduzible Gleichung von a iiber L, sagen wir
(1) a+ blan'1+...+bn =0mitb,,...b,EL.

Wir wihlen einen gemeinsamen Nenner der bi , d.h. en Element s=B mit sbiEB.

Multiplikation von (1) mit s liefert eine Identitit
) (sa)" + sbl(sa)”'1+...+snbn =0mitsh,,....sb €B,

d.h. sa€ K ist ganz iiber B. Weil A ganz abgeschlossen ist in K, folgt sacA.

2, Schritt. Der Bewels.

Nach dem ersten Schritt gibt es L-linear unabhéngige Elemente u
K= L-u1 +..t L-uN :

WEell die Erweiterung K/L separabdl i, ist die durch die Spur definierte Abbildung L-

bilineare Abbildung

.U EA mit

I"""°N



KxK =L, (x,y) a Tr(xy),
nicht entartet. Es gibt also eine beziiglich dieser Bilinearform duale Basis, d.h. Elemente

vl,...,vNEK

mit
K= L-v1 + ..+ L-vl\I
und
Tr(uivj) = 6ij fiir alle i und alle j.

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,

3 AQB-V1+...+B-VN,

denn as Teilmodul eines endlich erzeugten B-Moduls ist dann auch A endlich erzeugt
tiber B (weil B noethersch ist). Sei X€A vorgegeben. Wir schreiben x in der Gestalt

X = X1V1+"'+XNVN mit xiEL.

Weil x und die U. ganz sind iiber B, ist dies auch fiir die Produkte Xu. der Fal. Dann ist

aber auch die Spur
Tr(xui) EL
ganz iiber B.'*° DaB ganz abgeschlossenigtin L, folgt
Tr(xui) € B.
Aus der Darstellung von x a's Linearkombination der v, erhalten wir
Tr(xui) = xlTr(vlui) +...+xNTr(vNui) =X
(nach Definition der dualen Basis). Wir haben gezeigt, xiEB fiir jedes i, d.h.

XE Bv1+...+Bv|\I .

Mit anderen Worten, es gilt (3).
QED.

(f) Universaltititseigenschaft der Normalisierung im affinen Fall
(i) Seé f: Y—X en endicher birationaler Morphismus'®® affiner irreduzibler

Varietiten. Dann gibt es genau eine regulire Abbildung fV:XV—Y, fiir welche das

folgende Diagramm kommutativ ist.

XV

A

f

Y—— X

Dabei bezeichnev die Normalisierung von X.

(i) Sel f: Y —X eine reguldre Abbildung mit Y normal und f(Y) dicht in X. Dann gibt

es genau ene regulidre Abbildung fV:Y — XV, fiir welche das folgende Diagramm

kommutativ ist.

xV

f\// \|,V
f

Y—— X

Beweis. Zu (i). Nach Voraussetzung bestehen Inklusionen
K[X] C k[Y] € k(X).

%0 Dje Konjugierten von xu sind ganz iiber B und die Spur ist Summe von solchen Konjugierten.

91 4 h. eine endliche regulire Abbildung, welche ein birationaler Isomorphismus ist.



Dabei ist k| Y] ganz iiber k[X], d.h. es gilt sogar
K[X] CKk[Y] C K[XY] Ck(X).
Die Inklusion K[Y] C k[X"] definiert die gesuchte regulire Abbildung f¥. Ersetzt man

diese Inklusionen etwas genauer durch die entsprechenen  injektiven
Ringhomomorphismen,

-2 k)
v 1d” ta
KIX] ——— K[Y]

so kann man aus dem kommutativen Diagramm auch die Eindeutigkeit von fY
ablesen. '
Zu (ii). Nach Voraussetzung bestehen Inklusionen

K[X] C K[YT S k(Y)

und K[ Y] ist ganz abgeschlossen in k(Y). Dann liegt aber die ganze AbschlieRung k[X"]
von K[X] in k(X) Ck(Y) vollstindig in k[ Y],

K[X] CK[XY] CK[Y] Ck(Y)

Die Inklusion k[XV] C K[Y] definiert die gesuchte regulire Abbildung fV. Durch etwas
genauere Betrachtung erhélt man wie im Beweis von (i) die Eindeutigkeit von fv'

QED.

(9) Eindeutigkeit der Normalisierung im affinen Fall

Die Normalisierung einer irreduziblen affinen Varietit ist bis auf kanonische Isomorphie
eindeutig bestimmt.

Beweis. Dasfolgt aus jeder der beiden Aussagen von (f).

QED.

(h) Existenz und Eindeutigkeit der Normalisierung im allgemeinen Fall
Sei X eine quasi-projektive irreduzible Varietéit. Dann besitzt X eine Normalisierung
vi XV—=X.
Zu je zwei Normalisierungen
v XY =X undv': XV —=X
gibt es genau eine regulire Abbildung XY —XV | fiir welche das folgende Diagramm
kommutativ ist. Diese reguldre Abbildung ist eine Isomorphismus.

XV - xV
W
X == X

Beweis. Wir betrachten eine affine offene_Uberdeckung (Ui)i ep Vo X durch affine
offene Hauptmengen in irgendeinem projektiven Raum. Jedes Ui besitzt ene
Normalisierung

vl =U.,

192 Der Homomorphismus o exisiert (und ist eindeutig bestimmt), weil f eine birationaler

Isomorphismus ist. Fiir ' mui gelten fV* = L-lo a, d.h. f¥ist eindeutig bestimmt.



wobel die U?/ affine Varietiten sind. Fiir je zwe i’,i” &€l mit nicht-leeren Durchschnitt
Ui,ﬂUi,, ist dieser Durchschnitt eine offenene Hauptmenge in Ui’ und damit ene

affine Varietit. Insbesondere sind die Einschriankungen
vi',l(ui,mui,,)—> U.NU., und v},,l(ui,mui,,)e U.NU,
von v, bzw. Vin gerade Normaliserungen von Ui,ﬂUi,, und damit kanonisch

isomorph. Einander entsprechende Punkte bel dem zugehdrigen kanonsichen
Isomorphismus wollen wir dquivalent nennen. Indem wir dquivalente Punkte der

digunkten Vereinigung der Uiv identifizieren erhalten wir eine normale Varietit XV und

eine reguldre Abbildung
vi XY= X.
Diese ist nach Konstruktion gerade eine Normaisierung von X. Angelle der

Eindeutigkeitsaussage geniigt es die folgende Universaltititeigenschaft zu beweisen.
QED.

(i) Universaltitiitseigenschaft der Normalisierung im allgemeinen Fall
Sei f: Y—X ein endlicher birationaler Morphismus'®® irreduzibler Varietiten. Dann gibt

es genau eine regulire Abbildung f¥:XV—Y, fiir welche das folgende Diagramm

kommutativ i<t

XV

v / IRY

f

Y— X

Dabei bezeichnev die Normalisierung von X.

Bewels. Diesfolgt aus der analogen Aussage (f) im affinen Fall und der Konstruktion

der Normalisierung in (h).

QED.

Bemerkung

Die zweite Univesalititeigenschaft der Normalisierung von (f) 148t sich ebenfalls auf den
allgemeinen Fall {ibertragen.

4.5.3. Verzweigung

(a) Vorbemerkung

Der Begriff der Normalitit bietet die Moglichkeit, einen wichtige Eigenschaft endlicher
Abbildungen zu beschreiben. Fiir jede endliche Abbildung

f:X—=Y
ist die Zahl der Urbilder eines PunktesyeY endlich. Untersuchen wir diese Zahl. In
Analogie zum Satz iiber die Dimension der Faser kann man erwarten, daf} diese Zahl ein
und dieselbe ist fiir alle Punkte y aus einer offenen Teilmenge von Y, und daf sie nur auf
einer echten abgeschl ossenen Tellmenge vom algemeinen Wert abweicht.

(b) Beispiel
f: A‘:.l—>&1, X a x2.
Dieinduzierte Abbildung der Koordinatenringe ist gerade
KT~ KT, p(T) a p(T?).
Insbesondereist die Abbildung endlich. Die Fasern bestehen auf3erhalb des Ursprungs
aus zwei Punkten. Die Faser iiber dem Ursprung besteht aus einem Punkt.

193 4 h. eine endliche regulire Abbildung, welche ein birationaler Isomorphismus ist.



(c) Definition: der Grad einer dominanten Abbildung

Seien X und Y irreduzible Varietiten derselben Dimension und
f:X—=Y
eine dominante™* regulire Abbildung. Dann heift der Grad
deg f :=[k(X): F*Kk(Y)]
der algebraischen Korpererweiterung k(X)/ f¥k(Y) auch Grad der Abbildung f.
Bemerkungen
(i) ImFal von Beispie (b) ist der Grad der Abbildung gleich
degf =2
Die Zahl der Urbilder eines Punktes ist bel f hochstens 2 und auf3erhalb des
Ursprung gleich 2.
(i) Der Grad der Parametrisierung
f: &l vy =vy2xex3) (€ &) ta (21, (t2-1),
ist gleich 1 (da f ein birationaler Isomorphismus ist), iiber dem Ursprung liegen
jedoch zwel Punkte, d.h. in diesem Beispidl ist die Situation grundsitzlich anders
als im vorhergehenden. Der Grund dafiir ist die Tatsache, dal3 hier Y nicht normal
ist.

(d) Theorem 6: die Fasern endlicher Morphismen normaler Varietiiten

Se f: X — Y eine endliche regulire Abbildung normaler irreduzibler Varietiten. Dann
besitzt jeder Punkt yEY eine Faser aus hochstens deg f Punkten,

#£(y) < deg .
Bewe's. Wir konnen annehmen, die Varietiten X und Y sind affin. Wir setzen
A =K[X], B :=K[Y]
K :=k(X), L :=k(Y)

n:=degf=[K:L]
und haben die folgenden Inklusionen:
BCA
n N
LCK

DaY norma i, ist B ganz abgeschlossen in L und daf endlich ig, ist A ein endlich
erzeugter B-Modul. Fiir jedes Elemente acA liegen deshab die Koeffizienten des
Minimalpolynoms von a iiber K in B."*

Die Faser iiber y bestehe aus m verschiedenen Punkten,

fly) = XX}

Sa XCA N \Wir wihlen eine Koordi natensystem des A«.N, bei dem die ersten
Koordinaten dieser Punkte paarwei se verschieden sind und erhalten so eine Element
ac A =Kk[X], welchesin jedem der X, einen anderen Wert anni mmt*°°,

a(Xi) # a(xj) fiiri = .
Sei
F e B[T]

das Minimalpolynom von a iiber L. Dann gilt
degF<[K:L] =degf=n.

¥4 d.h. f(X) liegt dicht in Y.

1% Das Minimal polynom hat Koeffizienten in K und ist ein Produkt von Polynomen der Gestalt
T-4d

wobei a’ die Konjugierten von a durchlduft. Insbesondere ist mit a auch a’ ganz iiber B. Das
Minimalpolynom hat also Koeffizienten aus K, die ganz sind iiber B, also in B liegen.

1% Die Menge Uij C & N der linearen homogenen Polynome a auf dem &u N mit a(xi) = a(xj) ist nicht-

leer und offen. Der Durchschnitt aller Uij ist somit nicht leer (weil & N irreduzibel ist).



Wir ersetzen dle Koeffizienten beB = k[ Y] durch deren Wert im Punkt y und erhaten
so ein Polynom

FeK[T]

mit demselben Grad wie F (da der hochst Koeffizient von F gleich 1 ist),
degF =deg F<n.

Wegen

F(@ =0
besitzt das Polynom F die m verschiedenen Nullstellen a(xl),...,a(xm).197 Also gilt

m=<degF <n.

QED.
Bemerkung

Im Rest dieses Abschnitt betrachten wir endliche regulire Abbildungen f: X — Y mit Y
normal.

(e) Definition: Unverzweigte Punkte

Sei f: X = Y eine endliche regulidre Abbildung mit Y normal. Dann heifit f unverzweigt
im Punkt yeY, wenn die Anzahl der Urbilder von'y gleich dem Grad von f ist,

#£1(y) = deg .

(f) Theorem 7: der Verzweigungsort

Sel f: X — Y eine endliche regulidre Abbildung mit Y normal. Dann ist die Menge der
Punkte yeY, in denen f unverzweigt it, offen,

Sie ist nicht leer, falls die Korpererweiterung k(X)/f*k(Y) separabel ist.

Definition. Die Mengen der Punktevon Y, in denen f verweigt ist, heil3t
Verzweigungsort von f.

Beweis. Wie im Beweis von (d) konnen wir annehmen, X und Y sind affin. Wir
verwenden die Bezeichnungen wie im Beweis von (d). Insbesondere betrachten wir eine
Element

acA = Kk[X],
welches in den Punkten der Faser iiber yEY paarweise verschiedene Werte annimmt und
wir betrachten dessen Minimalpolynom
F e B[T].

Wennfiny unverzweigt ist, so ist

degF=degF=n
und das Polynom F hat n verschiedene Nullstellen. Bezeichne

D(F) = Res(F,F)
die Diskriminante von F. Die Bedingung der Unverzweigtheit von f in y kann man damit
in der folgenden Gestalt ausdriicken.

_ _ _ 0=D(F)(y) =D(F)(y). _
Diese Bedingung ist aber, wenn sie in y&Y erfiillt i, in den Punkten einer ganze
Umgebung von y erfiillt, d.h. die Menge der unverzweigten Punkte ist offen.

Der Verzweigungsort von f ist also eine Teilvarietit von Y. Wir haben noch zu zeigen,
diese ist im separablen Fall eine echte Teilvarietiit.

7 E hat die Gestalt F= $ f*(bi)Ti mit b €B, dh. es gilt 3 f*(bi)ai = 0. Der Wert dieses Polynoms an
i=0 i=0

der Sieflex,istsomit fir jedes  gleich Null, . 0 = ) b (y)a(xj)i = E(a(xj))
i=0



Se adso k(X)/f*k(Y) separabel. Wir wihlen en primitives Element acA der
Kopererweiterung k(X)/f*k(Y) und bezeichnen mit
F € B[T]

dessen Minimalpolynom iiber k(Y). Dann gilt

deg F=nund D(F) = 0.
Deshalb gibt esein yeY mit D(F)(y) = 0.'*® Dann ist aber f unverzweigt in'y, d.h. der
Verzweigungsort ist echt enthatenin Y.
QED.

(g) Theorem 8: infinitesimales Verhalten in unverzweigten Punkten
Se f: X — Y eine endliche regulidre Abbildung mit Y normal. Falls f in y&Y nicht

verzweigt ist, so induziert f fiir jeden Punkt fo'l(y) und jedes r>0 einen
| somorphismus

r r
UY,y/mY e Ux,xlmx,x
Aus Zeitgriinden ohne Beweis.

(h) Folgerung 1: der induzierte Homomorphismus der vollstindigen lokalen Ringe
in unverzweigten Punkten

Se f: X — Y eine endliche regulidre Abbildung mit Y normal. Falls f in y&Y nicht

verzweigt ist, so induziert f fiir jeden Punkt XEf'l(y) einen Isomorphismus der
vervollstiandigten lokalen Ringe

=

B, —= .0
Yy XX
Beweis. Die Vervollstindigung eines lokalen Rings A mit dem maximalen Ideal m kann

man definieren alsinversen Limest®®
N

A =M pgmn+l
n
N\

Dann hat A wieder die Struktur eines lokalen Rings mit dem maximaen Idea, sagen
wir

' N

m,
und die natiirliche Einbettung
A—A
induziert Isomorphismen
AmM™L o Amn*l

Die Isomorphismen von (g) liefern dann durch Ubergang zum inversen Limes den

behaupteten | somorphismus.
QED.

(i) Folgerung 2: der induzierte Homomorphismus der Tangentialrdume in
unverzweigten Punkten

Sei f: X — Y ene endliche regulidre Abbildung mit Y normal. Falls f in y&Y nicht

verzweigt is, so induziert f fiir jeden Punkt fo'l(y) einen Isomorphismus der
Tangentialriume

T (T X—>TY.
x7 X y

1% D(F) ist €in Element von B = k[Y].

199 Man stelle sich A als Menge von Limiten von Reihen vor. Der Faktorring A/mMtL entspricht dann
der Menge der n-ten Partial summen dieser Reihen.



Bewels. Der Ring-1somorphismus

2 2
OY, /mY,y — OX,x/mX,x
von (g) induziert einen Isomorphismus der maximalen Idedle,

/ 2 / 2
rnY’y rnY’y mX1X mx’x
Die induzierte Abbildung der dualen Vektorrdume ist also auch ein Isomorphismus.
QED.

() Folgerung 3: Erhaltung der Glattheit in unverzweigten Punkten

Se f: X — Y eine endliche regulidre Abbildung mit Y normal. Falls f in y&Y nicht
verzweigt ist, so sind folgende Aussagen dquivalent.

0] Y ist nicht-singulér in y.

(i) X ist nicht-singulir in jedem Punkt von 1(y).

(i) Xist nicht-singulér in einem Punkt von f 1(y).

Bemerkung

Wir haben gesehen, die Unverzweigtheit vonf: X — Y iny&Y ist dquivalent zur

Bijektivitit der Linearisierungen TX(f): TXX — TyY von f in den Punkten x der

Faser von y. Im Fall, daf} der Grundkorper gerade der Korper der komplexen Zahlen ist,
k=0,

impliziert dies auf Grund das Satzes iiber implizite Funktionen, da8} f in diesen Punkten

lokal biholomorphist in diesen Punkten.

4.5.4 Normalisierung von Kurven

(a) Vorbemerkung

Bel der Konstruktion der Normalisierung einer quasi-projektiven Varietit haben wir
nicht gezeigt, dal? diese Normalisierung quasi-projektiv ist, d.h. dald sie sich as offene
Tellmenge einer projektiven Varietit realisierung 14a6t. Die haben damit strengenommen
nicht gezeigt, daf} die Normalisierung eine Varietit ist.

In diesem Abschnitt wollen wir dies wenigstensim Kurvenfal tun.

Die entsprechende Aussage ist auch fiir Varietidten beliebiger Dimension richtig, jedoch
schwerer zu beweisen asim Kurvenfall.

Diese Situation weist auf einen Mangel des Varietitenbegriffs hin: er hingt von der
Einbettbarkeit in einen projektiven Raum ab. Eine geeignete Verallgemeinerung des
Varietitenbegriffs sollte diesem Mangel abhelfen.

(b) Theorem 10: Die Normalisierung einer projektiven Kurve.

Die Normalisierung einer quasi-projektiven (bzw. projektiven) (irreduziblen) Kurveist
quasi-projektiv (bzw. projektiv).

Beweis. 1. Schritt. Beweis der Quasi-Projektivitit.

Se

X=Uig Y;

eine Uberdeckung von X durch endlich viele affine offene Teilmengen Ui' Bezeichne

Vi:UiV — Ui
die Normalisierung von Ui' Fiir jedes i€l, wihlen wir eine Einbettung von Ui in enen

proe ektiven Raum und bezeichnen mit



die projektive Abschlieffung von Uiv.
Man beachte, alle bisher konstruierten Varietéten sind birational isomorph zu X: Ui istes

as offene Tellmenge von X, UiV Ist birationa isomorph zu Ui und Uiv ist birationa

. v
isomorph zu U; .
Auf Grund der Universalititseigenschaft der Normalisierung gibt es eindeutigbestimmte
| somorphismen
@Wﬁ%%m%y—le@%qm%)
die zusammen 7 und Vj ein kommutatives Dreieck bilden. Wir fassen die cpij as

birational e |somorphismen
cpi.i Uiv— — = l_JJV

auf. Fiir i=j ist cpij gerade die natiirliche Einbettung in die projektive Abschlief3ung. Weil

v

U?’ eine glatte Kurve ist und U]

Abbildung. Wir setzen

eine projektive Kurve, so ist (pij sogar eine regulire

W =] Ujv
i€l
und fiir jedes i€l sel
v
. =11 @ :Up =W, ua (¢.(U). -, -
[ el ]! T[S
Weiter sei
= M
X = UiEI cpi(Ul) CW.

Zum Beweis der Behauptung des ersten Schrittes reicht es die folgenden Aussagen zu
beweisen.
1. X' ist quasi-projektiv.
2. X" istirreduzibel.
3. X' ist normal.
4. Es gibt einen endlichen birationalen Isomorphismusv: X' — X: .
Zu 1 und 2.Wir setzen
Y
V: ﬂi - U;

Fiir die Normalisierung V¥ von V gilt dann VY C Uiv und die Abbildungen @, stimmen

auf V'V paarweise iiberein. Die gemeinsame Einschrinkung der @; auf V'V bezeichnen wir
mit

¢ =gl VY.
Dann gilt

v IR A
o(V¥) C 0, (Uj) € o(Uy).
Dabel bezeichne die Menge rechts die Abschlief3ung der linken Mengein W.



Nun ist die Menge links eine irreduzible quasi-projektive Kurve?®® und deren
Komplement in der Menge rechts ist endlich®®. Die die Inklusionen fiir beliebiges i
bestehen, folgt

PV S X Co(U).

Das Komplement von X’ in der rechten Menge ist erst recht endlich. Damit gelten
Aussagen 1 und 2.

Zu 3. Seil XX’ vorgegeben. Dann gibt es ein i€l mit xE cpi( U?/) und (pi( Uiv) ist eine
offene Umgebung von x. Esreicht also zu zeigen,
a1 v
(pi- U| CPI( U| )1 ua (cplj(u))Jel

A%

ist ein 1somorphismus, denn U; ist nach Konstruktion normal. Nach Wahl ist P ene

natiirliche Einbettung der Variett Uiv in deren projektive Abschliefdung. Also besitzt @,
die regulidre Abbildung
) @(U) =] W) ag W =u
Gt i Ylie ¢ ®ii BT
als Umkehrung, d.h. @; ist ein Isomorphismus.

Zu 4. Auf der offenen Teilmengecpi( Uiv) von X’ sai v: X’ — X die Abbildung

g =veq g (U) = U — U
Esreicht zu zeigen, dal3 diese Definition korrekt ist, d.h. dal3 je zwel der Abbildungen g,
im gemeinsamen Tell ihrer Definitionsbereiche iibereinstimmen. Als Zusammensetzung
aus einem |somorphismus cpi'l und einer endlichen Abbildung v, Ist of namlich endlich.

Beweis der Korrektheit der Definition.

Wir haben zu zeigen

e =y
auf einer nicht-leeren offenen (und damit dichten) Tellmenge von X', d.h. es reicht zu
zeigen

V. =V.o -11:-
i~ Vi" Y oY

auf ener nicht-leeren offenen Tellmenge von V = mieluiv' Auf Grund der

Beschreibung (*) von cpj-l als Projektion auf diej-te Koordinate, reicht es zu zeigen

Vi =V.o (pl

auf einer nicht-leeren offenen Teillmenge von V. Diese Relation besteht aber nach
Definition der ¢ auf vi'l(uim u).

2. Schritt. Beweis der Projektivitit der Normalisierung im projektiven Fall.
Sal jetzt X eine projektive Kurve und

v: XV— X
deren Normalisierung. Angenommen, X" ist nicht projektiv. Wir bezeichnen mit

0 Die cpi sind birationale Morphismen, also auf einer offenen Teilmenge regulir und Isomorphismen.

2 Die projektive Abschliefung einer Kurve hat nur endlich viele Punkte mehr.



X

eine AbschlieRung von X" in einem projektiven Raum. Nach Annahme gibt es dann
einen Punkt

xe X-XV.
Wir wihlen eine affine Umgebung von x in X,
XEUCX
und bezeichnen mit v': UY—U die Normalisierung von U. Wir erhalten ein Diagramm
UV
h/ \l,V’
XV —2 g%y
v
X

Dabei seien ¢ und v die natiirlichen Einbettungen und h kommt wie folgt zustande. Die
rationale Abbildung

a= Vocp'lolpov’: uY — X

ist auf ganz UV regulir, denn UV ist eine singularititenfreie Kurve und X ist nach
Voraussetzung projektiv. Auf Grund der Universalititseigenschaft der Normalisierung v
faktorisiert sich deshalb a in eindeutiger Weise iiber v,

(*) Vocp_lalpov’ =a=veh
mit eindeutig bestimmter regulédrer Abbildung h. Weil v ein birationaler |somorphismus
ist, gilt mit (*) sogar

¢ Loy =h
zumindest auf einer nicht-leeren offenen Teilmenge von UY, d.h. es gilt
(**) YoV’ = goh

auf einer nicht-leeren offenen Teilmenge von UY. DaUY irreduzibel ist, liegt diese nicht-
leere offene Menge dicht in UV, d.h. (**) gilt auf ganz UY. Aus (**) folgt aber

Im (yev') C Im(gp=h) C XV.
Dav’ dsendliche Abbildung surjektiv ist, folgt

x €U =Im(yp) C XV
im Widerspruch zur Wahl von x.
QED.

(c) Folgerung

Jedeirreduzible algebraische Kurve X ist birational zu einer glatten projektiven Kurve.
Beweis. Sei X’ die Normalisierung einer projektiven Abschliefung von X. Dannist X’
birational isomorph zu X und nach Konstruktion projektiv und glatt.

QED.

(d) Theorem 11: Endlichkeit reguliirer Abbildungen von Kurven

Sei f. X = Y eine regulédre Abbildung einer irreduziblen glatten projektiven Kurve X auf
eineKurveY. Dannist f endlich.

Bemerkung

Falsf nicht konstant ist, ist f(X) automatisch eine projektive Kurve.

Bewels. Seien yEY ein vorgegebener Punkt und VCY eine offene affine Umgebung des

Punktesy und U C f'l(V) eine affine offene Teilmenge des vollstandigen Urbildes von
der Menge V. Wir schreiben
K :=k(X), L :=k(Y)



A :=Kk[U] B :=k[V]

und betrachten das kommutative Diagramm
BCA'CA
N N

L € K

Dabei bezeichne A’ die ganze Abschliellung von B in K.

Fakten:

1. Weil V dicht liegt in Y, ist L der Quotientenkorper von B.

2. Weil U dicht liegt in X, ist K der Quotientenkorper von A.

3. Waeil X undY beides Kurven sind, haben K und L beide den Transzendenzgrad 1
tiber k, d.h. K ist algebraisch iiber L und damit (als endlich erzeugter Korper) sogar
endlich.

4. Jedes Element von A’ liegt in K und ist ganz iiber B, also auch ganz iiber A. Da
UCX eine singularititenfreie Kurve ist, ist A ganz abgeschlossen in K, d.h. jedes
Element von A’ liegtin A.

Die ganze Abschlief3ung A’ ist als B-Modul endlich erzeugt (vgl. 2.5.2(c),(d),(e)) und

damit erst recht auch als k-Algebra. Mit anderen Worten, es gibt eine affine irreduzible

Varietit U mit

A’ =Kk[U'].
Weil K der Quotientenkdrper von A’ ist, ist U’ birational isomorph zu X. Die Inklusion
BCA CA
definieren eine Faktorisierung der Einschrinkung flU: U — U’ — V. Wir lassen U eine
affine Uberdeckung von f~ 1(V) durch laufen und erhalten eine Faktorisierung
ff vy fiv) - u »v
Schliellich lassen wir V eine affine offene Uberdeckung von Y durchlaufen. Die

zugehorigen Mengen U’ verheften sich zu einem topologischen Raum X', der lokal
isomorphisist zu einer affinen Kurve.?®* Wir erhaten eine Faktorisierung von
h
f: X J X’ X
d.h. ein kommutatives Diagramm

mit einer endlichen regulidren Abbildung h und einem birationaen Morphismus g. Da
U’ eine (normale also) glatte Kurveist, ist g nach 2.4.4 (€)*> ein Isomorphismus von X
mit einer offnen Tellmenge von U’. Weil X projektiv i, konnen wir X gleichzeitig as
abgeschlossenen Tellmenge von U’ auffassen, d.h. U’ 146t sich schreiben a's digunkte
Vereinigung

U=Xux
mit abgeschlossenen Tellmengen X, X’ von U’ (die damit insbesonder affin sind). Es

folgt
k[U'] = K[X] x K[X].

Mit k[U’] ist dann aber auch der Faktorring k[X] ganz iiber k[Y].
QED.

22 \Wiein 2.5.4 (b) zeigt man erst, esist eine quasi-projektive Kurve und dann, esist sogar eine
projektive Kurve. Die Varietét heifst Normalisierung von Y im rationalen Funktionenkorper von X.
203 2.4.4 (e): Sei f: X — Y ein birationaler Morphismus von Kurven, wobei die Kurve Y glatt ist.
Dannist f(X) ein offene Tellmenge von Y und f induziert einen | somorphismus

X = f(X).



4.5.5.Projektive Einbettungen von glatten Varietiten

(&) Vorbemerkung
Nach Konstruktion liegt ein glattes projektives Modell einer algebraischen Kurve in

irgendeinem projektiven Raum PN, Esig naheliegend, danach zu fragen, wie klein man
die Dimension N dieses projektiven Raumes wihlen kann.

(b) Theorem 12: Einbettbarkeit in den P21+1
Jede glatte projektive Varietit der Dimension n ist isomorph zu einer Teilvarietit des

projektiven Raums P21 ger Dimension 2n+1.
Bewels. Es reicht zu zeigen, fiir jede glatte projektive Teilvarietiit

x c pN
der Dimension n mit
N > 2n+1
gibt es einen Punkt
eePN-x
derart, dal3 die Projektion mit dem Zentrum & eine isomorphe Einbettung
x — pN-1

induziert. Wir beginnen deshalb mit der Untersuchung der Frage, wann eine solche
Projektion eine isomorphe Einbettung induziert.
1. Schritt. Lemma 1
Eine endliche Abbildung f: X — Y einer glatten Varietiit X ist eine isomorphe
Einbettung, falls die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind.
1. fistinjektiv.
2. de: TXX — TXY ist injektiv fiir jeden Punkt xEX.
Beweis des Lemmas. Als endliche Abbildung ist f surjektiv, wegen 1 aso bijektiv. Sel
g:= Ly sx.
Es reicht zu zeigen, g ist regulér. Diese Aussage hat lokalen Charakter. Seien
xeX,y:=f(x)ey.
Wir bezeichnen mit
UcCXundVCyY
solche affinen offenen Umgebungen von x bzw. y, dal3 gilt
f(U) = V und k[U] ganz iiber k[ V].
Wir bezeichnen die Einschrinkung von f zu einer Abbildung U — V ebenfalsmit f. Es
reicht zu zeigen, bei einer geeigneten Wahl von U und V ist
f:U—=V
ein Isomorphismus. Die zum Differentia de duale Abbildung ist nach Bedingung 2

surjektiv, d.h. die durch f induzierte Abbildung
2 2
mY, /mY Y — rnX ,x/mX,X
ist surjektiv. Mit anderen Wort, ist
mY’y = (ul,...,ur),

mX,x =(f ul,...,f ur),

so gilt

d.h.esist

) mX,x - mY,yOX,x '



Wir wollen jetzt das Lemma von Nakayama auf den Modul ©_,  iiber dem Ring UYy

X, X

anwenden. Aus der Endlichkeit des Moduls k[U] iiber k[V] folgt die von [ﬁx X iiber

(fJY y'204 Wegen (*) gilt

] =k+m =@ +m, @

XX XX Yy Yy XX’
Nach dem Lemma von Nakayama ist damit (ﬂx = OY v genauer, f induziert einen
| somorphismus ’ ’
(**) f :OY,y%UX,x

der lokalen Ring. Schreiben wir jetzt k[U] in der Gestalt
k[U] = k[V]-f1 +..+ k[V]-fS.

Wegen der Surjektivitidt von (**) gibt es fiir jeden der endlich viden Erzeuger fi ene
affine Umgebung von x innerhab von U, sodal3 fi im Koordinatenring dieser

Umgebung liegt. Durch Verkleinern von U erreichen wir also
k[U] =k[V],

d.h. f: U — V ist ein Isomorphismus.

QED (Lemmal).

2. Schritt. Lemma 2

SdenX C PN eine glatte projektive Varietit und EEIP N_x ein Punkt. Es gdte:
1. Jede Gerade durch € schneidet die Varietéit X in hochstens einem Punkt.
2. Keine Gerade durch § liegt in einem der Tangentialriume TXX mit xEX.

Dann induziert die Projektion mit dem Zentrum € einen Isomorphismus von X mit einer

projektiven Varietit im [P N-1
Beweis des Lemmas. Bezeichne

X —ycpNl
die Projektion mit dem Zentrum E. Es reicht zu zeigen, die Bedingungen von Lemma 1
sind erfiillt.
Die Endlichkeit von f folgt aus 1.5.3 (h)*®. Die Injektivitit von f folgt aus Bedingung 1
von Lemma 2. Wegen Bedingung 2 induziert die Projektion f auf den Tangentialraumen
injetive lineare Abbbildungen. Diese stimmen als lineare Abbildungen mit ihrer
Linearisierung iiberein, d.h. es sind gerade die Abbildungen dxf.

QED (Lemma?2).
3. Schritt. Abschlufl? des Bewelses.

24 Weil k[U] endlich erzeugt ist iiber k[V] ist auch k[U]n endlich erzeugt als Modul iiber

0y y =KV

Dabel bezeichne n C k[ V] das maximale Ideal des Punktes y. Die Punkte der Faser iiber y entsprechen
gerade den maximalen Idealen von k[U]n’ deren Einschridnkung auf k[V]n dasmaximale Idea (n) ist. Da

es nur einen Punkt in dieser Faser gibt, besitzt k[U] N nur ein maximales Ideal, d.h. der Ring k[U]n ist

ein lokaler Ring. Nun ist UX « die Lokalisierung von k[U]n beziiglich des zu x gehdrigen maximalen

Ideals, d.h. esist

] =k
X, X [U]n

Insbesondereist @ als Modul iiber @ _  endlich erzeugt.
XX Y.y

%5 Beliebige Projektionen, deren Zentrum ein zu X komplementirer linearer Unterraum ist, sind endlich.



Esreicht zu zeigen, im Fall

XCPN dmXx=nN>2n+1
gibt eseinen Punkt & wiein Lemma 2.
Bezeichnungen:

F = {EEIPN | € geniigt nicht der Bedingung 1 von Lemma 2 }
F = {EEIPN | € geniigt nicht der Bedingung 2 von Lemma 2 }
r.={ (a,b,c)E]PNxXxX | a,b,c liegen auf einer Geraden }

Die Bedingung auf einer Geraden zu liegen ist dquivalent zum Verschwinden gewisser
Determinanten. Deshalb ist

rc PNxxxX
eine abgeschlossene Teilmenge. Wir betrachten die Projektionen
Q: r'—PN und P: "' —=XxX.
Fiir jeden Punkt y = (b,c)EXxX aul¥erhalb der Diagonalen besteht w'l(y) ausallen
Tripeln (a,b,c) mit aauf der Geraden durch b und ¢, d.h.
dimyLy) =1
Nach dem Satz von der Dimension der Faser folgt
dmI” =dimXxX +1=2n+ 1
Damit ist
(D) dmF =dmy(’)<dmI’ =2n+ 1
Zur Abschitzung der Dimension von F” betrachten wir die Menge
" :={ (ab) € PNxx | 2T X }.
Diesist eine abgeschlossene Tellmenge
"CPNxX.
Wir betrachten die beiden Projektionen
o :I'"— PN und P [ —=XxX.
Fiir jedes x€X gilt, weil X nach Voraussetzung glatt ist,
dim’ "1(x) = dim T X=dimX=n
asodimI™ =2n, also
dmF =y’ (I'") =<dim T = 2n.
Aus Dimensionsgriinden ist F’UF’ nicht der gesamte Raum P N Es gibt also einen
Punkt PN, der nichtin F UF” liegt.
QED.

(c) Folgerung 2
Jede glatte quasi-projektive Kurve ist isomorph zu einer Kurveim P3

Bemerkungen
()  Mankann zeigen, nicht jede glatte Kurve ist isomorph zu einer ebenen projektiven
Kurven.

(i)  Durch genauere Betrachtung des oben beschriebenen Projektierungsprozessen
kann man jedoch zeigen, dal3 man so immer eine ebene projektive Kurve gewinnen
kann, die hochstens gewohnliche Doppelpunkte besitzt (vgl. Hartshorne).

(iii) Jede glatte Fliche ist isomorph zu einer Fliche im P°. Im vierdimensionalen
projektiven Raum kann man nicht jede solche Flache realisieren. Es 148t sich

jedoch stets eine Projektion auf den P4 nden, die aul3erhalb von endlich vielen
Punkten ein Isomorphismus ist. Man gewinnt so Beispiele fiir Flachen mit
isolierten Singularitiiten (die nicht normal sind).



5. Schnitt-Theorie

6. Chow-Koordinaten

6.1 Vorbemerkungen

1.

Idee der Chow-Varietiit. Eine der wichtigsten Anwendungen des Satzes von der
Dimension eines Durchschnitts besteht in der Moglichkeit, die Teilvarietiten des

PN einer vorgegebener Dimension n durch Koordinaten zu beschreiben.
Beispid: Hyperflichen des Grades m im projektiven Raum. Wir sind ener
solchen Aufgabe bereits im Fall der Hyperflichen begegnet: die Hyperflidchen, die

durch eine Form des Grades m im IP" definiert sind, entsprechen den Punkten des
A%
m,n

1%

Beispiel: Geraden im IP3. Ein anderes Beispiel sind die Geraden im I3 und deren
Beschreibung durch Pliicker-Koordinaten.

Konstruktions-ldee: Reduktion auf den Hyperflichen-Fall. Es ist naheliegend, zu
versuchen, den adlgemenen Fall auf den Fall von Hyperfliachen zuriickzufiihren,
und zu diesem Zweck einer allgemeinen Varietiit eine Hyperfldche zuzuordnen.

Beispie: Kurven im P3.Se zum Beispid XCIP3 eine (irreduzible) projektive
Kurveim Raum. Betrachten wir die Menge
Y := {LCP3| L Gerade, LNX = &}

dler Geraden im PS, die die Kurve X schneiden. Betrachten wir die
Inzidenzrdation

| C{ (xL)EP3X]T|xEL }.
In so dhnlicher Weise wie im Fall der in 1.6.4 betrachteten Inzidensz relation zeigt

man, | ist eine projektive Teilvarietit von IP3x]_[. Die Projektionen auf die beiden
Faktoren,

Py | — IP3undp2: I —=T]
sind reguldre Abbildungen und das vollstindige Urbild von XQIP3 bei Py ist
ebenfalls eine projektive Varietit,
P (%) ={(xL) € P3T|L = xEX},
und damit deren Bild bei P, ebenfalls,

-1
Y =py(py X)) E11
Die obige Menge Y is also ein projektive Varietit. Fiir jeden Punkt x&X ist die
Menge dler Geraden des 3 durch X,

pzll({x}) = {(X,L)EIPSXH XEL } (= [p2)206

206 \Wir fassen x al's 1-dimensionalen linearen Unterraum des k auf und L al's 2-dimensionalen linearen
Unterraum. Wenn L durch x gehen soll, so bedeutet das gerade

xCLCK?

dh.0CL/xC k%/x . Die gesuchte Menge ist isomorph zur Menge aller Gerade L/x im k3= K%x ,
d.h. zum IP2.



eine irreduzible Varietiit d von pil(X) der Dimension 2, d.h.
-1
p1 (X)
ist irreduzibel von der Dimension dim X + dim p'll(X) = 3. Fals X keine Gerade
ist, sind die Fasern der Projektion
-1
Py (X) =Y

endlich (da eine Gerade mit einer irreduziblen Kurve, die keine Gerade ist
hochstens endlich viele Punkt gemeinsam hat), d.h.

dimY =3(dm[] = 4),

Wenn wir wiiteen, dal? wie beim P jede Teilvarietit der Kodimension 1 von []
durch eine Gleichung definiert ist, so konnte man die Koeffizienten der Gleichung
von'Y asKoordinaten der Kurve X verwenden.

6. Eine modifizierte Konstruktion. Man kann die Frage nach der Beschreibung der
Hyperflichen von [ | durch eine Gleichung aber auch umgehen, indem man die
obige Konstruktion leicht abiindert.

Statt der Geraden, die X schneiden, kann man auch Paare von Ebenen E’,E”
betrachten die X schneiden:

Y = {(E,E)EP3XP3|ENENX = T}

Wir werden unten zeigen, dies ist eine projektive Varietit der Kodimension 1 in

der Produktvarietit P3xP3, und daher durch eine bi-homogenen Gleichung
gegeben. Wir fiihren jetzt diese Konstruktion in einem algemeineren Kontext
durch.

6.2 Chow-Koordinaten einer projektiven Varietat

Die Hyperebenen H C pN entsprechen den Punkten eine N-dimensionalen projektiven

Raumes, den wir mit P N bezeichnen wollen:
PN :={ Menger aler Hyperebenen des IPN} =N,

Dieser Raum heifdt auch duaer projektiver Raum der Dimension N.

Sal jetzt XCP N eine irreduzible projektive Varietit der Dimension
dmX =n.
Wir betrachten die folgende Inzidenz-Relation.

= {(HgH ) € BN X | xeH. fir i =0,..,n ).

Diesist eine abgeschlossene Teilmenge®’ von (]f>N)n+1xX. Wir betrachten die beiden
regulidren Abbildungen
w: | = X und g: | — (BNYN+1,

Betrachen wir die erste Projektion. Offensichtlich gilt?*®

w(l) =X.

27 Die Relation XEHi 146t sich als bihomogene polynomiale Gleichung aufschreiben: sie ist lineare in
den Koordinaten von x und linear in den Koordinaten von Hi'

28 Durch jeden Punkt von X kann man n+1 (nicht notwendig verschiedene) Hyperebenen legen.



Fiir jeden Punkt x .EX besteht w'l(xo) ausalen Tupeln

0
(HO,.. OEHi fur alle 1.

Die Menge der moglichen Hi fiillt gerade eine Hyperebenen IP N-1c ]f"N, d.h.
w-l(xo) = (]‘I') N'l)n+1

ist irreduzibel von der Dimension (N-1)-(n+1). Das bedeutet,
dim| = (N-1)-(n+1) + n=N(n+1) - 1

.H_,X) mit x
n

und | ist irreduzibdl.

Betrachten wir as nichstes die zweite Projektion. Durch Schneiden mit n geeigneten
Hyperebenen konnen wir erreichen, dald die Dimension des Durchschnitts O-
dimensional wird, d.h. aus endlich viden Punkten besteht. Durch Schneiden mit einer
weiteren Hyperebene erreichen wir, dal3 der Durchschnitt aus genau einem Punkt
besteht. Mit anderen Worten, es gibt einen Punkt

y c (I‘f) N)n+l
derart, dai3 cp'l(y) aus genau einem Punkt besteht. Die Abbildung
@: 1 = o)
hat somit endliche Fasern. Esgilt also
dmo(l) =dimI =N(n+1) - 1.
Mit anderen Worten, ¢(1) hat in (PN)"*1 die Kodimension 1 und ist daher durch eine
multihomogenen Gleichung FX gegeben. Mit | ist auch o(l) irreduzibel. Wir kdnnen

also fiir FX ein irreduzibles Polynom wihlen. Dann ist FX durch X eindeutig bis auf

einen konstanten Faktor = O festgelegt. Das Polynom Fy heilt dann Chow-Polynom?*®

von X und saine Koeffizienten heil3en Chow-K oordinaten von X.

Bemerkungen
()  Nach Konstruktion besteht
(D) V(Fy)

aus dlen (n+1)-Tupeln von Hyperebenen im IPN, die einen gemeinsamen Punkt
haben, der auf X liegt.

(i)  Aus dem Chow-Polynom kann man die Varietit X wiedergewinnen:
2 X ={ XE]PN | fiir je (n+1) Hyperebenen H0 ..... Hn durch x gilt FX(H0 ..... Hn) =0}

Dielnklusion “C” ergibt sich unmittelbar aus (i). Liegt x nicht in X, so kann man
leicht n Hyperebenen Hl""’Hn durch x finden mit
XN Hlﬁ...ﬁHn endlich

und damit eine weitere Hyperebene H 0 mit

XN H.N..NH_leer.
0 n

Dann liegt aber x auch nicht in der Menge auf der rechten Seite von (2). In (2) gilt
also tatséchlich das Gleichheitszeichen.

2 |m Buch von Hodge und Pedoe: Methods of algebraic geometry |1, Chap. X, 88 heif}t diese Form
Cayley-Form und es wird auf Arbeiten von Cayley verwiesen.



6.3 Der Grad des Chow-Polynoms

Seien X C PN eine irreduzible projektive Varietit der Dimension n und FX deren

Chow-Polynom. Dann ist FX homogen in dlen n+1 Gruppen der N+1 Unbestimmten.
Esbesitzt also n+1 Grade dO""’dn' Esgilt aber
d0= ...=dn=degX.

Dabei bezeichne deg X den Grad der projektiven Varietit, d.h. die maximale Anzahl der
Schnittpunkte eines linearen Unterraums der Dimension N-n, welcher X in nur endlich
vielen Punkten schneidet,

(1) degX :=max{ #XNE) | ECPN, Elinear, dim E = N-n, #(XNE) < = }
Beweis. 1. Schritt: Gleichheit der Grade di'

Das Polynom G,, entstehe aus FX durch eine Permutation der (n+1) Variablen

Gruppen. Es reichi( ZuU zeigen,

Gx = c-FX
mit einer Konstanten cek. Auf Grund der Beschreibung von V(FX) in 1.6.5(b)(i) gilt

V(Fy) =V(Gy),

d.h. FX und GX beschreiben dieselbe Hyperebene. Auf Grund des Nullstellensatzes ist
dann aber eine Potenz von FX im Idea von GX . Well FX nach Konstruktion keine
mehrfachen irreduziblen Faktoren besitzt, folgt

G>< | FX :
Aus Symmentriegriinden gilt auch FX | GX , d.h. Gx =c FX.

Im folgenden wollen wir den gemeinsamen Wert der di mit d bezeichnen,
d::dO: ...:dn.
2. Schritt. deg X < d.

Wir fixieren d Hyperebenen H Hn derart, dal? der Durchschnitt

1
XOH,N..OH_= (xD),_ ()
aus endlich vidlen Punkten besteht. Dann ist

E:= Hlﬂ...ﬂHn

ein linearer Unterraum, wie er in der Definition (1) des Grades von X verwendet wird. Es
reicht also zu zeigen, die Anzahl ¢ der Schnittpunkteist < d,

c=d.
Wir fiihren Bezeichnungen fiir die Koodinaten der Schnittpunkte ein,

RO PO 0!

O ,...,UN
Welter sei H0 = [vo,...,vN]EIf>N eine ‘variable’ Hyperebene,
N
HO: v.u = 0.
i=0

Dannist FX(HO,H Hn) ein homogenes Polynom des Grades d in den v, mit

=
- ()]

(2 FX(HO,Hl,...,Hn) 0« xVeH,

Wir betrachten jetzt FX als homogenes Polynom in den Koordintaten des ‘ Punktes

fiir mindestens ein j&{1,...,d}.



BN
HOEIP .

Die Bedinungung x(j)EHO bedeutet, dal3 HO auf einer Hyperebene im PN liegt, wir

konnen die xU) als Hyperebenen im duaen Projektiven Raum auffassen. Das Polynom

inn H0 ist somit genau dann Null wenn Ho auf der Vereinigung von endlich viden

Hyperebenen liegt. Diese Vereinigung hat die homogene Gleichung

aw= 1 (Nvudy,
j=1i=0
(2) bekommt damit die Gestalt

FX(HO’Hl""’Hn) =0 G(HO) =0.
Nach dem Nullstellensatz teilt FX e ne Potenz von G und G eine Potentz von FX’ d.h. es
gilt

_ ON
Fy (HgHypH ) = j]jl(igoviul )]
mit einer Konstanten €k und natiirlichen Zahlen rj (=1). Fiir den Grad von FX in den

vi erhalten wir damit

®) d= Sr=c.
=1/

3. Schritt. deg X =d.

Es reicht zu zeigen, fiir eine geeignete Wahl der Hyperebenen H Hn des zweiten

1
Schritts gilt rj = 1 fiir alle j. Wir benutzen das folgende Lemma.

Lemma
Sei f(x,y)EK[x,y] enirreduzibles Polynom in zwei Gruppen von Variablen

X = (Xl""’xm) undy = (yl,...,yn)
Weiter sei fiir mindestens ein i die Ableitung

;—; (x,y) nicht identisch Null.
i

Dann gibt es eine nicht-leere offene Menge UC & " derart, daB fiir jedes Y EU das

Polynom
f(xyy)

keine mehrfachen irreduziblen Faktoren besitzt.

Das Polynom f = F_, geniigt den Voraussetzungen des Lemmas. Wiren namlich dle

X
Ableitungen nach den Variablen einer Gruppe gleich Null, so wiirden dle diese
Variablen nur as p-te Potenzen in f vorkommen,

p := char(k).
Aus Symmetriegriinden, wiirden dann alle Variablen aller Gruppen nur als p-te Potenzen
in f eingehen. Dann wire aber f eine p-te Potenz, was nach Konstruktion ausgeschlossen
ist. Auf Grund des Lemmas hat also

Fy(HoHoH D)



as Polynom in H0 keine mehrfachen irreduziblen Faktoren, wenn man die iibrigen

Hyperebenen H Hn aus einer nicht-leeren offenen Mengen U von (If> N)n wihlt,

(Hy.H)EUC @My,

Aulerdem wissen wir, der Durchschnitt

XﬂHlﬂ..an ist endlich,

wenn das Tupd der Hyperebenen aus einer gewissen eventuel anderen nicht-leeren
offenen Menge U’ gewihlt wird,

(H
Nun ist (BN)irreduzibel, d.h.

11---)

) %Ny
1,...,Hn)eU C (™).

unu’ = J.
Wihlt man das Tupel aus diesem Durchschnitt, so sind in (3) siamtliche rj = 1 und des
giltd=c=degX.
QED.
Beweis des Lemmas.

1. Schritt. Reduktion auf den Fall, dal3 keine der Ableitungen ;—;_ (x,y) identisch Null ist.
[

Wir betrachten eine lineare Transformation x = AX’ mit einer Matrix A = (a”.) und

setzen
g(x’) :=f(AX,y).

Dann gilt
d of ,
- =3 o (A Vg
oo
Diese Ausdriicke sind Polynome in den aij’ die nicht identisch Null sind. Man kann die

8k so willen, daf8 keine der Ableitungen 29 identisch Null wird und die Matrix A

umkehrbar ist. Die Behauptung fiir das Polynom g impliziert dann die Behauptung fiir f.
2. Schnitt. Der Beweis.
Wir betrachen f als Polynom in X; mit Koeffizienten aus k(x’,y). Dabei bezeichne x’ das

Tupel der iibrigen xj. Wegen f irreduzibel und f* = 0 hat f keine mehrfachen Nullstellen,

d.h. f und " sind teilerfremd, d.h.
Af+ B =1ink(xy).
Wir multiplizieren mit dem Hauptnenner und erhalten eine Relation der Gestalt
Af+Bf = Ci ink[x",y]
mit einem von Null verschieden Polynom Ci€k[x’, y], in welchem die Unbestimmte X;
nicht vorkommt. Wir betrachten die Ci als Polnomein den x alein mit Koeffizienten aus
K[y]. Sei

| U=D(Tay)c A" g
die offenene Menge, auf welcher simtliche (von Null verschiedenen) Koeffizienten a(y)
dler Ci ungleich Null sind. Wir haben zu zeigen, fiir yOEU hat f(x,yo) keine

mehrfachen irreduziblen Faktoren. Es gilt
of
Ay Ty + BXYp) 7%y = C(%Y)-
i



Jeder gemeinsame Teiler von f(x,yo) und ;—;(x,yo) ist also ein Teller von Ci(x,yo). Das
[

bedeutet, jeder mehrfache Primteiler p von f(x,yo) teilt Ci(x,yo), d.h. in p kommt die
Unbestimmte X; nicht vor. Da dies fiir jedes i gilt, ist p € k eine Einhet, d.h. kein
Primteiler. Wir haben gezeidt, f(x,yo) hat keine mehrfachen Primteiler.

QED.
Bemerkung

Aus dem Beweis geht hervor, fiir “fast alle” linearen Unterrdaume ECIP N mit

dmE=N-dimX
gilt
4) deg X =# (XNE).
Genauer: es gilt (4) fiir alle E der Gestalt

E=H.N.NH_,n=dimX,
1 n

mit (Hl,...,Hn) aus einer offenen Mengen von (IEN)n.

6.4 Berechnung der Gleichungen einer Varietédt aus deren Chow-
Polynom

Selen XCP N eine projektive Varietit der Dimension n mit dem Chow-Polynom

Vio
Fy = X(VO""’Vn)’Vi: v ’Vij Unbestimmte.
iN
Weiter seien
a 1=0...NOsi<j=N
Unbestimmte und
A, ..., A

0’ N
schiefsymmetrische Matrizen deren Eintrige oberhalb der Hauptdiagonalen gerade die

Unstimmten qu snd,

A = (q}).
Wir betrachten das Polynom

FX(AOX""’AnX) mit x =

XN

als Polynom in den ailj alein und bezeichnen dessen Koeffizienten, welche homogene

Polynome in x sind, mit
Fl(x)""’Fr(X)'

Dann gilt
X :V(Fl""’Fr)’

d.h. die Fi sind die Gleichungen der gegebenen projektiven Varietit X.



Beweis. Wir haben zu zeigen, fiir einen Punkt xEP N gilt
: : A
XEV < FX(AOX,...,Anx) ist als Polynom in den a”- identisch Null.

Dazu reicht es zu zeigen,

1.  Fiir jede schiefsymmetrische Matrix A ist Ax der Vektor der Koeffizienten einer
Hyperebene durch x.

2. Fiir jede Hyperebene durch x ist der Vektor der Koeffizienten von der Gestalt Ax
mit A schiefsymmetrisch.

Die Bedingung FX(AOX,...,Anx) identisch Null bedeutet dann nidmlich gerade, jedes

(n+1)-Tupel von Hyperebenen durch x ist eine Nullstelle von FX’ was nach Definition
des Chow-Polynoms gerade x&V bedeutet.

Zu 1. Weil A schiefsymmetrisch i, ist f(x,y) = xTAy = <xAy> ene in x und y
schiefsymmetrische Funktion, d.h. es gilt
0=1(x,x) =<x, Ax>,
d.h. x geniigt der Hyperebenengleichung mit den Koeffizienten Ax.
Zu 2. Wir betrachten die lineare Abbildung
f: so(n+1, k) = { schiefsymmetrische A } — k™1 A a Ax.
Das Bild dieser Abbildung besteht aus Hyperebenen durch x. Die Hyperebenen durch x
entsprechen einem linearen Unterraum der Kodimension 1 von k"1 Esreicht also zu
zeigen,
dmimf=n.

Dazu wihlen wir eine orthogonale Matrix T mit x = Te, , e = (1,0,...,0)T. DaT

umkehrbar ist, reicht es zu zeigen, die Abbildung

so(n+1, k) - kML Aa T'lATel,

hat ein n-dimensionales Bild. Nun ist T1AT wieder schiefsymmetrisch, d.h. T2AT
durchlduft alle schiefsymmetrischen Matrizen,wenn dasselbe fiir A gilt. Es reicht also zu
zeigen,

so(n+1, k) = kML A a Ae,:= erste Spaltevon A,

hat ein n-dimensionales Bild. Das ist aber triviaerweise der Fall.
QED.

6.5 Die Chow-Varietéat, algebraische Familien
Die Menge aller Polynome
F(HO,...,Hn) =0
in n+1 Gruppen von N+1 Variablen, die homomgen vom Grad d beziiglich jeder der
Variablengruppen sind, bilden einen projektiven Raum
VN,nd

P N.nd
wenn man Formen, die sich nur um einen konstanten Faktor aus k* underscheiden
identifiziert. In 1.6.5(b) haben wir eine Abbildung

{XC pN | X projektiv,dim X =n, deg X =d} — IPVN'”’d, X a ¢(X),

definiert, die jeder projektiven Teilvarietit der Dimension n und des Grades d im IP N
ihre Chow-K oordinaten zuordnet. Wir bezeichnen mit

VN,n,d
CN,n,d CPFP )



das Bild dieser Abbildung. Der nachfolgende Satz besagt unter anderem, diesist eine
quasi-projektive Varietit. Sie hei3t Chow-Varietiit der n-dimensionalen Teilvarietéten des

Gradesd von IPN.

Zur Formulierung des Satzes bendtigen wir noch den Begriff der algebraischen Familie.
Seien S eine quasi-projektive Varietit,

rC sxpN
eine abgeschlossene Teilvarietiit und

. — pN
p:I'—=S
die Einschrinkungen der beiden Projektionen. Betrachten wir die folgende Familie von
projektiven Teilvarietiten des ]PN,
- — -1
{Xs}seS mit XS =@ (9).
Eine solche Familie heil¥ algebraische Familie, wenn dle XS diesdlbe Dimension

haben.”*°
Bemerkungen
()  Fiir jedes s&€Sinduziert die Projektion ¢ einen Isomorphismus

w'l(s) ={s} ><XS — XS , (SX) a x,

d.h. sie identifiziert die Faser iiber lp'l(s) mit einer Teilvarietit des PN, Oft ist es
zweckmiBig, diese Identifikation automatisch vorzunehmen und die Abbildung ¢
in den Bezeichnungen zu unterdriicken. Eine agebraische Familie ist dann eine
Familie der Gestalt
-1
(W N g

mit einem Morphismusy: I' — S, dessen Fasern konstante Dimension haben.
(i) Haufig betrachtet man den Morphismus selbst als die algebraische Familie.

6.6 Theorem (Existenz der Chow-Varietét)

Die irreduziblen abgeschlossenen Teilvarietiten X C [P N mit dim X = nund deg X =d
bilden eine algebrai sche Familie. Genauer, es gibt eine solche quasi-projektive
Tellmenge
v
C N,n,d
CN,n,d <P
und eine abgeschlossenen Teilmenge Teilvarietit

N
IgCN,n,dXIP ’

sodaf? die beiden Projektionen ¢: 1—PN und v I=Cy

d diese Familie definieren:
I C) S

N,n,d.
Bewels. Wir betrachten im IP'\|><IPV'\|’n’OI die folgende Inzidenz-Relation.

219 | n der Schema-Theorie fordert man stattdessen die Flachheit vony: T — S. Daraus folgt dann die
(lokale) Konstanz der Dimension. Falls Sreduziert und irreduzibel ist, ist die Flachheit (projektiver

Morphismen X © IPT—>T) fast dquivalent zur Konstanz der Dimension: sie ist dquivalent zur Konstanz

des Hilbert-Polynoms (vgl. Hartshorne, 111, Th. 9.9). Ist X C IP[I]_ ein vollstindiger Durchschnitt, so ist

die Flachheit dquivalent zur Konstanz der Dimension.



In 1.7.4 haben wir gesehen, dies ist eine abgeschlossene Teilvarietdt im Produktraum
PNy "N.nd Wir betrachten die beiden Projektionen

@ | = Xundy: | — p'Nnd
Nach 1..6.5(b) wissen wir, ist F = FX das Chow-Polynom einer irreduziblen Varietit

XQIPN der Dimension n und des Grades d, soist

| WP =Xx{F) und gy H(F) = .
Esreicht also zu zeigen, die Menge

\Y
C N,n,d
CN,n,d <P

ist lokal abgeschlossen?'*. Die Einschriinkung
ool -
v (CN,n,d) CN,n,d
definiert dann zusammen mit ¢ die gesuchte algebraische Familie. Dazu reicht es zu
zeigen,

() CN’n,d:{F|dim1p'1(F):n}ﬂ{F|FirreduzibeI},

denn die erste Menge des Durchschnitts rechts ist lokal abgeschlossen?*? (nach dem
Satz von der Dimension der Faser) und die zweite ist offen (nach 1.5.2 (i)).

Die Inklusion “C” ist einfach: die Irreduzibilitit des Chow-Polynoms FX haben wir
wihrend der Konstruktion der Chow-Koordinaten bereits bewiesen. Wegen lp'l(F

) =
X
X x{ FX} ist die Dimension der Faser iiber FX gleich n.

Betrachten wir die Inklusion “2”. Seien F ein Element der rechten Seite von (1) und X
eine Komponente von w'l(F),

X C gy Y(F) irreduzibd, dim X =n.
Wir betrachten die Inzidenz-Relation

= {(x, HyH )E Xx(BN)N*1 xEH.}

und die beiden Projektionen

' =Xundy': I' — (If’N)n+1.
Das Bild von vy’ besteht aus alen Tupeln (HO,...,Hd) von Hyperebenen, die einen

gemeinsamen Punkt x&X C cpw'l(F) enthalten. Es gilt (x,F)ew'l(F) C I, adso ist fiir
diese Tupel
F(HO,...,Hd) =0.

Die Elemente aus dem Bild von’ liegen also auf der Hyperfléche,

Imy” CV(F),
DasBild von Im’ ist aber gerade das Chow-Polynom von X,

V(F,) € V(P).

Nach dem Nullstellensatz teilt FX eine Potenz von F. Wil FX irreduzibel ist, folgt

21 d h. offene Teilmenge einer abgeschlossenen, oder, dquivalent, Durchschnitt einer offenen mit einer
abgeschlossenen Teilmenge.

%12 als Durchschnitt der abgeschlossenen Menge der F, fiir welche = gilt, und der offenen Menge alle F,
fiir welche < gilt.



F, |F.
X

Well F irreduzibe ig, folgt F = c-FX mit cek*. Mit anderen Worten F ist Chow-

Polynom von X.

QED.

Bemerkungen )

(i) Der obige Bewesis ist eine Ubersetzung des Beweises von [35], Tell 1I, Chap. X, §
8 in eine geometrischere Sprache. Eine Variate dieses Beweises, die sehr nahe am
Origina i<, findet sich im nachfolgenden (ergidnzenden) Abschnitt. Siehe auch
[28], Chap. I, §9.

(i) Offensichtlich liegt eine Form Fe]PVN’”’Ol genau dann in CN ng venn sie von

der Gestalt F = FX ist mit XQ]P'\I von der Dimension n und vom Grad d.

(i) DieMengeC ist im allgemeinen nicht abgeschlossen im IPVN”’d. Man kann
N,nd

zum Beispiel zeigen, eine quadratische Form

FXgX XYY 1Yo
ist genau dann die Caley-Form zu einer ebenen Kurve des Grades 2, wenn sie
nicht das Quadrat einer Linearformist.

(iv) Man kann die obige Konstruktion jedoch etwas abindern und so erzwingen, dal3
man eine abgeschlossene Tellmenge erhilt: man fiihrt den Begriff des n-
dimensionalen Zyklus ein.

(vV) Unter enem n-dimensonalen Zyklus verseht man ene formae
Linearkombination

D= m:LXl + ...+ mI XI

von irreduziblen projektiven Teilvarietiten XiQ]P'\I der Dimension n und
natiirlichen Zahlen m,. Man setzt

degD = ml-degX1+...+m| degXI
m m
L -
FD = FX1 FXI

Auf diese Weise kann man Chow-Koordinaten fiir beliebige n-dimensionale
Zyklen eines festen Grades definieren und vergroBert das Bild der oben
definierten Abbildunge etwas. Die Menge der Chow-Koordinaten der n-

dimensionalen Zyklen des PN vom Grad d wird mit

CN,n,d

A%
bezeichnet. Sie enthiilt Cy, . , und ist eine abgeschlossen Teilmenge von IP N,nd

(vi) Die Chow-Koordinaten bieten die Moglichkeit die Teilvarietiten und Zyklen des

PN zu Kiassfizieren. Die Chow-Varietit ist im algemeinen reduzibel. Ihre
irreduziblen Komponenten, deren Zahl und Dimension vermitteln eine Vorstellung

von der Gesamtheit dler Teilvarietiten des PN mit gegebener Dimension und
gegebenen Grad.
(vii) Wir weisen darauf hin, dal3 die Teilvarietiten nicht bis auf Isomorphie betrachtet

werden. Sai werden als verschieden angesehen, wenn sie as Teilmengen des P N
verschieden sind.

6.7 Theorem (Die Kompaktivizierung der Chow-Varietét)
Die n-dimensionalen Zyklen des Gradesd im PN bilden eine algebraische Familie



Beweis. Esreicht zu zeigen, C ist abgeschlossenim p N.nd g

N,nd
| :={(x, /) ePNxp 'N.nd | F(Hy

die Inzidenz-Relation aus dem Beweis von 1.6.5(f). Weiter seien

PN N)n+lXIpVN,n,d = pNyp'Nnd

Hn)=0 fiir alle Tupel von Hyperebenen Hi =X} .

P13

die natiirliche Projektion und

-1
J:={(x,H Hn,F)Epls(I) | x& H ﬂ...ﬂHn}

o 0

v v
= {(XYH ----- H .F)EIP NX(IPN)n+1x]P Nanad |
0 n fiir alle Tupel von Hyperebenen H’ia X

K = {(HO,...,Hn,F)E(If>N)n+1xIPVN1n’d | F(Hg--H,) =0}
Wir betrachten das kommutative Diagramm von Projektionen
~ A%
PNx@NMLp*Nnds 5 3, (cpNp NNy _P
ry VY

~ A%
(IpNn+1)x1pVN,n,d2 K € P N,n,d

pN

1. Schritt. Wir zeigen
C - YN,nd -1
CN,n,d_{FEIP | e ~(F) € Im(r) }

Beweisvon “C”. Sei FECN 0 und sei

) ’d
F=F .F,

die Zerlegung von F in irreduzible Faktoren. Fiir jedes i gibt es dann eine irreduzible
Teilvariett XiQIPN der Dimension n mit Fi =F, Esqilt
[

| RN GRAYGRGE
Die Faser von r iiber einem Punkt p = (H Hn,F)EV(F)x{F} besteht aus alen

X

01-"1
Tupeln
(X, HO,...,Hn,F)
miteroﬁ...,ﬁHn und F(H’O,...,H’n) = O fiir ale Tupel von Hyperebenen H’i durch
den Punkt x. Insbesondere gilt

r'l(Ho,...,Hn,F) O (XNH
d.h. die Faser ist nicht leer, d.h. esgilt (H

r
ﬂ..an)x{p} , X = Uizlxi :
Hn,F)EIm(r). Wir haben gezeigt,

0

o
e 1(AC Im(r)

fiir jedes FECN,n,d'

Beweisvon “2". Sei F aus der Menge auf der rechten Seite und sei

n n
F= Fll-...-Frr
die Zerlegung von F in paarweise teilerfremde irreduzible Faktoren. Dann gilt

Uizy VE)X{R = V(AX(F} = ™{F) C Im(r).



Fiir jedes 1 gilt
dim r'l(V(Fi)x{F}) >dim V(Fi)x{ F} =dim V(Fi) =N-:(n+1) - 1.
Wir haben gezeigt,
e )
ist Vereinigung von mindestens r irreduziblen Varietiten einer Dimension = N-(n+1) - 1

und eventuel weiterer Varietiten einer kleineren Dimension. Wegen der Kommutativitéit
des obigne Diagramms gilt

et m) = ot )
Die Faser von y iiber F hat eine Dimension < n. Ist namlich die Dimension von w_l(F)
groBer , so kann man eine irreduzible Teilvarietit
Y CoylP) |
der Dimension n wihlen. Wie im Beweis von 1.6.5(f) sieht man®?, dann gilt
V(F,) V()

d.h. FY teilt eine Potenz von F. Da FY irreduzibel i, teilt FY das Polynom F selbst.

Jede irreduzible Teilvarietit Y der Dimension n von w'l(ﬂ liefert also enen Primteiler
von F. Verschiedene Y liefern tellerfremde Teller, daman'Y aus FY rekonstruieren kann.

Also ist w'l(F) Vereinigung von hochstens r Teilvarietiten der Dimension n (und

eventudl endlich vieler weiterer von kleinerer Dimension). Es folgt dim w'l(F) =n,im
Widerspruch zur Annahme. Wir haben gezeigt,

dim lp'l(F) < n fiir alle F.
Nach Konstruktion sind die Fasern von g isomorph zu (If> N-l)n+1_ Damit gilt
dim g X L(P) = dim v 1P + (N-1)(n+1) = n + (N-1)(n+1) = N(n+1) - 1.

Oben haben wir gesehen, es gibt mindestens r irreduzible Komponenten dieser Faser
von mindestens dieser Dimension. Es gilt also:

Es gibt genau r verschiedene irreduzible Komponenten von q'l(mp'l(F)) mit der
Dimension N(n+1) - 1. Die Dimension jeder weiteren Komponenteist kleiner.

Dadie Fasern von q irreduzibel von der Dimension (N-1)(n+1) sind, folgt:

Es gibt genau r verschiedene irreduzible Komponenten von w'l(F) mit der
Dimension n. Die Dimension jeder weiteren Komponente ist kleiner.

Seien Xl’“"xr die hochstdimensionalen Komponenten von w'l(F). Wie schon

angemerkt liefert jedes Xi einen Primteiler FX
[

teilerfremde Primteiler. Wir konnen also annehmen,
F, =F. firi=1,...r.
Xi I

Dannist aber F ein Chow-Polynom.

von F und verschiedene Xi liefern




2. Schritt. Beweis der Abgeschlossenheit von
() {Fep N LR Cim(n) )

S Fe IPVN’n'd nicht in (1). Es reicht, eine offene Umgebung von F zu finden, die
digunkt ist zu (1). Nach Voraussetzung ist

e 1B g Im(r).
Es gibt also Hyperebenen Hi mit

(Hy--H P € e L(F) - 1m(n).
Dalm(r) projektiv (also abgeschlossen) ist, gibt es eine offene Menge U mit
(HO,...,Hn ,F) €U CK -Im(r).
Auf Grund des nachfolgenden Lemmas iiberfiihrt
e K — P N.nd
offene Mengen in offene Mengen. Es gibt also eine offene Umgebung V von F mit
FEV CeU).
Fiir jedes F’EV gibt esaso ein (H’O,...,H' n,F’ )eUﬂe'l(F’). Wegen UCK-Im(r) folgt

8'1(F’) d Im(r), d.h. F’ liegt nicht in (1) fiir beliebiges F’EV.
QED.

Lemma (Ein Beispiel ftir eine offene Abbildung)
Seien X ein Produkt von Exemplaren projektiver Raume,
HC P&X
eine Hyperfliche, die sich surjektiv abbildet auf IP2bei der ersten Projektion
p: PA&X — P&
Dann ist die Einschriankung plH offen, d.h. iiberfiihrt offene in offene Mengen.
Beweis. Da die offenen affinen Mengen eine Topologie-Basis bilden, reicht es die
analoge Aussage in der affinen Situation zu beweisen:
p &P a3 H=vHCadh

mit einer linearen Abbildung p. Anstelle der Surjektivitit von le konnen wir nur die

Dominanz dieser Abbildung fordern. Seien

xeD(g)NH
gegeben. Wir haben zu zeigen, p(D(g)NH) enthilt eine offene Umgebung von p(x).
O.B.d.A. sa x =(0,...,0). Wir schreiben

atby _
K[ &80 = KT 30T )
f(T) = fn(T) + fn_l(T) + ... (Zerlegung in homogene Bestandteile)
Durch eine lineare Transformation der Gestalt

Ti =T i + ociT ath fiir i=1,..., a+b-1.
Tarb = Tarb
ereichwir

fn(T) =T g_l_b-fn(oc,l) + niedrigere Grade beziiglich T’a+b
d.h. wir koénnen erreichen,daf f die folgende Gestalt bekommt:

n =-N-1 ,
f(T) = Ta+b + fn_l(T )Ta+b + ...+ fO(T )



mit T =(T (und fn(T’) = 1). Gleichzeitig konnen wir fiir g die Darstellung

1""’Ta+b-1)
gM =T +g (T)TTE + . +g (T).
atb " ¥n-1 at+b 0
realisieren. Wegen x&D(g)NH gilt fo(x’):o und go(x’) = 0. Insbesondere haben f und
g keine gemeinsame Nullstelle mit X’ = 0, d.h. die Resultante
h(T’)=Res.  (f.g)
atb

istin x"=0 von Null verschieden.
Die Abbildung p||_| zerfillt damit in die Zusammensetzung der beiden folgenden:

oy s & atb-1
pH— A ’(Xl""’xa+b)a(xl""’xa+b-1)

p &1L 82 (inear).
Offenheit von p’: Es gilt p'D(g)NH 2 D(h-go)ﬂH = X' und D(h-go) ist offen in

&a"'b-l).

Offenheit von p ”: Esreicht zu zeigen, bel der Projektion p:&a+b—>&aauf dieersten a
Koordinaten geht D(g) in eine Menge iiber, die eine offene Umgebung des Ursprungs
enthdlt. O.B.d.A.seib=1.

Dazu schreiben wir g a's Funktion von T&Irb mit Koeffizienten

g;(T")
Das Produkt der Koeffizienten §i dieinx’ = 0 nicht Null sind definiert eine Umgebung

des Ursprungs von & 2welchein p(D(g)) enthalten ist.
QED.

(6.8) Bezeichnungen
Die Varietit

CN,n,d

heif3t (abgeschlossene) Chow-Varietit der n-dimensionalen Teilvarietiten des Grades d
von PN Die Teilvarietit

C CcC
N,n,d N,n,d
heil¥ offene Chow-Varietiit der n-dimensionalen irreduziblen Teilvarietiten des Grades d

von BN. Die bisher mit I bezeichnete Inzidenz-Relation, eingeschrinkt auf EN nd

bezeichnen wir mit

— N_F e . . .
IN,n,d ={(x,FeF XCN,n,d | F(HO,...,Hn)—O fiir alle Tupel mit XEHi fiir alle i }

Dadie zweite Koordinate ein Chow-Polynom ist, konnen wir die Inzidenz-Relation jetzt
auch wiefolgt beschreiben.

(Fy) € PNAC . xeX)

IN,n,d =1 N,n,d

Das kommutative Diagramm



N —_—
IN,n,d CPp ><CN,n,d

(I

CN,n,d

heifl}t universdlle Familie der Chow-Varietiit C

N,n,d’
Bemerkung

Nach Konstruktion ist die Faser von v iiber FXECN nd’
-1 _ k) )

isomorph zu X.

(6.9) Beispiele: Kurven im P3 (N=3,n=1)

d=1: C3,1, 1= 311 =[] (die Pliicker-Varietit).

d=2 63 19~ C'UC” zwei Komponenten der Dimension 8 mit
C' := ebene Kurven zweiter Ordnung
C” := Paare von Geraden (die im allgemeinen windschief sind)

d=3: C3 13~ cucrucluc!V vier Komponenten der Dimension 12 mit

C :=Tripe von Geraden
C” := ebene Kurven 2.0rdnung vereinigt mit einer Geraden
c!!l:= ebene Kurven 3.0rdnung.

c!V= nicht-ebene Kurven 3.0rdnung.
Die letzteren Kurven erhilt man sdmtlich aus dem Bild der Veronese-Abbildung

pl_ o3
VS.IP F

durch lineare Transformationen,
X =Im(v,) ={ (352,923 | [stlEP L} = v((X)

1(X) = Gew-yz, Xz - y2, yw - 29)

(x:sg,y:szt,z:stz,wztg)

6.10 Faserprodukte

Selenf: X—Z und g:Y —Z zwei regulire Abbildungen. Dann heif3t
Xx_Y = {(xy) € XxY [f(x) =g(y) }
Faserprodukt von X und Y iiber Z beziiglich der gegebenen Abbildungen.Dies ist eine
abgeschlossene Menge des Produkts XxY.*'* Betrachten wir das kommutative
Diagramm
Pi

XxZY — X

@ I, I

vy 2z

71 Wegen Xx. Y = (fxg) X(a) mit A= {(z,2) | 262 } C ZxZ.



wobel P, (i=1,2) die Projektion auf den i-ten Faktor sei. Ein Diagramm das bis auf
Isomorphie von dieser Gestalt ist, heil3t kartesisch.

Bemerkungen
()  Inenem kartesichen Diagramm
W — X
'
Y—=Z

ist W isomorph zum Faserprodukt von X und Y iiber Z. Insbesondere ist W bis
auf |somorphie eindeutig festgel egt.

(i) In enem kartesschen Diagramm haben padlde Morphismen vide
Gemeinsamkeiten. ldentifiziert f in (1) zum Bespied X mit einer offenen
Tellmenge von Z, so identifiziert Py das Faserprodukt mit einer offenen Tellmenge

vony,
Xx Y ={(xy) | X=x=9(y) } ={ YEY |9(y) EX} = g 1(x).
Die analoge Aussage gilt fiir abgeschlossene Teilmengen.
(i)  Fiir jeden Morphismus f: X—Y und jede offene oder abgeschlossene Tellmenge
ZCY ist das Diagramm
1z)c x
! \f
Z CY
kartesisch.

(iv) DieZusammensetzung zweier kartesicher Vierecke ist kartesich.
(v) DieFaservon Py iiber yEY ist in natiirlicher Weise isomorph zur Faser von f iiber

ay).
p‘zl(y) = {(xY)EXxY |19 =g(y) } = FHay)x{y} =FLa))

6.11 Hilbert-Polynom einer projektiven Varietéat

Sa X C PNeine projektive Varietidt mit dem Ideal I(X) C k[S]. Bezeichne
k[S]
n

die Menge der homogenen Polynome des Grades n von k[S]. Diesist ein VVektorraum
der Dimension

dim, K[| = (nLN]

Welil 1(X) ein homogenes Ided it gilt
1(X) = @:10:0 I(X)NK(S]
d.h. der homogene K oordinatenring von X,
K[X] :=Kk[S)/1(X) = @?10:0 K[S] n/I(X)ﬁk[S]n
besitzt die Struktur eines graduierten Moduls. Wir setzen
HX(n) = dimk k[X]n = dimk k[S]n - dimk I(X)ﬂk[S]n
Die Funktion

Hy - N — NU{0}

heil3 Hilbert-Funktion der Teilvarietit X C PN, Mit demseiben Symbol bezeichnen wir
auch die formale Potenzreihe




Ho = SHoMT"
X - 2 X(n) y
n=0

deren K oeffizienten die Werte der Hilber-Funktion sind. Sie heif%t Hilbert-Reithe von X.
Allgemeiner schreiben wir fiir jeden graduierten k-Vektorraum

M :@?10:0 IVln '
dessen homogene Bestandteile M N endlich-dimensionale k-Vektorrdume sind,
HM(n) = dimk Mn
und
- ] n
HM—£$M@T,
und nenen die Funktion H,, Hilbert-Funktion von M und die zugehorieg formae

M
Potenzreihe Hilbert-Reihe von M.

Bemerkungen
0] HX ist keine Invariante von X sondern eine der Teilvarietit, X C PN, Isomorphe

X konnen verschiedener Einbettungen verschiedene Hilbert-Funktionen haben.
(i) Sind
M =K[S]/l und N =K[S])/(I,F), | CK[S], FEK[T]

Faktor-Ringe des Polynomrings k[S] mit einem homogenen Ideal | und enem
homogenen Element F, welches M-regulir i, d.h. die Multiplikation mit F

F
induziert eine injektive Abbildung M —— M. Wir haben dann eine exakte
Sequenz

0> MM —>N=0
die in jedem Grad eine exakte Sequenz endlich-dimensionaler k-Vektorrdume
liefert. Es gilt deshalb
HN(n) = HM(n) - HM(n -dymitd=deg F

aso
Hy = §(H (n)-H, ,(n-d)T"=H -1dy =(1—Td)-H
N 2o M M M M M
aso
1
H =——H
M grd N

s 1
i Hon™ =7 PNt

H —216 1
F N (1_-|-)N+1
(iv) Berechnen wir das Hilbert-Polynom der Kurve X C P mit
[(X) = (xw-yz, Xz - y2, yw - 22)

25 Man wenden (i) an mit 1 = (0) und F = SN.

28 Folgt durch wiederholtes Anwenden der vorangehenden Forme! und aus Hk =1



d.h. das Hilbert-Polynom der nicht-ebenen Kurven dritten Grades im 3, Diese
sind keine (idealtheorisch) vollstindigen Durchschnitte. Die natiirliche Abbildung
in den Faktorring induziert eine Bijektion

key + k-z + K[XW] — K[xy,zw]/1(X)

Deshalb gilt fiirn > 1

Hx(n) = dimk k[X,W]n = (n-l_l] =n+1

1
(v) Fiir jedes homogenen Ideal ICK[S] gilt

__p(M
Tsin = gyt PO >0

mit p(T)EZ[T] und n=dim V(1).2*
(vi) Es gibt en eindeutig bestimmtes Polynom meit Hx(n) = PX(n) fir dle

hinreichend groRen n€N. Es heild Hilbert-Polynom von XCPN. Der Grad
dieses Polynoms ist gerade die Dimension von X. Zum Beispiel gilt fiir den
projektiven Raum

H () =dimk{X] = (
F n
d.h. das Hilbert-Polynom hat den Grad N.?*8

n+N
N 1

2T Angenommen die Aussage ist falsch fiir ein ICK[S]. Weil k[S] noethersch ist, gibt es dann auch ein
homogenes Ideal 1Ck[S], da maxial ist beziiglich dieser Eigenschaft, d h. fiir jedes homogene Ideal
JCK[S] mit IC], | = Jist die Aussage richtig.

Das Ided | ist dann kein maxiaales homogenes Ideal von k[S], denn fiir I = (S)k[S] ist die Aussage

richtig: V(1) = &, dim V(1) = -1, 1

=H =1=——

H
k[S)/I k (1—T)0
Das Idedl | ist auch kein Primideal. Denn andernfalls gibt es, da | nicht maximal ist, ein Si &l und die

Multiplikation mit Si induziert eine injektive Abbildung k[S]/I — k[S]/I. Nach Bemerkung (ii) folgt
s :11_T' Hsias) ™ Tn+1
S (@)
mitn=dimV(l ,Si) + 1 =dim V(I) (man beachte, die Varietdt V(I) liegt nicht in der Hyperebene V(Si)).
Nachweis des endgiiltigen Widerspruchs. Da | nicht prim ist, gibt es homogene Polynome F,G mit
F-Gel, F&l, G,

Insbesonder sind (I,F) und I:F = {ack[S] | aFEl } homogene Idede, die echt groBer sind as I, d.h.
Ideale, fiir welche die Behauptung gilt. Aus der exakten Sequenz

0 — K[SJ/(1:F) P KIS/l — K[S)/(1,F) = 0
d

lesen wir ab, es gilt Hk[S]/I = Hk[S]/(I,F) +T 'Hk[S]/(I:F) mit d = deg F, also
H —_pM 9D
k[S]/1 (1_T)n’ +1 (1_T)n”+1

mit Polynomen p,geZ[T] undn’ =dim V(I,F), n” =dim V(I:F).
Nach Konstruktion gilt V(I,F) € V(I) und V(I:F) € V(D). Fiir x€V(I) gilt entweder F(x) = 0 oder F(x) =
0. Im ersten Fall gilt x&V(1,F), im zweiten Fall x&V (I:F). Zusammen erhalten wir

V() =V(,F) UV(I:F).
Deshab gilt n’, n” = dim V(1) und eine der beiden Dimensionen n’,n” ist gleich dim V(I). Damit hat
Hk[S]/I aber dieim Satz behauptete Gestalt.



wii) 1st X C PN ein (idealtheoretisch) volstindiger Durchschnitt der Dimension n, d.h.
es gibt N-n Formen Fi mit

I(X) = (Fl""’FN-n)'
Dann gilt nach (i) mit di '=deg Fi
dp N, 1
Hy, =(1-T 7)-...(3-T ) —
X (1_T)N+1
1 N-n 2 d;
s— ] @+T+To+..+T )
a-nNin

wird von N-n Formen erzeugt) ein Hilbert-Polynom des Grades n besitzt.

v
(viii) SelenX C ]PN, vPN P N.m die Veronese-Einbettung des Grades m und
X' =v(X).
Den Einschrinkungen von linear unabhingigen Hyperflichengleichungen des
Grades | auf X' entsprechen dann gerade den Einschrinkungen von linesr
unabhingigen Hyperflichengleichungen des Grades | -m. Deshalb gilt

HX,(I )= HX(I ‘m).

(ix) SeenXCF N ein projektive Varietit des Grades d mit der Hilbert-Reihe
H = ﬂ
K[X] (1-T) n+1

Dannist p(1) gerade der Grad von X,

_ ~ deg X =p(2). _
Beweis. Seien H Hn Hyperebenen mit

=
#(XNHN..NH)=d.
Dader Durchschnitt aus nur endlich vielen Punkten besteht,
xnHN.NH ={pM),.pPh,

ist er afin, und der affine Koordinaten-Ring ist ein direktes Produkt von Exemplaren
des Grundkorpers k. Der projektive Koordinatenring ist damit

1) KIX N H N0 H T = K pM x .. x k{ph]
=K[Sylx.-xk[S,l  (c-mdl)
Fiir die Hilbert-Reihe ergibt sich damit

) _d
k[XﬂHlﬂ...ﬂHn] 1-T
d.h. esgilt
28 S Hk Si =—E(I+L1und p(T) = a + alT ..+ 3 7' Die Funktion p(n) zur Reihe ") ist
B @ @
aT
ein Polynom fiir grofie Argumente, nimlich das Hilbert-Polynom des P". Zur Reihe — ) gehort
(T
die Funktion p(n - i)-a,I , Zur Reihe Hk[S] i gehort also die Funktion
3 on-iya
i=0

Dies aber ein Polynom in n des Grades d fiir grof3e n (da p(n) ein solches ist).



2 Hk[XﬂHlﬂ...ﬂHn](l ) = d fiir alle |

Andererseits ergibt sich aus (ii), wenn L. homogene Gleichung der Hyperebenen Hi ist,

_ p( )
k[S]/(I(X) Ll, ,Ln) 1T ,p(T) = aO alT+ +a Tm

d.h. esqilt

3 Hk[S]/(I(X) Ll L )(I )= % ta t..ta = p(1) fiir alle grofen | .
’ 1y n

Nunist aber V(I(X), Lp,...L ) =XNH N H - =V( pDyvwv((p@h), dh. gilt

(1(X), Ll""’Ln) c I(XﬂHlﬂ...ﬂ Hn)
und zu jedem Element des rechten Ideals gibt es eine Potenz, die im linken Ideal liegt.

Wir wihlen eine Hyperebene, die durch keinen der Punkte p(i) und betrachten die Ided
im zugehdrigen affinen Raum.

QED.

6.12 Problem: Die Universaltiatseigenschaft der Chow-Varietét
Sei
r Cc pNxs

fl
S

eine agebraische Familie von abgeschl ossenen Teilmengen der Dimension n und des
Gradesd des PN,

Problem: Gelten dann die folgenden Aussagen ?
() Die Abbildung

g:S— CN,n,d ,sa FXS,
mit XS = cplp'l(s) ist reguldr.
(i) Die Diagramme _

N Ing N = |dxg|F

FP''xS——— P XCN,n,d r—— IN,n,d
) W und  f| W

g = 9 =

S CN,n,d S CN,n,d

sind kartesisch, d.h. die gegebene Familie entsteht aus der universellen Familie durch

Basiswechsel mitg: S— CN,n,d'

Bemerkungen

0] Wenn die Fasern von f nicht irreduzibd sind, ist die Abbildung g nicht
wohldefiniert. Man braucht dann eine Methode, die Fasern einer reguldren
Abbildung in natiirlicher Weise mit Multiplizitdten zu versehen. Die moderne
Ant, dies zu tun, fithrt zum Begriff des algebraischen Schemas. Das fiihrt



allerdings dazu, dal3 man bel der Konstruktion anstelle des Grades das Hilbert-
Polynom benutzen muf3.
(i)  OhnedieVoraussetzung, dal3 die SI normal sind, ergibt sich aus dem Beweis nur,

dal3 g eine rationale Abbildung ist.
(i)  Im Fall postiver Charakteristik ist die Situation komplizierter: die Aussagen
gelten erst nach Basis-Wechsel mit einer gewissen Frobenius-Abbildung.
(iv) Sden
S:=&2- V(ab) (die Ebene ohne die Achsen)
r=°u C
(ab)eS “(ab)

Coap) = ([Saslt+b sl bt + as? ] |[stEPL)

C(a,b) ist eine Kurveim P2, Fiir a2 =b2 it Sie isomorph zu Raumkurve
— . 2 g 2
C(l,O) =V (XW-yz, XZ - Y=, yw - Z°)

vermittels der Substitutionen
ya —— -(ay-b2)
a2-b2

1
za ——= ‘(-by + az)
a2-b?

Fir a = b2 handelt es sich um eine ebene Kurve dritten Grades?®. Die
algebraische Familie

r C p3xs

fl
S

besteht aus Kurven dritten Grades im 3. Die Kurve f'l(a,b) ist genau dann
eben, wenn a = b gilt. Die zugehorige Abbildung

gS— C3’1,3

bildet also die drei Geraden V(a- b), V(a) und V(b) in die Komponente C!!! der
ebenen Kurven von C ab, den Rest des affinen Raumes S in die Komponente

c!V der nicht-ebenen Kurven. Das bedeutet, die beiden Komponenten haben
Punkte gemeinsam. Im Fall des Hilbertschemas ist das nicht so: die Hilbert-
Polynome, die zu den beiden Komponenten gehoren sind verschieden.

(v) Man seht an dem Beispidl, da3 man sich im Fall des Hilbert-Schemas auf
Familien beschrinken ollte, die in nur eine Komponente der Chow-Varietit
abbilden. Das lauft daraus hinaus, dal3 man sich auf Familien beschrinkt, deren
Fasern dle dasselbe Hilbert-Polynom besizen. Von den Raumkurven dritten
Grades X haben wir gesehen, sie haben das Hilbert-Polynom

Px(n) =n+1
Von den ebenen Kurven Y dritten Grades kennen wir das Hibert-Polynom
ebenfalls.

29 Formaler: sei T dasBild bei PIxP2, ([st],[abc]) a [cso,asit+bst? bs?t + ast?,ctd]. Dies ist

eine abgeschlossene Teilmenge der Produktraums. Die Faser von r— IP2 iiber [a,b,1] ist gerade die
Kurve C .

(ab)
0 Es sind isomorphe Kurven, die aber als Teilmengen des 3 verschieden sind. Sie liegen in der Ebene
V(y-2).



P (1) = (ngrZ] ] (n;l]
= % (n+2)(n+1) - (n-1)(n-2))

:%(n2+3n+2-n2+3n-2)

=3n

Die Zerlegung der universallen Familie der Chow-Varietit in Teilfamilien mit
konstantem Hilbert-Polynom fiihrt auf das Hilbert-Schema. (Dieses kann
mehrere Komponenten haben).
Die Forderung der Konstanz des Hilbert-Polynoms fiir die Familie f: I'—S lauft
auf die Forderung der Flachheit von f hinaus.

(vi) Der zweite Tell der obigen Aussage folgt aus dem ersten. Es reicht also die
Existenz und die Regularitiit der Basiswechsel-Abbildung zu zeigen.

Zum Beweis der Implikation (i) = (ii).

Betrachten wir das erste Diagramm. Esreicht zu zeigen, ist

gS—=C
ein beliebiger Morphismus und
. PxC—C
die Projektion auf den zweiten Faktor, soist
PxS — PxC
J J
S - C

kartesisch. Es gilt
Sx(PxC) ={(sp,0) |9(s) = (p,c) } ={(sp,C) |9(s) =}
- ={(sp.g(9) | =S, peP} ={(sp) | =S, peP} = SxP
Betrachten wir das zweite Diagramm. Es gilt
Sxal ={(si) | 9(s) =wii) }
={ (s(x,FX) |xeX, F, =F

X X}
S

={(sx,F, ) |X€XS}
S

={(x9 € IPNxS|x€XS}
={(x,9 € PNxs|xef L9 (= TnPNx{g)}
=T

QED.

6.12a Ein Spezialfall 1

Wir werden die obigen Aussagen hier unter den folgenden zusitzlichen
V oraussetzungen beweisen.

1. char(k) =0.

2. Die irreduziblen Komponenten Si von S sind normal, d.h. k[SI] ist ganz
abgeschlossen in k(SI) fiir jedes i.

3. DieFasernvonf sind irreduzibel.

Bewelis. Wie oben bemerkt, reicht es, Aussage (i) zu beweisen. Wir benutzen folgende
Bezeichnungen



C:= CN,n, d
v
p.=p
Um im folgenden die Bezeichnungen zu vereinfachen, verdndern wir die Reihenfolge der

Koordinaten in FQIPNxS, d.h. wir fassen I" voriibergehend a's Teilmenge von sxpN
auf,

rc sxpN
1. Schritt. DieMenge J:={(sF,) € SxC| X =X} ist dbgeschlossenin SxC.

Sei D C SxIP NxC die abgeschlossene Teilmenge
D=(Ix0) N (Sx) ={(sxFy)€E sxPNxC| XEX  Und xEX }

= {(sx.Fy) € sxPNxC | XEX X}
Wir betrachten die regulire Abbildung
h: D — SxC, (sx.Fy)a (s Fy).
Nach dem Satz von der Dimension der Faser ist die folgende Menge abgesschl ossen.
{(SFy) € SC|dim h'l(s,FX) =n)

={(sFy) € SxC|dim XX =n}

={(sFy) ESxC|X =X}
Man beachte, well XS nach Vorraussetzung stets irreduzibel i, gilt mit dim xsmx >N

sogar XSQ X, aso FX | FX .DaF_, und FX denselben Grad d haben unterscheiden
S

X
S
sie sich nur um einen konstanten Faktor, d.h. esgilt XS: X.

2. Schritt. Abschluf? des Beweises.
Betrachten wir das kommutative Diagramm

J C sSxC—C

al T
S
Dabel sai J={ (s,FX)ESxC | XS =X } die abgeschlossene Menge des vorigen Schritts.
Die Fasern der Abbildung o sind enpunktige Mengen, d.h. die Abbildung ist
umkehrbar. Die Zusammensetzung der Inversen oL mit der horizontalen Abbildung des
Diagramms,
J—>E,(s,Fx YaF, ,

S S
ist gerade die Abbildung, deren Regularitit wir beweisen wollen. Es reicht also zu zeigen,

o List reguldr, d.h
o ist ein Isomorphismus.
Nach Zariskis Hauptsatz*** ist o eine endliche Abbildung.

2L ygl. Milne J.S., Etale cohomology, Th. 1.1.8: Jeder separierte quasi-endliche Morphismus f:Y —X
f g

mit X quasi-kompakt zerfillt in eine Komposition Y —— Y’ —— X mit einer offenen Einbettung f’

und einen endlichen Morphismus g.



Dadie Fasern einpunktige Mengen sind, d.h. O-dimensional und irreduzibel, ist a'l(Si)
irreduzibel fiir jede Komponente Si von Sund esreicht zu zeigen,

al Ot_l(sl) :T= oc'l(SI) — S, ist ein Isomorphismus
fiir jedes i. Die Aussage ist lokaler Natur. Wir kénnen annehmen, SI und Ti sind affin.

Nach 1.5.3 (J) ist o ene endliche Abbildund des Grades 1, d.h. ein birationaer
Isomorphismus, d.h. die beiden affinen Koordinatenringe
(1) K[S]CKT,]

haben denselben Quotientenkorper. Nun ist (1) eine ganze Erweiterung und der Ring
k[SI] ist ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkorper. Deshalb gilt in (1) das

Gleichheitszeichen, d.h. a ist ein Isomorphismus.
QED.

6.12b Ein Spezialfall 2

Wir werden die obigen Aussagen hier unter der folgenden zusitzlichen
V oraussetzungen bewei sen.

Sigt faktoriel**.
Dann existiert die regulire Basiswechsd-Abbildung S — ENn

d bei geeigneter
Definition des Gradesd der Fasernvonf: T' — S. .

Beweis. Wie oben bemerkt, reicht es, Aussage (i) zu beweisen. Aul¥erdem ist die
Aussage der Behauptung lokaler Natur beziiglich S. Wir kénnen aso annehmen, S ist
affin mit

K[S] ZPE-Ring

Wir benutzen folgende Bezeichnungen

N,nd
C:= CN,n,d
A%
p=p "
P = @EN)*L

Wir betrachte die folgenden Projektionen.
:PNfo’xS — IPNxS

P13
p23:IPNfo>xIP — PxS
und setzen
p— -1
J .—{(X,Hl,...,Hn,s)€p13(I‘) |X€Hlﬂ...ﬂHn}

DaT abgeschlossenen ist in IPNxS, ist J abgeschlossen in PNxPxS. Die folgende
Beschreibung von J ist etwas expliziter.

J :={(X,Hl,...,Hn,s)EIPlef)xS|XEXSOH
Weiter benotigen wir noch die folgende Menge.
K= p23(J )= {(Hl,...,Hn,S)EIPxS | XSﬂH

: —1
10...0Hn} mltXS.—f (9.

1ﬂ...ﬂHn =}

222 By gibt eine offene Uberdeckung von S durch affine Varietiten, deren Koordinatenringe ZPE-Ringe
sind.



Als regulires Bild der projektiven Varietit J ist K’ projektiv, aso abgeschlossen im
Produktraum IPxS. Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm.

PNxbxsD 3 —3 - 1 (cpNxs)

ir If
PxSD K —— S
Nach Definition von K’ haben die Fasern von ¢’ die Gestalt
Loy x _
&9 = {(Hy-HIEP [ X NH N.NH =D} = V(FXS).
Sie sind damit insbesondere Hyperflichen in P, also von der Dimension dim P =
N(n+1) - 1. Fiir die Dimension von K’ bekommen wir damit

dmK =dime (g +dmS=dmP +dimS-1=dim PxS- 1,
d.h. K’ ist eine Hyperflidche von P xS. Ihr Ideal liegtin
k[S][vO,...,vn].
Diesist ein ZPE-Ring, dak[S] nach Voraussetzung einer ist. Das Ideal von K’ ist somit

ein Hauptideal,
I(K") = d)u(vo,...,vn)-k[S] [VO""’Vn]'

Der Index u soll darauf hinweisen, dal3 die K oeffizienetn von @ Funktionen auf S sind.
Problem: gibt es einen Punkt s&S derart, dal3 die Zerlegung von d)s(vo,...,vn) keine

mehrfachen Faktoren enthilt ? (dann ist (I)S(vo,...,vn) ein Chow-Polynom

dessen Grad gleich der Michtigkeit der algemeinen Faser von r' i, die
gleich d sein sollte. Dann hat aber auch CI)S(V Vn) beziiglich jedes v; den

o
Grad d und die Abbildung

S—>CNnd,sa<bS,
ist wohldefiniert und reguléif. Es igt gerade die gesuchte Basiswechsel-
Abbildung).

1

Da® dasldea von K’ erzeugt, kommen in der Zerlegung von @ in irreduzible Faktoren
keine mehrfachen Faktoren vor.
Die Definition von K’ ist symmetrisch in den Vi - Beim Permutieren der v, dndert sich

somit ® nur um einen Faktor, der in k[S] liegt und dort eine Einheit ist.

6.13 Beispiel (eines bijektiven birationalen Isomorphismus, der kein
Isomorphismus ist)

Sdien X = V(x3y2) C &2 Y = &1 und h die Abbildung

hY =X, ta 2.
Diese Abbildung ist reguldr, bijektiv, rationa, jedoch kein Isomorphismus. Die
induzierte Abbildung auf den Koordinatenringen kann man identifizieren mit der
Inklusion

K[t] 2 K2 5] «<— Kxy1/(xy).
Wir werden sehen, die Kurven sind nicht isomorph, da X einen singuldren Punkt bestzt,
Y jedoch nicht.



6.14 Satz von Bertini

Sa X C PN dne irreduzible abgeschlossene Teilmenge der Dimension n.Dann ist fiir
jede natiirliche Zahl m < n die Menge

{ (Hl,...,Hm)E(IPI\l)rn [ XNH ﬂ...ﬂHm irreduzibel von der Dimension n-m}
offenim (BN)M
Bemerkungen
(i) DieMengeist leer im Fal m=dim X umd d := deg X>1, denn der dlgemeine

Schnitt von m Hyperebenen mit X besteht dann aus d verschiedenen Punkten.
(i)  Eineder vielen klassischen Varianten des Satzes von Bertini besagt, die Menge

{ HEFP N | XNH nicht-singulidr und zusammenhingend, dim XNH = n-1}
ist nicht-leer und offen fiir nicht-singuldre projektive irreduzible Varietiten der
Dimension 1(vgl. Hartshorne Th. 11.8.18 und 111.7.9).

(i) DieAussage, die sich auf die Nicht-Singularitit des Schnitts bezieht, ist leicht zu
beweisen (mit Hilfe des Satzes von der Dimension der Fasern), sobald der Begriff
des nicht-singuldren Punktes eingefiihrt ist.

Die Aussage, die sich auf die Eigenschaft, zusammenhéngend zu sein, bezieht ist
tiefliegender (und erfordert kohomol ogische Methoden).

(iv) Die Aussage ist falsch, wenn X reduzibel ist. Man nehme fiir X zum Beispiel zwel
Kugeln im Raum, die sich in enem Kreis schneiden. Die Ebene, die den Krels
enthilt ist die einzige, die einen irreduziblen Schnitt mit X hat.

Beweis. Bewelsidee: Man benutze die Chow-Varietit um das Problem auf eine Frage

tiber Hyperflidche zu reduzieren.

1
und nicht-leer imFall m< n.

1. Schritt. Sei F(x,y) ein bihomogenes Polynom iiber k. Dann ist
{1 I_:(xo,y) irreduzibel }
eine offene Menge im projektiven Raum. Diese Menge ist nicht-leer, falls
das Polynom F(x,y) irreduzibel ist.

Salen
X = (xO,...,xM)
Y= gYp)
d:= degX F(x,y)
e:= degy F(x,y)

Dieirreduziblen Formen (modulo Vielfache) des Grades e in N+1 Unbestimmten lassen
sich identifizieren mit den Punkten des Raumes

v : v _. V.
eN =1 eiN_r i,N

Diesist auch richtig, wenn der Grundkorper k nicht algebraisch abgeschlossen ist. Mit
anderen Worten, es gibt homogene Polynome

Gl,...,GrEZ[S ""’Sv] , V= Ve,N’

derart, daf fiir jedes homogene Polynom F(y) des Grades e in y gilt
F reduzibel < Gl(F) :"':Gr(F) =0

Die ganzzahligen Polynome Gi hingen dabel nicht von der spezidlen Wahl des
Grundkérpers k ab,??® d.h. wir erhaten dieselben Polynome G, wenn wir k durch einen

groBeren Korper ersetzen.

2 Die Gi sind die Gleichungen der iiber Z definierten Teilvarietiit



Insbesondere gilt
@) {xoelpl'l" | F(xy, ?) irreduzibel } = {xoelplll/l |G, (F(xg, ?)) =0 fir cin i}

Diese Menge ist also offen (fiir k algebraisch abgschlossen, fiir algemenes k haben wir
den Begriff “offen” nicht definiert).

Sei jetzt F(x,y) irreduzibel iiber k. Dann ist F(x,y) auch irreduzibel iiber k(x) (nach dem
Lemma von Gaul3, denn der Polynomring k[x] ist ein ZPE-Ring). Deshalb liegt der
Punkt

X
in der linken Menge von (2) mit k(x) anstelle von k, also auch in der rechten Menge von

(2). Die Polynome Gi(l_:(x, ?)) sind aso nicht ale identisch Null als Polynome in x.
Dann kann man aber die Koordinaten von x so durch Elemente aus k ersetzen, daf? fiir

den entstehenden Punkt X0 die Gi(l_:(XO’ ?)) auch nicht alle Null sind. Dann liegt aber

X0 in (2), d.h. diese Mengeist nicht leer.

2. Schritt. Die Menge

~ N\m . o
{(H o H E@MM dim XNH,N.NH_=dimX - m}

1
ist offen im (BN)™M.
Wir betrachten die abgeschlossene Menge
= {(x, Hl,...,Hm)exX(IbN)m | XEH, fiir alle i }
und die Einschrinkung
| — (BN
der Projektion auf die letzten m Faktoren. Die Faser dieser Abbildung tiber (Hl,...,Hm)
ist isomorph XﬂH1

offen (nach dem Satz von der Dimension der Faser). Er stimmt aber iiberein mit dem
Ort der Faserdimension =dim X - m.

ﬂ...ﬂHm. Der Ort, an dem die Faserdimension < dim X - m i, ist

3.Schritt. Sai X en irreduzible Varietit der Dimension d im ]PN und HQPN ane
Hyperebene, die X echt schneidet. Dann ist FX(VO,...,V OI_1,H) das Chow-

Polynom von XNH.

Fiir Hyperfldchen Hl""’Hd gilt

Fy (H Hyoee
Das bedeutet aber gerade, FX(H, %
4, Schritt. Der Beweis.

Hd) =0« XﬂHﬂHlﬂ...ﬂHd = .

1""’Vd) ist Chow-Polynom von XNH.

SeienF = FX das Chow-Polynom von X und

— B N\m | -
U.—{(Hl,...,Hm)E(]P )" | dim XNH ﬂ...ﬂHm—nm}.

1




Nach dem zweiten Schritt ist U eine offene Menge. Fiir (H Hm)EU ist nach dem
3.Schritt F(vo, Ny 1, ,Hm) das Chow-Polynom von XﬂHlﬂ .NH m Fiir
Hyperebenentupe (Hl’ ,Hm)EU gilt deshab

XﬂHlﬂ...ﬂHm irreduzibel < F(vo,.. "
Nach dem 1. Schritt ist deshalb

{(Hl,...,Hm)EU |XﬂHlﬂ...ﬂHm irreduzibel }

eine offene Menge, die nicht-leer ist im Fall n>m.

QED.

Bemerkungen (weglassen ?)

i Se XCPN n-dimensiona vom Grad d und HCPN eine Hyperebene. Dann gilt

1 FX(VO,...,Vn_ 1,H) = 0 < H enthilt eine Komponente von X.

2. H enthilt keine Komponente von X =

Zul.

- 1, ,Hm)lrredu2|bel

FX(VO""’Vd-l’H) = Fme

H enthilt eine Komponente von X
< dmXNH=n

< XNHNH 1ﬂ...ﬂHn = (J fiir beliebige Hyperebenen Hi

X(Hl""’Hn’H) = 0 fiir beliebige Hyperebenen Hi

= FX(VO’""Vn-l’H) ist identisch Null.

Zu 2. Nach Voraussetzung ist dim XNH = n-1. Deshalb gilt

F(H - H H) =0 < XNHAH,N..NH_ =&

| me(H N...NH )—
d.h. esist F(Hl,...,Hn,H) = XﬂH :
(Im reduziblen Fall muf3 man XNH in geeigneter Weise a's Zyklus auffassen).

= F

(i) Die Fasern der universdlen Familie y: | C PNxP—C sind simtlich n-
dimensional. Sind H ,...,HnQIPN Hyperebenen und FEC ein “Punkt” mit

1
(1) dim w'l(ﬁ)m(Hlm...mHn)x{ﬁ} =0
so gilt fiir alle Punkte F einer ganzen Umgebung von F ebenfalls
) dim w'l(F)ﬂ(Hlﬂ...ﬂHn)x{l_:} =0
Beweis. Nach Definition von | gilt
v 1P = Xx(F,

wennF = FX das Chow-Polynom von XQ]PN ist. Die Faser ist also n-dimensional.

Bedinung (1) ist nach Bemerkung (i) d4quivalent zu
I_:(vo,Hl,..., H_) ist nicht identisch Null

d.h. mindestens ein K oeffizienten von F ist ungleich Null. Sei a(H Hn) das Produkt

11'--1
der Null verschiedenen K oeffizienten von F. Dann ist
D@CP

eine offene Umgebung von F mit der Eigenschaft, daB (2) gilt fiir alle FED(a).
QED.



6.15 Problem: Satz von der Irreduzibilitat der Fasern

Seienf: X — Y eine regulire Abbildung projektiver Varietiten und yEY ein Punkt. Es

gdte:
1. Xistirreduzibdl.
2. f(X)=Y.

3. ) isirreduzibel mitdimfly)=dimY - dimX >0.

Gibt es dann eine offene Umgebung VCY vony mit - X(y) irreduzibel fiir alle yEV?
Bemerkung
Entsteht f durch Basiswechsel aus der universellen Familie der Chow-Varietit und ist

gyY— CN,n,d

die Basiswechsd-Abbildung, so liegt g(y) in der offenen Teilmenge CN,n, d der
irreduziblen Chow-Polynome. Dies gilt dann aber auch fiir ale Punkte aus einer
Umgebung von'y, d.h. es gilt die Behauptung.

Beispiel 1.

X =V(y-x9)C a2

y=a&l

. X—=Y,(xy)ay.

R
¥

-
— ——
—_—

Fiir jedes a €& 1 {0} gilt

_ ia@={(ava,@-va}.
Die Faser iiber a = 0 besteht aus einem Punkt ist also irreduzibel. Die Faser iiber dlen
anderen Punkten besteht aus zwei Punkten, ist also reduzibel.

Durch Ubergang zu den projektiven AbschlieRungen erhilt man ein analoges Beispid
fiir regulire Abbildungen projektiver Varietiten:

X=V(yz- x2) C P2

y=pl

f: X =Y, [xyzalyz.
Bemerkungen

(i)  Zur Erkldarung dieses Phinomens kann man sich auf den Standpunkt stellen, die
Faser iiber O ist in Wirklichkeit ein doppelt zu zihlender Punkt (also reduzibel).

(i)  Ersetzt man die Parabel X C &2 durch den Zylinder iiber dieser Parabel im 4.3
so erhilt man kein Gegenbeispiel zum Satz iiber die Irreduzibilitit der Faser mit 1-
demensionalen Fasern: fiir

X=V(yz- x2) Cp3

y=pl
ist die Abbildung



f: X =Y, [xyzw] aly,z,
nicht regulir im Punkt [0,0,0,w].
Beispid 2.
X=Vx2+y2-72) C &3
y=al

f:X—=Y,(xy22a Z;.

Esqilt

f'l(a) =V(z- ax, x2 + y2 - a2x2) =V(z-ax, (1—a2)x2 - y2)
Dadas Polynom (1—612)X2 - y2 zerfillt in das Produkt von zwei linearen Polynomen,
besteht die Faser fiir alle a = 1 aus der Vereinigung von zwel verschiedenen Mantel-
Linien des Kegels X. Fiir a = *1 erhélt man als Faser nur eine Mantel-Linie. Die Fasern

iiber a = 1 sind somit irreduzibel, alle anderen reduzibel.

Bemerkungen

()  Die Abbildung ist nicht regulir im Punkt (0,0,0).

(i)  Wir werden spiter eine Moglichkeit kennenlernen, die Regularitiit der Abbildung f
zu erzwingen, indem man X im Punkt (0,0,0) aufblist. Die neue Abbildung ist

dann zwar regulir, die Fasern tiber a = +1 sind dann aber reduzibel: sie bestehen
aul3er aus der Mantellinie noch aus dem Ausnahme-Divisor.

7. Schemata
8. Das Hilbert-Schema

Anhang
Al. Noethersche Ringe

A1l.1 Noethersche Ringe und Moduln

Seien A enRingund M ein A-Modul. Dann heil3t M noethersch, wenn jeder Tellmodul
NCM endlich erzeugt ist, d.h. es gibt Elemente nl,...,nreN mit

N = n1A+...+Anr ={ a,ny +...+ an | YR eEA}.
Der Ring A heif3t noethersch, wenn er als Modul iiber sich selbst noethersch ist. Ein A-
Modul M geniigt der aufsteigenden K ettenbedinung, wenn jede aufsteigende Kette




NOCN1C CN CN 1_

von A-Teilmoduln von N stationér ist, d.h. %gl ibt e|n n mit

Ni = Ni+l fiir alle i = n.

Bemerkungen

()  Jeder noethersche Modul ist endlich erzeugt.

(i) DieTelmoduln des A-Moduls A sind gerade die Idealevon A. Ein Ring ist somit
genau dann noethersch, wenn jedes|deal | € A ein endliches Erzeugendensystem
besitzt, d.h. es gibt Elemente rl,...,rnEI mit

= (rl,...,rn) ={ flrl +..+ fnrn | fl""’fn eA}.

(i) Beispid: jeder Korper K ist ein noetherscher Ring, denn die einzigen ldedle {0} =

0-K und K = 1-K haben endliche Erzeugendensysteme.

A1l.2 Charakterisierung der noether schen Moduln

Seien A ein Ring und M ein A-Modul. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) M ist noethersch.

(i) M geniigt der aufsteigenden Kettenbedingung.

(@ii) Injeder Familie{Mi}iel von A-Tellmoduln von M gibt es ein maximales

Element, d.h. ein Tellmodul Mi , der in keinem Teailmodul Mi der Familie echt

0
enthalten ist.
Beweis. (i) = (ii). Sei eine aufsteigende Kette von Teilmoduln von M gegeben,
M_CM, C. CM CM., ,C
0~ 1= +1
und s M’ = U M die Vereinigung der Moduln der Kette. Dann ist M’ en

=0
Tellmdodul von M und alssol cher endlich erzeugt,

M =Am, +...+AM .
1 r

Jedes der Elemente m, liegt in enem Modul der Kette. Da die Zahl der m, endlich i,
gibtesein Mn mit

nl, ,nre Mn
Dann gilt aber fiir jedes j = n,

M =Am,+..+tAM CM CM.CM
1 r n J

d.h. esgilt
M. =M’ fiir alle j = n.

(ii) = (iii). Angenommen, es gibt eine Fam”ie{Mi}iel von Teilmoduln von M ohne

maximales Element. Dann ist zum Beispiel Mi nicht maximal, d.h. esgibt ein Mi mit
0 1
M. CM. (echtelnklusion).
o 1
Aus demselben Grund ist Mi nicht maximal, d.h. esgibt ein Mi mit
1 2
M. CM. (echtelnklusion).
1 2
Indem wir so fortfahren, erhaten wir eine nicht-stationére Kette von Tellmoduln von M
im Widerspruch zur Annahme (ii).
(iii) = (i). Angenommen ein Teilmodul N € M ist nicht endlich erzeugt. Wir wihlen ein

beliebiges Element von nleN und setzen



WEell N nicht endlich erzeugt ist, gibt esein n,€N-N. . Wir setzen

2 1
N2 = N1 + An2.
Well N nicht endlich erzeugt i<, gibt esein nseN-NZ. Wir setzen
N3 = N2 + An3.

Indem wir so fortfahren, erhalten wir eine echt aufstel gende Kette

NOCN1C .CN. CN+1

von Teilmoduln von M. Die Familie der NI besitzt kein maximales Element in

Widerspruch zur Annahme (iii).
QED.

A1.3 Exakte Sequenzen und noether sche M oduln

Seien A ein Ring. Dann gilt:
(1)  Jeder Teilmodul eines noetherschen A-Modulsist noethersch.
(i)  Jedes A-lineare Bild eines noetherschen A-Modulsist noethersch.
(i) 1st
O-M —-M—=M"—-0
eine exakte Sequenz von A-Moduln mit M’ und M” noethersch, soist auch M
noethersch.
Beweis. Zu (i). Jeder Teilmodul eines noetherschen Moduls geniigt der aufsteigenden
Kettenbedinung, d.h. die Behauptung folgt aus 1.2 (ii).
Zu (ii). Seienf: M — M” eine A-lineare Surjektion mit M noethersch und

c C.C c Cc.
MO Ml M IVlll

ein aufsteigende K ette von Teilmoduln von M" Dannist
Lm e f'1(|v|1)g... C f'l(Mi) C f'l(Mi+1) C..
eine aufsteigende K ette von Teilmoduln von M und als solche stationér. Weil f surjektiv
i, gilt aber
(M) = M.,
d.h. die Ausgangskette ist bereits stationdr.
Zu (iii). Sei N € M ein Tellmodul. Dann ist NNM’ ein Teilmodul von M’ und als

solcher endlich erzeugt,
NOM' = Ann', + ...+ An’r

1
DasBild N C M” von N in M” ist endlich erzeugt, d.h. es gibt Elemente
n”l,...,n”SEN,

deren Bilder in M” den Modul N erzeugen. Mit andern Worten, fiir jedes nEN gibt es
Elementea”l,... a” € A mit

n- a 1n gt a”sn"se Ker(M — M”) = M.
Diese Differenz liegt aber auch in N, adso in NNM’' und ist damit ene
Linearkombination der n’ 7 n - Wir haben gezeigt, die Elemente

n’l, v n’ , N’ 1 n” e N

bilden ein (endliches) Erzeugendensystem von N.
QED.

A1.4 Beispiel: endlich-dimensionale Vektorriume

Seien A ein Ring und M ein A-Modul. Der Ring A enthalte einen Korper
KCR
derart, dal3M as K-V ektorraum endlich-dimensiond ist,



dm, 6 M < o,

K
Dannist M als R-Modul noethersch.
Bewels. Jeder Tellmodul von M ist ein K-V ektorraum endlicher Dimension. Endlich-
dimensionale K-Vektorrdume geniigen aber der aufsteigenden Kettenbedinung.
QED.

A1.5 Beispiel: endlich erzeugte Moduln iiber noetherschen Ringen

Seien A en noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul. Dannist M
noethersch.
Bewels. Sal

M= A-m1 +..+ A-mr .
Wir fithren den Beweis durch Induktion nach r. Im Fal r = 1 gibt es eine R-lineare
Surjektion

A—-M= A-ml, aa a-ml.
Nach 1.3 (ii) ist mit A auch der Modul M = A-m1 noethersch.
Sel jetzt r > 1. Wir betrachten die exakte Sequenz

0—>A-m1—> M — M/A-m1—> 0

Nach 1.3(iii) reicht es zu zeigen, die Moduln A-m1 und M/A-m1 sind noethersch. Fiir

den Modul A-m1 ist des auf Grund des Induktionsanfangs der Fall. Der Modul

M/A-m1 wird von den Restklassen der Elemente my, ..., m erzeugt. Auf Grund der

Induktionsvoraussetzung ist er also noethersch.
QED.

A1.6 Beispiel: Polynomringe iiber noetherschen Ringen
Seien A en noetherscher Ring und T eine Unbestimmte. Dann ist der Polynomring

A[T]
noethersch.
Beweis. Sei | € A[T] en ldea. Wir haben zu zeigen, | besitzt ein endliches
Erzeugendensystem. Fiir jedes Element fEA[T] bezeichne
v(f)EA
den hochsten von Null verschiedenen Koeffizienten von f. Wir setzen
v(l) :={0} U{v(f) |fel }.
DieMengev(l) ist ein Ideal von A und alss(ol)ches(el)wdlich erzeugt, sagen wir,
1 r

_ vih=@ ,..a) _
[ [ [

Fiir jedes a() wihlen wir eéin f €l mit dem hochsten Koeffizienten a( ). Indem wir
(i) (i
einige der f  mit einer T-Potenz multiplizieren, konnen wir erreichen, da3 die f ~ dle
denselben Grad d haben. Sel
1) (n)

d=degf  =..=degf

MI ={fel|degf<d}
Die Polynome von Grad < d hilden einen endlich erzeugten A-Modul und MI ist @n
Teilmodul dieses A-Moduls. Nach 1.5 ist der Modul MI endlich erzeugt, sagen wir

Al Dy ad®

und

M | =
: : . @ 6
Esreicht zu zeigen, das|deal | wird von den Elementen f ... ,f  erzeudt,



| = (f(l), ,f(s)

Sel fEl beliebig. Wir haben zu zeigen, f ist ein A[T]-Linearkombination der Polynome
f(1) f(S)

. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach deg f. Fals deg f <d i, so
(r+1) (s)
giltf € MI und f ist sogar eine A-Linearkombination der f R i

Gradvonf=d,

. Sei jetzt der

degf = d.
, i} . . . . @ O
Dann ist der hochste Koeffizient v(f) eine A-Linearkombination der a ,...a , sagen
wir
f) = (1)+ + 0 itacA
v()—ala - Taa mitacA.
(1) () . . :
Dann hat alf +.. 4 arf denselben hochsten Koeffizienten wie f und den Grad d.

Die Differenz
(1) (r d
. Tdegf-d
f (alf +... +arf )T

hat deshalb einen kleineren Grad asf. Nach Induktionsvoraussezung ist diese Differenz
eine Linearkombination der f(l), e f(S),

f- (alf(1)+... + arf(r))-Tdegf -d- (f(l), " f(S)).
Damit gilt aber auch

1
fe (f( ), ,f(s)).

QED.

A2 Quotientenringe und Qutientenmoduln

A2.1 Definition
Sel A en Ring. Eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von A oder kiirzer eine
multiplikative Menge von A ist eine nicht-leere Tellmenge
A,
die mit je zwei Elementen auch deren Produkt enthiilt,
s ,s'ES= §-5"ES.
Fiir jede multiplikative Menge S C A und jeden A-Modul M fiihren wir auf der Menge

) MxS
die folgende Aquivalenz-Relation ein.
(@) (m',s) ~(M",s") < s(m’s” - m”s’) = 0 fiir ein s€S.%**
Die Aquivalenzklasse des Paares (m,s) bezeichnen wir mit
<,

die Menge aller Aquivalenzklassen mit
sIM:={ Tmem, s=s}.

Speziell fiir M = A schreiben wir

24 Unmittelbar einleuchtend wire die Bedingung
m's’ -m’s =0.
Der zusiitzliche Faktor s wird gebraucht um sicherzustellen, da8 wir eine Aquivalenzrelion erhalten.



sla:={Z|aeA =s).

Auf der Menge der Aquivalenzklassen definieren wir die folgenden Operationen.

m_ + m o ml S”+m” Sl

S’ S” Dl S’ SH

a m _ anm

SRS
Bemerkung

Die obigen Definitionen sind korrekt und definieren auf diese Weise auf sla die
Struktur eines Rings und auf s'IM die Struktur eines S1A-Moduls. Der Ri ng sia

heif% Quotientenring von A beziiglich S, der Modul s'iu Quotientenmodul von M
beziiglich S.
Fiir beliebige mEA, StES gilt

m_mt
. S B g
Beweis. 1. Schritt: durch (1) ist eine Aquivalenzrelation definiert.
Reflexivitit: fiir s =s” und m’ = m” ist die Bedingung auf der rechten Seite von (1)
trivialerweise erfiillt.
Symmetrie: vertauschen wir s und s” und gleichzeitig m’ und m”, so bleibt die
Relation auf der rechten Seite von (1) erhalten.

Transitivitit: Es gelte
(ms) ~(m',s)und (M',s) ~(m",s").

Dann gibt es Elemente t,t' €S mit

t(ms -m's) =0

t(ms -m’s) =0
Wir multiplizieren die erste Identitit mit t's” und die zwete mit ts und bilden die
Summe. Die Multiplikation ist gerade so gewihlt, dal3 sich das zweite Glied der ersten
Identitét gegen das erste Glied der zweiten weghebt. Es folgt

O=mst's” - mt'sts=tt's(ms’ - m’s),

d.h. esgilt
(m,s) ~ (m",s").
2. Schritt: Die Addition auf S'lM ist korrekt definiert.
Saen
m _n m” _n”
T e T

Wir haben zu zeigen, dann gilt
m's’+m’s _ n't"+n"t’
s's” -t
Nach Voraussetzung gibt es Elemente u,u’ €S mit
umt'-n's’) = 0 = u(M"t"- n"s").
Wir multiplizieren den Ausdruck links mit
u's’t”

und den Ausdruck rechts mit
us't’
und bilden die Summe. Wir erhalten
uu) (m’ S” .t1 t” - n’ S’ S” t” + m” S1 t’ t” - n” S! SH t1 ) : O
aso
uu) ((m1 SH + m” Sl ) t1 t” - (n1 t” + n” t1) S1 S”) : 0
Das ist aber gerade die zu beweisende Identitit.
3. Schritt: Die Multiplikation auf s'IM ist korrekt definiert.
Der Beweisist eine vereinfachte Variante des Bewei ses des zweiten Schrittes.
mt

4. Schritt: Briiche konnen erweitert werden: % =5



Dasgilt wegen
uim-st-mt-s)=0
fiir jedes uES.

5. Schritt: S 1A ist ein Ri ngund S 1M ein Modul iiber S™1A.
Das folgt aus den Ring- bzw. Modul-Axiomen fiir A bzw. M.
QED.

Bemerkungen

(i) Fiir jedes s€S istg das Einselement von S 1A,

(i) DieModulstruktur von s'Im iiber s71A it durch die Formel
a m_am
st &
definiert.

(iii) Nach Definition ist
m_m
s”¢

Mit anderen Worten,
m_m « .. . . 1 9225

ST ® ms’ - m’s = 0 fiir geeignet erweiterte Briiche

—— < t:(ms’ - m’s) = 0 fiir ein tES.

A2.2 Die Universalititseigenschaft von s1a
Selen A ein Ring und SCA eine multiplikative Menge. Dann gilt:

(i) Die Abbildung ¢: A — S'lA, aa % , Ist fiir jedes s&S en Ring-
Homomorphismus, der die Elemente von Sin Einheiten von s1A abbildet. (Seigt
unabhingig von der speziellen Wahl des Elements s&S. Wir schreiben im

folgenden oft —anstellevon S auch wenn 1 nicht in Sliegt).
(i)  Fiir jeden ng Homomorphismus {:A—A’, der die Elemente von S in Einheiten

von A’ abbildet, gibt es genau einen Ring-Homormorphismus fp:S‘lA—>A’, fiir
welchen das folgende Diagramm kommutativ ist.
Yy

A —A

10 / Y
sia
e Ay - .
Genauer glltw(g) =y(s) lLp(a) fiir a€A und s=S.
Bemerkung

Auf Grund von (i) ist s1a dne A-Algebra Damit hat s fiir jeden A-Modul M auch
die Struktur eines A-Moduls, wobei die Multiplikation durch
m _a m _am

“1's s
gegeben ist.
Beweis. Zu (i). Die Relationstreue von ¢ folgt unmittelbar aus der Defintion von

Addition und Muiltiplikation in sla. zum Beigpid ist

)= (a@+a2)s_a'sta’s _a 52+a” 52

- as, a's
+ = = = = —_
p(a+a s s 2 S

+ 5=
s

25 4 h. mit "™ angtelle von modertﬁ,anstellevon UL
ts S ts S



Die Aussage, dal3 @ nicht von der speziellen Wahl von s abhingt, ergibt sich durch das

Erweitern von Briichen: fiir s’,s”€ S und acA gilt
as _as's’ _as’
S1 _S1S11 _Sn-

Zu (ii). Eindeutigkeit von fp : Sel fp eine Abbildung wie in (ii). Es reicht die in (ii)

angegebene Formel fiir 1]-) zu beweisen.Fiir beliebige acA und s=Sgilt:

YEVE) =) WG  (dasDiagramm von (ii) ist kommutativ)

= fp(%)fp@ (Definition von ¢)

- ~(§. g) (y ist ein Homomorphismus)

=y (g (Definition der Multiplikation in S1A)
= p(q(a)) (Definition von )

=(a) (das Diagramm von (ii) ist kommutativ).

Nach Voraussetzung ist 1(s) eine Einheit in A’. Wir konnen also mit dem Inversen von
P(s) multiplizieren:

P a .
¥Q) = @
Diese Formel zeigt, ﬂ; ist durch ¢ eindeutig bestimmt.
Existenz von fp Wir nehmen die Formel

~ a _
2 =ve .
als Definition fiir 1~p Es reicht zu zeigen, diese Definition ist korrekt. Die Relationstrue

von ergibt sich dann unmittelbar aus der Definition vonap und die Kommutativitit aus
derselben Rechnung wie im Eindeutigkeitsbeweis. Zeigen wir aso die Korrektheit der
Definition. Sei a,a € und s,s € S Elemente mit

a_a

s s
Wir haben zu zeigen, dann gilt
(1) w(9) (@ = w(s) (@)
Nach Voraussetzung gibt es ein t&S mit

t(as -as)=0
Wir wendeny an und erhalten
Y(O(w(@) p(s) - (@) y(s)) = 0.
Wil y(t) eine Einheit in A’ ist, konnen wir mit dem Inversen multiplizieren und erhalten
S _ Y(@) Y(s) - p(@&) y(s) = 0.

Multiplikation mti dem Inversen vny(s)y(s’) liefert die zu beweisende Identitit (1).
QED.

A2.3 Quotientenmoduln und Tensor produkt

Seien A enRing, SC A eine multiplikative Menge und M ein A-Modul. Dannist die
natiirliche Abbildung

-1 — -1 g am_

S A®AM S M,S®ma s

ein [sormoprhismus von s 1A-Moduln mit der Inversen



51M—>51A® v, 1 a 532®m

Beweis. Diefolgende Abbildung ist A-bilinear.
astax,M—-sim, G ma®-.

A S
Es gilt nimlich
a@d am=al2 m=8"=u2 am)
Damit induziert aber o die Abbildung
p:stA@,M —su, Sema Y,

d.h. die Abbildung der Behauptung ist wohldefiniert und A-linear. Betrachten wir welter
die Abbildung
Lol -1 m_ S

v:S"M—=S A®AM,§a ?®m.
Wir haben zu zeigen, diese Abbildung ist wohldefiniert, d.h. fiir je zwei Elemente S,S €S
und m,m’EM mit
m
S1

m
B
gilt

S s’

1 —®M=—5 "
(1) 2 ® 2 ®m
Nach Voraussetzung gibt es ein t€S mit

t(ms' -m's) =0

Auf Grund der Bilinearitit von ® folgt

t%@m - th®m, = %@(ts’ m - tsm’) = 1®0 =0,
aso
 om=2em in stag,M.

Nun ist S _ en wohldefiniertes Element von S 1A und S 1A® M hat eine S lA-

ts' s
Modul-Struktur. Multiplikation mit diesem Element liefert
EERINE tszzom instA®,M.
ts 2 ts's

Durch Kiirzen (und Erweitern) erhalten wir die zu beweisende Identitét (1).
Damit ist die Abbildung y wohldefiniert.

Durch direktes Nachrechnen sieht man, § und y sind invers zueinander. Insbesondere
handelt es sich aso um Isomorphismen.

Ebenfalls durch direktes Nachrechnen sieht man, 3 ist s'1a-linear.
QED.

A2.4 Funktorialitit
Selen A einRing, SC A eine multiplikative Menge und
o:M — M’
eine A-lineare Abbildung. Dann gibt es genau eine s1a-lineare Abbildung
stlp:siv - stw
fiir welche das Diagramm



¢

M — M
J J
S
gy =2, (P sy
kommutativ ist. Esgilt
m
@ To(D = 2,
Beweis. Eindeutigkeit von S'lcp. Wir nehmen an, d|eAbbiIdung
y:=sTy
existiert. Es reicht dann die Giiltigkeit von Formel (1) zu beweisen. Es gilt in sim:
£ m
T = w(— S (WistSTAlinea)
= IP(?
= @ (Kommutativitidt des Diagramms)

Wir multiplizieren mit dem Element ?von s 1A und erhalten

s m)s _¢g(m
lp(m) CP( ) CP(S )
Existtenzvon S 1(p. Wir verwenden Formel (1) als Definition. Esreicht zu zeigen, diese

Defintion ist korrekt (die S IA-Linearitit ergibt sich durch direktes Nachrechnen). Seien
aso ssESund mm'EM Elemente mit

m_m
s”s
Wir haben zu zeigen, dann gilt
o(m) _ g(m)
S s’

Nach Voraussetzung gilt es ein t€S mit
t(ims' - m's) = 0.
Wir wenden die A-lineare Abildung ¢ an und erhalten
tp(m)s’ - (m’)s) = 0.
Durch Anwenden der natiirlichen Abbildung M* — s'im fol ot
=SS Ue(M)S - @(m')s) _ $t «m _p(m’)
B ss’ ( s’ )

Wegen s, tES ist SSTtln s1s &in Einheit. Durch Multiplikation mit dem Inversen

dieses Elements erhalten wir die zu beweisende Identitiit.
QED.

A2.5Wechsel der Nennermenge
Seien A ein Ring, f: A—B ein Ringhomomorphismus, SC A eine multiplikative Menge
und N ein B-Modul. Dann besteht ein natiirlicher Isomorphismus von s1A-Moduln
-1 -1y N n

Beweis. 1.Schritt: Der Fall N = B.
Die Existenz und Isomorphie von

slg - f(9 1B, ga
ergibt sich aus den folgenden Fakten.

b
@.



1. Der A-Modul
s'B=s1A,B

ist ein Ring.

2. Die natiirliche Abbildung
B~ S18=51A®,B,ba 1®b

ist ein Ring-Homomorphismus (welcher die Elemente von f(S) in Einheiten

abbildet).
3. DerRing S1B besitzt die Universalititseigenschaft des Rings f(S)'lB.

Die ersten beiden Aussagen sient man durch direktes Nachrechnen. Zum Bewels der
dritten beachten wir, fiir jeden Ringhomomorphismus
y: B—=B’,
der die Elemente von f(S) in Einheiten abbildet, ist die Zusammensetzung
A—B—PB
ein solcher, der die Elemente von S in Einheiten abbildet. Deshalb faktorisiert er sich
eindeutig iiber 718 und der induzierte Homomorphismus
slg g 2a W)

S
ist ein Ringhomomorphismus.
2. Schritt. Der allgemeine Fall.
Aus dem Isomorphismus des ersten Schritts,
b b

sle~f(9'B ga -

erhélt man durch Tensorieren mit N iiber B den Isomorphismus

-1 — -1 _226 1y b b _bn
S B®BN f(S) B®BN— f(S) N,s®na f(s)®n_f(s)'

Welter ist
-1 271 _1 228 1
S B®BN ='S A®AB®BN =S A®AN == SN

b 1 1 bn
®na §®b®n a §®bn a 4

s
Damit nimmt der 1somorphismus die behauptete Gestalt an.
QED.
A2.6 Beispiele

Lokalisierung eines Rings in einem Primideal
Seien A en Ring und p en Primidea von A. Dann ist S := A-p eine multiplikative
Menge und manschreibt
A =51
Der Ring heil3t lokaler Ring von A im Primideal p oder auch Lokalisierung von A in p.
Bemerkungen
() DieTelmenge
a
mA ) :={g |asp, s p}
von Ap ist ein Ideal des Rings.?*

26 gilt nach A2.3.
27 gilt nach A2.3 angewandt auf den A-Modul B.
28 gilt nach A2.3.



(i)  Einkommutativer Ring © mit 1 heif¥ lokaler Ring, wenn er genau ein maximales
Ideal besitzt. Dieseswird dann mit
m(©)
bezeichnet.

Quotienten beziiglich der Potenzen eines Elements
Seien A ein Ring und fEA ein Element. Dann bilden die Potenzen von f eine
multiplikative Menge,
S={1,f,2 3.}
Der zugehorige Ring wird mit

A= sia

bezeichnet.

Voller Quatientenring

Seien A ein Ring und S die Menge aler Nicht-Nullteiler. Die Menge Sist multiplikativ.
Der Ring

Q) =s1a
heif¥ voller Quotientenring von A.
Bemerkung
Ist A ein Integritétsbereicht, so gilt S = A - {0} und
Q(A)

ist ein Korper, der Quotientenkorper von A.

A2.7 Verhalten der Ideale beim Ubergang zu Quotientenringen
Selen A ein Ring und SCA eine multiplikative Menge. Dann gilt:

(i) Einldeal | CA erzeugtin sia genau dann ein echtes | dedl
-s1A = { g a1, s=5)
im Quotientenring, wenn INS = & gilt.
(i) Fiir jedes Ideal J C sia erzeugt das vollstdndige Urbild
JNA ={aeA |T €}
von J in A im Quotientenring das urspriingliche Ideal,

anA)sia=y
(iii)  Fiir jedes Primideal p von A mit pNS= J gilt

An(p-sia)=p
Beweis. Zu (i). Enthédlt INS ein Element s, so liegt die Einheitéin I-S'lA, d.h. esgilt
I-s1a =514,
Besteht umgekehrt diese Identitit, so liegt das Einselement in diesem Ided, d.h. es gibt
Elemente acl und s=S mit g = g . Bei geeigneter Wahl von s=Sfolgt
| = as= 52 €S,
d.h. INSist nicht leer.
Zu (ii). Trividerwe se gilt
@nAa)ysiacy

29 Jedes Element ausAIO - m(Ap) ist eine Einheit. Deshalb ist jedes echte Ideal von Ap in m(Ap)

enthalten. Der Ring Ap besitzt deshalb genau ein maximales Ideal, ndmlich m(Ap).



Seijetztge J. Dann gilt%: €Jalso acJNA. Esfolgt

i
mIQJHIm

:% e @A)sia.
Zu (iii). Trivialerweise gilt
pC AN(pSiA).
Sel ac Aﬂ(p-S'lA). Dann gilt
%:gmit aepund s=S.
bt sich
a=a ep.
Wegen s=Sund pNS = I gilt s&p, also acp.
QED.

Q

Bel geeigneter Wahl von s ergibt

A2.8 Quotientenringe noether scher Ringe
Ist A ein noetherscher Ring und SCA multiplikativ, soist s 1A wieder noethersch.
Beweis. Sei ICS 1A ain Idesl. Wir setzen
I':=INA={acA | TEI}.
Diesist ein Ideal von A, wird also von endlich vielen Elementen von A erzeugt,

I" = (al,...,ar).

Damit gilt nach A2.4:

i U P 1n
(T’""T)_I STA=(INA)-S*A =1,

d.h. Iist endlich erzeugt.

QED.

A2.9 Exakteheit des Ubergangs zum Quotientenring
Seien A ein Ring, SC A eine multiplikative Teilmenge und

f
YURAVIERVE

eine exakte Sequenz von A-Moduln. Dann ist dieinduzierte Sequenz von s 1a-Moduln

fx

S_].M 1 g* lM ”
ebenfalls exatk.
Beweis. Da der Ubergang zum Quotientenring ein Funktor ist, gilt mit g=f = 0 auch
g* Of* = O’
aso
Imf, CKerg, .

Wir haben die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Sei also ge Ker g,.. Dann gilt in
sivr:

—q (M - 9(mM)

m
dh. %

2 mittes, dh. esgibt einues mit
0 = u-(tg(m) - s0) = ut-g(m) = g(utm).
Esfolgt utm € Ker(g) = Im(f). Es gibt ein Element
m e M
mit utm = f(m’). Damit gilt



v(f(m’')s- ustm) =0
fiir jedes vE€S, aso

o= f(m)—f (g )Elmf
QED.
A2.10 Beispiel
Seien A ein Ring, SC A eine multiplikative Tellmenge, M ein A-Modul und
M'CM

ein Teilmodul. Dann besteht ein natiirlicher Isomorphismus
slwsivw - s 1(M/M ) D mod 5wy o MMM
Beweis. Wir wenden den Funktor S auf d|e exakte Sequenz
O—-M —-M-—=MM —0

an und erhalten die exakte Sequenz

0—-sv - siv = sivmm) =o
und damit ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0-sm -siv—- sl —o

I I

0—-sIv - siv — stvisim -0

Nach dem Homomorphiesatz fiir S LA -Moduln 148t sich ein Homomorphismus
hsiwisiv - siwe
kommuitativ in dieses Diagramm einfiigen. Auf Grund der Kommutativitit des rechten
Vierecksgilt
(@ mod 5wy = MM

Auf Grund er Exaktheit der beiden Zeilen dieses Diagramms ist der Homomorphismus
bijektiv.
QED.
A2.11 Der Ubergang zu Quotientenringen bzw. Faktorringen
Selen A ein Ring, S C A eine multiplikative Tellmenge, ICA en ldeal und M en A-
Modul. Dannist die Abbildung

siv/1stm - simim), Lmod1-s v o MMM

S

wohldefiniert und ein Isomorphismusvon S lA-M oduln
Beweis. 1. Schritt. Der Fall M = A.

Esreicht zu zeigen, istA einer der Ri nge sia/i-s1a bzw. S'l(A/IA) so gilt:
1.  Die natiirliche Abbildung
A—A aa aImod -5 1A bzw. aa am(;d L

ist ein Ringhomomorphismus, der die Elementevon | indieNull und dievon Sin
Einheiten iiberfiihrt.
2. Jeder Ringhomomorphismus A — A’ , der die Elementevon | in die Null und die

von S in Einheiten iiberfiihrt, faktorisiert sich eindeutig iiber A.

Diese beiden Eigenschaften ergeben sich direkt aus den Universalititseigenschaften der
Quotientenringe und dem Homomorphiesatz.

2. Schritt. Allgemeiner Fall.

Wir tensorieren den Isomorphismus des ersten Schritts mit M iiber A und erhalten



amod |

sia/isia® M- slane M, smodI-STA@ma @M
Welter gilt
slia/isia M = slia® A|\/|/|-S'1A® WM = sivi-siv
gmod Isla@m a a§® m mod |-S‘1A®A|v| a am? mod I-S1m
und
1 ol ol ol
stane,M=stae, A0, M =stae MM =stmim)
am;)d | ®ma 1§® (amod I)®m a 1§® (am mod IM) a w
QED.

A3. Ganze Erweiterungen

A3.1 Definition

Seien A ein Ring und B eine A-Algebra®®®. Ein Element bEB heif’t dann ganz iiber A,
wenn es ein Polynom

f(x) =x" + alxn'l +.+a €A

mit Koeffizienten aus A gibt mit dem hochsten Koeffizienten 1 und der Nullstelle b,
f(b) =0inB.
Ein solches Polynom f heif3t dann Ganzheitspolynom fiir b.
Die AlgebraB heifd ganz iiber A, wenn jedes Element von B ganz ist iiber A. Sei heil¥
endlich iiber A, wenn B als A-Modul endlich erzeugt ist.

A3.2 Charakterisierung der Ganzheit eine Elements
Selen A ein Ring, B eine A-Algebraund b € B ein Element. Dann sind dquivalent.
0] b ist ganz iiber A.
(i)  DieTelagebraA[b]** von B ist ds A-Modul endlich erzeugt.
(iii)  Esgibt einen exakten®** A[b]-Modul, der s A-Modul endlich erzeugt ist.
Beweis. (i) = (ii). Sel

f(x) = x" + alxn'1 tta
ein Ganzheitspolynom von b iiber A. Dann gilt in A[b],

n_ _ n-1_

Q) b'= a X S

d.h. die n-te Potenz ist A-Linearkombination niedrigerer b-Potenzen. Durch
Multiplikation von (1) mit b-Potenzen sieht man, jede b-Potenz mit einem Exponenten =
nist A-Linearkombination niedrigerer b-Potenzen. Mit anderen Worten jedes Element
von A[b] kann als Linearkombination von

1,b, .., b+l

geschrieben werden. Esgilb also (ii).

(ii) = (iii). A[b] ist als Modul iiber sich selbst exakt (wegen 1EA[D]).

(iii) = (i). Set M ein exakter A[b]-Modul, der als A-Modul endlich erzeugt ist,

20 d.h. B ist ein Ring, und es gibt einen Homomorphismus A — B von Ringen mit 1, welcher
Struktur-Homomorphismus hei 3t

1 A[b] ist definiert, als der kleinste Teilring von B, welcher das Element b und das Bild von A beim
Struktur-Homomorphismus enthilt. Die Elemente von A[b] sind gerade die Polynome in b mit
Koeffizienten aus A.

%2 Der R-Modul M heif3t exakt, wenn der Annullator AnnR(M) ={rER|r-M =0} triviad ist.




M=Ab, +..+ADb
1 n

Dann gilt
bb.=a.b, +..+a b mita.€A,
i1l in"n i

aso

@ 3 (3-8, b)b, =0

=1
Sa d(x) == det (a”.- aij-x). Durch Multiplikation von (2) mit adjungierten
Unterdeterminanten von d(b) und Aufsummieren erhalten wir?*?

d(b)-bj = 0 fiir jedes j,

d.h.
d(b)-M =0.

DaM als A[b]-Modul exakt ist, folgt
d(b) =0inB.

Nun ist d(x) ein Polynom mit Koeffizienten aus A und dem hochsten Koeffizienten 1.
Mit anderen Worten, b besitzt ein Ganzheitspolynom, d.h. b ist ganz iiber A.
QED.

A3.3 Kriterium fiir die Endlichkeit einer endlich erzeugten Algebra
Selen A einRingund B = A[bl,...,bn]. Dann sind dquivalent.

() B ist endlich iiber A.

(i) B ist ganz iiber A.

(i) bl""’bn sind ganz iiber A.

Beweis. (i) = (ii). Fiir jedes Element bEB ist B ein exakter A[b]-Modul (wegen 1€B),
der nach Voraussetzung (i) endlich erzeugt ist. Wegen A3.2 ist b ganz iiber A.

(ii) = (iii). Nach Voraussetzung ist jedes Element von B ganz iiber A. Also sind es auch

dieb..
|
(iii) = (i).*** Fiir jedes i ist b. auch ganz iiber A[bl’ .b. 1] Alsoist
Alb 1 ,b] endlicher Modul iiber A[bl’ "’bi-l]'

Fiir jedes i erhalten wir so ein Erzeugendensystem b. 1’""bi n Die Produkte der Gestalt
[
b b bnI
1 2 n

bilden dann ein Erzeugendensystem von B = A[bl""’bn] asA-Modul, d.h. B ist endlich

iiber A.
QED.

A3.4 Erweitungen von echten I dealen bei endlichen Erweiterungen

Seien B ein Ring, der endlich ist {iber dem Teilring
A CB,
und | C A ein echtes|deal von A (d.h. esgeltel = A). Dannist auch IB ein echtes |ded
von B.
Beweis. Sai bl""’bn ein Erzeugendensystem von B als Modul iiber A,

B=Ab, +..+Ab .
1 n

28 Wir verwenden hier dieselben Argumente wie beim Beweis der Cramerschen Regel in der linearen
Algebra

#4Wir wiederholen hier den Beweis fiir einen Satz iiber den Grad der Zusammensetzung von endlichen
Korpererweiterungen.



Angenommen esgilt IB = B. Dann ist
B= Ib1+ ot Ibn,

d.h. jedes bi 148t sich in der Gestalt

schreiben mit aiJEI. Es folgt fiir jedes i,

0= §(a”. -3,)b
=1

aso
dbi =0mitd= det(a”. - éij)

dsodB =0, asod1=0, aso
0=d= det(aIj - 6”) inA,

aso
0 = det(- 6”.) mod |

also 1€1, im Widerspruch zur Voraussetzung | = A.
QED.

A4. Garben

A4.1 Vereinbarung: topologische Riume als Kategorien
Sel X ein topologischer Raum. Ebenfalls mit X wollen wir dann die Kategorie
bezeichnen, deren Objekte die offenen Mengen von X sind,
[X| := Menge der offenen Teilmengen von X,

und deren Morphismen die Inklusionsabbildungen zwischen diesen offenen Mengen
sind. Fiir je zwei offene Mengen U’, U” von X besteht also die Menge

Hom(U’, U")
der Morphismen U’ — U” aus hochstens einem Element: sie ist leer wenn U’ nicht in
U” enthalten ist und enthitl die natiirlich Inklusion

U —U",uauy,

andernfalls.

A4.2 Prigarben

Seien X ein topologischer Raum und C C Ens eine Teilkategorie der Kategorie Ens der
Mengen. Eine Priigarbe von X mit Werten in C ist ein kontravarianter Funktor X — C,
d.h. ein Funktor

Pp.x0-cC

der zu X dualen KategorieX0 mit Werten in C. Fiir jede offene Menge U von X heil3en
die Elemente von

P(U)
Schnitte von P iiber U. Fiir je zwe offene Mengen U’,U” von X mit U" C U” und
jedes s=P(U”) schreiben wir dann auch

s|U,
fiir das Bild von s bei der Abbildung P(U’” C U”): P(U”) — P(U’). Die Abbildungen
der Gestalt

P(U") — P(U’),sa s|U,

hei3en Regtriktionen der Prigarbe P.
Bemerkung



Die Prigarben X0 — C bilden eine Kategorie, deren Morphismen die natiirlichen
Transformationen zwischen den betrachteten Funktoren sind. Sie wird mit

P(X, C)
bezeichnet.

A4.3 Beispiele fiir Priagarben

Stetige Funktionen

Seien X und Y topologische Raume. Fiir jede offene Menge U von X setzen wir

C= CX Y(U) := Menge der stetigen AbbildungenU — Y.,

Fiir je zwei offene Mengen U’,U” von X mit U’ C U” bezeichne

C(U cu”):CcWU") —=C), faflu,
die Abbildung, die jeder stetigen Abbildung f: U” — Y die Einschrinkung auf U’
zuordnet. Dann ist

0 _
CX,Y' X Ens
eine Prigarbe auf X mit Werten in der Kategorie der Mengen.
Bemerkungen
() IstY eine topologische Gruppe, so ist CXY eine Prigarbe mit Werten in der
Kategorie der Gruppen.
(i) Ist Y eine kommutative topologische Gruppe, so ist C eine Prigarbe mit

XY
Werten in der Kategorie Ab der abelschen Gruppen. Prigarben mit Werten in Ab
wollen wir auch abelsche Prigarben nennen.

Stetige Schnitte

Sei f.Y — X eine stetige Abbildung topologischer Rdume. Fiir jede offene Menge U von
X setzen wir

Cf(U) = CY/X(U) ={ssU—Y |ssetigundfes= IdU }.
Die Elemente von Cf(U) hei3en stetige Schnitte von f iiber U. Die Einschrinkung der
auf die stetigen Schnitte von f definieren Restriktionen

Restriktionen der Prigarbe CX,Y

von CY IX mit denen

c.=C. X0 Ens
zur Préagarben wird.
Differenzierbare Funktionen

Sden X C RN eine offene Teilmenge (bzgl. der gewohnlichen reellen Topologie). Fiir
jedesreN {0, «} und jede offene Tellmenge U C X setzen wir

C;<(U) := Menge der r-mal stetig differenzierbaren Abbildungen U — .

Die Einschrinkung der Restriktionen der Prigarbe C auf die r-mal detig

X,R
differenzierbaren Funktionen definieren Restriktionen von C;( mit denen
r
cy: XY — R-Alg

zur Prigarben mit Werten in der Kategorie der IR-Algebren wird.



Analytische Funktionen

Saien

XC €N eine offene Teilmenge (bzgl. der gewohnlichen komplexen Topologie).

Fiir jede offene Teilmenge U C X setzen wir

Die Einschrinkung der Restriktionen der Prigarbe C

OX(U) := Menge der analytischen Funktionen U — (.

X auf die anaytischen

Funktionen definieren Restriktionen von OX mit denen

0
0, X0 = C-Alg

zur Prigarben mit Werten in der Kategorie der [L-Algebren wird.

A4.4 Garben

Saien

X ein topologischer Raum, C C Enseine Teilkategorie und
.y0
F:X¥Y—=C

eine Prigarbe. Diese heifit Garbe, wenn fiir jede offenen Menge U von X und jede
offene Uberdeckung

U=Ug Y

die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.

1.

2.

Zwei Schnittes',s’ € F(U) sind genau dann gleich, wenn fiir jedes i€l gilt
s |Ui =S |Ui.
Fiir jede Familie von Schnitten 5 € F(Ui) mit
5 |UiﬂUj =S |uimuj
fiir je zwei i,j€I gibt es einen Schnitt sS=F(U) mit S|U =S fiir jedes i€l.
[

Bemerkungen

(i)

(i)

(iii)

(iv)

v)

Die beiden Bedinungen, welche man auch Garben-Axiome nennt, sollte man as
ene Art axiomatische Formulierung des Funktionenbegriffs schlechthin
betrachten.

Genauer, jede verniinftig definierte Klasse von Funktionen sollte die Eigenschaft
haben, dal3 durch Einschrinken von Funktionen der Klasse wieder Funktionen
dieser Klasse entstehen, und umgekehrt, sollten aus loka definierten Funktionen
der gegebenen Klasse, die auf den gemeinsamen Tellen ihrer Definitionsbereiche
ibereinstimmen, global definierte Funktionen dieser Klasse entstehen.

Dies ist zum Beispid fiir stetige Funktionen, differenzierbare Funktionen bzw.
analytische Funktionen der Fall: die in A4.3 angegebene Beispiele sind sogar
Beispiele fiir Garben.

Wir werden spiter sehen, jede Garbe kann as Garbe von stetigen Funktionen
aufgefl3 werden (auf allerdings recht exotischen topologishen Réumen). Wir
bendtigen dazu zuniichst den Begriffe des Halms einer Garbe.

Die Garben X0 — C bilden ene volle Tellkategorie der Kategorie P(X,C) der

Priagarben x9 = C. Siewird mit
Sh(X, C)
bezeichnet (*Sh’ von englisch ‘ sheaves').

A4.5 Der Halm einer Prigarbe in einem Punkt

Saien



P x9— C(CEny

eine Prigarbe und x&X ein Punkt des topologischen Raums X. Wir betrachten die Paare
(s V)

bestehend aus einer offenen Umgebung U von x und einem Schnitt s € P(U). Zwei
solche Paare (s’, U”) und (s”, U”) heiB3en dquivalent in x, symbolisch

(5,U)~, (s, V),
wenn es eine offene Menge U gibt mit

x€e UC uUunu” und s’|U = s”|U :

Auf diese Weise ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Paarre (s,U) definiert.

Die Aquivalenzklasse des Paares (s,U) wird mit
S [s,U]

bezeichnet und heil Keim des Schnitts s im Punkt x. Die Menge dler Keime von
Schnitten von P wird mit

P
X

bezeichnet und heif% Halm von P im Punkt x € X.

Bemerkung

Der Begriff des Halms verallgemeinert den Begriff der Potenzreihenentwicklung.
Beispiel

Der Ham der Garbe der analytischen Funktionen auf dem Raum C"in einem Punkt z&€

C" 146t sich identifizieren mit dem Ri ng der im Punkt z konvergenten Potenzreihen:
zwe anaytische Funktionen haben in einem Punkt genau dann dieselbe Potenzreihe,
wenn sie in einer Umgebung dieses Punktes iibereinstimmen.

A4.6 Der Etal-Raum et(P) einer Prigarbe P
Se
p. X9 C(CEny
eine Prigarbe auf dem topologischen Raum X. Wir bezeichnen mit

et(P) = VXEX PX
die digunkte Vereinigung aller Halme von P und betrachten die Abbildung

. et(P) — X, SX ax,
die alle Elemente des Halms PX in den Punkt x iiberfiihrt.

Wir fiihren auf et(P) eine Topologie en, beziiglich welcher m stetig ist. Mit dieser
Topologie versehen heild et(P) Eta-Raum von P und mt hell3t natiirliche Projektion des
Eta-Raums von P. Manchma werden wir auch von n ds vom Etd-Raum von P
Sprechen.

Die Topologie von et(P) :
Fiir jede offenen Menge U von X und jeden Schnitt sEP(U) bezeichne

5:U—>et(P),xasX,
die Abbildung, welche jedem Punkt x&U den Keim von s in x zuordnet. Die Topologie

von et(P) sa die stirkste Topologie bel der dle Abbildungen der Gestalt s stetig Sind,
d.h. fiir eine Teilmenge M C et(P) gilt

M ist offen in et(P) < S~L(M) ist offen in X fiir jedes S.
Bemerkungen

(i)  Fiir jede offene Menge UCX und jedes S=P(U) gilt tes = Id,,.
(i) DieAbbildung mt ist stetig beziiglich der oben eingefiihrten Topologie von et(P).




(iii) DieMengen der Gestalt s(U) mit U C X offen und s=P(U) sind offen und bilden
eine Topologie-Basis von et(P).

(iv) DieAbbildung rt ist ein lokaler HomGomorphismus.

(v) Die stetigen Schnitte von mt: et(P) — X, d.h. die stetigen Abbildung

f: U — et(P), U C X offen, mit stef = IdU
sind gerade die Abbildungen f: U — et(P), welche loka von der Gestalt s sind,
d.h. fiir jedes u€U gibt es ein offenes U’ mit ueU’CU und ein s €P(U’) mit

fly =g

Beweis. Zu (i). Folgt unmittelbar aus den Definitionen von x und s.
Zu (ii). St U € X eine offene Teilmenge. Wir haben zu zeigen,

g'l(n'l(U)) ist offen in X fiir jede offenes Menge U’CX und jedes s=P(U’).
Wegen (i) ist das dquivalent zur Aussage,

Idbl, (U) ist offen in X fiir jedes offene U’ C X.

Wegen Id}: (U) = UNU’ ist letzteres aber trivial.

Zu (iii). Seien zwe offene Mengen U,U’ und zwe Schnitte sSSP(U) und s €P(U’)
gegeben. Dann gilt

sIsU)  ={xex|sK® e sU)}
={ xe&X |S’X=§ufijreinu€U}

:{x€X|sX:sX}

Man beachte, aus s’X = §u erhélt man durch Anwenden von m, dal3 X = u sein muf.
Damit ist

5"1(§(U)) ={ x&X | es gibt eine Umgebung V von x mit s l\/ = s|V }
Die Menge rechts ist offen in X. Damit ist §'"1(S(U)) offen fiir jedes U’ und jedes
seP(U’). Mit anderen Worten die Menge

s(U) ist offenin et(P).
Dies beweist den ersten Tell der Aussagen von (iii). Seien jetzt V C et(P) eine offene
Menge und sXEV. Wir haben zu zeigen, es gibt eine offene Menge U’CX und en

s eP(U’) mit
%eéwvgv
Das Element SXEV ist Keim eines Schnittes s=P(U) von P in einem Punkt x&U. Da V
nach Voraussetzung offen i, ist die Menge
U := s }v) offenin X.
Und sieist nicht leer, denn es gilt S(x) = s EV, a0
xe .
Wir setzen s’ = s|U, (€ P(U)). Dann gilt
s'(U)={ s, IUEU )
={ S lueu }



= 5(U")

cV
unds =s = s'(x) € s'(U).
Zu (iv). Sel 5, & et(P) ein Punkt. Dann ist S, der Keim im Punkt x€X eines Schnitts
=P(U) tiber einer offenen Umgebung U C X von x. Die Tellmenge

s(U) C et(P)
ist eine offene Umgebung von S, Es reicht zu zeigen, die Einschriankung

nl.  :s(U)—U
s(V)
besitzt eine stetige Umkehrung. Nach (i) gilt
TeS = |dU .
Insbesondereist die Abbildung
s:U— s(U)

bijektiv. Sie ist stetig auf Grund der Definition der Topologie von et(P), und sie ist
gerade die Umkehrabbildung von JTL(U
s

Zu (V). Jede Abbildung f: U — et(P), welche loka von der Gestdlt s i, ist stetig (auf
Grund der Definition der Topologie von et(P)) und sie ist ein Schnitt (wegen (i)). Sel
jetzt umgekehrt

f:U— et(P)

eine stetige Abbildung mit wtef = IdU (U C X offen). Wir haben zu zeigen, f ist lokal
von der Gestalt s. Sei

ueuy

e n Punkt und sai
sX :=f(u) € et(P)

das Bild von u. Dann gilt
X = n(sx) = n(f(u)) = u,

d.h. S, =S, ist Keim eines Schnitts ssP(U’) iiber einer offenen Umgebung U’ von u.

Wir konnen annehmen,

ue U CUu.
Die Menge E(U’) ist eine offene Umgebung von S TS~ f(u), und daf detig i, ist
die Menge
U” := f1(5(U")) offene Umgebung von u.

Esfolgt

f(U") C s(U").
Die Einschrankung von mt auf die offene Menge §(U’) ist bijektiv mit der Umkehrung

s: U — s(U).
Daf ein Schnitt ist von m ist aul3erdem

7| o fl ., =1d ,,
s(U’) U U

aso



mits’ ;= s|U,,. Mit anderen Worten f ist lokal von der Gestalt s.
QED.

A4.7 Die Garbe der Schnitte des Etal-Raums
Seien P: X0 = Enseine Prigarbe und

w: et(P) — X
der Etal-Raum von F. Fiir jede offene Menge U C X betrachten wir die Abbildung
(1) ":P(U) — sh(P)(U) :=C (U),sa s.

et(P)/X
Dabei sei s wiein A4.6 der Schnitt u a s, vonm tiber U. Dann gilt:

(i) Die Abbildungen (1) sind wohldefiniet und vertrdglich mit den
Restriktionsabbildungen, d.h sie setzen sich zusammen zu einem Morphismus

:P — sh(P)
von Prégarben.
(i) Der Morphismusvon (i) induziert auf allen Halmen Bijektionen.
(i) Der Morphismusvon (i) ist ein Isomorphismus, falls P eine Garbe ist.

(iv) Se F eine Garbe und f:P — F ein Prigarben-Morphismus. Dann gibt es genau

einen Garben-Morphismus f: sh(P)— F derart, dal3 das Diagramm
f

P —F
7
sh(P)

Beweis. Zu (i). Die Abbildung (1) ist wohldefiniert, denn nach Definition der Topologie
des Etal-Raums sind die Abbildungen der Gestalt S stetige Schnitte von zt. Nach

Definition der Abbildung s mit SSF(U) gilt fiir jede offene Teilmenge VCU die
Relation

s, =6 2
Die Abbildungen (1) sind also vertrdglich mit den Restriktionen.

Zu (ii). Sei x&X ein Punkt. Die durch den Morphismus von (i) induzierte Abbildung der
Halme in x geniigt der folgenden Abbildungsvorschrift.”*®

}%a@®&hmﬂkw

Die Abbildung ist surjektiv, denn jeder Schnitt von sh(P) ist lokal von der Gestalt s (val.

A4.6(v)). Alsoist jeder Keimin x von der Gestalt [s,U] mit s=P(U). Wir haben noch zu
zeigen, die Abbildung ist injektiv. Seien

[s,U'] und [s”, U"]
zwei Keimein x mit demselben Bild, d.h. mit

51 |U - S” |U
fiir eine Umgebung U € U'NU” des Punktes x. Dann gilt fiir die Halme in x

25 Biir x€V gilt (§|V)(x) =5(x) = s =(s\) = (sIV)~(><)-

26 Wir schreiben hier [s,U] fiir den Keim S von s=P(U) im Punkt x und [g, U] fiir den Keim gx von s

€sh(P)(U) im Punkt x.



(), =500 =5"(x) = (),
d.h. s’ und s” stimmen in einer Umgebung von x iiberein, [s’,U’] = [s”, U”].
Zu (iii). Wegen (ii) reicht es, die folgende Aussage zu beweisen.

Halm-Kriterium fiir die Isomorphie von Garben-Morphismen
Se

f.F—G
eine Morphismus von Garben X9 = C mit der Ei genschaft, dald fiir jedes x&X der auf
den Halmen induzierte Morphismus

F -G

X X

ein Isomorphismusist. Dannist f ein |somorphismus.

Beweis des Kriteriums. Sei U C X eine offene Teilmenge. Wir haben zu zeigen, die
zugehorige Abbildung

(*) f: F(U) — G(U)

ist bijektiv.

Injektivitit der Abbildung (*). Seien s,s €F(U) zwei Schnitte mit f(s) = f(s’). Fiir jeden
Punkt x€U gilt fiir die zugehorige Abbildung fX: FX — GX der Halme

f(s) =19, =F(s), =1 (5 ).

Dafx nach Voraussetzung injektiv ist, gilt

s =85 .
X X

Mit anderen Worten, fiir jedes x€U gibt es eine offene Umgebung V € U von x mit
s|V =S IV .
Da die Mengen V die Menge U iiberdecken, folgt auf Grund des ersten Garben-Axioms
S=¢S.
Surjektivitit der Abbildung (*). Sei t€G(U) vorgegeben. Fiir jedes xEU ist nach
Voraussetzung die zugehorige Abbildung der Halme

f:F —G
XX X
bijektiv. Insbesonder gibt es eine Umgebung Ux C U und enen Schnitt s(X)EF(UX),
dessen Keim in x das Bild
(X)) y =
f )=t
hat. Damit gilt
= (<X
t =f%),
d.h. die Einschriankungen von t und f(s(x)) auf eine hinreichend kleine Umgebung von x
sind gleich. Durch Verkleinern von Ux erreichen wir

= S(X)
Fiir jedesy € UX,r IUX,, gilt damit

N y=f XN =t =f (X)) =fX)
| f((s )y) _fy_ (S_ _)y Y fy (s )y f((s )y)-
Well fy nach Voraussetzung injektiv ist, folgt
XNy = X"
(s )y (s )y-



Mit anderen Worten, fiir jedes y& Ux’ ﬂUX,, gibt es eine offene Umgebung V von'y
mit
VCU_,NU_, und sX)| , = &X
X X \%
Auf Grund des ersten Garben-Axioms folgt
S(X’ )l
U
X

’)|V |

= S(X”)l .
,NU_, u.,nu_,
X X X
Da dies fiir je zwei Punkte x’ x”€U gilt, gibt es auf Grund des zweiten Garben-Axioms
einen Schnitt
S=F(U)
mit
S|U = ™) fiir jedes xEU.
X
Damit gilt fiir jedes x€U

= = (X)) =
(91, =fE, )= =1, .
) X X X
Dadie UX eine Uberdeckung von U bilden, folgt
f(s) =t,
d.h. tliegtim Bild von (*).

Zu (iv). Eindeutigkeit des Morphismus f. Angenommen es gibt zwe Garben-
Morphismen

f.f": sh(P)—F
mitf’s =f"s =f. Seien UCX offen und a€sh(P)(U). Wir haben zu zeigen,
fr(a) = " ().
Nach A4.6(v) ist o lokal von der GeStSIt god.h. elj gibt eine offene Uberdeckung
i€l i

und fiir jedes i€l einen Schnitt s € P(Ui) mit

o :gi'

U
Damit ist aber

()l =f(al,)=f(s)=(")s)=f(s)
| |

und analog mit f* anstelle von f*. Zusammen gilt
(@), = ")l
i i

fiir jedes i. Weil F eine Garbe ist, folgt fr (o) = fr (o) wie gefordert.

Existenz von f. Seien UCX offen und ash(P)(V).

1. Schritt. Konstruktion eines Schnitts F(oc) € F).

Nach A4.6(v) ist o loka von der Gestalt s. Sd (Ui)iel die Familie dler offenen
Teilmengen Ui C U, auf denen o von dieser Gestalt i,

al = Ei mits, € P(U).

U



Die Mengen Ui bilden dann eine Uberdeckung von U,
Y=Yig Yi-
Fiir je zwei i,j€l gilt

il Uny, - O"Uimujzs’jl Uy,

d.h. fiir jedes uEUi ﬂUj gilt fiir die Keime im Punkt u,
(8)y = $(W) =5, = (8),,
Die Schnitte s und sJ stimmen also auf einer Umgebung VQUi ﬂUj von u iiberein.
Damit gilt
()l = f(5h) = sk =Sl ”
Da uEUiﬂUj beliebig gewihlt war, gilt letzteres fiir jedes V aus einer Uberdeckung von
Ui ﬂUj . Aus dem ersten Garbenaxiom fiir F erhalten wir
f(3|)|uimuj - f(S])luimuj'
Dies gilt fiir beliebige i,j € |. Also gibt es einen Schnitt
f(a) € F(U)
mit
) ?(a)|U = f(s) fiir jedes i€l.
i

Der Schnitt F(a) ist durch die Bedingungen (2) eindeutig festgel egt.
2. Schritt. Unabhingigkeit von f~(a) der Wahl der . -
Sai (s i)iEI eine zweite Familie von Schnitten s iEP(Ui) mit

o =§i’ .

U
Dann gilt

Ei’ = Ei insh(P)(U,)
fiir beliebige i1€l. Ist uEUi , so erhalten wir fiir die Keime in diesem Punkt

(8, =5 W=5(U=(s),
d.h. s’i und s stimmen auf einer Umgebung V C Ui von u iiberein. Damit gilt
(sl = () = flgh,) = 1,
Da uEUi beliebig war, gilt letzteres fiir dle V aus einer Uberdeckung von Ui . Auf

Grund des ersten Garbenaxioms fiir F folgt

f(s i) = f(sl).
Die definierenden Bedingungen (2) sind damit unabhingig von der speziellen Wahl der
SchnittesI .

3. Schritt. Vertrdglichkeit der Konstruktion von F(a) mit den Restriktionen.
Wir wiederholen die Konstruktion des ersten Schrittes mit einer offenen Teilmenge V C
U anstelle von U und mit a|v anstelle von o.. Wir erhalten auf diese Weise einen Schnitt



F(a|v) € F(V).

Die Konstruktion von ?(a|v) unterscheidet sich von der Konstruktion von ?(a) nur
darin, dal3 wir die Familie der offenen Mengen Ui durch die Teillfamilie derjenigen Ui zu

ersetzen haben, dieganz in V liegen. Insbesondere ist f(a|v) eindeutig festgelegt durch
die Bedingungen
3 1‘(0L|V)|Ui = f(SI) fiir jedes i€l mit Ui V.

Aus (2) folgt aber, da3 (3) auch mit %”(a)|v anstelle von F(a|v) gilt, d.h. esist

fogh, = f (o)),

d.h. die Konstruktion von F(a) ist vertraglich mit den Restriktionen und definiert einen
Garben-Morphismus

f:sh(P) = F.
Wir haben noch zu zeigen, f=~ =f, d.h.
4. Schritt. T (s) = f(s) fiir s € P(U).
Nach Definition von  (s) gilt

?(§)|U. = f(s) fiir jedes i€l.
i

(vgl. (2)). Dabei ist sEP(U,) irgendein Schnitt mit §|U = Ei . Wir kénnen zum Beispiel
i

%:qw

setzen. Die definierenden Bedingungen fiir f~(§) haben dann die Gestalt
@y =fely) =l -
Dadie Ui eine Uberdeckung von U bilden und F eine Garbe ist, folgt

f(s) =1(9).
QED.
Bemerkungen
() Die Garbe sh(P) heif% die zur Prigarbe gehorige Garbe. Zusammen mit dem
natiirlichen Morphismus
P — sh(P)

ist sie bis auf natiirliche 1somorphie durch die Eigenschaft (iii) festgelegt. Diese
Eigenschaft besagt gerade, fiir jede Garbe F auf X ist die Abbildung

HomSh(X,Ens)(Sh(P)’ F)— HomP(X,Ens)(P’ F,fa fo,
bijektiv. Mit anderen Worten, die natiirliche Einbettung
Sh(X, Ens) — P(X, Ens)
der Garbenkategorie in die Prigarbenkategorie besitzt einen linksadjungierten
Funktor

sh: P(X, Ens) — Sh(X, Ens).

(i) Ist P eine Prigarbe mit Werten in der Kategorie der Gruppen, so sind die Hame
von P, d.h. die Fasern der natiirlichen Projektion des Etal-Raums



. et(P) — X
Gruppen, so dal3 man die Schnitte von t addieren kann. Die Schnittmengen
C (U) =sh(P)(V)
et(P)/X
haben aso eine Gruppenstruktur und die Abbildungen (1) sind Gruppen-
Homomorphismen. Man bekommt daher einen Morphismus

":P— sh(P)

von Prigarben mit Werten in der Kategorie der Gruppen. Anaoge Betrachtungen
gelten auch fiir andere Kategorien, zum Beispiel die Kategorie der Ringe.

A4.8 Garbenkonstruktion mit Hilfe von Topologiebasen (weglassen?)

Seien X en topologischer Raum und U eine Topologie-Basis von X. Wir identifizieren
U mit der vollen Teilkategorie von X, deren Objekte die offenen Mengen aus U sind.
Dann gilt:

i) SaF XO—C eine Garbe auf X. Dann ist die Einschrinkung
F = F|U: w-c

von F auf U ein Funktor mit der Eigenschaft, dab fiir jede offene Menge UEU

und jede offfene Uberdeckung
Uu=uU._ U.
el i
durch Mengen UiEU die beiden folgenden Bedinungen erfiillt sind.
1. Zwe Schnittes',s” € F’(U) sind genau dann gleich, wenn fiir jedes i€l gilt
s |Ui =S |Ui.
2.  Fiir jede Familie von Schnitten s; eF (Ui) mit

Sh=gly
fiir je zwei i,j€l und jedes VEU mit VQUiﬁUj gibt es einen Schnitt s=sF(U) mit
S|Ui =S fiir jedes i€l.
(i)  Sa umgekehrt ein Funktor
F:u0-c

gegeben, welcher den beiden Bedingungen 1 und 2 geniigt. Dann gibt es bis auf
natiirliche Isomorphie genau eine Garbe

| FXx0—c
mit F|U =F.
Bemerkung

Bedingung 2 von Aussage (i) muf3 nicht fiir alle V erfiillt sein. Es reicht zu fordern, dal3
die Identitit fiir ene Uberdeckung von UiﬂU. durch Teilmengen VEU erfiillt ist. Mit

Hilfe von Bedingung 1 zeigt man leicht, dal3 die so abgeschwichte Bedingung zur oben
formulierten dquivalent ist.

Beweis. Zu (i). Bedingung 1 ist gerade das erste Garbenaxiom. Auf Grund des zweiten
Garbenaxioms geniigt es zu zeigen, in der Situation von Bedinung 2 gilt

%bp%:ﬁbfwf
Dadie VEU mit VQUiﬂUj eine offenen Uberdeckung von UiﬂUj bilden, ist das aber
der Fall auf Grund des ersten Garbenaxioms.



Zu (ii). Die Eindeutigkeit von F. Seilen F und G zwe Garben mit F|U = G|U =F und
U eine offene Menge von X. Weiter sei {Ui}

il die Familie der offenen Mengen aus U,
dieganz in U enthalten sind. Da U eine Topologie-Basisist, gilt

U=UigY;-

Fiir jeden Schnitt s€F(U) gibt es genau einen Schnitt a(s)EeG(U) mit
(2) a(9)l, =9, € FU)=F(U)=G(U)
i [

(weil G eine Garbe ist). Fiir jede offene Menge U von X haben wir also eine Abbildung
o= 0 F(U) — G(V).
Aus der Konstruktion ergibt sich®®’, daR die Familie der o mit den
Garbenrestriktionen vertréiglich ist, d.h. ist V eine offene Teilmenge von U, so gilt
0(U(S)lv - OL\/(Slv)
fiir jeden Schnitt sSF(U). Mit anderen Worten, die Familie der o definiert einen

Morphismus
aF—=G
von Garben. Die definierenden Bedingungen (1) fiir o kann man auch wie folgt
formulieren.
2 o, ist der einzige Morphismus F — G, der iiber den offenen Mengen der
Topologiebasis U identische Abbildungen induziert.

Wir vertauschen die Rollen von F und G und erhalten so einen Morphismus
B: G—=F
von Garben. Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage (2) sind o und 8 invers zueinander,
d.h. es handelt sich um Isomorphismen.
Existenz von F. Der Existenzbeweis besteht im wesentlichen in einer Wiederholung der
Etal-Raum-Konstruktion im hier vorliegenden Kontext. Wie im Fall einer Prigarbe
definieren wir den Begriff des Keims eines Schnitts
se F(U'), UeU,
in einem Punkt x&X: ein Keim in x ist eine Aquivalenzklasse von Paaren
(U, ) mit xeueU und s=F (U),
wobel zwel Paare (U, s) und (U’, ') als dquivalent angesehen werden, wenn es ein V
gibt mit
xeVvV C Unu’, veu und s|V =s |V'
Den Keim eines Schnitts s=F (U) im Punkt x bezeichnen wir mit S,

Die Menge aller Keime von Schnitten von F' im Punkt x bezeichnen wir mit
F1
X
und nennen die Menge HAm von F in x. Weiter sai

e(F) = UXEX F X

die digunkte Vereinigung aler Halme von F und
. et(F) — X,
die Abbildung, welche die Elemente von F’X in den Punkt x abbildet. Jeder Schnitt

se F (U), Ueu,
definiert eine Abbildung

=7 q(9) ist durch die Bedingung definiert, dal? oc(s)lW = s|W gilt fiir jedes WeU mit WCU. Insbesondere

gilt dso
(@Il = 6y,
fiir jedes WEU mit WCV, d.h. a(s) |V erfiillt die definierende Bedingung fiir (x(slv).



s U— et(F), xa S,
mit
TS = IdU.
Wir definieren jetzt F als die Garbe
Fx0-c
aler Schnitte von s, welche lokal von der Gestalt s sind. Mit anderen Worte fiir jede
offene Teillmenge

UcX
s

Teo= IdU und fiir jedes xEU gibt esein VEU

F(U) :={ cu:U—=X| -
mit x&VCUund ein scF (V) mit a|V:s
Auf diese Weiseist eine Garbe auf X definiert. Wir haben zu zeigen, die Einschrinkung

der Garbe F auf die Topologie-Basis U ist isomorph zu F'.
Fiir jede offene Menge UEU betrachten wir die Abbildung

3) F(U) — F(U),sa s.
Fiir jede offene Teilmenge V C U mit VEU gilt**®
Sl = (k)"

d.h. die Abbildungen (3) setzen sich zu einem Garben-M orphismus
F —F, sa s,

zusammen. Es reicht zu zeigen, dies ist ein Isomorphismus, d.h. die Abbildung (3) ist
fiir jedes UEU bijektiv.

Injektivitdt von (3). Seien ;s € F (U) derart, dal3 s=s’ gilt. Fiir jedes x€U gilt dann
s, = S(x) =s'(X) = S,

Fiir jedes x&X gibt es deshab ein VEU mit x&V und s|V =S |V'

bilden eine Uberdeckung von U. Wegen Eigenschaft 1 von F’ ist dann aber s = s’.

Surjektivitit von (3). Sel t € F(U). Nach Definition von F ist t lokal von der Gestalt s,

d.h. fiir jedes XEU gibt esein U €U und ein Xep (U,) mit

Diese Mengen V

= ~(X) i
erX € U und t|UX s\Vin F(UX).
d.h.

tty) = s®(y) = (%) fir yeu,
Fiir yEUX, ﬂUX,, ist damit Y
X)) =ty) = X)),
d.h. fiir jedes y € UX, ﬂUX,, gibt eselyn VeUu mit Y

28 Eijr x€V gilt (§|V)(x) =5(x) = s = (s )X) = (sJV)~(x).



(X)) = 4X")
S Ve Y
(Wegen Eigenschaft 1 von F’ gilt diese Identitit damit sogar fiir jedes VEU mit
VvV C UX,ﬂUX,,). Nach Eigenschaft 2 von F gibt esein
scF (V)
mit
S|U = ™) fiir jedes x& U.
X
Insbesondere gilt fiir yEUX

sw) =5, =), =sMy) =1).
DajedesycU in einem Ux liegt, folgt

s=t,
d.h. das Bild von s=F (U) bei der Abbildung (3) ist gerade der vorgebene Schnitt t.

QED.
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