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Lineare Algebra 1

1. Organisatorisches




« Weitere Moodle-Website: Informations for students in mathematics (Bachelor/Master)"

https:// moodle2.uni-leipzig.de/course/view.php?id=59139
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https://moodle2.uni-leipzig.de/course/view.php?id=59139

+ Kl-nutzung: als “Sparring-Partner” bei den Hausaufgaben, Konzepte-Erklarung

» Minimum (von mir) empfohlen: etwa chatgpt 5.6 sol. Abraten: die freie
chatgpt-Version.

» Wir versuchen mit Rektorat zu diskutieren, wie wir den Studierenden den Zugang zu
solcher KI gewahrleisten konnen, aber es wird dauern bis wir dies erreichen.

» Sebstverstandlich: ohne KI kann man auch sehr gut Mathematik lernen.
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Ziele dieses Moduls

« Einfiihrung in die Mathematik und genaues mathematisches Denken (erste ca. 5
Wochen)

« Einflihrung in die Lineare Algebra
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Lineare Algebra 1

2. Aussagenlogik




+ Zunachst wollen wir versuchen, zu klaren, was eine mathematische Aussage ist. Fangen
wir mit einem Beispiel aus dem Gesetz an.

StGB § 211 — Mord

+ Der Morder wird mit lebenslanger Freiheitsstrafe bestraft.

« Morder ist, wer

» aus Mordlust, zur Befriedigung des Geschlechtstriebs, aus Habgier oder sonst aus
niedrigen Beweggriinden,

» heimtiickisch oder grausam oder mit gemeingefahrlichen Mitteln oder
» um eine andere Straftat zu ermoglichen oder zu verdecken,

einen Menschen totet.
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+ Beispiel-Aussagen:
» Anton ist Morder
» Anton totet aus Habgier
» Anton totet heimtiickisch
» Anton bekommt lebenslange Freiheitsstrafe
« Aussagenkombinationen
» Anton totet heimtiickisch oder Anton totet aus Habgier
» Teil des Gesetzes:

> Wenn Anton ist Morder dann Anton bekommt lebenslange Freiheitsstrafe
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StVO I, § 30(3) — Sonn- und Feiertagsfahrverbot (editiert)

An Sonn- und Feiertagen diirfen (...) Lastkraftwagen nicht verkehren. Dies gilt nicht fir
« die Beforderung von frischer Milch und frischen Milcherzeugnissen,

« die Beforderung von frischem Fleisch und frischen Fleischerzeugnissen.
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+ Beispiel-Aussagen:
» “Esist Sonntag”
» “Mein Auto ist ein Lastkraftwagen”,
» “Mein Auto darf heute nicht verkehren”,
» “Mein Auto befordert frische Milch”

+ Aussagenkombination:
» “Mein Auto befordert frische Milch” oder “Mein Auto befordert frisches Fleich”.

» Wenn “Es ist Sonntag” und (“Mein Auto befordert frische Milch” oder “Mein Auto
befordert frisches Fleich”) dann nicht wahr das “Mein Auto darf nicht verkehren”.
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Definition (informel) Aussage = AuBerung die entweder wahr oder falsch ist.

« genau ein Wahrheitswert; obwohl darf unbekannt sein
« 1=wabhr, 0 = falsch

- Beispiele von Aussagen:
» “LKW L-DS 2022 befordert frische Milch”,

“16.11.2022 war ein Feiertag in Sachsen”,
“2 ist eine Primzahl”,
112 + 2 = 5"'

“Der einzige Planet in der MilchstralRe, auf dem es Leben gibt, ist die Erde.

vV v. v Yy

» “Jede gerade natlrliche Zahl n > 2 ist Summe zweier Primzahlen”,

 Keine Aussagen: “Hallo!”, “Wie heiBt du?”, “Bitte nehmen Sie Platz”,
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« Am meistens verwenden wir die groBen Buchstaben A, B, C,... fur Aussagen.

» Z.B. A konnte die Aussage “Der einzige Planet in der MilchstraRBe mit Leben ist die
Erde” und B die Aussage "2 + 2 = 5" sein.

 Junktoren:
» Negation —F gelesen als nicht F' oder auch nicht wahr dass F
» Konjunktion F' A G gelesen als Fund ¢
» Disjunktion F'Vv G gelesen als F oder G

» Gedankenstitze fir die Notation: A A B (und = unten offen), A v B (oder = oben
offen)

» Implikation F' = G oder auch F — G gelesen als wenn F' dann G oder auch F
impliziert GG. Die Aussage F' heift hier die Vorbedingung und G heif3t die Folgerung.

» Aquivalenz F <= G oder auch F + G gelesen als F genau dann, wenn G oder
auch Fist aquivalent zu G

Lineare Algebra1 | Aussagenlogik 11/29



Wenn wir den Wahrheitswert von Grundaussagen kennen, dann konnen wir auch sagen,

was der Wahrheitswert ihrer beliebigen Kombination ist. Wir verwenden die folgenden
Regeln.

A B‘ﬂA ANB AVB A=B A<+ B
0 0| 1 0 0 1 1
0o 1 1 0 1 1 0
1T 0] O 0 1 0 0
T 1 0 1 1 1 1
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+ Die meisten Verstandnisschwierigkeiten entstehen mit der Implikation.
» A wahr, Bwahr: A = B wahr
» A wahr B falsch: A = B falsch
» A falsch, B beliebig: A = B wabhr.

« Beispiel. Nehmen wir an, wir haben eine Aussage “Falls es heute um 8Uhr geregnet hat,
dann habe ich einen Regenschirm mit.”

» A= B, A="Heute um 8Uhr hat es geregnet”, B = “Ich habe einen Regenschirm

e

mit".

» Falls es nicht geregnet hat, dann stimmt diese Aussage. Unabhangig davon ob ich
einen Regenschirm habe oder nicht.

- Beispiel. “Falls ich 200cm groR bin, dann lebe ich auf dem Mars”".

» Ich bin nicht 200cm groR, also diese Aussage ist wahr.
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« Beispiel. “Falls ich in Leipzig wohne dann Frankreich und Spanien haben eine
gemeinsame Landgrenze.”

» A= B.A="Ichwohne in Leipzig", B =“Frankreich und Spanien haben eine
gemeinsame Landgrenze.”.

» A und B sind wahr, deswegen A = B ist auch wahr.

» Ein nachweisbarer Zusammenhang ist nicht erforderlich.
« A wahr, B falsch: A = B falsch.

- Beispiel. “Falls ich in Leipzig wohne dann Frankreich und Spanien haben keine
gemeinsame Landgrenze.” ist eine falsche Aussage.
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Definition (informel) - Atome & Formeln Atome = primitive Aussagen wie A, B, Formeln
= Kombinationen von Atomen, z.B. (A A B) Vv C.

« Wahrheitswert einer Formel ergibt sich aus den Wahrheitswerten der Atome.

- Die Rangfolge von logischen Operationen: Negationen, dann Konjunktionen (und), dann
Disjunktionen (oder), dann Implikation, dann Aquivalenz.
- Beispiel. Wir betrachten die Formel (AV B = C) A —B.

» FallszB.A=0,B=1,C=0,dannAvB=1,(AVvB=C)=0,
(AVB= C)A—-B=0.
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Eine Formel ist

- eine Tautologie (oder tautologisch), falls sie unabhangig von der Belegung der Atome
wahr ist.

“Tautologien sind immer wahr.”

- unerfiillbar (oder Kontradiktion), falls sie unabhangig von der Belegung der Atome
falsch ist.

“Unerfullbare Formeln sind immer falsch!

- erfillbar, falls sie nicht unerfiillbar ist, d. h. es gibt eine Belegung der Atome, so dass
die Formel wabhr ist,

- widerlegbar, falls sie keine Tautologie ist., d. h. es gibt eine Belegung der Atome, so dass
die Formel falsch ist.
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- Die einfachste Methode, um zu liberpriifen, ob eine gegebene Formel tautologisch (oder
unerfiillbar oder erfiillbar oder widerlegbar) ist, ist die Verwendung der so genannten
Wahrheitstabelle - tabellarische Auflistung aller Moglichkeiten. Schritte:

» ldentifikation aller Atome 44,..., A,

» Auflistung aller 2" Wahrheitswertbelegungen fiir A,,..., A,,.

Al Ay o Agg A
0 0 ... 0
0o 0 ... 1
11

» Berechnung der Wahrheitswerte der Teilformeln

17129
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- Beispiel Die Formel A A B = AV B ist eine Tautologie. (d.H. diese Formel gilt immer,
unabhanging davon was A und B sind)

A B\A/\B AVB AANB= AVB
0 O 0 0 1
0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 1
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Lineare Algebra 1

3. Aquivalente Formeln und Aquivalenzketten




Definition Zwei Formeln sind dquivalent genau dann, wenn (gdw) deren Wahrheitswer-
te fur alle Belegungen der Atome libereinstimmen.

+ Beispiel. Die Aussagen A = B und —~A Vv B sind aquivalent.

» Die Wahrheitstabelle fiir A = B haben wir schon besprochen. Die Wahrheitstabelle
fur -A vV B:

A B|-A -AVB
0 0] 1 1
0 1] 1 1
1010 0
1110 1

» Die zwei Wahrheitstabellen sind gleich, was bedeutet dass die zwei Aussagen
aquivalent sind.
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+ Man nennt die Aquivalenz von A = B und —A Vv B die “Elimination von =",
« Wenn wir zwei Formeln haben, F und G, und wir mochten kurz schreiben dass sie
aquivalent sind, schreiben wir F = G.

» ZB.-AV B = A= Bist eine Tautologie.
« Ahnlich zeigen wir dass die Formeln (A A B) A C und A A (B A C) aquivalent sind. Diese
Aquivalenz heiBt “Assoziativitat von A”.

» Assoziativitat erlaubt uns zu schreiben z.B. A A B A C. Es ist unerheblich, wo sich die
Klammern befinden und welche Operationen (also entweder A A B oder B A C) zuerst
durchgefuhrt werden.
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+ Die Formeln (A = B) = C'und A = (B = () sind nicht aquivalent.

A B C|(A=B)=C A= (B=C)
0 0 o] 0 1
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« In diesem Modul, das Symbol := ist ein Zeichen dafiir, dass die linke Seite zum ersten
Mal in einem gegebenen Kontext definiert wird.

» Z.B.“Seia:= 5", oder “Wir definieren die Formel F wie folgt: F:= AV B".

» Sie mussen dieses Symbol in Losungen nicht benutzen, z.B. “sei a = 5” ist auch
akzeptabel.

« Wenn wir eine groRe Formel F' haben und darin eine Unterformel U sehen, konnen wir
U durch eine aquivalente Unterformel U’ ersetzen und erhalten so eine neue formel F”
die zu F aquivalent ist.

« Dieser “Substitutionsprinzip” eroffnet uns die Moglichkeit die Formeln zu vereinfachen,
und zu zeigen dass zwei Formel aquivalent sind, durch Aquivalenzketten.
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« Beispiel. I’ := (A = B) Vv —B ist eine Tautologie.

» Tatsatzlich durch die “Elimination von =" ist F' mit (-A Vv B) vV =B aquivalent. Und
durch die “Assoziativitat von oder”, (wA Vv B) V =B ist mit =A V (B V —B) aquivalent.

» BV -Bistimmer wahr (“Ausgeschlossenes Drittes”), weswegen
-AV(BV-B)=-AV1=1.

« Mehr Aquivalenzen werden auf dem Ubungsblatt aufgelistet.
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Lineare Algebra 1

4. Einige arithmetische Grundlagen




« Wir werden die Arithmetik haufig z.B. zur Illustrierung von Beweistechniken verwenden,
also rekapitulieren wir einige arithmetische Grundlagen, die wir hoffentlich schon kennen.

- Einige Zahlenmengen
» N:=1{0,1,2,3,...} die naturlichen Zahlen
» N, :={1,2,3,...} die positiven naturlichen Zahlen
» 7Z:={0,1,—1,2,—2,...} die ganzen Zahlen
» Z\{0}:={1,-1,2,-2,...} die ganzen Zahlen auRer 0.
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+ Seien a,b € Z (gelesen “seien a und b Elemente von Z"). Wir sagen dass « teilt b, oder a
ist ein Teiler von b, geschrieben a | b, falls es existiert k € Z mit ak = b.

« Sehr haufig benutzen wir die folgende Eigenschaften:
» Seiend,a,be Z.Fallsd |aundd|bdannd|a+ b.

> Beweis: Falls d | a und d | b dann existieren k,l € Z so dass a = dk,b = dl, woraus
folgt a + b = d(k + 1), was bedeutet, dass d | a + b.

» Seiend,a,b € Z. Fallsd | a dann d | ab.

> Beweis: Falls d | a dann existiert k£ € Z so dass a = dk, also ab = dkb, was bedeutet
d | ab.

Lineare Algebra1 | Einige arithmetische Grundlagen 27129



+ Seien a,b € N mit a # 0. Dann konnen wir immer die Division mit Rest durchfiihren, d.h.
wir schreiben b = qa + r, fur irgenwelche ¢, r € N, wobei r < a.

» r heillt der Rest, und ¢ heif3t der Ganzzahlquotient. Diese Zahlen r und ¢ sind
eindeutig.

» ZB.a=T7,b=45,45=6-7+ 3.

« Falls wir die Division mit Rest fiir a,b € Z, a # 0, durchfihren mochten, schreiben wir
b=gqa+r,wobeiqgeZ,reNundr <lal

> ZB.a=-T7,b=45 —45="7-(=7) + 4.

+ Seien a,b € N.. Der grosste gemeinsame Teiler von a und b ist die grosste nariirliche
Zahl d mit der Eigenschaft, dass d | a und d | b. Sie wird mit ggT(a, b) bezeichnet.

» z.B. ggT(10,17) =1, ggT(49,14) =7,
» flura € N, setzen wir ggT(0,a) := a, ggT(a,0) = a, aber ggT(0,0) := 0.
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« Wenn a,b € Z dann definieren wir ggT(a,b) := ggT(|a|, |b|). Also wenn a,b € Z, ist
ggT(a,b) € N.

» z.B.ggT(—49,—14) =T1.

+ Der ggT wird mit dem Euklidichem Algorithmus berechnet (nachste Woche).
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