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Vorwort

Die ersten Kapitel dieser Notizen behandeln einige Grundlagen der mathematischen Spra-
che. Dazu gehoren Aussagenlogik, Beweistechniken, elementare Arithmetik, Pradikatenlogik
und Mengen.

Diese Themen gehéren nicht speziell zur linearen Algebra. Vielmehr werden sie in fast
allen Bereichen der Mathematik verwendet. Fiir uns haben sie auflerdem eine zweite
Funktion: Sie geben einfache Beispiele, an denen wir iiben kénnen, wie mathematische
Definitionen, Aussagen und Beweise formuliert werden.

Die eigentliche lineare Algebra beginnt in Kapitel 9.



Kapitel 1
Aussagenlogik

Dieses Kapitel ist eine kurze und eher informelle Einfithrung in die Sprache der Aussa-
genlogik. Wir behandeln zunéchst ganze Aussagen nur danach, ob sie wahr oder falsch
sind.

Das Ziel ist nicht, die Logik als eigenes mathematisches Forschungsgebiet vollstdndig
aufzubauen (dafiir gibt es andere Module). Das Ziel ist bescheidener: Wir wollen ma-
thematische Sétze lesen, einfache logische Strukturen erkennen und zusammengesetzte
Aussagen systematisch auswerten konnen.

1.1 Aussagen

In der Aussagenlogik interessiert uns zunéchst nur, ob ein Satz wahr oder falsch ist. Wir
ignorieren dabei sehr viel Inhalt. Das klingt grob, ist aber niitzlich: Wenn wir wissen, wie
sich die Wahrheitswerte einfacher Aussagen verhalten, kénnen wir die Wahrheitswerte
zusammengesetzter Aussagen systematisch berechnen.

Definition 1.1.1. Eine Aussage ist eine Auerung, die genau einen der beiden Wahr-
heitswerte wahr oder falsch hat.

Wir schreiben héufig 1 fiir wahr und 0 fiir falsch. Dabei muss der Wahrheitswert nicht
sofort bekannt sein. Eine AuBerung kann also eine Aussage sein, auch wenn wir nicht
wissen, ob sie wahr oder falsch ist.

Beispiele 1.1.2. Die folgenden Sdtze sind Aussagen:

(i) 2 ist eine Primzahl.
(ii) 242 =5

(iii) Am 16.11.2022 war in Sachsen ein Feiertag.
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(i) Jede gerade natirliche Zahl n > 2 ist Summe zweier Primzahlen.

Der erste Satz ist wahr, der zweite ist falsch. Beim dritten muss man den Kalender
oder das Feiertagsrecht kennen. Der vierte Satz ist die Goldbach-Vermutung; ob er
wahr oder falsch ist, ist nicht bekannt. Trotzdem ist es eine Aussage, weil er einen
Wahrheitswert hat.

Nicht jede AuBerung ist eine Aussage. Fragen, Befehle und Ausrufe sind keine Aussa-
gen. Zum Beispiel sind “Hallo!”, “Wie heifit du?” und “Bitte nehmen Sie Platz” keine
Aussagen. Auch der Satz “Dieser Satz ist falsch” ist problematisch und wird in diesem
Kurs nicht als normale Aussage behandelt, weil wir ihm nicht widerspruchsfrei einen
Wahrheitswert zuordnen koénnen.

Nehmen wir jetzt einen stark vereinfachten juristischen Satz:
Wenn Anton Morder ist, dann bekommt Anton lebenslange Freiheitsstrafe.

Dieser Satz verbindet zwei einfachere Aussagen:

A := Anton ist Morder,

B := Anton bekommt lebenslange Freiheitsstrafe.

Das Symbol := bedeutet, dass die linke Seite durch die rechte Seite definiert wird. In
diesem Beispiel ist also A ab diesem Moment der Name fiir die Aussage “Anton ist
Morder” .

Die Verbindung hat die Form “wenn A, dann B”. In der Logik schreiben wir dafiir
A = B.

Ein anderes Beispiel ist:
Anton totet heimtiickisch oder Anton tétet aus Habgier.

Wenn wir
C' := Anton totet heimtiickisch,
D := Anton totet aus Habgier

setzen, dann hat dieser Satz die Form “C' oder D”. Datfiir verwenden wir das Symbol V
und schreiben kurz C'V D.

Der Punkt ist: Wir zerlegen kompliziertere Sétze in einfachere Aussagen und logische
Verkniipfungen.

1.2 Junktoren

Fiir Aussagen verwenden wir oft Groflbuchstaben A, B, C,.... Wie wir oben gesehen
haben, aus Aussagen kénnen wir neue Aussagen mit logischen Verkniipfungen bauen. Die
logischen Verkniipfungen heiflen Junktoren.
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Symbol Name Lesart
-A Negation nicht A
ANB Konjunktion A und B
AV B Disjunktion A oder B

A = B Implikation
A <= B Aquivalenz

wenn A, dann B

A genau dann, wenn B

Bei der Implikation A = B heifit A die Voraussetzung oder Vorbedingung; B heifit die
Folgerung. Man sagt auch: A impliziert B.

muss man dies ausdriicklich sagen.

Bemerkung 1.2.1. Das Wort “oder” wird in der Mathematik normalerweise inklu-
siv verstanden. Die Aussage A V B ist also auch dann wahr, wenn A und B beide
wahr sind. Wenn man meint, dass genau eine der beiden Aussagen wahr sein soll,

Wenn die Wahrheitswerte von A und B gegeben sind, dann sind die Wahrheitswerte aller

oben genannten Kombinationen durch die folgende Tabelle festgelegt.

-A AANB AvVvB A =— B A << B

A B
0 0 0
0 1
1 0
1 1

1

1 0
0 0
0 1

0

1
1
1

1

1
0
1

1

0
0
1

Die Zeile fiir die Implikation ist fiir viele am Anfang ungewohnt. Eine Implikation A —-

B ist nur in einem Fall falsch: wenn A wahr und B falsch ist. Wenn A falsch ist, dann

gilt A = B in der formalen Logik automatisch.

dabes.

Beispiel 1.2.3. Die Aussage

Beispiel 1.2.2. Betrachten wir den Satz:

Satz verspricht nur etwas fir den Fall, dass A eintritt.

Falls ich 200 c¢cm grof$ bin, dann lebe ich auf dem Mars

Falls es heute um 8 Uhr geregnet hat, dann habe ich einen Regenschirm

Setzen wir A = “Es hat heute um 8 Uhr geregnet” und B := “Ich habe einen
Regenschirm dabei”. Wenn es um 8 Uhr nicht geregnet hat, dann ist die Implikation
A = B formal wahr, egal ob ich einen Regenschirm dabei habe oder micht. Der

st formal wahr, sofern ich nicht 200 cm grofs bin. Das bedeutet nicht, dass es einen
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sinnwvollen inhaltlichen Zusammenhang zwischen Korpergrofie und Wohnort gibt. Die
formale Implikation bewertet nur die Wahrheitswerte von Voraussetzung und Folge-
rung.

1.3 Atome, Formeln und Wahrheitstabellen

Die Aussagen, aus denen wir beginnen, heiflen Atome. Eine Formel ist eine Kombination
von Atomen mit Junktoren. Beispiele sind

(AANB)VC, (A = B)V(C <= (BAA)).

Wenn wir eine Formel auswerten wollen, miissen wir den Atomen Wahrheitswerte geben.
Eine solche Zuweisung heifit eine Belegung. Danach berechnen wir den Wahrheitswert der
ganzen Formel Schritt fiir Schritt.

Die iibliche Rangfolge der Junktoren ist:
o A, =, =

Das heif3t: Negationen werden zuerst ausgefiihrt, danach Konjunktionen, danach Disjunk-
tionen, danach Implikationen, danach Aquivalenzen. Klammern sind aber fast immer die
bessere Losung. Gerade am Anfang sollte man eher zu viele als zu wenige Klammern
setzen.

Beispiel 1.3.1. Wir betrachten
F:=(AvB) = C)A-B.

Fir die Belegqung A = 0, B = 1, C = 0 erhalten wir zuerst AV B = 1. Also
ist (AV B) = C gleich 1 = 0, also 0. Auflerdem ist =B = 0. Damit ist
F=0An0=0.

4 N . . )
Definition 1.3.2. Eine Formel heif3t

(i) tautologisch, wenn sie fiir jede Belegung der Atome wahr ist;

(ii) wnerfillbar oder eine Kontradiktion, wenn sie fiir jede Belegung der Atome
falsch ist;

(iii) erfillbar, wenn sie fiir mindestens eine Belegung wahr ist;

\ (iv) widerlegbar, wenn sie fiir mindestens eine Belegung falsch ist.

J

Die direkteste Methode zur Untersuchung einer Formel ist die Wahrheitstabelle. Wenn
eine Formel n verschiedene Atome enthélt, dann gibt es 2" mogliche Belegungen. Man
listet alle Belegungen auf und berechnet fiir jede Belegung den Wahrheitswert der Formel.
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Beispiel 1.3.3. Die Formel (AN B) = (AV B) ist eine Tautologie.

A B|AAB AVB (AAB) = (AVB)
0 0| 0 0 1
0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 1

In der letzten Spalte steht nur der Wahrheitswert 1. Also ist die Formel unabhdingig
von der Beleqgung wahr.

1.4 Aquivalente Formeln

Definition 1.4.1. Zwei Formeln F' und G heiflen dquivalent, wenn sie fiir jede Bele-
gung der Atome denselben Wahrheitswert haben.

Aquivalente Formeln driicken logisch dasselbe aus, auch wenn sie syntaktisch anders aus-
sehen. Wenn Formeln F und G dquivalent sind, schreiben wir auch F = G.

Beispiel 1.4.2. FEs gilt A — B = -AV B. Wir vergleichen die Wahrheitstabellen:

A B|/A= B —-AVB
0 0 1 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 1 1 1

Die beiden letzten Spalten stimmen iberein. Diese Aquivalenz nennt man oft die

Elimination der Implikation.

Fiir Formeln F' und G gilt F' = G genau dann, wenn F' <= G eine Tautologie ist.

Einige Aquivalenzen werden sténdig benutzt:
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Aquivalenz Name

ANB=BAA Kommutativitdt von A
AVB=BVA Kommutativitdat von V
(ANBYAC=AN(BAC) Assoziativitét von A
(AvB)vC=AVv (BV(C) Assoziativitat von V
AN(AVB)=A Absorption
AV(ANB)=A Absorption
AVv-A=1 ausgeschlossenes Drittes
AN-A=0 Widerspruch
—-(AANB)=-AV-B De Morgan
-(AVB)=-AAN-B De Morgan

A= B=-AVB Elimination von =—-
A< B=(A = B)AN(B = A) Elimination von <=
ANA=A Idempotenz von A
AVA=A Idempotenz von V
ANBVC)=(ANB)V(ANC) Distributivitét
AV(BANC)=(AVB)AN(AV(O) Distributivitét

Bemerkung 1.4.3. Die Formeln (A = B) = Cund A = (B = () sind
nicht dquivalent. Zum Beispiel fiir A =0, B = 0, C' = 0 ist die erste Formel falsch,

die zweite wahr. Bei Implikationen miissen Klammern also verwendet werden.

Substitutionsprinzip und Aquivalenzketten

Wenn U = U’, dann darf man in einer gréfleren Formel eine Unterformel U durch U’

ersetzen. Die neue Formel ist zur alten dquivalent. Dieses Prinzip nennt man das Substi-

tuttonsprinzip.

dquivalent zu AN (B 'V C) ist:

(AANB)V(ANC)NA=(AN(BVO)NA
=ANAN(BVO))
=(ANA)A(BVC)
=AAN(BV(O)

(ANB)V(ANC)NA

Beispiel 1.4.4. Wir zeigen mit einer Aquivalenzkette, dass

Distributivitdt
Kommutativitat von A
Assoziativitdt von A

Idempotenz von A .
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gilt

(A = B)V-B=

Beispiel 1.4.5. Die Formel F := (A = B)V =B ist eine Tautologie. Tatsdchlich

(mAV B)V -B Elimination von =—>
-AV (BV-B) Assoziativitit von V

-AV1 ausgeschlossenes Drittes

1.



Kapitel 2
Beweise und elementare Arithmetik

In diesem Kapitel verwenden wir elementare Arithmetik als Ubungsfeld fiir Beweise.
Die Begriffe sind einfach genug, dass man die Rechnungen direkt sehen kann, aber sie
reichen aus, um wichtige Beweisformen kennenzulernen: direkte Beweise, Kontraposition,
Widerspruchsbeweise, Aquivalenzbeweise und Fallunterscheidungen.

Wir beginnen mit einer kurzen Einfiihrung in die elementare Arithmetik. Danach be-
sprechen wir die Beweisprinzipien ausdriicklich und veranschaulichen sie durch Beweise
einiger arithmetischer Sétze.

2.1 Teilbarkeit und grofiter gemeinsamer Teiler

Diese Begriffe sind auch in der Informatik wichtig, insbesondere in der Kryptographie.
Hier dienen sie vor allem als gutes Ubungsfeld fiir Beweise.

Wir benutzen folgende Zahlenmengen:

N:={0,1,2,3,...}, N;:={1,2,3,...}, Z:={0,1,-1,2,-2,...}.

Definition 2.1.1. Seien a,b € Z. Wir sagen, dass a die Zahl b teilt, und schreiben

¢ | b, wenn es ein k € Z mit ak = b gibt.

Beispiel 2.1.2. Es gilt 3 | 12, denn 12 = 3% 4. Es gilt aber 5112, denn es gibt keine
ganze Zahl k mit bk = 12.

Zwei einfache Eigenschaften der Teilbarkeit werden stdndig benutzt.

Proposition 2.1.3. Seien d,a,b € Z.

(i) Fallsd | a und d|b, dann d | a+b.

12
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k (i) Falls d | a, dann d | ab. )

Beweis. (i) Aus d | a und d | b folgt, dass es k,l € Z mit a = dk und b = dl gibt.
Dann ist

a+b=dk+dl =dk+1).
Da k +1 € Z gilt, folgt d | a + b.

(ii) Aus d | a folgt, dass es k € Z mit a = dk gibt. Dann ist ab = dkb = d(kb), und
kb € Z. Also gilt d | ab. O

Division mit Rest und grofiter gemeinsamer Teiler

Fiir a,b € N konnen wir b durch a mit Rest teilen:
b=gqga-+r,

wobei ¢,7 € N und 0 < r < a gilt. Die Zahl ¢ heifit der Ganzzahlquotient, die Zahl r
heifit der Rest. Zum Beispiel gilt

45 =67+ 3.

Fiir ganze Zahlen kann man ebenfalls eine Division mit Rest formulieren. Wenn a,b € Z
und a # 0, dann schreiben wir b = ga +r mit ¢ € Z, r € Nund 0 < r < |al.

Definition 2.1.4. Seien a,b € N,. Der grifite gemeinsame Teiler von a und b ist
die groBte natiirliche Zahl d mit d | @ und d | b. Wir bezeichnen ihn mit ggT'(a, b).

Zum Beispiel gilt ggT(10,17) = 1 und ggT (49, 14) = 7. AuBlerdem definieren wir ggT(0,a) =
ggT(a,0) = a fiir a € N, insbesondere ggT(0,0) = 0. Fiir a,b € Z setzen wir

ggT(a,b) := ggT(|al, |b]).

Der Euklidische Algorithmus

Der grofite gemeinsame Teiler wird mit dem Euklidischen Algorithmus berechnet. Man
fithrt wiederholt Divisionen mit Rest durch, bis der Rest 0 auftritt. Der letzte von 0
verschiedene Rest ist der gesuchte grofite gemeinsame Teiler.

Beispiel 2.1.5. Wir berechnen ggT(161,119):

161 = 1 119 + 42,
119 = 2 % 42 + 35,
42 = 1%35+7,
35=5%7+0.
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Der letzte von 0 verschiedene Rest ist 7. Also ist ggT(161,119) = 7.

Der Algorithmus erklart auch, warum dieser Rest wirklich der grofite gemeinsame Teiler
ist.

Wenn eine Zahl d sowohl 161 als auch 119 teilt, dann teilt sie auch 42 = 161 — 119. Hier
benutzen wir Proposition 2.1.3: Aus d | 161 und d | 119 folgt auch d | (161 — 119).

Dann teilt d auch 35 = 119 — 2 % 42.
Danach teilt sie 7 = 42 — 35.

Also teilt jeder gemeinsame Teiler von 161 und 119 auch den letzten nichtverschwindenden
Rest.

Diese Argumentation funktioniert genauso im Allgemeinen und liefert die folgende Ei-
genschaft.

CProposition 2.1.6. Seien a,b € Z. Falls d | a und d | b, dann gilt d | ggT(a,b). )

Satz 2.1.7 (Lemma von Bézout). Seien a,b € Z. Dann gibt es ganze Zahlen x,y € Z
mit
ax + by = ggT(a,b).

Beweis. Die Idee ist, im Euklidischen Algorithmus von unten nach oben zu gehen.
Im Beispiel a = 161, b = 119 gilt

7=42—1%35
=42 — 1% (119 — 2% 42)
=342 —1%119

= 3% (161 — 1% 119) — 1% 119
= 3161 — 4% 119.

Damit haben wir eine Darstellung 7 = 161 % 3 4+ 119 % (—4) gefunden. Der allgemeine
Fall funktioniert genauso: Jede Restgleichung kann nach dem Rest aufgelost und
dann riickwéarts eingesetzt werden. O]

2.2 Beweise und Beweisprinzipien

Viele mathematische Aussagen haben die Form A = B: Wenn die Voraussetzung A
gilt, dann gilt die Folgerung B. Ein Beweis muss erkldren, warum man aus A tatséchlich
B schlielen darf.
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Direkter Beweis

Beim direkten Beweis nimmt man die Voraussetzung an und leitet daraus die Folgerung

ab.

Beispiel 2.2.1. Der Satz “Fualls d | a und d | b, dann d | a + b” wurde oben direkt
bewiesen. Wir nahmen d | a und d | b an, schrieben a = dk und b = dl, und erhielten
daraus a +b = d(k +1).

Kontraposition

Die Formeln A = B und =B = —A sind dquivalent. Die zweite Formel heifit die
Kontraposition der ersten.

Warum ist das richtig? Die Implikation A = B ist genau dann falsch, wenn A = 1
und B = 0 gilt. Die Implikation =B = —A ist genau dann falsch, wenn =B = 1 und
= A = 0 gilt, also ebenfalls genau dann, wenn B = 0 und A = 1 gilt. Die beiden Formeln
haben also in jeder Belegung denselben Wahrheitswert.

Beispiel 2.2.2. Wir zeigen: Ist n € Z und ist n? gerade, dann ist n gerade.

Direkt wire dieser Satz etwas unhandlich. Per Kontraposition zeigen wir stattdessen:
Wenn n ungerade ist, dann ist n® ungerade.

Beweis. Sei n ungerade. Dann gibt es ein £ € Z mit n = 2k + 1. Also gilt
n® = 2k +1)> = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1.

Dies ist ungerade. Also ist die Kontraposition bewiesen, und damit auch der ur-
spriingliche Satz. m

Beweis durch Widerspruch

Beim Beweis durch Widerspruch wollen wir eine Aussage A zeigen. Wir nehmen stattdes-
sen ~A an und leiten daraus einen Widerspruch her. Ein Widerspruch kann zum Beispiel
eine Aussage der Form B A =B sein. Wenn —A unmoéglich ist, muss A gelten.

CSatz 2.2.3. Es gibt keine rationale Zahl x mit x° = 2. )

Beweis. Wir nehmen zum Widerspruch an, dass es eine rationale Zahl x mit 22 = 2

gibt. Dann konnen wir z = ™ mit teilerfremden ganzen Zahlen m,n und n # 0

schreiben. Aus 22 = 2 folgt
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also m? = 2n?. Damit ist m? gerade. Nach dem oben bewiesenen Satz ist dann auch
m gerade. Also gibt es ein k € Z mit m = 2k.

Dann gilt
2n? = m? = (2k)? = 4k?,
also n? = 2k?. Damit ist auch n? gerade, und wieder folgt, dass n gerade ist.
Nun sind m und n beide gerade. Das widerspricht der Wahl von m und n als teiler-

fremde Zahlen. Also war die Annahme falsch, und es gibt keine rationale Zahl = mit
22 =2. O

In diesem Beweis war die Aussage A: “Es gibt keine rationale Zahl x mit 22 = 2.” Aus der
Annahme —A haben wir eine teilerfremde Darstellung 2 = ** erhalten. Der Widerspruch
bestand darin, dass dieselben Zahlen m,n am Ende beide gerade sein mussten und also
doch nicht teilerfremd sein konnten.

In echten Beweisen ist genau dies oft der schwierige Schritt: Man muss eine passende
zusitzliche Aussage finden, an der der Widerspruch sichtbar wird.

Aquivalenzen beweisen

Um A <= B zu beweisen, beweist man meistens zwei Implikationen:

A= B und B = A.

Die Schreibweise F = G verwenden wir vor allem, wenn wir iiber die Aquivalenz von
Formeln sprechen. In ausgeschriebenen mathematischen Siatzen verwenden wir dafiir oft
die Formulierung “genau dann, wenn”, abgekiirzt “gdw.”. Zum Beispiel bedeutet der Satz
“Eine ganze Zahl n ist gerade genau dann, wenn n? gerade ist” dasselbe wie:

n ist gerade = n? ist gerade und n? ist gerade = n ist gerade.
Beispiel 2.2.4. Eine ganze Zahl n ist gerade genau dann, wenn n* gerade ist.

Beweis. Die Richtung “wenn n? gerade ist, dann ist n gerade” wurde bereits per
Kontraposition bewiesen.

Fiir die andere Richtung nehmen wir an, dass n gerade ist. Dann gibt es k& € Z mit
n = 2k. Also gilt n? = 4k* = 2(2k?). Damit ist n* gerade. O

Fallunterscheidung

Bei einer Fallunterscheidung zerlegt man die Situation in mehrere mégliche Fille. Wichtig
sind zwei Punkte: Die Fille miissen alle Moglichkeiten abdecken, und in jedem Fall muss
die Behauptung wirklich bewiesen werden.



2.3. MODULARE ARITHMETIK 17

Beispiel 2.2.5. Wir wollen zeigen: Fiir jedes n € Z ist n® durch 3 teilbar oder ldsst
beim Teilen durch 3 den Rest 1. Jede ganze Zahl n hat eine der drei Formen n = 3k,
n=3k+1 odern =3k+2 mitk € Z. Ist n = 3k, dann ist n* = 9k* = 3(3k?) durch
3 teilbar. Ist n = 3k+1, dann ist n® = 9k*> + 6k +1 = 3(3k*+2k)+ 1. Ist n = 3k +2,
dann ist n? = 9k* + 12k + 4 = 3(3k® + 4k + 1) + 1. Damit sind alle Fille abgedeckt.

2.3 Modulare Arithmetik

Definition 2.3.1. Seien a,b € Z und n € N . Wir sagen, dass a und b kongruent
modulo n sind, und schreiben
a=0b mod n,

wenn a und b beim Teilen durch n denselben Rest haben.

Zum Beispiel gilt

27T=7=2 mod b, 113 =15 mod 7, = -3 mod 5.

Eine dquivalente Charakterisierung ist besonders niitzlich:
a=b modn genau dann, wenn nl|a—b.

Die Begriindung ist einfach: Wenn a und b beim Teilen durch n denselben Rest haben,
dann ist ihre Differenz ein Vielfaches von n. Umgekehrt folgt aus n | a — b, dass a und b
beim Teilen durch n denselben Rest haben.

Satz 2.3.2. Seien a,b,c,d € Z und n € N,. Fualls a =b mod n und c =d mod n,
dann gilt
a+c=b+d modn und ac =bd mod n.

Beweis. Aus a =b mod n und ¢ =d mod n folgt n | a—bund n | c—d.

Fiir die Summe gilt
(a+c)—(b+d)=(a—0b)+ (c—4d).

Nach Proposition 2.1.3 teilt n daher auch diese Summe. Also gilt a + ¢ = b+ d
mod n.

Fir das Produkt schreiben wir

ac —bd = ac — bc+bc — bd = c¢(a —b) + b(c — d).
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Wieder teilt n beide Summanden auf der rechten Seite. Also gilt n | ac — bd und
damit ac = bd mod n. [l

Beispiel 2.3.3. Wir berechnen 7° + 13% modulo 5 mit Hilfe von Satz 2.5.2. Nach
Satz 2.3.2 diirfen wir dabei mit kongruenten Zahlen rechnen. Es gilt 7 = 2 und
13=3= -2 mod 5. Also

70 +130 =2+ 3% =2° + (—2)* mod 5.

Nun ist 22 = 4 = —1 mod 5. Daher ist 2* =1 mod 5, also 2° = 2 mod 5. Aufer-
dem ist (—2)2 = 2% = (24)5 =1 mod 5. Insgesamt erhalten wir

7°4+13°9=24+1=3 mod 5.

Wir betrachten Beispiel 2.2.5 noch einmal, nun mit unserer neuen Kongruenznotation.

(Satz 2.3.4. Fiir jedesn € Z gilt n*> =0 mod 3 oder n> =1 mod 3. )

Beweis. Jede ganze Zahl ist modulo 3 kongruent zu genau einer der Zahlen 0, 1, 2.
Wir betrachten diese drei Falle.

Falls n =0 mod 3, dann ist nach Satz 2.3.2 n? =02 =0 mod 3.
Falls n =1 mod 3, dann ist n? =12 =1 mod 3.

Falls n =2 mod 3, dann ist n? =22 =4=1 mod 3.

Damit ist die Behauptung in allen Féllen bewiesen. O]

Wir betrachten nun noch einige weitere Aussagen aus der Arithmetik, um zu sehen, wie
die oben eingefithrten Beweistechniken in der Praxis funktionieren.

Satz 2.3.5. Sein € N, und seien di . . .dy die Dezimalstellen von n. Dann gilt

Y 3|n genau dann, wenn 3| do+dy+...+ds.

Beweis. Wir konnen n als
k
n = do+10d; + 10%dy + ... + 10°d; = Y _ d;10°
i=0

schreiben. Da 10 =1 mod 3 gilt, folgt 10° = 1 mod 3 fiir jedes 7. Also gilt

nEd0+d1+...+dk mod 3.




2.3. MODULARE ARITHMETIK 19

Daher ist n genau dann durch 3 teilbar, wenn die Summe dy + d; + . .. + dj durch 3
teilbar ist. O

CSatz 2.3.6. Sein € N. Falls 2" — 1 prim ist, dann ist n prim. )

Beweis. Wir beweisen die Kontraposition. Nehmen wir also an, dass n nicht prim
ist. Dann konnen wir n = ab mit a,b > 1 schreiben. Es gilt

" —1=2"_1=(29"—1.
Mit der Formel
2 —1=(—-1)@" +2"2 4. Fa 1)

erhalten wir
2" — 1= (2" = D)((2)" + (292 4. 24+ 1),

Da a > 1 gilt, ist 2* — 1 > 1. AuBerdem ist 2 — 1 < 2% — 1 = 2" — 1. Somit hat
2™ — 1 einen echten Teiler und ist nicht prim. Das beweist die Kontraposition. O

CSatz 2.3.7. Es gibt keine gréfste Primzahl. )

Beweis. Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch. Angenommen, es gibe eine
grofite Primzahl. Dann konnten wir alle Primzahlen als

P1,DP2, -+, Pk

auflisten. Betrachten wir nun
N :=prspy*...%xpp+ 1.

Die Zahl N ist grofer als 1, also besitzt sie einen Primteiler. Dieser Primteiler miisste
einer der aufgelisteten Primzahlen sein, sagen wir p;.

Aber N hat beim Teilen durch p; den Rest 1, denn das Produkt p; *. .. p, ist durch
p; teilbar. Also kann p; die Zahl N nicht teilen. Das ist ein Widerspruch. Folglich
gibt es keine grofite Primzahl. O]




Kapitel 3

Pradikatenlogik

3.1 Pradikate und freie Variablen

Die Aussagenlogik behandelt ganze Aussagen als unteilbare Atome. Das reicht fiir viele
mathematische Sétze nicht. Betrachten wir noch einmal den Satz:

Fiir jede ganze Zahl n gilt: Falls n? gerade ist, dann ist n gerade.
Dieser Satz spricht {iber eine Variable n. Der Ausdruck “n? ist gerade” ist noch keine

Aussage, solange n nicht festgelegt ist. Wenn wir aber n = 5 einsetzen, erhalten wir eine
Aussage; ebenso fiir n = 58 oder n = —3.

Definition 3.1.1. Ein Prddikat ist eine Aussagenschablone mit Variablen. Sobald
man konkrete Werte fiir die Variablen einsetzt, entsteht eine Aussage.

-

Beispiel 3.1.2. Sei Gerade(n) das Prddikat “n ist gerade”. Dann ist Gerade(5) eine
falsche Aussage und Gerade(8) eine wahre Aussage.

Sei QuadratGerade(n) das Pridikat “n® ist gerade”. Dann ist QuadratGerade(5)
falsch und QuadratGerade(8) wahr.

Meistens schreiben wir Priadikate nicht mit eigenen Namen wie QuadratGerade(n). Wir
miissen aber erkennen, dass zum Beispiel der Ausdruck “z? = 2”7 ein Pridikat mit der
freien Variable x ist. Insbesondere das Priadikat QuadratGerade(n) wiirden wir eher als
“2 | n*” schreiben.

3.2 Quantoren

Um aus Pradikaten Aussagen zu machen, konnen wir Quantoren benutzen.

20
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Definition 3.2.1. Der Allquantor ¥V bedeutet “fiir alle”. Der FExistenzquantor 3
bedeutet “es gibt mindestens ein”.

Der Grundbereich gibt an, iiber welche Objekte die Variable laufen darf. In der Formel
Vnez F'(n) ist der Grundbereich zum Beispiel die Menge Z der ganzen Zahlen. Die Aussage
behauptet dann, dass F'(n) fiir jede ganze Zahl n gilt.

Wenn der Grundbereich nicht ausdriicklich angegeben ist, muss aus dem Kontext klar
sein, {iber welche Objekte gesprochen wird.

Wir kénnen zum Beispiel schreiben
Vn € Z (QuadratGerade(n) = Gerade(n)).

Die Klammern sind hier wichtig: Der Allquantor bezieht sich auf die ganze Implikation.
Im mathematischen Alltag wiirden wir dieselbe Aussage meist direkt mit Teilbarkeit
schreiben:

Voez (2| n* = 2| n).

Manchmal schreibt man den Grundbereich auch als eigenes Pradikat:
Vn (n € Z = (QuadratGerade(n) = Gerade(n))).

In diesem Modul werden wir meistens den Grundbereich der Variablen direkt nach dem
Quantor schreiben. Haufig schreiben wir die Variablen unter den Quantor, also zum Bei-
spiel V,cz.

Héaufig schreibt man in solchen Formeln ein Komma als Abkiirzung fiir “und”. Zum
Beispiel
Jeer (x> 0, 22 =2)

Beispiel 3.2.2. Die Aussage “Es gibt keine rationale Zahl x mit x*> = 27 kann man
schreiben als

(Fpeq (2° = 2)).

Aquivalent dazu ist

Vwe@ (112 7é 2).

Negation von Quantoren
Die Negation von Quantoren folgt zwei einfachen Regeln:
-V, F(z) =3, ~F(x), -3, F(z) =V, ~F(x).

In Worten: “Nicht alle haben die Eigenschaft” heifit “mindestens eines hat die Eigenschaft
nicht”. Und “Es gibt keines mit der Eigenschaft” heifit “alle haben die Eigenschaft nicht”.
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Beispiel 3.2.3. Die Negation von

Vnez (QuadratGerade(n) = Gerade(n))
18t

Inez ~(QuadratGerade(n) = Gerade(n)).

Da P = @ genau dann falsch ist, wenn P wahr und Q) falsch ist, ist dies dquivalent

Zu
Fnez (QuadratGerade(n) A = Gerade(n)).

In Worten: Es gibt eine ganze Zahl n, deren Quadrat gerade 1ist, die selbst aber
ungerade 1st.

Mehrere Quantoren

Bei mehreren Quantoren ist die Reihenfolge wichtig. Zum Beispiel bedeutet
VnenN Imen (m > n)

fiir jede natiirliche Zahl gibt es eine grofiere natiirliche Zahl. Dagegen bedeutet
Fmen Vnen (Mm > n),

dass es eine natiirliche Zahl gibt, die grofler als alle natiirlichen Zahlen ist. Diese zweite
Aussage ist falsch.

Wir kénnen auch kompliziertere Sétze formalisieren. Zum Beispiel:
Vnen (0,1} pen (Prim(p) Ap | n).

Dies liest man als: Jede natiirliche Zahl grofler als 1 hat einen Primteiler.

Bemerkung 3.2.4. Man darf Variablennamen in getrennten Teilen einer Formel
wiederverwenden, aber am Anfang ist das oft verwirrend. Statt

(32 A()) A (Ve (A(z) = B(x)))
kann man genauso gut
(3= A(2)) A (Y (Aly) = B(y)))

schreiben. Inhaltlich ist das hier dasselbe, aber die zweite Version ist fiir Anfanger
oft leichter zu lesen.

Aufeinanderfolgende Quantoren mit demselben Variablennamen, etwa V,3, A(x, x),
sollen in diesem Modul nicht verwendet werden.

Der Grund ist nicht, dass solche Ausdriicke formal véllig sinnlos wéaren, sondern dass
sie sehr verwirrend sein konnen. Formal bindet der innere Quantor den Namen z
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neu. Die beiden x in A(z,z) gehoren also zum inneren Quantor, nicht zum &dufleren.
Die Formel V.3, A(z, x) ist also mit der Formel

V.3, Ay, y)

dquivalent. Der duflere Quantor hat dann in der eigentlichen Aussage keine sichtbare

Variable mehr.

3.3 Beweisstrategien fiir Quantoren

Allquantor

Um eine Aussage der Form V,cx F'(x) zu beweisen, nimmt man ein beliebiges Element
u des Grundbereichs X und zeigt F'(u). Das Wort beliebig ist wichtig: Man darf keine
zusétzliche Eigenschaft von u annehmen, die nicht fiir alle Elemente des Grundbereichs
gilt.

Existenzquantor

Um eine Aussage der Form 3,cx F(z) zu beweisen, muss man ein geeignetes Beispiel an-
geben oder konstruieren. Dann priift man, dass dieses Beispiel die gewiinschte Eigenschaft
hat.

Beispiel 3.3.1. Wir beweisen: Fiir jede natirliche Zahl existiert eine echt grifiere
gerade natiirliche Zahl.

Formal:
VoeN Imen (2 | m Am > n).

Beweis. Sei n € N beliebig. Wir definieren
m:=2(n+1).
Dann ist m durch 2 teilbar. Aulerdem gilt

m—n=2n+1)—n=n+2>0.

Also ist m > n. Damit haben wir fiir ein beliebiges n ein passendes m konstruiert. [

Ein héufiger falscher Versuch wére, m := 2n zu setzen. Fiir n = 0 wére dann m = 0
und nicht m > n. Der Fehler besteht darin, unbemerkt anzunehmen, dass n > 0 ist. Bei
einem Beweis fiir alle n € N ist das nicht zuléssig, wenn 0 € N gilt.
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Beispiel 3.3.2. Betrachten wir fiir natirliche Zahlen x,y das Pradikat A(zx,y) mit
der Bedeutung v +y = 2x. Dann gilt

Veen E|yeN A(xu y)-

Denn sei x beliebig. Wir wdhlen y := x. Dann ist x +y = v + x = 2z, also gilt

Az, y).

Beispiel 3.3.3. Fiir jedese > 0 gibt es ein N € N, sodass fiir alle natiirlichen Zahlen
n > N gilt: % < e.

Formal:
v5>0 ElNeN vneN (n > N —— % < 5).

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Wir wéhlen

Sei nun n € N mit n > N. Dann gilt

1 1 1

— J— _:g’

n N 1/

sofern N > 0 ist. Da ¢ > 0 gilt, ist [1/¢] > 1, also ist dies erfiillt. Damit ist die
Behauptung gezeigt. O]




Kapitel 4
Mengenlehre

In diesem Kapitel fiihren wir die Sprache der Mengen ein. Diese Sprache ist eine der
wichtigsten Grundsprachen der Mathematik. Alle mathematischen Objekte, die spéter in
diesem Modul vorkommen, werden mit Hilfe von Mengen aufgebaut.

Der Schwerpunkt liegt hier nicht auf axiomatischer Mengenlehre. Wir wollen vor allem
sicher mit der Notation und den Grundbegriffen umgehen kénnen. Zum Beispiel: Was
bedeutet x € M? Was ist eine Teilmenge? Wie liest man Ausdriicke wie M U N oder
MNON?

4.1 Mengen und Elemente

Der Begriff einer Menge ist ein Grundbegriff. Das bedeutet: Wir definieren ihn in diesem
Kurs nicht aus noch einfacheren Begriffen. Informell kann man an eine Menge als eine
Zusammenfassung von unterscheidbaren Objekten denken.

Die Objekte, die in M enthalten sind, heiflen Flemente von M. Wenn x ein Element von
M ist, schreiben wir x € M. Wenn z kein Element von M ist, schreiben wir « ¢ M.

Beispiele 4.1.1. Die folgenden Mengen werden in diesem Modul hdufig vorkommen.:

(i) N ist die Menge der natirlichen Zahlen. In diesem Modul gilt 0 € N.
(i1) 7 ist die Menge der ganzen Zahlen.

(i1i) Q ist die Menge der rationalen Zahlen.

(iv) R ist die Menge der reellen Zahlen.

Mengen konnen durch Aufzihlung angegeben werden. Zum Beispiel ist {1, 2,3} die Men-
ge, deren Elemente genau 1, 2 und 3 sind. Unvollstdndige Aufzéhlungen sind ebenfalls
iiblich, wenn das Muster klar ist, etwa

N={0,1,2,3,...}, Z={..,-2-1,0,1,2,...}.

25
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Die leere Menge wird mit () bezeichnet. Sie enthélt keine Elemente. Die Menge {0} ist
dagegen nicht leer: Sie hat genau ein Element, ndmlich die leere Menge.

Bemerkung 4.1.2. (i) Ein Element kann nicht mehrfach in einer Menge enthalten
sein. Daher gilt {1, 1,2} = {1,2}.

(ii) Die Reihenfolge der Elemente spielt keine Rolle. Daher gilt {1,2,3} = {2,3,1}.

(iii) Eine Menge ist von ihren Elementen zu unterscheiden. Insbesondere gilt {3} # 3

und {0} # 0.

Mengen konnen Elemente verschiedener Art enthalten. Zum Beispiel ist {R,2,0} eine
Menge mit drei Elementen: der Menge R, der Zahl 2 und der leeren Menge.

Beispiel 4.1.3. Sei
M :={0,{0}}.

Dann gilt O € M und {0} € M. Dagegen gilt {{0}} ¢ M. Die Menge M hat genau
zwei Elemente: eines davon ist 0, das andere ist {0}.

Wenn wir z,y,z € M schreiben, bedeutet das nur, dass x, ¥y und z Elemente von M
sind. Es bedeutet nicht, dass x, y und z verschieden sein miissen. Es kann also durchaus
r =1y = z gelten.

4.2 Gleichheit und Teilmengen

Zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten.

Definition 4.2.1. Seien M und N Mengen. Dann gilt M = N, wenn fiir jedes Objekt
x gilt:
x € M genau dann, wenn x € N.

Anders gesagt: Eine Menge ist vollstdndig durch ihre Elemente bestimmt. Es gibt z.B.
genau eine leere Menge: Wenn zwei Mengen keine Elemente enthalten, dann enthalten
sie genau dieselben Elemente, und sind daher gleich.

Definition 4.2.2. Seien M und N Mengen. Wir sagen, dass M eine Teilmenge von
N ist, und schreiben M C N, wenn jedes Element von M auch ein Element von N
ist. Formal:

MCN <+ Vz(xeM = xz€N,).

Manchmal schreibt man auch N O M und sagt, dass NV eine Obermenge von M ist. Falls
M C N und M # N gilt, heiit M eine echte Teilmenge von N. Dafiir schreiben wir
M C N.
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In diesem Modul bedeutet die Notation C dasselbe wie C.

Fiir jede Menge M gilt ) € M und M C M. Die erste Aussage ist am Anfang ungewohnt:
Sie ist wahr, weil es kein Element der leeren Menge gibt, das die Bedingung verletzen
konnte.

/
Satz 4.2.3. Fir alle Mengen M und N gilt

\ M=N <+— MCNund N C M.

Beweis. Angenommen zunéchst M = N. Dann hat jedes Element von M auch die
Eigenschaft, Element von N zu sein, also gilt M C N. Umgekehrt gilt genauso
N C M.

Angenommen nun M C N und N C M. Sei x ein beliebiges Objekt. Aus ©z € M
folgt wegen M C N, dass x € N. Aus x € N folgt wegen N C M, dass x € M. Also
gilt fiir jedes x: x € M genau dann, wenn = € N. Daher gilt M = N. O

Dieser einfache Satz ist sehr wichtig: Um die Gleichheit zweier Mengen zu zeigen, zeigt
man héufig beide Inklusionen.

4.3 Mengen durch Eigenschaften

Mengen hédngen eng mit einstelligen Pradikaten zusammen. Ein einstelliges Préadikat ist
eine Aussageform P(x) mit einer Variablen. Sobald wir ein konkretes Objekt fiir x ein-
setzen, entsteht eine Aussage.

Wenn wir ein Priadikat P(z) haben, kénnen wir die Objekte, fiir die P(z) wahr ist, zu
einer Menge zusammenfassen. Man schreibt

{z: P(x)}

Das liest man als: die Menge aller x, fiir die P(z) gilt. Eine andere Notation, die wir in
diesem Modul nicht benutzen, lautet {z | P(z)}.

Oft geben wir zusétzlich einen Grundbereich an:
{reZ: P(x)}.

Das bedeutet: Wir betrachten nur ganze Zahlen x, und nehmen genau diejenigen auf, fiir
die P(z) gilt.

Beispiele 4.3.1. Es gilt
{neN:2|n}={neN: Jpeyn=2k}.

Beide Mengen sind die Menge der geraden natiirlichen Zahlen. Fiir jedes n € N sind
die Aussagen 2 | n” und “renn = 2k” dquivalent.
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Ein weiteres Beispiel ist

{a€Z:3|a, Tta}.

Das Komma in der Mengenbeschreibung bedeutet immer “und”. Die Menge enthdlt
also die ganzen Zahlen, die durch 3 teilbar sind, aber nicht durch 7.

Informell kann man sagen: Eine Teilmenge eines Grundbereichs U und ein einstelliges
Prédikat auf U enthalten dieselbe Information. Zu einem Prédikat P(x) gehort die Menge
{z € U: P(x)}. Umgekehrt gehort zu einer Menge M C U das Préadikat = € M.

Manchmal verwenden wir eine etwas freiere Notation. Zum Beispiel schreiben wir
{a—l—beR: a€c€Q, be {ﬁ,\/ﬁ}}

Beispiele fiir Elemente dieser Menge sind 1 + V2 und % + /3. Wenn wir dieselbe Menge
sehr formal schreiben wollen, lautet sie

{xGR:HaEQEIbG{\@,\/g} (x:a+b)}.

4.4 Operationen auf Mengen

Seien M und N Mengen. Aus ihnen kénnen wir neue Mengen bilden.

Definition 4.4.1. Die Vereinigung von M und N ist h
MUN :={z: 2 € Moderze N}.
Der Schnitt von M und N ist
MNON:={z:2€Mundz € N}.
Die Differenz von M und N ist
L M\N:={x:xe€ Mundz ¢ N}. y

Das Wort “oder” ist hier wieder inklusiv zu verstehen. Ein Element von M U N darf also
in M, in N oder in beiden Mengen liegen.

Wenn M NN = () gilt, dann heilen M und N disjunkt. Sie haben dann kein gemeinsames
Element.

Im Kontext von Mengenoperationen gibt es oft eine feste Grundmenge U, in der alle
betrachteten Mengen enthalten sind. Wenn M C U gilt, definieren wir das Komplement
von M in U durch

M ={ueU:u¢ M} =U\M.

Das Komplement héngt von der Grundmenge U ab. Wenn U nicht klar ist, muss man sie
angeben.
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Beispiel 4.4.2. Sei U = {1,2,3,4,5} und M = {1,3,5}. Dann gilt

Me = {2,4} .

Wenn wir stattdessen U' = {1,2,3,4,5,6,7} als Grundmenge nehmen, dann ist das
Komplement von M gleich {2,4,6,7}.

4.5 Mengenoperationen und Logik

Die Operationen auf Mengen verhalten sich dhnlich wie die logischen Junktoren. Der
Grund ist, dass Aussagen iiber Elemente von Mengen direkt in logische Aussagen iibersetzt

werden konnen:
r€ MUN <= (ze€ M)V (x€N),

re€MNN <= (xe€ M)A (z € N),
r€M\N < (xreM)AN—(z €N).

Die so entstehenden logischen Formeln kénnen wir mit den logischen Aquivalenzen aus
dem ersten Kapitel umformen. Auf diese Weise erhalten wir entsprechende Eigenschaften
von Mengen. Das folgende Beispiel zeigt dieses Prinzip.

/
Satz 4.5.1 (Distributivitét). Fir alle Mengen M, N und P gilt
\ MUNNP)=(MUN)N(MUP).
Beweis. Wir zeigen die Gleichheit durch Vergleich der Elemente. Sei x beliebig. Dann
gilt
reEMUNNP) <= (xeM)V(zxe NNP)
— (eM)V((zeN)A(xeP))
<— (xeM)V(zeN)A(xe M)V (xeP))
<— (re€MUN)A(xeMUP)
< rze€(MUN)N(MUP).
Da dies fiir jedes x gilt, sind die beiden Mengen gleich. O

Die dritte Aquivalenz im obigen Beweis ist genau das Distributivgesetz aus der Aussa-
genlogik:
AV(BANC)=(AVB)AN(AV(O).

Mit derselben Technik erhélt man viele grundlegende Rechenregeln fiir Mengen. Die fol-
gende Tabelle fasst einige davon zusammen. Dabei seien M, N und P Teilmengen einer
festen Grundmenge U.
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Regel Name

MUN=NUM Kommutativitit von U
MNAN=NNM Kommutativitat von N
(MUN)UP=MU(NUP) Assoziativitidt von U
(MNN)NP=Mn(NnNP) Assoziativitat von N
MUM =M Idempotenz von U
MNM=M Idempotenz von N
MU(NNP)=(MUN)N(MUP) Distributivitét
MN(NUP)=(MNN)U(MnP) Distributivitét
MU)=M neutrales Element fiir U
MNU=M neutrales Element fiir N
MUM®=U Komplement
MnMe=0) Komplement

(M) =M doppeltes Komplement
(MUN)®=M°NN°® De Morgan
(MNN)®=M°UN¢ De Morgan

Wie bei den Aquivalenzketten im ersten Kapitel konnen wir auch andere Eigenschaften
von Mengen mit Hilfe dieser Grundregeln beweisen.

/
Satz 4.5.2. Seien M, N C U. Dann gilt

L M\ N = (M°UN)°.

Beweis. Wir rechnen die rechte Seite schrittweise um. Zuerst benutzen wir die De-
Morgan-Regel fiir das Komplement einer Vereinigung;:

(M°UN)®=(M%)°n N°.
Jetzt benutzen wir die Regel fiir das doppelte Komplement:
(M)°N N¢=Mn N°.

Schliefflich verwenden wir die Definition des Komplements und die Definition der
Mengendifferenz:

MNN={z:oeMundz ¢ N} =M\ N.
Insgesamt erhalten wir also

(M°UN)* = M\ N.

Damit folgt die Behauptung. O

Fiir die spéitere Verwendung geben wir auch der folgenden Eigenschaft einen Namen.
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Satz 4.5.3 (Monotonie). Seien M C M’ und N C N’. Dann gilt h
MNNCMnNN
und
\ MUNCM UN' )

Beweis. Fiir die erste Inklusion sei x € M N N. Dann gilt x € M und x € N. Wegen
M C M"und N C N’ folgt x € M’ und x € N’'. Also gilt x € M' N N'.

Fiir die zweite Inklusion sei z € M U N. Dann gilt x € M oder x € N. Im ersten Fall
folgt x € M’'; im zweiten Fall folgt x € N'. Also gilt in jedem Fall z € MU N’. [

Zum Schluss benutzen wir den folgenden Satz, um eine weitere Beweistechnik zu bespre-
chen. Wenn wir zeigen wollen, dass drei oder mehr Aussagen #quivalent sind, miissen
wir nicht jede Aussage direkt mit jeder anderen vergleichen. Fiir Aussagen A, B und C
geniigt es zum Beispiel,

A = B, B = C, C = A

zu zeigen. Dann folgt aus jeder der drei Aussagen auch jede andere. Diese Beweisform
nennt man einen Ringschluss.

Satz 4.5.4. Fir alle Mengen M und N sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) M C N.

(2) MOAN = M.

((3) MUN =N y

Beweis. (1) = (2): Angenommen M C N. Wenn z € M, dann gilt auch x € N,
also z € M N N. Daher gilt M C M N N. Umgekehrt gilt immer M NN C M direkt
nach der Definition des Schnittes. Zusammen folgt M NN = M.

(2) = (3): Angenommen M NN = M. Wegen M NN = M und M NN C N folgt
also M C N. Wegen M C N und N C N folgt aus Monotonie M UN C N U N.
Mit Idempotenz erhalten wir N UN = N, also M UN C N. Die andere Inklusion
N C M U N gilt direkt nach der Definition der Vereinigung. Also ist M U N = N.

(3) = (1): Angenommen M U N = N. Da immer M C M U N gilt, folgt
M C N. 0
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4.6 Verallgemeinerte Vereinigung und verallgemei-
nerter Schnitt

Bisher haben wir Vereinigung und Schnitt fiir zwei Mengen definiert. Oft wollen wir aber
viele Mengen gleichzeitig vereinigen oder schneiden.

Sei I eine Menge, und sei fiir jedes i € I eine Menge M; gegeben. Dann definieren wir
UM, = {2:3ieI(xe M)}
iel
und
(VM= {z:VieI(xecM)}.
el
Die Menge I heifit Indezmenge.

Beispiel 4.6.1. Fiir jede Menge M gilt

M= ] {m}.

meM

Jedes Element von M liegt in seiner Einermenge {m}, und die Vereinigung all dieser
FEinermengen gibt genau M zuriick.

Beispiel 4.6.2. Es gilt

1
R, = -
+ U |:n7n:| )
neNL
wobei R, die Menge der positiven reellen Zahlen bezeichnet, N, = N\ {0} gilt, und
[a,b] = {x € R: a <z < b}. Jede positive reelle Zahl liegt in einem Intervall dieser
Form: Fiir ein hinreichend grofies n gilt zugleich % <z undzx <n.

Wenn I = {u,u+1,...,0} C N ist, schreibt man haufig

LOJ M,L und ﬁ Mz

Das ist nur eine Notationsvariante fiir die Vereinigung oder den Schnitt {iber alle Indizes
7 von u bis o.

Bemerkung 4.6.3. Fiir eine Menge F, deren Elemente selbst Mengen sind, schrei-

Ur=UA

AeF

ﬂ}":: ﬂA.

AeF

ben wir auch

Entsprechend schreibt man
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Ein Beispiel ist

({{1.3,5}.{1.2,3},{2,3,5}} = {3}

Bemerkung 4.6.4. Die leere Vereinigung ist unproblematisch:
;=0
ich

Der leere Schnitt braucht dagegen eine feste Grundmenge U. Innerhalb einer solchen
festen Grundmenge U setzt man

ﬂMi:U.

i€

Ohne Grundmenge ist dieser Ausdruck nicht definiert.

4.7 Endliche Mengen und Kardinalitit

Eine Menge ist entweder endlich oder unendlich. Fiir eine endliche Menge M schreiben
wir |M| fiir die Anzahl ihrer Elemente. Diese Zahl heifit die Kardinalitit von M. Fiir
unendliche Mengen schreiben wir manchmal informell |M| = oco.

Fiir endliche Mengen gilt stets
M UN|<[M|+]|N]|.
Wenn M und N disjunkt sind, dann gilt sogar

|[MUN| =|M|+|N]|.

Beispiele 4.7.1. Es gilt
{1,2,3} U{2,4,6}| =5 <6 =3+ 3.

Hier tiberlappen die Mengen, denn 2 liegt in beiden Mengen.

Dagegen gilt
{1,2,3} U{4,5,6}| =6 =3+ 3,

weil die beiden Mengen disjunkt sind.

4.8 Potenzmenge



34 KAPITEL 4. MENGENLEHRE

Definition 4.8.1. Fiir eine Menge M ist die Potenzmenge P(M) die Menge aller
Teilmengen von M:

9 P(M):={N: NC M}.

Beispiele 4.8.2. Es gilt
P0) = {0}

Die leere Menge hat genau eine Teilmenge, ndmlich sich selbst.
Fir M = {1,2,3} gilt
P(M> = {®7 {1} ) {2} ) {3} ) {17 2} ) {17 3} ) {2a 3} ) {17 2, 3}} .

Auflerdem gilt

P{0}) ={0,{0}}.

Wenn M endlich ist, dann gilt
[P =2

Der intuitive Grund ist einfach: Um eine Teilmenge S C M festzulegen, treffen wir fiir
jedes Element € M genau eine von zwei Entscheidungen: x € S oder x ¢ S. Wenn M
genau n Elemente hat, gibt es daher 2™ Moglichkeiten. Im néchsten Kapitel beweisen wir
diese Aussage genau mit vollstéandiger Induktion.

4.9 Mengen als Bausteine

Alles in der modernen Mathematik kann mit Hilfe von Mengen aufgebaut werden. Ein
klassisches Beispiel ist die mengentheoretische Konstruktion der natiirlichen Zahlen:

0:= 0, 1:={0}, 2:={0,1}, 3:={0,1,2},

Diese Konstruktion ist konzeptionell interessant, aber in diesem Modul - und fast iiberall
in Mathematik - werden wir mit natiirlichen Zahlen wie gewohnt rechnen.

Eine Analogie aus der Informatik kann hier hilfreich sein. Ein Computer arbeitet auf sehr
niedriger Ebene mit Bits und einfachen Operationen. Trotzdem miissen wir nicht bei je-
dem Programm dariiber nachdenken, wie die Bits im Inneren manipuliert werden. Ahnlich
kann man in der Mathematik alles aus Mengen konstruieren, ohne diese Konstruktionen
standig auszupacken.



Kapitel 5

Vollstandige Induktion

5.1 Summenschreibweise

Im vorherigen Kapitel haben wir verallgemeinerte Vereinigungen kennengelernt. Statt
viele Mengen einzeln zu schreiben, konnten wir zum Beispiel

schreiben. Das steht fiir
My U My U Mz U M,.

Fiir Summen gibt es eine ganz dhnliche Notation. Statt viele Summanden einzeln zu
schreiben, verwenden wir das Summenzeichen ) .

Fiir Zahlen a4, ao, ..., a, bedeutet
>_ai
i=1

die Summe
a;+as + ...+ ay.

Die Variable 7 heif3t dabei der Indez der Summe. Sie lauft von der unteren Grenze 1 bis
zur oberen Grenze n.

Beispiele 5.1.1. Es gilt

4
Z¢:1+2+3+4=10.

=1

Auflerdem gilt
3
Y =024 17 42243 =14
i=0

35
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Auch gilt

4
d (2k—1)=1+43+5+7=16.

k=1

Fiir eine konstante Folge gilt zum Beispiel

5
M T=T+T+T+7+7=35

=1

Die untere Grenze muss nicht 0 oder 1 sein. Zum Beispiel gilt

6
Zi:3+4+5+6:18.

1=3

Der Indexname ist nur ein Platzhalter. Zum Beispiel gilt
4
Yo=K =1"+22+3+4

Eine Summe, bei der die obere Grenze kleiner als die untere Grenze ist, heifit eine leere
Summe. In diesem Modul setzen wir eine leere Summe gleich 0.

5.2 Die Idee der Induktion

Viele mathematische Aussagen betreffen alle natiirlichen Zahlen. Ein typisches Beispiel
ist

S i @ fiir alle n € N.

i=0
Man kann diese Aussage fiir n = 0, n = 1, n = 2 und viele weitere Werte iiberpriifen.
Das reicht aber nicht als Beweis, denn es bleiben immer noch unendlich viele natiirliche
Zahlen iibrig.

Die vollstandige Induktion ist eine Beweismethode, mit der man Aussagen iiber alle
natiirlichen Zahlen beweisen kann. Die Idee ist wie bei einer unendlichen Reihe von Do-
minosteinen: Wenn der erste Stein fillt und jeder Stein den néchsten umstolt, dann fallen
alle Steine.

Prinzip der vollstindigen Induktion. Sei F(n) ein Pradikat iiber natiirliche
Zahlen. Angenommen, es gelten die folgenden beiden Aussagen:

(i) F(0) ist wahr.

(ii) Fir jedes n € N gilt F(n) = F(n+1).
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l Dann gilt F(n) fiir alle n € N. J

In der Praxis funktioniert ein solcher Beweis folgendermaflen. Zuerst beweisen wir die
gewiinschte Aussage fiir n = 0. Dieser Teil heif3t Induktionsanfang. Dann wihlen wir eine
feste natiirliche Zahl n und nehmen an, dass die gewiinschte Aussage fiir dieses n gilt.
Diese Annahme heifit Induktionshypothese. Danach formulieren wir, was wir fiir n + 1
zeigen wollen. Diese Aussage heiflt Induktionsbehauptung. Zum Schluss beweisen wir die
Induktionsbehauptung mit Hilfe der Induktionshypothese.

In diesem Modul miissen Induktionsbeweise diese Teile klar markieren, so wie in den
Beispielen unten. Wenn diese Markierungen in einer Klausur fehlen, kostet das Punkte.

Bemerkung 5.2.1. Der letzte Teil, also der Beweis der Induktionsbehauptung aus
der Induktionshypothese, heifit Induktionsschritt. Dieses Wort muss aber in diesem
Modul nicht ausdriicklich verwendet werden; wichtig sind vor allem die klare Markie-
rung von Induktionsanfang, Induktionshypothese und Induktionsbehauptung sowie
die Stelle im Beweis, an der die Induktionshypothese verwendet wurde.

Normalerweise schreibt man in einem Induktionsbeweis nicht ausdriicklich hin, was
das Pradikat F(n) ist. Das ist meistens aus dem Kontext klar. In den folgenden
Beispielen machen wir es trotzdem gelegentlich, damit man leichter erkennt, wie das
abstrakte Prinzip der vollsténdigen Induktion mit dem konkreten Beweis zusam-
menhéngt.

5.3 Beispiel: die Summe der ersten n Zahlen

Satz 5.3.1. Fiir allen € N gilt

3

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch vollsténdige Induktion iiber n. Genauer
betrachten wir das Pradikat

F(n) : Zz:@

Induktionsanfang. Fir n = 0 gilt

01
5

0
1=0=
—

(2

Also gilt die Behauptung fiir n = 0.
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Sei n € N. Wir nehmen an, dass die folgende Induktionshypothese gilt:

n

. o nn+1
Z@z¥_

=0

Wir mochten jetzt die folgende Induktionsbehauptung zeigen:

Z;i: (n—|—1)2(n~|—2).

Beweis der Induktionsbehauptung. Wir rechnen

Zi:ZiJr(nJrl)
2 —n(n; D +(n+1)
:n(n—|—1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)
= > ,

Dabei wurde in der zweiten Zeile die Induktionshypothese verwendet. Nach dem
Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt die Behauptung fiir alle n € N. O

5.4 Die Potenzmenge einer endlichen Menge

Wir beweisen nun die Formel iiber Potenzmengen aus dem vorherigen Kapitel.

(
Satz 5.4.1. Wenn M eine endliche Menge ist, dann gilt

L [P(M)| = 2

Beweis. Wir fithren vollsténdige Induktion iiber n = |M|. Genauer beweisen wir fiir

jedes n € N die Aussage:

F(n): Fiir jede Menge M mit |[M| = n gilt |P(M)| = 2".

Induktionsanfang. Sei M eine Menge mit |M| = 0. Dann ist M = (). Es gilt P(0) =

{0}, also
P(M)| =1=2°

Sei n € N. Wir nehmen an, dass die folgende Induktionshypothese gilt: Fiir jede
Menge N mit |N| = n gilt
|P(N)| = 2".
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Wir mochten jetzt die folgende Induktionsbehauptung zeigen: Fiir jede Menge M mit
IM|=n+1 gilt
[P(M)] = 2"+

Beweis der Induktionsbehauptung. Sei also M eine Menge mit |M| = n+ 1. Dann ist
M nicht leer. Wir wihlen ein Element x € M und setzen

N =M\ {z}.

Dann gilt |[N| =n.

Wir teilen nun alle Teilmengen von M in zwei Klassen ein:

(a) Teilmengen, die x nicht enthalten,

(b) Teilmengen, die x enthalten.

Die Teilmengen aus (a) sind genau die Teilmengen von N, also die Elemente von

P(N).

Um die zweite Klasse zu verstehen, betrachten wir kurz ein konkretes Beispiel. Fiir
M ={1,2,3} und z = 3 ist N = {1, 2}. Die Teilmengen von M, die 3 nicht enthalten,
sind

0, {1}, {2}, {1.2}.

Die Teilmengen, die 3 enthalten, sind

{3}, {13}, {2,3}, {1,2,3}.
Die zweite Liste entsteht aus der ersten, indem man iiberall das Element 3 hinzufiigt.

Im Allgemeinen entstehen die Teilmengen aus (b) genauso: Wir nehmen eine Teil-
menge S C N und fiigen das Element x hinzu. Sie haben also die Form S U {z} mit
S € P(N).
Dabher ist

PM)=PN)U{SU{z}:SeP(N)}.

Diese beiden Mengen sind disjunkt. Auflerdem haben sie gleich viele Elemente: Aus
jeder Teilmenge S von N entsteht genau eine Teilmenge S U {x} der zweiten Klasse.
Umgekehrt erhélt man aus jeder Teilmenge der zweiten Klasse wieder genau eine
Teilmenge von N, indem man das Element x entfernt. Also folgt

[P(M)| = [P(N)[ + [P(N)| = 2|P(N)].
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Mit der Induktionshypothese erhalten wir
|P(M)| =2 %2" = 2"+,

Nach dem Prinzip der vollstéindigen Induktion gilt die Behauptung fiir alle endlichen
Mengen. O

5.5 Induktion mit anderem Startwert

Der Induktionsanfang muss nicht immer bei 0 liegen. Manchmal m6chten wir eine Aussage
nur fiir alle natiirlichen Zahlen ab einem bestimmten Startwert beweisen.

Induktion ab einem Startwert. Sei m € N, und sei F(n) ein Préadikat iiber
natiirliche Zahlen n > m. Angenommen, es gelten:

(i) F(m) ist wahr.

(ii) Fur jedes n > m gilt F(n) = F(n+1).

Dann gilt F'(n) fur alle n € N mit n > m.

Satz 5.5.1. Fiir allen € N mit n > 16 gilt

\ TLS < 2", /

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion ab 16. Genauer be-
trachten wir fiir n > 16 das Pradikat

F(n): n®><2
Zunéchst benotigen wir eine kleine Abschéatzung. Fiir alle n > 16 gilt
1\?
(” - ) <2
n

Fiir n > 16 gilt ndmlich % < %, also

n+1 1 1 17
=1+-<14+—==—.
n +n Jr16 16

Damit geniigt es, die rechte Seite abzuschétzen:

173< 637216<2
16 5) 125 7
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Induktionsanfang. Fiir n = 16 gilt
16° = 2'% < 210,
Sei n € N mit n > 16. Wir nehmen an, dass die folgende Induktionshypothese gilt:
n® < 2"
Wir mochten jetzt die folgende Induktionsbehauptung zeigen:

(n+1)* < 2"

Beweis der Induktionsbehauptung. Wir schreiben

(n+1)*=n? ("+1)3.

n

Mit der Induktionshypothese erhalten wir

(n+1)°<2n (”+1>3.

n

Wegen der Abschétzung oben ist der zweite Faktor kleiner als 2. Also folgt
(n+1)°<2"%2=2"

Damit ist die Induktionsbehauptung bewiesen, und die Behauptung folgt. O]




Kapitel 6
Relationen

In den ersten Kapiteln haben wir Aussagen, Beweise, Mengen und Induktion eingefiihrt.
In diesem Kapitel benutzen wir diese Sprache, um mathematische Strukturen aus Mengen
aufzubauen.

Alle mathematischen Strukturen kénnen in der modernen Mathematik letztlich mit Hilfe
von Mengen beschrieben werden. Zum Beispiel kann man auch die natiirlichen Zahlen
selbst mengentheoretisch definieren, etwa durch 0 := ), 1 := {0}, 2 := {0,1} und so
weiter. Im mathematischen Alltag verwendet man aber meistens nicht diese interne Kon-
struktion, sondern arbeitet mit den dadurch bereitgestellten Begriffen.

Der wichtigste neue Begriff ist der Begriff einer Relation. Relationen sind sehr flexibel.
Sie konnen ausdriicken, dass eine Zahl kleiner als eine andere ist, dass zwei Menschen
befreundet sind, dass zwei Worter gleich lang sind, dass eine Zahl eine andere teilt, oder
dass zwei Mengen dieselbe Anzahl von Elementen haben. Auch Funktionen sind, aus
mengentheoretischer Sicht, spezielle Relationen.

Um Relationen definieren zu kénnen, beginnen wir zuerst mit geordneten Paaren und
kartesischen Produkten.

6.1 Geordnete Paare

Bei Mengen spielt die Reihenfolge keine Rolle: Es gilt zum Beispiel {1,2} = {2,1}. Fiir
viele mathematische Konstruktionen brauchen wir aber Objekte, bei denen die Reihen-
folge eine Rolle spielt.

Definition 6.1.1. Ein geordnetes Paar besteht aus zwei Objekten in einer bestimm-
ten Reihenfolge. Wir schreiben es als (a, b).

Die entscheidende Eigenschaft geordneter Paare ist:
(a,b) = (¢,d) <= a=cundb=d.

42
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Diese Eigenschaft ist der Grund, warum die Klammern rund sind und warum die Rei-
henfolge wichtig ist. Im Allgemeinen ist (a,b) dasselbe wie (b, a) genau dann wenn a = b.
Z.B. gilt es (2,5) # (5,2).

Man kann geordnete Paare in der Mengenlehre selbst durch Mengen definieren, zum
Beispiel durch die Kuratowski-Definition

(a,0) := {{a},{a,b}}.

Bemerkung 6.1.2. Man kann die Kuratowski-Definition als eine Art Implementie-
rung des geordneten Paares verstehen. Sie ist wichtig, wenn man wissen mochte, wie
geordnete Paare vollstéandig aus Mengen aufgebaut werden kénnen. Im normalen ma-
thematischen Alltag interessiert uns aber meistens nicht diese interne Konstruktion,
sondern nur die Schnittstelle:

(a,b) =(¢,d) <= a=cundb=d.

In diesem Modul werden wir geordnete Paare daher iiber diese Gleichheitsregel ver-
wenden.

6.2 Kartesische Produkte

Definition 6.2.1. Seien M und N Mengen. Das kartesische Produkt von M und N
ist
M x N:={(m,n):meM, ne N}.

Das kartesische Produkt ist also die Menge aller geordneten Paare, bei denen das erste
Element aus M kommt und das zweite Element aus N kommt.

Beispiel 6.2.2. Sei M = {1,2,3} und N = {1,3}. Dann ist
M x N = {(1’ 1)’ (17 3)7 (27 1>’ (27 3)7 (37 1)7 (37 3)} .

Dagegen st
N xM=1{(1,1),(1,2),(1,3),(3,1),(3,2),(3,3)} .

Diese beiden Mengen sind nicht gleich.

Es gilt also M x N # N x M, auler wenn M = N oder wenn eine der Mengen leer ist.

Beispiel 6.2.3. Wir kénnen RxR als die Menge aller Punkte in der Ebene auffassen.
Das Paar (x,y) beschreibt dann den Punkt mit entsprechenden Koordinaten.
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Kartesische Produkte kénnen auch mit mehr als zwei Faktoren gebildet werden. Man
schreibt dann zum Beispiel

M x N x P={(m,n,p):me M, ne N, pe P}.

Ein Element davon ist ein geordnetes Tripel.

6.3 Relationen

Definition 6.3.1. Seien M und N Mengen. Eine Relation R von M nach N ist eine

Teilmenge
RC M x N.

Wenn M = N gilt, nennen wir R auch eine Relation auf M.

Eine Relation entscheidet also, welche Paare (m,n) aus M x N in einer bestimmten
Beziehung stehen.

Statt (m,n) € R schreiben wir héufig
m R n.

Wenn aus dem Kontext klar ist, welche Relation gemeint ist, schreiben wir auch m ~ n.
Wenn das Paar nicht in der Relation liegt, schreiben wir (m,n) ¢ R oder sagen, dass
nicht m R n gilt.

Ein Relationszeichen bindet stérker als die logischen Junktoren. Die Aussage
r~yvyn~z
bedeutet also

(z~y)V(y~ ).

Beispiele 6.3.2. (i) Die leere Relation ) € M x N st eine Relation von M nach
N.

(i1) Die volle Relation M x N ist ebenfalls eine Relation von M nach N.

(11i) Auf jeder Menge M gibt es die Identitatsrelation

idpy :={(m,m): me M}.

(iv) Die Relation < auf N ist die Menge

{(m,n) e Nx N: m <n}.

(v) Die Teilmengenrelation C ist eine Relation auf P(M).
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(vi) Die Teilbarkeitsrelation auf N ist gegeben durch

m|n <= Jgenn =mk.
Bemerkung 6.3.3. Relationen miissen nicht symmetrisch sein. Aus m < n folgt im
Allgemeinen nicht n < m. Bei der Freundschaftsrelation auf Facebook wiirde man

dagegen erwarten, dass aus “z ist befreundet mit y” auch “y ist befreundet mit x”
folgt. Solche Unterschiede werden durch Eigenschaften von Relationen beschrieben.

Beispiel 6.3.4. Sei M = {1,2,3} und sei R die Relation auf M mit

R={(1,1),(1,2),(2,3),(3,1)}.

Dann gilt zum Beispiel 1 R 2 und 3 R 1, aber nicht 2 R 1. Diese Relation kann man
als gerichteten Graphen darstellen: Die Elemente von M sind die Knoten, und fir
jedes Paar (x,y) € R zeichnen wir einen Pfeil von x nach y.

6.4 Darstellungen von Relationen

Relationen werden héufig als gerichtete Graphen dargestellt. Die Knoten sind die Ele-
mente der beteiligten Mengen, und gerichtete Pfeile repriasentieren die Relation.

Wenn R eine Relation von M nach N ist, zeichnen wir die Elemente von M und die
Elemente von N oft getrennt. Ein Pfeil von m € M nach n € N bedeutet dann, dass
m R n gilt.

v

Wenn R eine Relation auf einer Menge M ist, dann sind Start- und Zielmenge dieselbe
Menge. Dann zeichnet man nur eine Knotenmenge und Pfeile zwischen diesen Knoten.

N
e

=
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6.5 Eigenschaften von Relationen

Viele wichtige Klassen von Relationen werden durch allgemeine Eigenschaften beschrie-
ben. In diesem Abschnitt sei immer R C M x M eine Relation auf einer Menge M.
Die folgenden Begriffe beschreiben, wie die Pfeile im zugehorigen gerichteten Graphen
aussehen.

Reflexivitat

Die Relation R heifit reflexiv, wenn jedes Element von M in Relation zu sich selbst steht:

Veemx R x.

Im Graphen bedeutet das: Jeder Knoten hat eine Schleife.

Beispiele: Die Gleichheitsrelation = auf jeder Menge ist reflexiv. Die Relation < auf R
ist reflexiv. Die Relation < auf R ist nicht reflexiv, denn nie gilt = < z.

Irreflexivitat
Die Relation R heift ¢rreflexiv, wenn kein Element von M in Relation zu sich selbst steht:
Veer —(z R ).

Im Graphen bedeutet das: Kein Knoten hat eine Schleife.

Beispiele: Die Relation < auf R ist irreflexiv. Die Relation C auf P(M) ist irreflexiv. Die
Relation < ist nicht irreflexiv.
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Symmetrie
Die Relation R heifit symmetrisch, wenn aus x R y immer y R x folgt:
Voyem (x Ry = y R x).

Im Graphen bedeutet das: Jeder Pfeil zwischen zwei verschiedenen Knoten kommt in
beide Richtungen vor.

./—\;

Beispiele: Die Gleichheitsrelation = auf jeder Menge ist symmetrisch. Die Freundschafts-
relation auf Facebook ist symmetrisch. Die Relation < auf R ist nicht symmetrisch.

Antisymmetrie

Die Relation R heifit antisymmetrisch, wenn zwei verschiedene Elemente nicht in beide
Richtungen in Relation stehen kénnen:

Vo yem ((:URy/\ny) — x:y).

Im Graphen bedeutet das: Zwischen zwei verschiedenen Knoten gibt es keine Pfeile in
beide Richtungen. Schleifen sind dabei erlaubt.

bt

Beispiele: Die Relationen < und < auf R sind antisymmetrisch. Die Teilmengenrelation
C auf P(M) ist antisymmetrisch: Wenn A C B und B C A gelten, dann gilt A = B. Die
Freundschaftsrelation auf Facebook ist nicht antisymmetrisch.

Bemerkung 6.5.1. Symmetrisch und antisymmetrisch bedeuten nicht das Gegen-
teil voneinander. Die Gleichheitsrelation ist sowohl symmetrisch als auch antisym-
metrisch. Symmetrisch heifit: Jeder Pfeil darf zuriickgehen. Antisymmetrisch heif}t:

Ein Pfeil darf nur dann zuriickgehen, wenn er eigentlich eine Schleife ist.
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Transitivitat

Die Relation R heifit transitiv, wenn man zwei aufeinanderfolgende Relationsschritte
durch einen direkten Relationsschritt ersetzen darf:

Vo, 2eM ((yc RyAnyRz) = sz).

Im Graphen kann man sich das so merken: Wenn es einen Weg der Lange zwei gibt, dann
muss auch der direkte Pfeil vorhanden sein.

Beispiele: Die Relationen < und < auf R sind transitiv. Auch die Teilmengenrelation C
ist transitiv: Aus A C Bund B C C folgt A C C.

Totalitét
Die Relation R heifit total, wenn je zwei Elemente vergleichbar sind:
Voyerm (t RyVy R x).
Beispiele: Die Relation < auf R ist total. Die Relation < auf R ist in diesem Sinn nicht

total, denn fiir x = y gilt weder = < y noch y < x. Die Teilmengenrelation C auf P(M) ist
im Allgemeinen nicht total. Zum Beispiel sind {1} und {2} in P ({1, 2}) nicht vergleichbar.

6.6 Inverse Relation und Komposition

Definition 6.6.1. Sei R C M x N eine Relation von M nach N. Die inverse Relation
R~!ist die Relation von N nach M mit

RY:={(n,m)€ N x M: (m,n) € R}.

Anschaulich werden bei der inversen Relation alle Pfeile umgedreht.

R Rt
5 S

_ —— \
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Beispiel 6.6.2. Wenn R ={(1,a),(2,a),(3,b)} C {1,2,3} x {a,b} ist, dann ist

R ={(a,1),(a,2),(b,3)}.

/
Definition 6.6.3. Seien R C M x N und S C N x P Relationen. Die Komposition
S o R ist die Relation von M nach P mit

L SoR:={(m,p)e M x P:3ne N ((m,n) € Rund (n,p) € 5)}.

Man liest S o R von rechts nach links: Zuerst geht man mit R von M nach N, dann mit
S von N nach P.

In der folgenden Zeichnung sieht man links die beiden Schritte und rechts die dadurch
entstehende zusammengesetzte Relation.

XX

Beispiel 6.6.4. Seien

R={(1,a),(2,a),(2,0)} € {1,2} x {a,b}
und
S =A{(a,z),(b,y)} € {a, b} x{z,y}.

Dann st

SoR= {(1,$), (2,1‘), (27y)} :

Die Komposition von Relationen ist assoziativ. Wir begriinden das kurz. Seien R C Lx M,
SCMxNund T'C N x P Relationen. Fiir [ € L und p € P gilt

(,p)eTo(SoR) < Fuen ((I,n) € SoRund (n,p) € T)
<= Jnem Tnen ((I,m) € Rund (m,n) € Sund (n,p) € T)
<= Jnem ((I,m) € Rund (m,p) € T o S)
<~ (I,p) € (ToS)oR.

Also gilt To (So R) = (T o S)oR.
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6.7 Aquivalenzrelationen

Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation, die eine Menge in Klassen von “gleichartigen”
Elementen zerlegt.

-

Definition 6.7.1. Eine Relation ~ auf einer Menge M heifit Aquivalenzrelation,
\wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiele 6.7.2. (i) Die Gleichheit = ist eine Aquivalenzrelation auf jeder Menge
M. Sie ist reflexiv, denn fiir jedes x € M gilt x = x. Sie ist symmetrisch, denn
aus x =y folgt y = x. Sie ist transitiv, denn aus x =y und y = z folgt v = z.

(i) Auf Z ist Kongruenz modulo n eine Aquivalenzrelation:
a=b (modn) <= n|(a—0).

Diese Relation ist reflexiv, denn fir jedes a € Z gilt a —a = 0, und n | 0. Sie
ist symmetrisch: Wenn a = b (mod n) gilt, dann gilt n | (a —b). Also gibt es
ein k € Z mit a—b = kn. Dann ist b—a = —kn, also gilt n | (b— a) und damit
b = a (mod n). Sie ist transitiv: Wenn a = b (mod n) und b = ¢ (mod n)
gelten, dann gibt es k,l € 7 mit

a—b=kn und b—c=lIn.

Dann ist
a—c=(a—b+(b—c)=kn+Iin=(k+1)n.

Also gilt n | (a — ¢) und damit a = ¢ (mod n).

(i1i) Auf der Menge aller deutschen Warter ist die Relation “hat dieselbe Linge wie”
eine Aquivalenzrelation. Dabei miissen wir vorher festlegen, welche Schreibweise
fiir jedes Wort die richtige ist; sonst wdre nicht eindeutig, wie viele Buchstaben
ein Wort hat.

Die Relation ist reflexiv, denn jedes Wort hat dieselbe Linge wie sich selbst.
Sie 1st symmetrisch, denn wenn ein Wort w dieselbe Linge wie ein Wort v hat,
dann hat auch v dieselbe Linge wie w. Sie ist transitiv, denn wenn w dieselbe
Linge wie v hat und v dieselbe Linge wie u hat, dann haben auch w und u
dieselbe Linge.

Wir haben oben angekiindigt, dass eine Aquivalenzrelation eine Menge in Klassen von
gleichartigen Elementen zerlegt. Bisher haben wir eine Aquivalenzrelation aber nur durch
drei Eigenschaften definiert: Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitédt. Es ist an dieser
Stelle noch nicht klar, dass jede Relation mit diesen drei Eigenschaften wirklich eine solche
Zerlegung liefert. Genau das wollen wir jetzt verstehen. Wir beginnen mit der folgenden
Definition.
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Definition 6.7.3. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M und sei a € M. Die Aquivalenzkjasse

von a ist
la| ={reM:x~a}.

Die Aquivalenzklasse [a] enthilt also alle Elemente, die zu a #quivalent sind.

Beispiel 6.7.4. Betrachten wir Kongruenz modulo 3 auf Z. Dann ist

[0]
1]
2]

Diese drei Klassen zerlegen Z.

,—6,-3,0,3,6,...},

{..
{...,=5,-2,1,4,7,.. .},
{...,—4,-1,2,5,8,...}.

Lemma 6.7.5. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Fir z,y € M gilt

T~y = [z] = [y].

Beweis. Angenommen z ~ y. Sei z € [z]. Dann gilt z ~ x. Aus z ~ y folgt mit
Transitivitit z ~ y, also z € [y]. Damit gilt [z] C [y]. Die umgekehrte Inklusion folgt
genauso, also [z] = [y].

Umgekehrt gelte [x] = [y]. Wegen Reflexivitit gilt x € [z]. Also gilt x € [y], und
damit x ~ y. O]

Definition 6.7.6. Eine Zerlegung einer Menge M ist eine Menge Z von nichtleeren
Teilmengen von M, so dass

(i) UZeZZ = M gilt,

L (ii) zwei verschiedene Mengen aus Z disjunkt sind. )

Mit anderen Worten: Jedes Element von M liegt in genau einer Teilmenge aus Z.

Satz 6.7.7. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann bilden die Aquivalenzklassen

eine Zerlequng von M.
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Beweis. Zunéchst ist jede Aquivalenzklasse nichtleer: Fiir jedes a € M gilt a ~ a,
also a € [a].

AuBerdem liegt jedes Element a € M in mindestens einer Aquivalenzklasse, namlich
in [al.

Es bleibt zu zeigen, dass zwei Aquivalenzklassen entweder gleich oder disjunkt sind.
Angenommen, [a] N [b] ist nicht leer. Dann gibt es ein x € M mit = € [a] und x € [b].
Also gilt x ~ a und =z ~ b. Wegen Symmetrie gilt a ~ x, und wegen Transitivitét
folgt aus a ~ x und x ~ b, dass a ~ b gilt.

Nun zeigen wir [a] = [b]. Sei y € [a]. Dann gilt y ~ a. Zusammen mit a ~ b folgt
durch Transitivitiat y ~ b, also y € [b]. Damit ist [a] C [b]. Umgekehrt folgt genauso
[b] C [a]. Also gilt [a] = [b]. O

Umgekehrt erzeugt jede Zerlegung eine Aquivalenzrelation. Sei dazu Z eine Zerlegung
von M. Wir definieren eine Relation ~z auf M durch

x~zy <= drzez(r€Zund y € 7).

Mit anderen Worten: Zwei Elemente sind genau dann dquivalent, wenn sie im selben
Teil der Zerlegung liegen. Als Ubung sollte man iiberpriifen, dass ~z tatsichlich ei-
ne Aquivalenzrelation ist und dass ihre Aquivalenzklassen genau die Elemente der ur-
spriinglichen Zerlegung Z sind.

Aquivalenzrelationen und Zerlegungen sind also zwei Arten, dieselbe Information zu be-
schreiben.

Die Menge aller Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation ~ auf M wird hiufig mit
M/~ bezeichnet. Man nennt diese Menge den Quotienten von M nach ~.

Fiir die Kongruenz modulo n auf Z schreibt man Z/n fiir die Menge der Kongruenzklassen
modulo n.

6.8 Ordnungsrelationen

Definition 6.8.1. Eine Relation < auf einer Menge M heifit Ordnungsrelation, wenn
sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. In diesem Fall heifit (M, <) eine teil-
weise geordnete Menge. Wenn =< zusétzlich total ist, heiit (M, <) eine total geordnete

\M enge.

Bemerkung 6.8.2. Wenn wir im Folgenden von einer geordneten Menge sprechen,
meinen wir immer eine teilweise geordnete Menge. Wenn wir Totalitét voraussetzen

wollen, sagen wir das ausdriicklich.
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Bemerkung 6.8.3. Etwas verwirrend ist vielleicht, dass jede total geordnete Menge
nach dieser Definition automatisch auch eine teilweise geordnete Menge ist. Totalitét
ist also eine zusétzliche Eigenschaft, die eine teilweise Ordnung haben oder nicht
haben kann.

Beispiele 6.8.4. (i) (R, <) ist total geordnet. Reflexivitit, Antisymmetrie und Tran-
sitivitdt sind die bekannten Eigenschaften von < auf R. Auflerdem sind je zwei
reelle Zahlen vergleichbar: Fiir alle x,y € R gilt © < y oder y < x. Also ist
(R, <) total geordnet.

(ii) Fiir jede Menge M ist (P(M),C) teilweise geordnet. Reflexivitit gilt, denn fiir
jedes A C M qilt A C A. Antisymmetrie gilt, denn aus A C B und B C A folgt
A = B. Transitwvitdt gilt, denn aus A C B und B C C folgt A C C.

Hier sehen wir, dass eine teilweise Ordnung nicht total sein muss. Zum Beispiel
sind die Mengen {1} und {2} in P({1,2}) nicht vergleichbar: Weder {1} C {2}
noch {2} C {1} gilt.

(111) Auf Ny ist die Teilbarkeitsrelation | eine teilweise Ordnung. Reflexivitit gilt,
denn fiir jedes a € Ny qilt a | a. Transitivitit gilt, denn aus a | b und b | ¢
folgt a | c. Fir Antisymmetrie seien a,b € Ny mit a | b und b | a. Dann gibt es
k,l € Ny mit b= ka und a = 1b. Also gilt a = lka. Da a > 0 ist, folgt [k = 1.
Mit k.l € Ny folgt k=1=1, also a =b.




Kapitel 7

Funktionen

7.1 Funktionen als spezielle Relationen

Funktionen kennen wir schon aus der Schule. In diesem Kapitel wollen wir sie aber kon-
sequent als spezielle Relationen verstehen.

/

Definition 7.1.1. Seien M und N Mengen. Eine Funktion oder Abbildung von M
nach NV ist eine Relation f C M x N mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jedes m € M
existiert genau ein n € N mit (m,n) € f. In diesem Fall schreiben wir

f: M — N.

- J

Die Bedingung “genau ein” besteht aus zwei Teilen. Erstens muss zu jedem Element
m € M {iiberhaupt ein passendes Element n € N existieren. Diese Eigenschaft heifit
Linkstotalitdt:

vaM EInEN m f n.

Zweitens darf es zu einem festen m € M nicht zwei verschiedene passende Elemente
geben. Diese Eigenschaft heifit Rechtseindeutigkeit:

vaM, z,yeN ((mfx/\m fy) = T = y)

Wenn (m,n) € f gilt, schreiben wir meistens

n= f(m)
oder

m = n.

Das Element n heifit dann das Bild von m. Das Element m heifit ein Urbild von n. Die
Menge M heifit Definitionsbereich von f. Die Menge N heifit Zielmenge oder Wertebereich
von f.

54
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Beispiele 7.1.2. (i) Sei B die Menge der Bundesbiirger. Die Relation
{(p,n) € B x N: p hat Identifikationsnummer n}

von B nach N ist eine Funktion, sofern jeder Bundesbiirger genau eine Identi-
fikationsnummer hat.

(ii) Sei F' die Menge der Facebook-Nutzer. Die Freundschaftsrelation
{(z,y) € F x F: x ist Facebook-Freund von y}

ist keine Funktion. Sie wdre nur dann eine Funktion, wenn jeder Facebook-
Nutzer genau einen Freund hdtte.

(i1i) Die Relation
f={(n,n)eNxN:n =2n}

st eine Funktion f: N — N. Wir schreiben dafiir auch kiirzer

f(n) =2n.

(iv) Fiir jede Menge M ist die Identitit idy, eine Funktion von M nach M. Sie ist
gegeben durch

idy (m) =m  fir alle m € M.

Fiir eine Teilmenge M’ C M definieren wir
fM"Y:={f(m): me M'}.

Diese Menge heifit das Bild von M’ unter f.

Fiir eine Teilmenge N’ C N definieren wir
YN :=={me M: f(m) € N'}.
Diese Menge heifit das Urbild von N’ unter f.
Beispiel 7.1.3. Seiv: N — N die Funktion mit v(n) := 2n. Dann gilt
v(N) = {2z: z € N}.

Auflerdem gilt
v {2k +1: k€ N}) =0,

denn keine ungerade natiirliche Zahl wird von v getroffen.
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Beispiel 7.1.4. Sei M :={1,2,3,4,5,6}. Wir definieren f: M — M durch

Dann gilt
f(M):{1>273}7 f({172}>:{172}7

und

{2 =1{2,3,4}.

Bemerkung 7.1.5. Da Funktionen in diesem Abschnitt als Relationen betrachtet
werden, ist auch der Ausdruck f C g sinnvoll, wenn f,g: M — N Funktionen sind.
Als Ubung sollte man iiberpriifen: Wenn f, g: M — N Funktionen sind und f C ¢
gilt, dann gilt schon f = g.

7.2 Injektivitat, Surjektivitit und Bijektivitéit

(Deﬁnition 7.2.1. Sei f: M — N eine Funktion. h
(i) f heiBt injektiv, wenn fiir alle z,y € M gilt:
f@)=[fly) = ==y
(ii) f heifit surjektiv, wenn fiir jedes n € N ein m € M existiert mit f(m) = n.
L (iii) f heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist. )

Injektivitdt bedeutet: Verschiedene Elemente der Definitionsmenge werden auf verschie-
dene Elemente der Zielmenge abgebildet. Surjektivitéit bedeutet: Jedes Element der Ziel-

menge wird getroffen.

Beispiele 7.2.2. (i) Die Funktion f: N — N mit f(n) = n + 1 ist injektiv, aber
nicht surjektiv, weil 0 nicht getroffen wird.

(ii) Die Funktion f:Z — N mit f(n) = n? ist nicht injektiv, weil f(1) = f(—1)
gilt. Sie ist auch nicht surjektiv, weil zum Beispiel 2 nicht getroffen wird.

(i1i) Die Funktion f:Z — 7Z mit f(n) = n+ 1 ist bijektiv.

(iv) Die Funktion tan: (—%, g) — R ist bijektiv. Anschaulich nimmt sie jeden re-

ellen Wert genau einmal an.

Bei endlichen Mengen stimmen Injektivitdt und Surjektivitit in einer wichtigen Situation

uberein.
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/
Satz 7.2.3. Sei M eine endliche Menge und sei f: M — M eine Funktion. Dann
\ist f genau dann injektiv, wenn f surjektiv ist.

Beweis. Fiir jedes a € M betrachten wir das Urbild

Fy = f({a}) = {v € M: f(z) = a}.

Die Mengen F, sind paarweise disjunkt, und ihre Vereinigung ist M: Jedes x € M
liegt ndmlich genau in der Menge Fly(,). Da M endlich ist, gilt also

M| =) |Fl.

aeM

Angenommen zuerst, f ist surjektiv. Dann ist jedes F, nichtleer, also gilt |F,| > 1
fir alle @ € M. Wenn f nicht injektiv wére, dann gébe es ein a € M mit |F,| > 2.

Dann ware
> IF.| > M|,

acM
im Widerspruch zu der Gleichung oben. Also ist f injektiv.

Angenommen nun, f ist injektiv. Dann enthélt jedes F, hochstens ein Element, also
gilt |F,| <1 fiir alle a € M. Wenn f nicht surjektiv wére, dann gibe es ein a € M

mit F, = (). Dann wire
> |F| <M,
aceM

wieder im Widerspruch zu der Gleichung oben. Also ist f surjektiv. m

I
S
+
—

Dieser Satz ist fiir unendliche Mengen falsch. Die Funktion f: N — N mit f(n)
ist injektiv, aber nicht surjektiv. Auflerdem ist die Funktion : N — N mit f(n)
surjektiv, aber nicht injektiv.

B

7.3 Komposition von Funktionen

Da Funktionen Relationen sind, konnen wir Funktionen zunéchst als Relationen kompo-
nieren. Seien also f: M — N und g: N — P Funktionen. Als Relationen gilt f C M x N
und g € N x P. Die Komposition der Relationen ist dann die Relation

go f:={(m,p) € M x P: F,en ((m,n) € f und (n,p) € g)} .

Zunéchst ist g o f also nur eine Relation von M nach P. Wir miissen kurz iiberpriifen,
dass diese Relation wieder eine Funktion ist.
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CLemma 7.3.1. Die Komposition zweier Funktionen ist wieder eine Funktion. )

Beweis. Seien f: M — N und g: N — P Funktionen. Wir zeigen, dass die Relation
g o f linkstotal und rechtseindeutig ist.

Linkstotalitit. Sei m € M. Da f linkstotal ist, gibt es ein n € N mit (m,n) € f. Da
g linkstotal ist, gibt es ein p € P mit (n,p) € g. Also gilt (m,p) € go f. Damit ist
g o f linkstotal.

Rechtseindeutigkeit. Angenommen, (m,p) € go f und (m,p’) € go f. Dann gibt es
n,n’ € N mit

(m,n)e f, (n,p)eg, (mn)ef (np)eg.

Da f rechtseindeutig ist, folgt aus (m,n) € f und (m,n’) € f, dass n = n' gilt. Da ¢
rechtseindeutig ist, folgt dann aus (n,p) € g und (n,p’) € g, dass p = p’ gilt. Damit
ist g o f rechtseindeutig.

Also ist g o f eine Funktion von M nach P. O]

Fiir diese Komposition gilt die bekannte Formel

(g o f)(m) = g(f(m)).

Wie bei Relationen liest man g o f von rechts nach links: zuerst f, dann g.

\
Satz 7.3.2. Die folgenden Aussagen gelten.
(i) Die Komposition injektiver Funktionen ist injektiv.
(i) Die Komposition surjektiver Funktionen ist surjektiv.
9 (11i) Die Komposition bijektiver Funktionen ist bijektiv. )

Beweis. Wir zeigen exemplarisch die Aussage fiir Injektivitédt. Seien f: M — N und
g: N — P injektiv. Angenommen

(go f)(x) = (g0 f)(y)

Dann gilt g(f(z)) = g(f(y)). Da g injektiv ist, folgt f(z) = f(y). Da f injektiv ist,
folgt x = y. Also ist g o f injektiv.

Die Aussagen fiir Surjektivitdt und Bijektivitat werden &hnlich bewiesen. O

Da die Komposition von Relationen assoziativ ist, ist auch die Komposition von Funk-
tionen assoziativ:

(hog)of=ho(gof).
Auflerdem gilt fiir jede Funktion f: M — N:

foidyy=f und idyof =f.
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7.4 Inverse Funktionen

Wenn f: M — N eine Funktion ist, dann kénnen wir immer die inverse Relation f=! C
N x M bilden. Diese inverse Relation muss aber nicht wieder eine Funktion sein.

Beispiel 7.4.1. Sei f: Z — N die Funktion mit f(n) = n*. Dann enthilt die inverse
Relation f~' zum Beispiel die beiden Paare (1,1) und (1,—1). Als Relation von N
nach Z ordnet f=' dem FElement 1 also zwei verschiedene Elemente zu. Deshalb ist

f=1 in diesem Fall keine Funktion.

Wir wollen nun genau die Funktionen beschreiben, bei denen die inverse Relation wieder

eine Funktion ist.

Definition 7.4.2. Eine Funktion f: M — N heiflt invertierbar, wenn es eine Funk-
tion g: N — M gibt, so dass

gof=idy
und

f 0g = 1dN .

In diesem Fall heifit g die inverse Funktion von f und wird mit f~! bezeichnet. )

-

Proposition 7.4.3. Sei f: M — N invertierbar. Dann ist die inverse Funktion von

\ f eindeutig bestimmt. )

Beweis. Seien g,h: N — M inverse Funktionen zu f. Dann gilt
fog=foh=idy und gof=hof=idy.
Mit der Assoziativitat der Komposition erhalten wir
g=goidy =go(foh)=(gof)oh=1idyoh=h.

Also ist die inverse Funktion eindeutig. O

CSatz 7.4.4. Eine Funktion ist genau dann invertierbar, wenn sie bijektiv ist. )

Beweis. Angenommen, f: M — N ist invertierbar mit inverser Funktion g: N — M.
Wir zeigen zuerst, dass f injektiv ist. Wenn f(z) = f(y) gilt, dann folgt durch
Anwenden von g:

r=g(f(x)) = 9(f(y) = v.
Also ist f injektiv. Fiir Surjektivitidt sei n € N. Dann gilt n = f(g(n)), also wird n
von g(n) € M getroffen. Damit ist f surjektiv.

Umgekehrt sei f bijektiv. Fiir jedes n € N gibt es dann genau ein m € M mit
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f(m) = n. Wir definieren g(n) als dieses eindeutig bestimmte m. Dann gilt gof = idy,
und fog =idy. [

7.5 Einseitige Inverse und die Axiome der Mengen-
lehre

Sei f: M — N eine Funktion. Eine Funktion g: N — M heif}t eine Linksinverse zu f,
wenn

go f=idy

gilt. Eine Funktion g: N — M heif}t eine Rechtsinverse zu f, wenn
fog=idy

gilt.

Eine invertierbare Funktion besitzt also eine Funktion g, die gleichzeitig Links- und Recht-
sinverse ist. Jetzt betrachten wir die beiden Bedingungen getrennt.

Proposition 7.5.1. Sei f: M — N injektiv, und sei M # (). Dann gibt es eine
Funktion g: N — M mit

N go f=idy.

Beweis. Wir wahlen ein festes Element mg € M. Fiir n € N definieren wir

(n) das eindeutig bestimmte m € M mit f(m)=mn, fallsn e f(M),
n =
g o, falls n ¢ f(M).

Diese Definition ist sinnvoll, weil f injektiv ist: Wenn n € f(M) gilt, dann gibt es
genau ein m € M mit f(m) =n.

Fiir jedes m € M gilt nun f(m) € f(M), und nach Definition von ¢ gilt daher

g(f(m)) =m.

Also gilt go f = idyy. O

Die entsprechende Aussage fiir surjektive Funktionen sieht auf den ersten Blick genauso
harmlos aus. Wenn f: M — N surjektiv ist, dann ist fiir jedes n € N das Urbild

7 {n}) = {m € M: f(m) =n}

nichtleer. Wir wiirden also gerne fiir jedes n € N ein Element g(n) € f~'({n}) wihlen.
Dann wire

flg(n)) =n



7.5. EINSEITIGE INVERSE UND DIE AXIOME DER MENGENLEHRE 61

fiir alle n € N, also f og=idy.

Der Unterschied zu vielen fritheren Existenzbeweisen ist, dass wir hier nicht unbedingt
eine Vorschrift haben, welches Element im jeden Urbild gew&hlt werden soll.

In Beweisen, die wir bisher gesehen haben, war das anders. Im Euklidischen Algorithmus
wird der grofite gemeinsame Teiler nicht nur als existierend behauptet, sondern tatséchlich
berechnet. In Bézouts Satz erhélt man die Koeffizienten durch Riickwértseinsetzen im
Euklidischen Algorithmus. Im Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, konstruiert
man aus endlich vielen Primzahlen pq, ..., ps. die Zahl

pi--prt+ 1

und nimmt dann einen Primteiler dieser Zahl (und diese Primteiler kann mach auch
algorithmish berechnen).

Bei einer beliebigen surjektiven Funktion f: M — N gibt es dagegen moglicherweise sehr
viele Urbilde, und im jeden davon muss eine Wahl getroffen werden. Es kann sein, dass es
keine Regel gibt, die sagt, welches Element des jeweiligen Bilds genommen werden soll.

An dieser Stelle berithren wir die Axiome der Mengenlehre. Wir haben Mengen bisher
nicht definiert. Das ist kein Versehen: Man kann nicht alle Begriffe auf noch einfachere
Begriffe zuriickfiihren. Irgendwo muss man anfangen.

Eine sehr interessante Idee besteht darin, den Begriff der Menge nicht direkt zu definieren,
sondern die Regeln festzulegen, nach denen man mit Mengen arbeiten darf. Diese Regeln
sind die Axiome der Mengenlehre. Man kann sie sich als Regeln eines Spiels vorstellen:
Welche Mengen diirfen wir bilden? Welche Konstruktionen sind erlaubt? Wann gelten
zwei Mengen als gleich?

Auf den ersten Blick konnte man erwarten, dass alle Mathematikerinnen und Mathema-
tiker ungefdhr dieselbe Vorstellung davon haben, was Mengen sind und welche Regeln
erlaubt sein sollten. Es hat sich aber herausgestellt, dass dies nicht ganz so einfach ist.
Das folgende Axiom war historisch umstritten, weil es eine Existenzbehauptung macht,
ohne eine konkrete Regel fiir die Konstruktion des gesuchten Objekts anzugeben.

Axiom (Auswahlaxiom). Sei (X;);e; eine Familie nichtleerer Mengen. Dann gibt es
eine Funktion
c: I — U X;
iel

mit (i) € X; fir alle i € I.

Eine solche Funktion ¢ heifit eine Auswahlfunktion. Fiir endliche Familien ist diese
Aussage unproblematisch: Man kann die endlich vielen Wahlen nacheinander treffen. Das
Auswahlaxiom ist vor allem eine Aussage iiber beliebige, auch unendliche Familien von
nichtleeren Mengen.

Mehr zu den Axiomen der Mengenlehre wird in der Horsaaliibung besprochen. Fiir uns
ist im Moment vor allem die folgende Konsequenz wichtig.
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Proposition 7.5.2. Wir nehmen das Auswahlaxiom an. Sei f: M — N surjektiv.
Dann gibt es eine Funktion g: N — M mit

9 fog=idy.

Beweis. Fiir jedes n € N ist die Faser

X = f_l({n})

nichtleer, weil f surjektiv ist. Nach dem Auswahlaxiom gibt es eine Funktion g: N —
M mit
g(n) € X,

fiir alle n € N. Das bedeutet gerade, dass
flg(n)) =n

fiir alle n € N gilt. Also gilt fog =idy. O

In der heutigen mathematischen Praxis arbeitet man fast immer mit dem Auswahlaxiom.

[43

Deshalb wird die letzte Proposition normalerweise ohne den Zusatz “wir nehmen das

Auswahlaxiom an” formuliert: Eine surjektive Funktion besitzt eine Rechtsinverse.



Kapitel 8
Kardinalitaten

Im vorigen Kapitel haben wir Funktionen und Bijektionen eingefiihrt. In diesem Kapitel
benutzen wir Bijektionen, um die Gréfe von Mengen zu vergleichen.

Bei endlichen Mengen ist die Situation vertraut: Eine Menge mit drei Elementen hat
dieselbe Grofle wie jede andere Menge mit drei Elementen. Fiir unendliche Mengen wird
die Situation interessanter. Die Mengen N, Z und Q sind alle gleichmé&chtig, obwohl sie
unterschiedlich aussehen.

Interessanterweise werden wir aber sehen, dass es trotzdem verschiedene Arten von Un-
endlichkeit gibt.

8.1 Gleichmichtigkeit

Definition 8.1.1. Zwei Mengen M und N heiflen gleichmdchtig, wenn es eine bijek-
tive Funktion f: M — N gibt. In diesem Fall schreiben wir

|M] = |NT.

Diese Notation ist zunéchst nur eine Schreibweise. Sie bedeutet nicht, dass M = N
als Mengen gilt. Sie bedeutet nur, dass die Elemente von M und die Elemente von N
paarweise miteinander verbunden werden konnen.

Beispiel 8.1.2. Die Mengen {a,b,c} und {10,20,30} sind gleichmdchtig. Fine Bi-
jektion ist zum Beispiel

a — 10, b — 20, c — 30.

63
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Beispiel 8.1.3. Fs gilt |Z| = |N|. Eine mdgliche Bijektion f: 7Z — N ist

2z, falls z > 0,
f(z) =
—(2241), falls z < 0.

Dann erhalten wir
0—0, —-1—1 1—2 -2—3, 24

und so weiter.

Beispiel 8.1.4. Es gilt

Eine Bijektion f: (-1,
f(z) = tan(wz).

Die Funktion streckt das offene Intervall auf die ganze reelle Gerade.

Ubung 8.1.5. Zeigen Sie: Fiir alle a,b € R mit a < b gilt

IR| = |(a,0)|.

CSatz 8.1.6. Gleichmichtigkeit ist eine Aquivalenzrelation. )

Beweis. Reflexivitit: Fiir jede Menge M ist die Identitét idy;: M — M eine Bijek-
tion. Also gilt |M| = |M]|.

Symmetrie: Wenn f: M — N eine Bijektion ist, dann ist die inverse Funktion
f~': N — M ebenfalls eine Bijektion. Also folgt aus |[M| = |N| auch |N| = |M]|.

Transitivitdat: Wenn f: M — N und g: N — P Bijektionen sind, dann ist gof: M —
P eine Bijektion. Also folgt aus |M| = |N| und |N| = |P| auch |M| = |P]. O

Die Aquivalenzklassen dieser Relation heifien Kardinalititen. Die Kardinalitiit einer drei-
elementigen Menge nennen wir einfach 3. Kardinalitédten verallgemeinern also die natiirlichen
Zahlen.

Bemerkung 8.1.7. Streng genommen haben wir hier eine kleine technische Schwie-
rigkeit ignoriert. Eine Aquivalenzrelation ist immer auf einer Menge definiert, aber
wir diirfen nicht einfach die Menge aller Mengen betrachten. Warum das proble-
matisch ist, sehen wir spéter in Bemerkung 8.2.2 zu Russells Paradoxon. Formal
miisste man also zuerst ein ausreichend grofes Universum von Mengen festlegen und
Gleichméichtigkeit nur fiir Mengen in diesem Universum betrachten. Fiir die Ideen in
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I diesem Kapitel spielt diese technische Einschrinkung keine Rolle.

8.2 Cantors Diagonalargument

Wir zeigen nun, dass es tatséchlich verschiedene Arten von Unendlichkeit gibt: kleinere
und groflere. Das ist beim ersten Kontakt {iberraschend, denn man kénnte meinen, dass
unendlich einfach unendlich ist. Konkret werden wir zeigen, dass die Menge R nicht durch
die natiirlichen Zahlen vollstandig aufgelistet werden kann. Also gibt es keine bijektive
Funktion N — R, weswegen die Méchtigkeiten |N| und |R| nicht gleich sind.

(" .
Satz 8.2.1. FEs gilt

L N # [RJ.

Beweis. Wir zeigen eine bisschen stérkere Aussage: Es gibt keine surjektive Funktion
b: N— (0,1).

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gébe eine surjektive Funk-

tion

b: N— (0,1).
Dann konnten wir alle Zahlen 5(0),b(1),b(2), ... als Dezimalzahlen untereinander
schreiben:

b(O) == O.dood[)ldog ce
b(l) = O.dlgdlldlg ‘e
b(2) = O.d20d21d22 .

Wir konstruieren nun eine neue Zahl
r = 0.eperea. ..

so, dass sie sich von jeder Zahl in dieser Liste unterscheidet. Dazu wahlen wir fiir
jedes ¢ € N eine Ziffer
€; € {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} \ {d”} .

Das ist immer moglich. Wir vermeiden dabei die Ziffern 0 und 9, damit keine Pro-
bleme mit zwei verschiedenen Dezimaldarstellungen derselben Zahl entstehen.

Die Zahl z liegt in (0,1). Da b surjektiv sein soll, miisste es ein m € N geben mit
b(m) = z. Aber die m-te Nachkommastelle von b(m) ist d,,, wihrend die m-te
Nachkommastelle von x gleich e, ist. Nach Konstruktion gilt e,, # d,,. Also kann
b(m) nicht gleich x sein.

Das ist ein Widerspruch zur Surjektivitdt von b. Daher gibt es keine solche surjektive
Funktion. n

Dieses Argument heift Diagonalargument, weil wir die Ziffern auf der Diagonalen der
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Tabelle verdandern. Es geht auf Georg Cantor zuriick, der im 19. Jahrhundert zeigte, dass
es verschiedene Gréflen von unendlichen Mengen gibt.

Die Kardinalitdt von N heifit Ry. Die Kardinalitdt von R heifit Kontinuum und wird oft
mit ¢ bezeichnet.

Bemerkung 8.2.2 (Russells Paradoxon). Ein verwandtes diagonales Argument zeigt,
warum man nicht naiv von der Menge aller Mengen sprechen darf. Angenommen, es
gidbe eine Menge U aller Mengen. Dann kénnten wir

Vi={MeclU: M¢M}

definieren. Dann miisste entweder V € V oder V' ¢ V gelten. Wenn V' € V' gilt, folgt
aus der Definition von V| dass V ¢ V gilt. Wenn V' ¢ V' gilt, folgt aus der Definition
von V', dass V € V gilt. Beides ist unméglich. In der axiomatischen Mengenlehre wird
dieses Problem dadurch vermieden, dass die Gesamtheit aller Mengen keine Menge
ist.

8.3 Abzihlbare Mengen

/
Definition 8.3.1. Eine Menge M heif3t abzdihlbar, wenn
M| <|N|

gilt, also wenn es eine injektive Funktion M — N gibt. Eine unendliche abzéhlbare
Menge hat dieselbe Kardinalitédt wie N.

- J

Endliche Mengen sind abzéhlbar. Aulerdem sind N, Z und Q abzéhlbar. Bei Z haben

wir bereits eine Bijektion mit N gesehen, und Q verlassen wir als eine Ubung.

Bemerkung 8.3.2. Man kann auch die positive Version der Definition verwenden:
Eine Menge ist abzdhlbar, wenn man ihre Elemente in einer endlichen oder unendli-
chen Liste anordnen kann,

X0, T1, Lo, .- -,

so dass jedes Element der Menge irgendwann in der Liste vorkommt. Wiederholungen
sind dabei erlaubt. Diese Listenformulierung ist besonders anschaulich. Sie zeigt auch:
Abzéhlbare Mengen sind entweder endlich, oder sie haben dieselbe Kardinalitdt wie
N, also Kardinalitat N.

8.4 Vergleich von Kardinalitidten

Wir wollen Kardinalitdten nicht nur auf Gleichheit priifen, sondern auch ordnen.
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Definition 8.4.1. Fiir Mengen M und N schreiben wir
|M| < |NT,

wenn es eine injektive Funktion f: M — N gibt.

Anschaulich bedeutet |M| < |N|: Die Elemente von M konnen ohne Kollisionen in N
eingebettet werden.

Man muss kurz priifen, dass diese Definition nur von den Kardinalitdten abhéngt, nicht
von den konkreten Reprasentanten.

/

Lemma 8.4.2. Seien M,X,N,Y Mengen mit |M| = |X| und |N| = |Y|. Dann
existiert eine injektive Funktion M — N genau dann, wenn eine injektive Funktion
\X — Y existiert.

Beweis. Angenommen, es gibt eine injektive Funktion f: M — N. Da |M| = |X|
und |N| = |Y| gelten, gibt es Bijektionen b: X — M und ¢: N — Y. Dann ist

cofob: X =Y

injektiv, weil Kompositionen injektiver Funktionen injektiv sind.

Die umgekehrte Richtung folgt durch dasselbe Argument mit vertauschten Rollen.
O

Damit ist die Relation < auf Kardinalitdten wohldefiniert. Tatséchlich ist es eine Ord-
nungsrelation. Reflexivitat ist klar: idy,: M — M ist injektiv. Transitivitét ist ebenfalls
klar: Die Komposition zweier Injektionen ist injektiv. Die Antisymmetrie ist nicht offen-
sichtlich. Wenn es eine Injektion A — B und eine Injektion B — A gibt, muss es dann
eine Bijektion A — B geben? Der Satz von Cantor-Schroder-Bernstein in der néchsten
Sektion beantwortet genau diese Frage.

Beispiele 8.4.3. (i) Wenn M C N gilt, dann gilt |M| < |N|, denn die Inklusion
t: M — N mit «(m) = m ist injektiv.
(i1) Es gilt |N| < |Z|, weil die Inklusion N — Z injektiv ist.
(iii) Es gilt [N| < |R|, weil die Inklusion N — R injektiv ist.

(iv) Wenn f: M — N surjektiv ist und man zu jedem n € N ein Urbild auswdhlt,
erhdlt man eine injektive Funktion N — M. In diesem Sinn folgl aus einer
Surjektion M — N auch |N| < |M]|.
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Proposition 8.4.4. N, ist die kleinste unendliche Kardinalitit. Genauer: Wenn M
eine unendliche Menge ist, dann gilt

Ny < |M].
\ 0—‘|

Beweis. Da M unendlich ist, konnen wir ein Element my € M wéhlen. Da M\ {mq}
immer noch nicht leer ist, konnen wir ein Element m; € M \ {mg} wéhlen. Induktiv
wéhlen wir, nachdem my, ..., m,_; gewéhlt wurden, ein Element

m, € M\ {mq,...,m,_1}.

Das ist moglich, weil eine unendliche Menge nicht durch endlich viele Elemente aus-
geschopft werden kann.

Damit erhalten wir paarweise verschiedene Elemente mg, mi,ms,... von M. Die
Funktion f: N — M mit f(n) = m, ist injektiv. Also gilt |[N| < |M|, das heiit
Nog < |M]. m

8.5 Cantor-Schréder-Bernstein und Matchings in bi-
partiten Graphen

Satz 8.5.1 (Cantor-Schréder-Bernstein). Seien A und B Mengen. Wenn es eine
injektive Funktion f: A — B und eine injektive Funktion g: B — A gibt, dann gibt
es eine bijektive Funktion h: A — B.

Wir formulieren den Beweis von Cantor-Schréder-Bernstein in einer Graphensprache.
Diese Sprache ist fiir Informatik besonders niitzlich.

Definition 8.5.2. Ein bipartiter Graph besteht aus zwei Knotenmengen A und B
und Kanten, die immer einen Knoten aus A mit einem Knoten aus B verbinden.

Ein Matching ist eine Menge von Kanten, so dass kein Knoten in mehr als einer
gewihlten Kante liegt. Ein Matching heif3t perfekt, wenn jeder Knoten in genau einer

\gewéihlten Kante liegt. )

Eine Bijektion A — B ist dasselbe wie ein perfektes Matching zwischen A und B: Jedem
a € A wird genau ein b € B zugeordnet, und jedes b € B wird genau einmal getroffen.

Jetzt kénnen wir mit dem Beweis anfangen.
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Beweis. Erst bauen wir aus f und g einen bipartiten Graphen mit den beiden Kno-
tenmengen A und B.

Fiir jedes a € A zeichnen wir eine blaue Kante zwischen a und f(a) € B. Weil f
injektiv ist, liegt jeder Knoten aus B an hochstens einer blauen Kante. Auflerdem
liegt jeder Knoten aus A an genau einer blauen Kante.

Fiir jedes b € B zeichnen wir eine rote Kante zwischen g(b) € A und b. Weil g injektiv
ist, liegt jeder Knoten aus A an hochstens einer roten Kante. Auflerdem liegt jeder
Knoten aus B an genau einer roten Kante.

— Kanten von f
— Kanten von g

A B
Qo bo
a1 bl
a2 bQ

Jeder Knoten hat also hochstens eine blaue und hochstens eine rote Kante. Eine
Komponente dieses Graphen besteht aus allen Knoten, die man von einem gegebe-
nen Startknoten aus durch eine Folge von Kanten erreichen kann. Um den Beweis
abzuschlieflen, betrachten wir die Komponenten einzeln und zeigen in jeder Kompo-
nente, wie man ein perfektes Matching konstruiert.

Fixieren wir also eine Komponente und wéhlen darin einen Knoten. Von diesem
Knoten aus konnen wir entlang einer Kante zum néchsten Knoten gehen. Dort kann es
hochstens eine Kante der anderen Farbe geben, der wir weiter folgen kénnen. Danach
kann es wieder hochstens eine Kante der ersten Farbe geben, und so weiter. Auf diese
Weise konnen wir in der Komponente entlang von Kanten mit abwechselnden Farben
laufen. Typische Komponenten sehen daher folgendermaflen aus.

Bi-unendliche Linie:

Einseitig unendliche Linie:
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Kreis:

(A—B)
(B) (A
(A—B)

Wir unterscheiden nun zwei Falle.

Fall 1: Die Komponente enthélt einen Knoten b € B, der von keiner blauen Kante
getroffen wird, also b ¢ f(A). Dann definieren wir in dieser ganzen Komponente
ein Matching, indem wir alle roten Kanten wéhlen. Warum ist das ein perfektes
Matching auf dieser Komponente? Jeder Knoten aus B liegt an genau einer roten
Kante. Vom Startknoten b aus folgen wir einer roten Kante zu einem Knoten aus A,
dann eventuell einer blauen Kante weiter zu einem Knoten aus B, dann wieder einer
roten Kante, und so weiter. Auf diese Weise liegt auch jeder Knoten aus A in dieser
Komponente an genau einer roten Kante.

Fall 2: Die Komponente enthélt keinen Knoten aus B\ f(A). Dann wird jeder Knoten
aus B in dieser Komponente von einer blauen Kante getroffen. Auflerdem liegt jeder
Knoten aus A an genau einer blauen Kante. Also bilden die blauen Kanten in dieser
Komponente ein perfektes Matching.

In jeder Komponente haben wir also ein perfektes Matching zwischen den A-Knoten
und den B-Knoten dieser Komponente gewéhlt. Zusammengenommen erhalten wir
ein perfektes Matching zwischen A und B. Dieses perfekte Matching definiert eine
Bijektion h: A — B. ]

Bemerkung 8.5.3. In der letzten Beweiskonstruktion ist die Bijektion h explizit
beschrieben. Auf Komponenten vom Typ Fall 2 setzen wir h(a) = f(a). Auf Kom-
ponenten vom Typ Fall 1 verwenden wir die roten Kanten, also setzen wir h(a) = b,

wobei b das eindeutig bestimmte Element mit g(b) = a ist.

(Satz 8.5.4. Die Relation < auf Kardinalititen ist eine Ordnungsrelation. )

Beweis. Wie wir nach Lemma 8.4.2 geklédrt haben, brauchen wir nur noch die Anti-
symmetrie zu begriinden.

Nehmen wir dazu an, dass |A| < |B| und |B| < |A| gelten. Dann gibt es Injektionen
A — B und B — A. Nach dem Satz von Cantor-Schréder-Bernstein gibt es eine
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Bijektion A — B. Also gilt |A| = |B. O

Mit dem Auswahlaxiom kann man sogar zeigen, dass diese Ordnungsrelation total ist: Fiir
je zwei Mengen M und N gilt entweder |[M| < |N| oder |[N| < |M]|. Um diese Aussage zu
beweisen, miissen wir das Auswahlaxiom allerdings noch etwas genauer betrachten, was
wir im néchten Abschnitt machen werden.

8.6 Lemma von Zorn

In der mathematischen Alltagspraxis verwendet man das Auswahlaxiom nur selten di-
rekt in der Form einer Auswahlfunktion. Die allermeisten Anwendungen laufen iiber die
folgende dquivalente Formulierung.

Satz 8.6.1 (Lemma von Zorn). Sei (M, <) eine nichtleere teilweise geordnete Menge.
Angenommen, jede Kette K C M besitzt eine obere Schranke in M, das heifit: Fiir
jede Kette K C M gibt es ein x € M, so dass

kE<z

\fiér alle k € K gilt. Dann besitzt M ein mazximales Element. )

Das Lemma von Zorn heifit auch Lemma von Kuratowski—Zorn. Eine eng verwandte
dquivalente Formulierung ist das Hausdorffsche Maximalititsprinzip. Uber den
iibrigen ZF-Axiomen ist das Lemma von Zorn dquivalent zum Auswahlaxiom.

Die Richtung vom Auswahlaxiom zum Lemma von Zorn ist etwas aufwendig und wiirde
uns zu weit weg von der linearen Algebra fiithren. Dafiir miisste man insbesondere Ord-
nungstypen und Ordinalzahlen genauer besprechen. Fiir diese Notizen konnen wir das
Lemma von Zorn daher als eine alternative Form des Auswahlaxioms auffassen.

Wir zeigen aber kurz die umgekehrte Richtung: Aus dem Lemma von Zorn folgt das
Auswahlaxiom.

CProposition 8.6.2. Das Lemma von Zorn impliziert das Auswahlaxiom. )

Beweis. Sei (X;);er eine Familie nichtleerer Mengen. Wir miissen eine Funktion
c: I — U X;
icl
finden, so dass c(i) € X; fiir alle i € I gilt.

Wir betrachten die Menge P aller partiellen Auswahlfunktionen. Ein Element von P
ist also eine Funktion
c: J— U X;

i€l
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fiir eine Teilmenge J C I, so dass
c(j) € X;

fiir alle j € J gilt. Wir ordnen P durch Fortsetzung: Fiir ¢,d € P schreiben wir
¢ < d, wenn d die Funktion ¢ fortsetzt, also ¢ C d wenn wir ¢ und d als Relationen
betrachten.

Wir wollen das Lemma von Zorn auf P anwenden. Sei dazu K C P ecine Kette.
Dann sind die Funktionen in K miteinander vertréglich, weil je zwei von ihnen durch
Fortsetzung vergleichbar sind. Daher konnen wir ihre Vereinigung bilden:

UZ:UC.

Diese Vereinigung ist wieder eine partielle Auswahlfunktion. Auflerdem ist u eine
obere Schranke von K in P.

Nach dem Lemma von Zorn besitzt P also ein maximales Element c. Wir zeigen, dass
c auf ganz I definiert ist. Sei J C I der Definitionsbereich von ¢. Angenommen, es
gibe ein ig € I\ J. Da X, nichtleer ist, gibt es ein Element zq € X;,. Dann kénnen
wir ¢ zu einer groferen partiellen Auswahlfunktion erweitern, indem wir zusétzlich

C(io) =Xy

setzen. Das widerspricht der Maximalitit von c.

Also gilt J = I. Damit ist ¢ eine Auswahlfunktion fiir die ganze Familie (X;);c;. O

Ubung 8.6.3. Seien M und N Mengen.

(a) Zeigen Sie mit dem Lemma von Zorn: Es gibt eine injektive Funktion M — N
oder eine injektive Funktion N — M.

(b) Folgern Sie mit dem Satz von Cantor-Schrider—Bernstein, dass die Relation

M| < |N| <= es gibt eine injektive Funktion M — N

eine totale Ordnung auf den Kardinalititen definiert.

8.7 Mehr iiber unendliche Kardinalititen

Wir haben gesehen, dass N und R nicht gleichméchtig sind. Es gibt also mindestens zwei
verschiedene unendliche Kardinalitéten:

N=%, [Rl=c

Die Kardinalitéat ¢ heifit die Kardinalitit des Kontinuums.
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-

/
Satz 8.7.1. Die Kardinalitit Ry = |N| ist die kleinste unendliche Kardinalitit. An-

ders gesagt: Ist M eine unendliche Menge, dann gilt

N[ < [M].

Beweis. Wir miissen eine injektive Funktion f: N — M konstruieren.
Da M unendlich ist, ist M nicht leer. Wir wahlen ein Element xzq € M und setzen
f(0) := xo.

Angenommen, f(0),..., f(k) seien bereits definiert und paarweise verschieden. Die
Menge

ML), f(R)}

ist nicht leer, denn sonst wére M endlich. Wir wéhlen also ein Element

CL’k+1EM\{f(O),,f(k5>}

und setzen f(k+ 1) := 4.

So erhalten wir rekursiv eine Funktion f: N — M. Nach Konstruktion sind die Werte
f(0), f(1), f(2),... paarweise verschieden. Also ist f injektiv. O

Bemerkung 8.7.2. Formal benutzt dieser rekursive Beweis eine Wahlmdoglichkeit: In
jedem Schritt wihlen wir ein neues Element aus einer nichtleeren Menge. In unserer
iiblichen Mengenlehre mit Auswahlaxiom ist das erlaubt.

-

-
Satz 8.7.3 (Cantor 1874). Es gilt

IR| = [P(N)].

Beweis. Nach dem Satz von Cantor—Schroder—Bernstein geniigt es, Injektionen in
beide Richtungen zu konstruieren.

Zuerst konstruieren wir eine Injektion R — P(N). Da Q abzdhlbar ist, wéhlen wir
eine Bijektion
e: N— Q.

Jeder reellen Zahl x € R ordnen wir die Menge
A, :={neN:e(n) <z}
zu. Damit erhalten wir eine Funktion

R — P(N), T A,



KAPITEL 8. KARDINALITATEN

Diese Funktion ist injektiv: Sind x < y, so gibt es eine rationale Zahl ¢ € Q mit
r < q < y. Schreibe ¢ = e(n). Dann gilt n ¢ A,, aber n € A,. Also ist A, # A,.

Nun konstruieren wir eine Injektion P(N) — R. Einer Teilmenge A C N ordnen wir

die reelle Zahl 5
ra:= Z Jntl

neA

zu. Diese Zahl liegt im Intervall [0, 1].

Die Zuordnung A +— r4 ist injektiv. Sind ndmlich A # B, so gibt es ein kleinstes
n € N, fiir das sich A und B unterscheiden. Der Beitrag an der Stelle n ist dann 371%,
wahrend alle spateren Beitrage zusammen hochstens

2 _ 1
Z 3k+1 o gn+l

k>n

ausmachen. Der Unterschied an der ersten verschiedenen Stelle kann also durch die
spateren Stellen nicht aufgehoben werden. Daher gilt r4 # rp.

Damit haben wir Injektionen
R — P(N) und  P(N) =R

konstruiert. Nach Cantor-Schréder—Bernstein folgt |R| = |P(N)]. O

8.8 Cantors Satz und die Kontinuumshypothese

Wir wissen nun:

N[ =R, [R]=[P(N)[=c.

Damit stellt sich sofort die néchste Frage: Gibt es noch gréfiere unendliche Kardinalitéten?

Satz 8.8.1 (Cantor). Fir jede Menge M gilt

| M| < [P(M)].

Beweis. Zuerst gilt |M| < |P(M)|, denn die Funktion
M — P(M), m— {m}
ist injektiv.
Wir zeigen nun, dass |M| # |P(M)|. Angenommen, es gibe eine bijektive Funktion

g: M — P(M).
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Wir betrachten die Menge
X={zeM:z¢g(x)}.
Da X C M gilt, ist X € P(M). Da g surjektiv ist, gibt es also ein m € M mit

g(m) = X.

Nun fragen wir, ob m € X gilt. Nach Definition von X gilt
meX <= m¢g(m).
Da aber g(m) = X, erhalten wir
meX <<= m¢lX.
Das ist ein Widerspruch. Also gibt es keine Bijektion M — P(M), und somit gilt
M| < [P(M)].

]

Damit gibt es nicht nur zwei verschiedene unendliche Kardinalitdten, sondern unendlich
viele:

IN[ < [PM)] < [P(PN))| < [P(P(P(N)))] < -
Da |R| = |P(N)| gilt, konnen wir auch schreiben:

Nog <ec<|PR)] <---.

Eine naheliegende Frage bleibt offen: Gibt es eine Kardinalitdt strikt zwischen Ng und ¢?
Anders gefragt: Gibt es eine Teilmenge A C R, die {iberabzahlbar ist, aber nicht dieselbe
Kardinalitdt wie R hat?

Cantor vermutete, dass dies nicht der Fall ist.

Definition 8.8.2. Die Kontinuumshypothese ist die Aussage: Fiir jede Teilmenge
A C R gilt entweder
Al <Ry

oder

|A| = c.

- J

Die Kontinuumshypothese sagt also: Es gibt keine Kardinalitét strikt zwischen der Kar-
dinalitdt der natiirlichen Zahlen und der Kardinalitdt der reellen Zahlen.
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Bemerkung 8.8.3. Die Kontinuumshypothese kann aus den iiblichen ZFC-Axiomen
weder bewiesen noch widerlegt werden. Man sagt: Die Kontinuumshypothese ist un-
abhdngig von ZFC'. Die beiden Richtungen dieser Unabhéngigkeit gehen auf Ar-
beiten von Gédel und Cohen zuriick.

Informell bedeutet das: Es gibt Modelle der ZFC-Axiome, in denen die Kontinuums-
hypothese gilt, und es gibt Modelle der ZFC-Axiome, in denen sie nicht gilt. Alle
diese Modelle erfiillen dieselben Grundregeln der Mengenlehre, unterscheiden sich
aber darin, welche Teilmengen der reellen Zahlen vorhanden sind.



Kapitel 9
Lineare Gleichungssysteme

In den bisherigen Kapiteln haben wir Grundlagen der mathematischen Sprache bespro-
chen: Aussagen, Priadikate, Mengen, Relationen, Funktionen und Kardinalitdten. Ab die-
sem Kapitel beginnen wir mit der eigentlichen linearen Algebra.

Unser erstes Thema sind lineare Gleichungssysteme. Einfache Beispiele sind
50X +2Y =3, 34X + 7Y =4,

oder auch
12X +3Y +42 =0, 3X +12Y +27 =0.

Allgemein betrachtet man Unbekannte X1, ..., X,, und Gleichungen, in denen keine Po-
tenzen oder Produkte von Unbekannten auftreten. Zum Beispiel ist

2X +3Y +4XY =0

keine lineare Gleichung, weil der Term XY ein Produkt von Unbekannten enthélt.

Wir schreiben lineare Gleichungssysteme meistens so, dass die Terme mit Unbekannten
auf der linken Seite stehen und die freien Terme auf der rechten Seite. Ein allgemeines
lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten hat die Form

anX; + apXy + - 4+ apX, = by,
anX1 + anXe + - + awX, = Db,
alel + am2X2 + -+ aman - bm-

Dabei sind die Koeffizienten a;; und die rechten Seiten b; Elemente einer festen Menge, in
der wir rechnen diirfen. Eine Losung ist ein Tupel (z1,...,x,), so dass alle Gleichungen
nach Einsetzen von X, := x; erfiillt sind.

Ein lineares Gleichungssystem kann keine Losung, genau eine Losung oder mehrere Losungen
haben. Zum Beispiel haben die Systeme

12X +4Y +27 = 1, 5X +2Y = 0, X+Y = 1,
6X+2Y+Z = 0 AX +2Y = 0 2X +2Y =

77
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beziehungsweise keine, genau eine, und mehrere Losungnen.

Bevor wir solche Systeme systematisch 16sen konnen, miissen wir festlegen, in welcher
Menge die Koeffizienten und die Losungen liegen.

9.1 Korper

In der linearen Algebra nehmen wir meistens an, dass alle Koeffizienten und alle Losungen
Elemente eines festen Korpers sind. Ein Kérper ist eine Verallgemeinerung der bekann-
ten Zahlbereiche Q und R: Man kann addieren, subtrahieren, multiplizieren und durch
von Null verschiedene Elemente dividieren.

\
Definition 9.1.1. Ein Kdrper ist ein Tupel (K, +,-), wobei K eine Menge mit

mindestens zwei Elementen ist und
+: Kx K — K, S KxK—=K

zwei Verkniipfungen sind, die folgende Eigenschaften erfiillen.

(i) Addition und Multiplikation sind assoziativ: Fiir alle a,b, ¢ € K gilt

(a+b)+c=a+ (b+c), (@-b)-c=a-(b-c).

(ii) Addition und Multiplikation sind kommutativ: Fiir alle a,b € K gilt

a+b=>b+a, a-b=">b-a.

(iii) Es gilt das Distributivgesetz: Fiir alle a, b, c € K gilt
a-(b+c)=a-b+a-c.
(iv) Es gibt ein Element 0 € K, so dass fiir alle a € K gilt a+0 = a. Aulerdem gibt
es zu jedem a € K ein Element b € K mit a + b = 0.

(v) Es gibt ein Element 1 € K| so dass fiir alle a € K gilt @ - 1 = a. Auflerdem gibt
es zu jedem a € K mit a # 0 ein Element b € K mit a - b = 1. )

-

Normalerweise sagen wir einfach “sei K ein Korper”, auch wenn genauer das Tupel
(K, +, ) gemeint ist. Aulerdem schreiben wir meistens ab statt a - b.

(Proposition 9.1.2. In einem Korper ist das Nullelement eindeutig bestimmdt. )
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Beweis. Seien 0 und (' zwei Elemente von K, die beide die Eigenschaft eines neutralen
Elements fiir die Addition haben. Dann gilt

0=0+0=0".

Also sind sie gleich. O

Ahnlich zeigt man, dass das Einselement 1 eindeutig bestimmt ist.

Proposition 9.1.3. Sei K ein Korper und seia € K. Dann gibt es genau ein Element

Beweis. Die Existenz gehort zur Definition eines Korpers. Wir zeigen die Eindeutig-
keit. Seien b,b" € K mit

a+b=0 und a+b =0.
Dann gilt

b=b+0=b+(a+b)=(b+a)+V =(a+b)+0 =0+ =1.

Alsoist b=1'. O

Dieses eindeutig bestimmte Element heifit das additive Inverse von a. Wir bezeichnen
es mit —a. Auflerdem schreiben wir ¢ + (—a) meistens als ¢ — a.

Analog gilt: Fiir jedes a € K mit a # 0 gibt es genau ein Element b € K mit ab = 1.
Dieses Element heifit das multiplikative Inverse von a. Wir bezeichnen es mit o !
oder % Aulerdem schreiben wir ¢ - a~! meistens als <.

Beispiele 9.1.4. Die Mengen Q und R sind Korper.

Die Mengen N und Z sind keine Kérper. In N kann man zum Beispiel nicht belie-
big subtrahieren. In 7Z kann man nicht durch jedes von Null verschiedene Element
dividieren: Fs gibt kein b € Z mat 2b = 1.

Auch die Menge Q[X] der Polynome mit rationalen Koeffizienten ist kein Kérper,
denn das Polynom X besitzt in Q[X] kein multiplikatives Inverses.

Die einelementige Menge {0} ist ebenfalls kein Korper, da in einem Korper 0 # 1

gelten muss.

9.1.1 Der Korper der komplexen Zahlen

Neben Q und R ist der wichtigste Korper fiir uns der Koérper C der komplexen Zahlen.
Als Menge ist
C:={a+1bi:a,beR},
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wobei i die #magindre Einheit ist und die Eigenschaft 2 = —1 hat. Formal kann man
C als R x R auffassen.

Die Addition und Multiplikation sind definiert durch
(a+bi)+ (c+di) == (a+c)+ (b+d)i

und
(a+ bi)(c+ di) := (ac — bd) + (ad + bc)i.

Ist 2 = a+ bi € C, so definieren wir die komplex konjugierte Zahl
Z:=a—b
und den Betrag
|z| == Va? + b2
Dann gilt
2z = |z|?.

Falls z # 0, folgt daraus

o 2
21*

Insbesondere besitzt jede von Null verschiedene komplexe Zahl ein multiplikatives Inver-

z

Ses.

Bemerkung 9.1.5. Eine komplexe Zahl z = a + bi kann man als Punkt der Ebene
mit Koordinaten (a,b) visualisieren. Ist z # 0, so kann man schreiben

z = |z| (cos p +isiny)

fir ein ¢ € R. Wahlt man ¢ € [0,27), so ist ¢ eindeutig bestimmt und heifit das

Argument von z.

Die Addition komplexer Zahlen entspricht der Addition von Vektoren in der Ebene. Die
Multiplikation hat eine geometrische Bedeutung: Sie multipliziert die Betrédge und addiert
die Argumente. Genauer gilt

(Jz] (cos ¢ + isin)) (Jw| (cos v + isine)) = |2 [w] (cos(p + ) + isin(p + ¥)).

Der wichtigste Grund dafiir, dass C in der Mathematik eine so zentrale Rolle spielt, ist
im folgenden Satz enthalten.

Satz 9.1.6 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei P(X) € C[X]| ein nichtkonstantes
Polynom. Dann gibt es ein z € C mit

P(z)=0.
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Wir werden diesen Satz im Modul Algebra 1 beweisen. Der Koérper R hat diese Eigenschaft
nicht: Die Gleichung
X?+1=0

hat keine Losung in R.

Eine wichtige Folgerung des Fundamentalsatzes ist: Ist
PX)=X4+a4 1 X'+ + a1 X +ag

ein Polynom vom Grad d mit komplexen Koeffizienten, dann gibt es A\1,..., \; € C, so
dass
P(X) = (X = A1)+ (X = M),

9.1.2 Endliche Kérper der Form Z/p

Sei n € N,. Wir bezeichnen mit Z/n die Menge der Kongruenzklassen modulo n:
Addition und Multiplikation definieren wir durch

[a] + [b] :=[a+0],  [a][b] := [ad].
Diese Operationen sind wegen Satzes 2.3.2 wohldefiniert.

In der Praxis schreiben wir Rechnungen in Z/n meistens mit Kongruenzen. Statt [a] = [b]
schreiben wir also hdufig a = b mod n. Die Kongruenzklassen sind vor allem wichtig, um

die Menge Z/n und ihre Operationen formal korrekt zu definieren. Zum Beispiel bedeutet
[7] - [6] = [1] in Z/41 genau dasselbe wie 7-6 =1 mod 41.

CProposition 9.1.7. Ist p eine Primzahl, dann ist Z/p ein Korper. )

Beweis. Alle Korperaxiome aufler der Existenz multiplikativer Inverser folgen direkt
aus den Rechenregeln in Z. Sei also [a] # [0] in Z/p. Dann gilt p { a. Da p prim ist,
folgt ggT(a,p) = 1. Nach Bézout gibt es r, s € Z mit

ra+ sp = 1.
Modulo p erhalten wir
[r]la] = 1]
Also besitzt [a] das multiplikative Inverse [r]. O

Zum Beispiel gilt in Z/41, dass [7]7! = [6].

Von nun an bedeutet ein lineares Gleichungssystem tiber einem Korper K, dass
alle Koeffizienten a;;, alle rechten Seiten b; und alle gesuchten Losungen z; Elemente von
K sind. Das allgemeine Problem lautet also:
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Gegeben seien a;j, b; € K. Finde alle Tupel
(x1,...,2,) € K"
so dass fiir alle i = 1,...,m gilt

a1 + Gy + -+ + ATy = by

9.2 Gleichungssysteme und die Zeilenstufenform

Wir haben nun Korper offiziell eingefiihrt. Deshalb konnen wir den Begriff eines linearen
Gleichungssystems prézise formulieren.

Definition 9.2.1. Sei K ein Kérper. Ein lineares Gleichungssystem iiber K mit
m Gleichungen und n Unbekannten ist ein System der Form

anX; + apXy + - 4+ a,X, = by,
anX; + axpXy + - 4+ ayX, = by,
alel + am2X2 + -+ aman = bm7

wobei alle Koeffizienten a;; und alle rechten Seiten b; Elemente von K sind.

Eine Ldsung dieses Gleichungssystems ist ein Tupel (z1,...,x,) € K", so dass nach

Einsetzen von X; := x; alle Gleichungen erfiillt sind. )

.

Unser Ziel ist es, alle Losungen eines gegebenen linearen Gleichungssystems zu finden. Das
wichtigste Verfahren dafiir ist das Gauf8sche Eliminationsverfahren. Die Idee ist,
das Gleichungssystem durch einfache Umformungen Schritt fiir Schritt in eine besonders
iibersichtliche Form zu bringen.

~

Definition 9.2.2. Ein lineares Gleichungssystem ist in Zetlenstufenform, wenn
es ein r € {0,...,m} gibt, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(i) Die ersten r Gleichungen haben auf der linken Seite mindestens einen von Null
verschiedenen Koeffizienten. Die letzten m — r Gleichungen haben die Form

(ii) Firi=1,...,7 sei j(i) der kleinste Index mit a; j;) # 0. Dann gilt

§(1) <3(2) <--- < g(r).
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Die Koeffizienten a; ;;) heilen die Pivots des Systems. Die zugehorigen Variablen
Xy, -+, X heilen die Pivotvariablen oder gebundenen Variablen. Alle an-
deren Variablen heiflen freie Variablen.

Beispiele 9.2.3. (i) Das Gleichungssystem

X+2¥ -7 = 3,
3Y +27
A7 = 8

I
ot

ist in Zeilenstufenform. Die Pivotvariablen sind X,Y, Z, und es gibt keine freien
Variablen.

Man kann dieses System von unten nach oben losen. Aus der letzten Gleichung
folgt Z = 2. Dann folgt aus der zweiten Gleichung

3Y +2-2=05,

also Y = % Schliefilich folgt aus der ersten Gleichung

1
X+2---2=3
+ 3 ;

also X = % Das System hat also genau eine Ldsung.

(i) Das Gleichungssystem

X+2Y —Z+3W = 1,
Y +47Z - W

ist ebenfalls in Zeilenstufenform. Die Pivotvariablen sind X undY . Die Varia-
blen Z und W sind frei.

Wir kénnen also Z und W beliebig wdhlen. Schreiben wir
Z =5, W=t
mit s,t € K. Dann folgt aus der zweiten Gleichung
Y +4s—1t =2,

also
Y =245+ +¢.

Aus der ersten Gleichung folgt anschlieffend

X+22—-4s+t)—s+3t=1,
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also
X = -3+ 9s — bt.

Die Losungen sind daher genau die Tupel

(X, Y, Z, W)= (-3+9s—5t, 2—4s+1t, s, t), s,t € K.

Bemerkung 9.2.4. An diesen Beispielen sieht man den Vorteil der Zeilenstufen-
form: Solche Systeme lassen sich durch Riickwértseinsetzen 16sen. Man beginnt mit
der untersten nichttrivialen Gleichung und arbeitet sich nach oben. Freie Variablen
diirfen beliebig gew#hlt werden; danach sind die gebundenen Variablen eindeutig
bestimmt. Auf dieselbe Weise lisst sich jedes Gleichungssystem in Zeilenstufenform
16sen.

9.3 Gauflsches Eliminationsverfahren

Das Gaufische Eliminationsverfahren ist ein Verfahren, mit dem man jedes lineare Glei-
chungssystem in Zeilenstufenform bringen kann. Da Systeme in Zeilenstufenform leicht zu
16sen sind, liefert dies zugleich ein systematisches Verfahren zum Losen beliebiger linearer
Gleichungssysteme.

Dazu miissen wir zuerst erkldren, welche Umformungen eines Gleichungssystems er-
laubt sind. Erlaubt sollen genau solche Umformungen sein, die die Losungsmenge nicht
verdandern.

Wir bezeichnen die Zeilen eines Gleichungssystems (L) mit
Zure Do,

Eine Zeile meint hier die ganze Gleichung, also linke und rechte Seite.

Definition 9.3.1. Seien (L) und (R) zwei lineare Gleichungssysteme iiber K mit
denselben Unbekannten und derselben Anzahl von Gleichungen. Wir sagen, dass
(R) aus (L) durch eine elementare Zeilenumformung entsteht, wenn eine der
folgenden beiden Operationen ausgefiihrt wird.

(1) Zwei Zeilen werden vertauscht.

(2) Zu einer Zeile wird ein Vielfaches einer anderen Zeile addiert:
Zi— Zi + \Zj,

wobei ¢ # j und A € K gilt. Alle anderen Zeilen bleiben unveréandert.
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Zwei lineare Gleichungssysteme heiflen dquivalent, wenn eines aus dem anderen
durch eine Folge elementarer Zeilenumformungen entsteht.

Jede elementare Zeilenumformung kann wieder riickgéingig gemacht werden: Ein Zeilen-
tausch ist seine eigene Umkehrung, und die Umformung Z; — Z; + A\Z; wird durch
Z; — Z; — \Zj riickgéngig gemacht. Deshalb ist Aquivalenz von Gleichungssystemen
tatsichlich eine Aquivalenzrelation.

Beispiel 9.3.2. Betrachten wir das Gleichungssystem

X+Y -7 = 2
2X +3Y + 72 5,
~X+Y+2Z = 1.

Wir bezeichnen die drei Zeilen mit Zy, Zy, Z3.

Zuerst vertauschen wir die erste und die dritte Zeile. Dann erhalten wir das dquivalente
System
-X+Y+27 = 1,
2X+3Y+Z = 5,
X+Y -7 = 2

Dies ist eine elementare Zeilenumformung vom ersten Typ.

Nun addieren wir das Doppelte der ersten Zeile zur zweiten Zeile, also ersetzen wir
Zy durch Zs + 27,. Die zweite Zeile wird dadurch zu

QX +3Y +2)+2(~X +Y +22) =5+2-1,

also zu
5 +572 =17.

Wir erhalten das System
-X+Y+27 = 1,
5Y + 57 7,
X+Y -7 = 2

Dies ist eine elementare Zeilenumformung vom zweiten Typ.

Beide Umformungen kénnen rickgdingig gemacht werden. Den Zeilentausch machen
wir durch denselben Zeilentausch riickgingig. Die Umformung Zs — Zs+271 machen

wir durch Zs — Zy — 277 riickgdngig.

CLemma 9.3.3. Aquivalente lineare Gleichungssysteme haben dieselbe Ldsungsmenge.)

Beweis. Es geniigt, den Fall zu betrachten, in dem (R) aus (L) durch eine einzige
elementare Zeilenumformung entsteht.

Beim Vertauschen zweier Zeilen éndert sich offensichtlich nicht, welche Tupel (z1, ..., z,)
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alle Gleichungen erfiillen.

Betrachten wir also eine Umformung der Form
Zi— Zi+ \Z;.
Schreiben wir die i-te und j-te Gleichung von (L) als
ain X1+ -+ apX, =b

und
alel + -+ aann = bj.

Dann lautet die neue i-te Gleichung
(ail + )\ajl)Xl —+ e+ (am + /\Cljn)Xn = bz + )\b]

Jede Losung der alten beiden Gleichungen erfiillt auch diese neue Gleichung. Also ist
jede Losung von (L) auch eine Losung von (R).

Da die Zeilenumformung umkehrbar ist, gilt umgekehrt auch: Jede Losung von (R)
ist eine Losung von (L). Also haben (L) und (R) dieselbe Losungsmenge. O

Wir sind nun bereit, das Gauf$sche Eliminationsverfahren zu formulieren. Wie oft
in der Mathematik ist die Aussage des néchsten Satzes zunédchst nur eine Existenzbe-
hauptung: Es gibt ein dquivalentes System in Zeilenstufenform. Der Beweis liefert aber
mehr als das. Er beschreibt ein konkretes Verfahren, mit dem man ein solches System
findet. Dieses Verfahren heifit das Gauflsche Eliminationsverfahren.

Satz 9.3.4. Jedes lineare Gleichungssystem dber einem Kérper ist dquivalent zu
\einem linearen Gleichungssystem in Zeilenstufenform.

Beweis. Wir beschreiben ein Verfahren, das ein gegebenes System durch elementare
Zeilenumformungen in Zeilenstufenform bringt.

Zuerst suchen wir in der ersten Spalte nach einem von Null verschiedenen Koeffizien-
ten. Gibt es einen solchen Koeffizienten a;;, dann vertauschen wir die erste Zeile mit
der i-ten Zeile. Danach ist der Koeffizient a;; von Null verschieden. Fiir jede Zeile
k= 2,...,m ersetzen wir dann

7 durch Zk—%ZL
ari

Danach sind alle Eintrdge unterhalb des ersten Pivots in der ersten Spalte gleich
Null.

Falls es in der ersten Spalte keinen von Null verschiedenen Koeffizienten gibt, gehen
wir zur nichsten Spalte iiber, und so weiter, bis wir eine Spalte finden, die mindestens
einen von Null verschiedenen Koeffizienten enthélt. Diese Spalte behandeln wir dann
als die erste relevante Spalte.
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Nach diesem ersten Schritt betrachten wir nur noch die Zeilen Zs, ..., Z,,. Die ers-
te Zeile wird von nun an nicht mehr verdndert. Im verbleibenden Teil des Systems
suchen wir wieder eine Spalte, die in den Zeilen Z,, ..., Z,, einen von Null verschie-
denen Koeffizienten enthélt, und die so weit links wie mdoglich liegt. Durch einen
Zeilentausch bringen wir einen solchen Koeffizienten in die zweite Zeile. Danach ad-
dieren wir geeignete Vielfache der zweiten Zeile zu den darunterliegenden Zeilen, so
dass unter diesem Pivot nur noch Nullen stehen.

Anschlielend wird auch die zweite Zeile nicht mehr verandert. Wir arbeiten dann nur
noch mit den Zeilen Zs, ..., Z,, weiter und wiederholen dasselbe Verfahren. Nach
endlich vielen Schritten erhalten wir ein System, bei dem die Pivotpositionen von
Zeile zu Zeile nach rechts wandern und alle Nullzeilen unten stehen. Das ist genau
ein System in Zeilenstufenform. O]

Damit erhalten wir ein systematisches Verfahren zum Losen linearer Gleichungssysteme,
das wir im nédchsten Satz zusammenfassen.

Satz 9.3.5. Sei ein lineares Gleichungssystem tiber K gegeben. Wir bringen es durch
das Gaufsche Eliminationsverfahren in Zeilenstufenform.

(i) Falls eine Gleichung der Form
0=">

mit b # 0 auftritt, dann hat das Gleichungssystem keine Ldsung.
(i1) Falls keine solche Gleichung auftritt, entfernen wir alle Gleichungen der Form

0 = 0. Seir die Anzahl der verbleibenden Gleichungen, und seien Xy, ..., X
die gebundenen Variablen.

Wenn es keine freien Variablen gibt, dann hat das Gleichungssystem genau eine
Lésung.

Wenn es freie Variablen gibt, dann erhdlt man fir jede Belequng der freien
N Variablen genau eine Losung.

J

Beweis. Nach dem Lemma 9.3.3 verdndern die elementaren Zeilenumformungen die
Losungsmenge nicht. Wir diirfen also das System in Zeilenstufenform betrachten.

Eine Gleichung der Form 0 = b mit b # 0 kann von keinem Tupel (xy, ..., z,) erfillt
werden. In diesem Fall gibt es also keine Losung.

Nehmen wir nun an, dass nur Gleichungen der Form 0 = 0 unten auftreten. Diese
Gleichungen liefern keine Einschrénkung und kénnen entfernt werden.

In einer Zeilenstufenform kann man die gebundenen Variablen von unten nach oben
bestimmen. In der letzten nichttrivialen Gleichung kommt die letzte gebundene Varia-
ble mit einem von Null verschiedenen Koeffizienten vor, und die spéteren Variablen,
falls vorhanden, sind frei.
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Nach der Belegund den freien Variablen in dieser letzten Zeile kann man eindeutig
nach gebundenen Variable auflésen. Danach geht man eine Zeile nach oben und
wiederholt dasselbe Argument.

Wenn es gar keine freien Variablen in der Zeilenstufenform gibt, ist dadurch jede
Variable eindeutig bestimmt. Es gibt also genau eine Lsung.

Wenn es freie Variablen gibt, konnen diese beliebig gewéhlt werden. Nach jeder sol-
chen Wahl bestimmt das Riickwértseinsetzen eindeutig alle gebundenen Variablen.
Also erhélt man fiir jede Belegung der freien Variablen genau eine Losung. O




Kapitel 10

Vektorraume

10.1 Was jetzt?

Im letzten Kapitel haben wir das Gaufische Eliminationsverfahren kennengelernt. Es ist
ein sehr effizientes Verfahren, um lineare Gleichungssysteme zu l6sen.

In gewissem Sinne konnte man nun fragen: Gibt es jetzt noch etwas zu tun, oder kénnen
wir nach Hause gehen? Zumindest konnen wir versuchen, die Losungsmengen linearer
Gleichungssysteme besser zu verstehen.

Als motivierende Frage betrachten wir die folgende. Beim Gauflschen Eliminationsver-
fahren konnen wir manchmal verschiedene Pivots wihlen. Dadurch kénnen verschiedene
dquivalente Systeme in Zeilenstufenform entstehen. Ist die Anzahl der freien Variablen
trotzdem immer gleich?

Fiir endliche Korper ist das schon jetzt plausibel. Angenommen, K hat endlich viele
Elemente und unser Gleichungssystem ist 16sbar. Eine Zeilenstufenform mit r Pivotva-
riablen liefert eine Bijektion zwischen K"~ und der Losungsmenge. Die Losungsmenge
selbst héangt aber nur vom urspriinglichen Gleichungssystem ab, nicht von unseren Ent-
scheidungen im Gaufischen Verfahren. Also ist auch

|Kn7r’ — ’K‘n—r

unabhéngig von diesen Entscheidungen. Da |K| > 1, folgt daraus, dass n — r unabhéngig
von den Pivotwahlen ist. Also ist auch r unabhéngig von den Pivotwahlen.

Dieses Argument funktioniert fiir unendliche Korper nicht. Zum Beispiel gibt es eine
Bijektion
Q— Q%

Die reine Méchtigkeit einer Menge unterscheidet also nicht zwischen “einem Parameter”
und “zwei Parametern”. Wenn wir iiber unendlichen Kérpern arbeiten, brauchen wir einen
feineren Begriff als nur die Kardinalitdt der Losungsmenge. Dieser feinere Begriff wird
die Dimension eines Vektorraums sein, und wir werden es in diesem Kapitel einfiihren.

89
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Es gibt noch eine zweite Perspektive. Wir hatten am Anfang des Semesters das Motto:
Alles ist eine Menge. Was ist dann eigentlich ein Gleichungssystem?

Die linke Seite eines linearen Gleichungssystems definiert eine Funktion
A K" — K™,
Sie ordnet einem Tupel (z1,...,z,) € K" das Tupel

(anz1 + ar222 + -+ - + A1 Ty,
2171 + Q222 + + + + + A2, Ty,

ey

Am1T1 + Am2T2 + -+ amnxn>
in K™ zu. Das Gleichungssystem fragt dann nach dem Urbild des Elements
(bl, .. 7bm) c K™.

Es fragt also nach allen x € K" mit

wobei b = (by,...,by).

Lineare Algebra beschéftigt sich genau mit solchen Funktionen und ihren Eigenschaften.
Um diese Eigenschaften systematisch zu untersuchen, fithren wir zuerst Vektorrdume ein.

10.2 Vektorraume

Ein Vektorraum ist eine Verallgemeinerung von R? oder R®. Er besteht aus Objekten,
die wir addieren kénnen und die wir mit Skalaren multiplizieren kénnen. Die eigentliche
Definition ist etwas langer, weil wir genau alle iiblichen Eigenschaften der Addition von
Vektoren in R? oder R? auflisten sollen.

Definition 10.2.1. Sei K ein Korper. Ein Vektorraum tiber K ist ein Tupel
(V,+, 1), wobei V eine Menge ist,

+:VxV =V

eine Addition und
wKxV -V

eine Skalarmultiplikation ist. Wir schreiben p(a, v) meistens als av oder a - v. Die
folgenden Eigenschaften miissen erfiillt sein.

(i) Die Addition ist kommutativ und assoziativ: Fiir alle v, w,u € V gilt

V+W=W-+YV
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und
(v+w)+u=v+(w+u).

(ii) Es gibt ein Element 0 € V, so dass fiir alle v € V gilt

v+0=vwv.

(ili) Zu jedem v € V gibt es ein w € V' mit

v+w=0.

(iv) Die Skalarmultiplikation ist assoziativ: Fiir alle a,b € K und alle v € V' gilt

a(bv) = (ab)v.

(v) Die Skalarmultiplikation ist distributiv gegeniiber der Addition in V: Fiir alle
a € Kund alle v,w € V gilt

a(v+w) =av+aw.

(vi) Die Skalarmultiplikation ist distributiv gegeniiber der Addition in K: Fir alle
a,b € Kund alle v e V gilt

(a+b)v=av+bv.

(vii) Fiir alle v e V gilt
\_ lv=v. Y,

Die Elemente von V heiflen Vektoren. Die Elemente von K heiflen Skalare. Wenn
K = R, dann nennen wir V' einen reellen Vektorraum. Wenn K = C, dann nennen wir
V einen komplexen Vektorraum.

Jeder komplexe Vektorraum ist auch ein reeller Vektorraum: Man vergisst dabei einen
Teil der Skalarmultiplikation und erlaubt nur noch Multiplikation mit reellen Zahlen
AeRCC

Die néchsten zwei Propositionen beschreiben einige grundlegeneden Eigenschaften eines
Vektorraums, die leicht aus den Axiomen folgen.

Proposition 10.2.2. In einem Vektorraum ist der Nullvektor O eindeutig bestimmd.
Auferdem besitzt jeder Vektor v € V' ein eindeutig bestimmtes additives Inverses.

-

Beweis. Der Beweis ist derselbe wie bei Korpern. Sind 0 und 0’ beide neutrale Ele-
mente der Addition, dann gilt

0=0+0=0.
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Also ist der Nullvektor eindeutig.
Seien nun w, w’ € V' beide additive Inverse zu v. Dann gilt
v+w=0 und v+w =0.
Daher erhalten wir

w=w+0=w+(v+w)=(w+v)+w=(v+w)+w =0+w =w".

Also ist auch das additive Inverse eindeutig. O

Das eindeutig bestimmte additive Inverse von v bezeichnen wir mit —v. Auflerdem schrei-
ben wir

x -y =x+(-y).

Proposition 10.2.3. Sei V' ein Vektorraum tiber K. Dann gelten fir alle v € V und
alle a € K:
Ov =0, a0 = 0.

Auflerdem gilt: Wenn
av =0,

\dann st a =0 oder v=0. )

Beweis. Zuerst gilt
Ov=(0+0)v =0v + Ov.

Addieren wir auf beiden Seiten das additive Inverse von Ov, so erhalten wir Ov = 0.

Ebenso gilt
a0 = a(0 + 0) = a0 + aO0.

Also ist a0 = 0.

Sei nun av = 0. Falls a = 0, sind wir fertig. Angenommen also a # 0. Dann existiert
a ! € K, und es folgt

v=1v=(ata)v=a(av)=a'0=0.

[]

Beispiele 10.2.4. (i) Fiir jeden Korper K und jedes n € N ist K" ein Vektorraum
tiber K. Die Elemente sind Tupel

(a1,...,a,), a; € K.
Addition und Skalarmultiplikation sind komponentenweise definiert:

(@1, ...,an) + (b1,...,by) := (a1 +b1,...,a, + by)
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und

AMag, ... a,) = (Aag, ..., Aay).
Hiufig schreiben wir Vektoren als Spalten, zum Beispiel

2

3| eR?, ( l.)e(c?
4 141

Manchmal mdchten wir einen Vektor als Spalte auffassen, aber aus Platzgrinden
als Zeile schreiben. Dann schreiben wir zum Beispiel (1,2,3)T fiir den Spalten-
1
vektor | 2 |. Der Buchstabe T steht fiir Transposition.
3

(i) Die Menge K[X] aller Polynome mit Koeffizienten in K ist ein Vektorraum
tiber K. Auch
Ken[X]

X

ist ein Vektorraum; das ist die Menge aller Polynome vom Grad hochstens n,
zusammen mit dem Nullpolynom.

Ebenso sind die Mengen

K[Xq, ..., X/]
und
Kei[ X, ..., X
Vektorrdume iber K.
(i1i) Die Menge
F([0,1],C)

aller Funktionen f: [0,1] — C ist ein komplexzer Vektorraum. Die Addition und
Skalarmultiplikation sind punktweise definiert:

(f +9)(@) = fx) +g(x),  (A)@):=Af(z).

(iv) Die Menge {0} ist ein Vektorraum iber K. Dieser Vektorraum heifit der Null-
vektorraum. Wir bezeichnen auch diesen Vektorraum mit 0; aus dem Kontext
wird klar sein, ob das Element O oder der Nullvektorraum gemeint ist.

Beispiel 10.2.5. Betrachten wir ein homogenes lineares Gleichungssystem tiber K:

anX: + apXy + - 4+ apX, = 0,
a21X1 + a22X2 + -+ (Iann = 0,

alel + am2X2 + e+ aman = 0.
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Ser V C K" die Menge aller Losungen. Dann ist V' ein Vektorraum tber K.

Tatsdchlich: Der Nullvektor 0 € K" ist eine Losung. Sind x,y € V' Liosungen, dann
ist auch x +y eine Losung. Ist aufferdem A € K, dann ist auch A\x eine Ldsung.
Also ist V' unter Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen, und damit ein
Vektorraum.

Zum Beispiel ist die Losungsmenge der Gleichung
X+Y+2=0

in R® ein Vektorraum, den wir als eine Ebene durch den Ursprung visualisieren

konnen.

10.3 Linearkombinationen und Basen

Sei V' ein Vektorraum iiber dem Kérper K, und seien v4,...,v, € V. Eine Linearkom-
bination der Vektoren vy, ..., v, ist ein Vektor der Form

p
a1Vy + oV + - -+ + a, vy, = E arpVi,
k=1

wobei ay, ..., a, € K.

\
Definition 10.3.1. Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine endliche Folge vy, ..., v, € V

heifit eine Basis von V| wenn jeder Vektor v € V eine eindeutige Darstellung als
Linearkombination von vy,..., v, besitzt. Das heifit: Fiir jeden Vektor v € V gibt
es eindeutig bestimmte Skalare a4, ..., a, € K mit

n
V=a1Vy +asvo + -+ +a,v, = E aVi.
k=1

Die Skalare aq, . . ., a, heiflen die Koordinaten von v beziiglich der Basis vy,...,v,

- _J

Bemerkung 10.3.2. Man konnte auch sagen, dass eine endliche Teilmenge B C
V' eine Basis von V ist. Das bedeutet, dass jeder Vektor v € V eine eindeutige

Darstellung
V=3 agw
weB
mit ay € K besitzt.
Es ist aber hdufig bequem, von einer Basis vy,...,v, zu sprechen. Die Reihenfol-

ge ist fiir die Definition der Basis nicht wichtig, aber sie ist wichtig, wenn wir die
Koordinaten eines Vektors als Tupel schreiben wollen.
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Beispiele 10.3.3. (i) Sei V =K". Die Vektoren

0
1
1 X
€ = . ) €y = 0 ) ) e, = 0
0 : 1
0

bilden eine Basis von K™. Sie heifit die Standardbasis von K".

Tatsdchlich gilt fiir
T

Tn

die Darstellung
X =T1€1 + To€y + - + Tp€y.

Diese Darstellung ist eindeutig: Wenn auch
X = y1€e1 +Ys€e2 + - - - + ype,
qilt, dann folgt durch Vergleich der Koordinaten x1 = y1,...,%, = Yn.
(1) Sei V=K<, [X]. Dann bilden die Polynome
1, X, X2, ..., X"

eine Basis von V. Denn jedes Polynom P € K<,[X] besitzt eine eindeutige
Darstellung
P=ay+a X +aX?+ -+ a, X"

(11i) Der Nullvektorraum O besitzt die leere Menge als Basis. Anders gesagt: Die
leere Folge von Vektoren ist eine Basis des Nullvektorraums.

Beispiel 10.3.4. Das lineare Gleichungssystem

an X1 + apXe + - 4+ a, X, = b,

alel + amQXQ + -+ aman = bm
konnen wir auch in Vektorform schreiben. Dazu betrachten wir die Spalten

a1 Q12 Q1n
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und

b := :
b

Dann st das Gleichungssystem dquivalent zu
X1a1+~--+Xnan:b.

Die Vektoren ay,...,a, sind also genau dann eine Basis von K™, wenn fir jedes
b € K™ das Gleichungssystem

X1a1+---+Xnan:b

genau eine Losung besitzt.

Bemerkung 10.3.5. Sei B = (vy,...,V,) eine Basis von V. Fiir einen Vektor
V=2I1Vy+- -+ TV,
bezeichnen wir den Koeffizientenvektor von v beziiglich B mit

I
vig:==1 : | e K"

In

Da die Darstellung eines Vektors als Linearkombination der Basisvektoren eindeutig
ist, erhalten wir eine Bijektion

V — K", v = [V]g.

Beispiel 10.3.6. Sei v = <3> € R2. Wir betrachten die Standardbasis

5= (()-())

und die Basis

Dann ist [v]g = (?) Da
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gilt auflerdem [v]c = <i>

10.4 Lineare Unabhingigkeit; Erzeugendensysteme

Eine Basis hat also zwei Eigenschaften: Jeder Vektor muss sich als Linearkombination
darstellen lassen, und diese Darstellung muss eindeutig sein. Wir betrachten diese beiden
Eigenschaften nun separat.

\
Definition 10.4.1. Sei V ein Vektorraum iiber K, und seien vy,...,v, € V.

(i) Die Vektoren vy, ...,v, heiflen ein Erzeugendensystem von V' wenn sich
jeder Vektor v € V als Linearkombination von vy, ..., v, schreiben lasst. Das
heif$t: Fiir jedes v € V gibt es aq,...,a, € K mit

V=a1V]+ -+ a,Vy.
Wir sagen auch, dass vy, ..., v, den Vektorraum V' aufspannen.

(ii) Die Vektoren vy, ..., v, heiflen linear unabhidngig, wenn die einzige Linear-
kombination von vy, ..., v,, die gleich 0 ist, die triviale Linearkombination ist.
Das heifit: Aus

aivyi+---+a,vp, =0
folgt immer
\_ ay=--=a,=0. y

Die Linearkombination
Ovy + -+ 0v,

heilt die triviale Linearkombination. Man kann lineare Unabhéngigkeit also auch so
formulieren: Der Nullvektor 0 besitzt hochstens eine Darstellung als Linearkombination

von vi,...,Vp.

Wenn vy,...,v, nicht linear unabhéngig sind, dann heiflen sie linear abhdngig. Das
bedeutet: Es gibt aq,...,a, € K, nicht alle gleich Null, so dass

avi+---+a,v, =0.

Bemerkung 10.4.2. Man kann die beiden Begriffe auch mit Gleichungen formulie-
ren.

Die Vektoren vy, ..., v, sind genau dann ein Erzeugendensystem von V', wenn fiir

jedes b € V die Gleichung

X1V1+"'+Xnvn:b
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mindestens eine Losung besitzt.

Die Vektoren vy, ..., v, sind genau dann linear unabhéngig, wenn die Gleichung
X1V1+"‘+Xnvn:0

genau eine Losung besitzt, ndmlich die triviale Losung X; = --- = X, =

Proposition 10.4.3. Die Vektoren vi,...,v, € V sind genau dann linear un-
abhdngig, wenn jeder Vektor v € V hochstens eine Darstellung als Linearkombination
von Vi,...,Vv, besitzt.

Beweis. Angenommen, jeder Vektor besitzt hochstens eine Darstellung als Linear-
kombination von vy, ..., v,. Dann besitzt insbesondere 0 hochstens eine solche Dar-
stellung. Da

0=0vi+---+0v,

eine Darstellung ist, ist dies die einzige Darstellung von 0. Also sind vy, ..., v, linear
unabhingig.
Seien nun umgekehrt vy, ..., v, linear unabhingig. Angenommen, ein Vektor v € V

habe zwei Darstellungen

n n
vV = Z T;V; und vV = Z YiVi.
=1 =1
Dann gilt

0= Zl’ivi - Zyivi = Z(% - yi)vi-
i=1 i=1

i=1

Aus der linearen Unabhéngigkeit folgt z; — y; = 0 fiir alle 7. Also gilt x; = y; fiir alle

¢, und die beiden Darstellungen waren gleich. O]

Folgerung 10.4.4. Die Vektoren vq,...,v, € V bilden genau dann eine Basis von

V', wenn sie ein Erzeugendensystem von V' und linear unabhdngig sind.

-

Proposition 10.4.5. Die Vektoren vy, ..., v, € V sind genau dann linear abhdingig,

U N

\wenn eter der Vektoren v; eine Linearkombination der anderen Vektoren ist.

Beweis. Seien vy, ..., v, linear abhéngig. Dann gibt es Skalare ay,...,a, € K, nicht
alle gleich Null, mit
aviy +---+a,v, =0.
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Wihle ein ¢ mit a; # 0. Dann kénnen wir nach v; auflésen:

V; = E ]Vj.
a.

g#

Also ist v; eine Linearkombination der anderen Vektoren.

Sei umgekehrt ein Vektor v; eine Linearkombination der anderen Vektoren, also

V;, = E a;Vj.

J#
Dann gilt
0= V; — Z CLjVj.
J#i
Dies ist eine nichttriviale Linearkombination von vq,...,v,, die gleich 0 ist. Also
sind die Vektoren linear abhéngig. O]
CProposition 10.4.6. Jedes endliche Erzeugendensystem enthdlt eine Basis. )
Beweis. Seivy,...,v, € V ein Erzeugendensystem von V. Falls V' = 0, dann enthéilt

dieses System die leere Basis von V', und wir sind fertig. Wir nehmen also V' # 0 an.
Falls vy, ..., v, linear unabhéngig sind, dann bilden sie eine Basis.

Falls sie linear abhéngig sind, dann ist nach der vorherigen Proposition einer der
Vektoren, sagen wir v;, eine Linearkombination der anderen Vektoren:

vV, = Z Clej.
JFi
Wir behaupten, dass die iibrigen Vektoren immer noch ein Erzeugendensystem von
V bilden. Sei dazu v € V. Da vy, ..., Vv, ein Erzeugendensystem sind, gibt es Skalare

bi,... b, € K mit
VvV = ijVj.
j=1

Setzen wir die Darstellung von v; ein, so erhalten wir
vV = Z ijj + bZ Z a;Vvij.
i J#i
Also ist v eine Linearkombination der Vektoren v; mit j # i. Wir kénnen v; daher
entfernen, ohne die Erzeugendeneigenschaft zu verlieren.

Wiederholen wir dieses Argument, so erhalten wir nach endlich vielen Schritten ein
Erzeugendensystem, das linear unabhéngig ist. Dieses System ist dann eine Basis.
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Falls am Ende nur ein Vektor w iibrig bleibt, so ist w # 0, weil V' # 0, und daher
ist w linear unabhéngig. O]



Kapitel 11

Lineare Abbildungen

Im vorigen Kapitel haben wir Vektorrdume und ihre Basen untersucht. Nun betrachten
wir Funktionen zwischen Vektorrdumen, die mit der Addition und der Skalarmultiplika-
tion vertréglich sind.

Definition 11.0.1. Sei K ein Korper, und seien V und W Vektorrdume iiber K.
Eine Funktion
T:V —-W

heifit lineare Abbildung, wenn die folgenden beiden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) (Additivitat) Fiir alle o € K und v € V' gilt

T(av) = aT(v).

(ii) (Homogenitét) Fiir alle v, w € V gilt

T(v+w)=T(v)+T(w).

- J

Eine lineare Abbildung wird auch eine lineare Transformation genannt. Wenn wir
betonen mochten, iiber welchem Korper die Skalarmultiplikation betrachtet wird, spre-
chen wir von einer K-linearen Abbildung. Eine lineare Abbildung 7': V' — V nennt
man auch ein Endomorphismus von V.

Die Menge aller linearen Abbildungen von V' nach W bezeichnen wir mit Lin(V, W), und
zusétzlich setzen wir Lin(V') := Lin(V, W).

Die beiden Bedingungen aus der Definition kénnen auch zu einer einzigen Bedingung
zusammengefasst werden: Eine Funktion 7": V' — W ist genau dann linear, wenn fiir alle
a,be Kund v,w € V gilt

T(av+w)=aT(v)+T(w).

Die beiden Bedingungen aus der Definition koénnen auch zu einer einzigen Bedingung
zusammengefasst werden.

101
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Ubung 11.0.2. Zeigen Sie, dass eine Funktion T:V — W genau dann linear ist,
wenn fir alle a € K und v,w €V gilt

T(av+w)=al(v)+T(w).

Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass T'(0) = 0 gilt.

Beispiel 11.0.3. Sein > 1. Die Ableitung
T:Ren[X] = Ry [X],  T(f) =,
ist eine lineare Abbildung. Fir f,g € R<,[X]| und a € R gilt namlich
T(f+9)=(+9) =1 +d=T()+T(9)
und
T(af) = (af) = af’ = dT(f).
Beispiel 11.0.4. Jede lineare Abbildung T: K — K ist die Multiplikation mit einem
festen Skalar. Genauer gibt es ein a € K mit
T(z) = ax

fiir alle x € K.

Tatsdchlich gilt fir eine lineare Abbildung

T(x)=T(x-1)=2T(1).

Wir kénnen also a := T(1) setzen.

Wir betrachten nun eine allgemeine lineare Abbildung
T: K" — K™

Eine solche Abbildung ist bereits durch ihre Werte auf der Standardbasis ey, ..., e, be-

stimmt. Ist namlich
T

Ty,
so folgt aus der Linearitét
T(X) = T(xlel Tt xnen) = xlT(e1> + -+ an(en)

Sobald die Vektoren T'(eq),...,T(e,) bekannt sind, ist also auch T'(x) fiir jeden Vektor
x € K" bestimmt.

Umgekehrt kénnen die Bilder der Standardbasis beliebig gewéhlt werden.
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\
Proposition 11.0.5. Zu beliebigen Vektoren ay,...,a, € K™ gibt es genau eine
lineare Abbildung
T: K" — K™
mit
T(el) = q;
\fiérallez'zl,...,n. )
Beweis. Wir definieren
T
T| | =za+ -+ 2,4,
Tn
sl
Wir iiberpriifen zunéchst, dass diese Abbildung linear ist. Firx = | ¢ | undy =
Tn
Y1
gilt
Yn

Fiir a € K gilt aulerdem

T(ax) = Z ar;a; = a Z r;a; = aT'(x).
i=1 i=1

Die Abbildung T ist somit linear. Fiir die Vektoren der Standardbasis gilt nach der
Definition T'(e;) = a;.

Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass jede lineare Abbildung K" — K™ durch ihre
Werte auf der Standardbasis bestimmt ist. O

Eine lineare Abbildung 7': K" — K™ zu definieren, ist somit dasselbe, wie n Vektoren
ap,...,a, € K™

auszuwahlen, auf welche die Standardbasisvektoren ey, ..., e, abgebildet werden sollen.
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11.1 Matrizen als lineare Abbildungen K" — K™

Eine m x n-Matrix iiber K ist ein rechteckiges Tableau mit m Zeilen und n Spalten,
dessen Eintrage Elemente von K sind. Zum Beispiel ist

=N W O
=W e
co W Ot N

eine 4 x 3-Matrix.

Ist A eine m x n-Matrix und x € K", so definieren wir die Multiplikation von A mit x.
Das Produkt Ax soll ein Vektor in K™ sein. Seien also

an A1n 1
am | e |
Tn
Am1 Amn
Dann ist
a11T1 + -+ a1 Ty
Ax =
11+ -+ A Thy
Beispiel 11.1.1. Zum Beispiel gilt
01 2 Y+ 2z
3 4 5 3r + 4y + 5z
2 3 3| \Y) T |2z +3y+3:
4 4 8 : do + 4y + 8z

Bemerkung 11.1.2. Die Definition von Ax ist durch Gleichungssyteme motiviert.
Wir kénnen nédhmlich ein lineares Gleichungssystem

a1 Xy + -+ ap X, = by,
an X1+ -+ a X, = bo,

alel + -+ aman = bm

T bl
kurz als Matrixgleichung schreiben. Setzen wir x = | und b = - |, so ist

Ty, b
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(x1,...,2,) genau dann eine Losung des Gleichungssystems, wenn
Ax =b.
Die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintrigen in K bezeichnen wir mit
M50 (K).

Ist der Korper K aus dem Kontext klar, so schreiben wir auch kurz M,,,. Im quadrati-
schen Fall m = n verwenden wir die Abkiirzungen M, (K) beziehungsweise M,,.

Jede Matrix A € M, liefert jetzt durch die obige Multiplikation die folgende lineare
Abbildung;:
TAZ K" — Km, TA(X) = Ax.

/
Lemma 11.1.3. Sei A eine m X n-Matriz. Dann ist die Abbildung Ty : K" — K™
\linear.

X Y1

Beweis. Seienx= | : |,y =] : | und ¢ € K. Fiir die i-te Koordinate gilt

Tn Yn

(Talx+y)), Zaw zj +y;)

= Z a;jx; + Z a;jY;
= (Ta(x) + Ta(y)),;

Da dies fiir jede Koordinate gilt, folgt Ta(x +y) = Ta(x) + Ta(y).
Ebenso gilt

TA cx E a;;CT;

= C E aijxj
Jj=1

= (CTA(X))i-

Also ist auch Ty(cx) = ¢Ta(x), und T} ist linear. O
Schauen wir uns an, wohin die Standardbasisvektoren ey,...,e, durch T4 abgebildet
werden. Fiir ¢ = 1,...,n gilt

aiq
a2;
TA(ei) = Aei =

Ay
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Der Standardbasisvektor e; wird also auf den i-ten Spaltenvektor von A abgebildet.
Umgekehrt sei F': K" — K™ eine lineare Abbildung. Wir setzen
at;

a2;

Qmy

und betrachten die Matrix, deren i-te Spalte der Vektor a; ist:

ai; ... Qip

a1 ... Q9
A= (ajay...a,) =

am1 Amn

Nach der Konstruktion gilt
TA(ei) = a; = F(ez)

fiir jedes i. Da die beiden linearen Abbildungen T4 und F' auf allen Standardbasisvektoren
iibereinstimmen, gilt Ty = F.

Wir haben also den folgenden Satz bewiesen.

Satz 11.1.4. Jede m x n-Matriz A bestimmt eine lineare Abbildung
Ty: K" — K™, X — Ax.

Umgekehrt gibt es zu jeder linearen Abbildung F: K" — K™ genau eine m x n-Matrix

.

Bemerkung 11.1.5. Streng genommen sind die Matrix A und die zugehorige lineare
Abbildung T4 verschiedene Objekte. Matrizen werden jedoch sehr haufig mit den
linearen Abbildungen identifiziert, die sie beziiglich der Standardbasen darstellen.
Wenn keine Verwechslung zu befiirchten ist, schreiben wir daher auch

A: K" == K™

und verwenden A(x) oder Ax anstelle von T4 (x).

11.2 Matrix-Beispiele

Wir betrachten einige wichtige Beispiele linearer Abbildungen und ihrer Matrizen beziiglich
der jeweiligen Standardbasen.
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Beispiel 11.2.1. Die Rotation in R? um den Winkel ¢ ist die lineare Abbildung mit

der Matrix ( ) - ( )
() omte),

Sie bildet also den Vektor (g) auf

x cos(p) — ysin(ep)
( )

zsin(p) + y cos(y)
ab.

cos 30°  —sin 30°
sin30°  cos 30°

Beispiel 11.2.2. Die Spiegelung in R® an der X Z-Ebene ist durch

x x
ylr—1-v
z z
gegeben. IThre Matrix ist
1 0 0
-1 0
0 0 1

Beispiel 11.2.3. Die Identititsabbildung Id: K* — K" hat die Matriz

1 0 ... 0
01 0
[n: . .
00 ... 1

Diese Matrixz heifit die Einheitsmatrix. Auf ihrer Hauptdiagonale stehen Einsen,
alle anderen Eintrdige sind null.
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Beispiel 11.2.4. Allgemeiner heifst eine Matriz, deren Eintrdge auflerhalb der Haupt-
diagonale null sind, eine Diagonalmatrixz. Wir schreiben

aq 0 - 0
. 0 as ... 0
diag(ay,...,a,) = | . . '
0 O an
Die zugehorige lineare Abbildung ist
T a1
—
Tn ApTn

Sie streckt also die einzelnen Koordinatenrichtungen mit verschiedenen Faktoren.
Solche Abbildungen werden wir spiter genauer untersuchen.

Zum Beispiel bildet diag(a,b) fiir a,b > 0 den Einheitskreis in R* auf die Ellipse

mait Halbachsen a und b ab.

SRNET |
NI

22 +yt=1

%8,
+
WS
Il
—

Beispiel 11.2.5. Die lineare Abbildung

T:R? 5 R, T(x) - (xﬂ/)
y y
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heifst eine Scherung. Ihre Matriz ist

(1)

Dabei werden horizontale Geraden parallel zur x-Achse verschoben.

(b )

Beispiel 11.2.6. Wir betrachten den Kérper Fo = Z/2 und die Matriz

1 000
01 00
0010
G=[0 0 01
0111
1 011
1 101
Sie definiert eine lineare Abbildung
G:F; — Fy.

Einen Vektor v € F5 kénnen wir als ein bindres Wort der Linge 4 auffassen. Der
Vektor Gv € T} ist die Kodierung dieses Wortes und heifst ein Codewort.

Diese Kodierung ist fehlererkennend: Zwei verschiedene Codewdrter unterscheiden
sich in mindestens drei Stellen. Daher kénnen bis zu zwei Fehler erkannt werden.
Auflerdem kann ein einzelner Fehler eindeutig korrigiert werden. Dieser Code heif$t
der bindgre (7,4)-Hamming-Code.

11.3 M,,x,»(K) und Lin(V, W) als Vektorrdume

Die Menge M,,«,(K) tragt auf natiirliche Weise die Struktur eines Vektorraums. Fir
Matrizen
A= (ai;),  B=(by)

definieren wir die Summe A 4+ B eintragsweise durch

A + B = (CLZ']‘ + b”)
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Fiir ¢ € K definieren wir ebenso

cA = (ca;j).
Mit diesen Operationen ist M,,x,(K) ein Vektorraum iiber K.
Auch lineare Abbildungen kénnen addiert und mit Skalaren multipliziert werden. Sind
S,T:V — W linear und ist ¢ € K, so definieren wir
(S+T)(v):=Sv)+T(v), (cT)(v) := T (v).
Diese Abbildungen sind wieder linear. Somit ist auch die Menge Lin(V, W) aller linearen
Abbildungen von V nach W ein Vektorraum.

Die Vektorraumstrukturen auf Matrizen und linearen Abbildungen sind mit der oben
beschriebenen Zuordnung A — T4 vertraglich.

/
Lemma 11.3.1. Seien S, T: K" — K™ lineare Abbildungen, deren Matrizen beziiglich
der Standardbasen A = (a;;) beziehungsweise B = (b;;) sind. Dann ist die Matriz von

\S—FT gleich A+ B.

Beweis. Seien eq,...,e, und fi,...,f,, die Standardbasen von K" beziehungsweise
K™. Fiir jedes k =1,...,n gilt

S(e

—~

(S +T)(ex) k)t T(ekz)

af; + Z bixf;

(@i + bir)f;.

NgE llME

=1

Der k-te Spaltenvektor der Matrix von S + T ist also die Summe der k-ten Spalten-
vektoren von A und B. Daher ist die Matrix von S + T gleich A + B. O]

Ubung 11.3.2. Sei T: K* — K™ eine lineare Abbildung mit Matriz A, und sei
c € K. Zeigen Sie, dass die Matriz der linearen Abbildung cT' gleich cA ist.

11.4 Zusammenhang zwischen beliebigen linearen Ab-

bildungen und Matrizen

Wir haben bereits gesehen, dass jede lineare Abbildung K” — K™ durch eine Matrix in
M« dargestellt wird. Nun betrachten wir lineare Abbildungen

TV W

zwischen beliebigen Vektorrdumen die endliche Basen haben.
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Seien eq,...,e, eine Basis von V und fi,...,f, eine Basis von W. Wie im Fall der
Standardvektorrdume ist eine lineare Abbildung 7': V' — W bereits durch ihre Werte auf
der Basis von V' bestimmt.

\
Proposition 11.4.1. Zu beliebigen Vektoren ai,...,a, € W gibt es genau eine

lineare Abbildung T:V — W mit

T(e;) = a;

\furallez:l,...,n. )

Beweis. Jeder Vektor v € V' besitzt eine eindeutige Darstellung
V=2x1€1 + -+ Tpey.

Wir definieren

T(v) :=za; + -+ z,a,.

Wegen der Eindeutigkeit der Koeffizienten z1,...,x, ist diese Definition wohldefi-
niert. Wie im Fall der Standardbasis iiberpriift man unmittelbar, dass T linear ist.

Umgekehrt muss jede lineare Abbildung mit 7'(e;) = a; die Gleichung

T(xie1+ -+ xn€,) =121 + - -+ + T3,

erfiillen. Daher ist T eindeutig bestimmt. O

Wir erinnern an Remark 10.3.5: Ist B eine Basis von V und v € V| so bezeichnet [v]z
den Koordinatenvektor von v beziiglich B.

Nach der Wahl von Basen in V' und W kann die Wirkung einer linearen Abbildung durch
Matrixmultiplikation mit Koordinatenvektoren beschrieben werden.

Proposition 11.4.2. Seien B = (ey,...,e,) eine Basis von V und C = (f, ..., f,)
eine Basis von W. Zu jeder linearen Abbildung T:V — W gibt es genau eine Matrix
A € Mysn(K) mit

[T'(v)le = Alvs

\fiér alleveV. )

Beweis. Fiir ¢ = 1,...,n schreiben wir

j=1
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und setzen
aip ... Qip
ao1 ... AQA2pn
A=
aAml1 --- Amn

Die i-te Spalte von A ist also [T'(e;)]c.

Sei nun
n
vV = E ZT;€e;.
=1

L1
Dann ist [v]g = | : |, und aus der Linearitét folgt

T

Somit gilt

Die Matrix A ist eindeutig bestimmt, denn ihre i-te Spalte muss der Koeffizienten-
vektor [T'(e;)]c sein. O

Beispiel 11.4.3. Die Matrix einer linearen Abbildung hdngt von den gewdhlten Ba-
sen im Definitions- und Zielraum ab. Erst nach der Wahl dieser Basen kann eine
lineare Abbildung mit einer Matriz identifiziert werden.

Betrachten wir die lineare Abbildung

T:R?> > R, T(x) . <x+y>
y)  \a+y

Beziiglich der Standardbasis B = (e1,e3) wird T' durch die Matrix

=)

dargestellt.
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Betrachten wir stattdessen die Basis

Fiir ihre Basisvektoren gilt

()-+). ()

Beziiglich der Basis C sowohl im Definitions- als auch im Zielraum wird dieselbe
lineare Abbildung daher durch die Matrix

6 0)

dargestellt.

Beispiel 11.4.4. Betrachten wir die lineare Abbildung
T:Ras[X] = Ry[X],  T(f)=f"+f+Ff

Wir bestimmen ihre Matriz beziiglich der Basis B = (1, X, X2, X3) im Definitions-
und Zielraum. Es gilt

T(1) =1,
T(X)=1+X,
T(X?) =2+2X + X2,

T(X?) =6X +3X*+ X°.
Die Spalten der gesuchten Matriz sind die Koordinatenvektoren dieser Polynome
beziiglich B. Daher ist die Matriz von T

o O O
[l el
O = NN
_ w O O
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