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Algebra 1

1. Wiederholung




« Sei G eine Gruppe und S C G. Die Menge S heil3t Erzeugendensystem von G, falls jedes
g € G als Produkt von Elementen aus S und deren Inversen geschrieben werden kann.

» D.h.g=s"- s mits; € Sundn; € Z
» Geschrieben: G = (S5).

.. 1 1 0 —1
» Ubung SL(2,Z) = <<O 1> , <1 0 )).
« Eine Gruppe G heilst zyRlisch, falls sie von einem einzigen Element erzeugt wird.
» Also G = (g) ={g" | n € Z}.

- Beispiele: (Z,+), Z/n, Z/a x Z./b wobei ggT(a,b) = 1, {1,¢,..., ("1} wobei ¢ = €27/,
Rotationen eines n-ecks.
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+ Die Ordnung einer Gruppe G ist ihre Kardinalitat |G]|.

+ Sei g € G. Die Ordnung von g, bezeichnet mit ord(g), ist die kleinste Zahl n > 1 mit
g" =e.
» Falls es kein solches n gibt, setzen wir ord(g) := oc.

» Sei d:=ord(g) < cc. Es gilt g = e genau dann, wenn d | k

« Fir jedes g € G gilt |(g)| = ord(g).
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« Fur Permutation verwenden wir meistens die Zyklenschreibweise: (aj as ... ai)
bezeichnet die Permutation a — ag — - - - — ax — ay, die alle anderen Elemente fest
lasst. So eine Permutation nennen wir auch ein “Zyklus”.

- falls o and 7 disjunkte Zyklen sind, dann o7 = 70.

+ Jede Permutation o € S, ist ein Produkt paarweise disjunkter Zyklen. Und zwar
eindeutig bis auf die Reihenfolge der Zyklen.

« Seio € S, ein Produkt disjunkter Zyklen o4, ..., 0, der Langen [y,...,1;. Dann gilt
ord(c) = kegV(ly,...,lg).
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Algebra 1

2. Mehr lber S,




Erinnerung aus der Linearen Algebra 2:
+ Eine Transposition ist ein Zykel der Lange 2. Z.B. (12).

+ Jede Permutation ist ein Produkt von Transpositionen. z.B. (123) = (13)(12).

» Mit unserem neuen Wortschatz: Die Menge aller Transpositionen erzeugt S,,.

« Lasst sich eine Permutation als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen
darstellen, so hat jede solche Darstellung eine gerade Anzahl von Transpositionen.

« Damit ist die Paritdt einer Permutation wohldefiniert: Eine Permutation heilt gerade,
falls sie ein Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen ist, sonst ungerade.

« Wir setzen sgn(co) := 1 flir gerade o und sgn(c) := —1 fiir ungerade o.
» Esfolgt sgn(or) =sgn(o) - sgn(r).
» Mit Induktion folgt auch sgn(oy ...0x) =sgn(oq) - ... - sgn(oy).
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+ Die Menge der geraden Permutationen in S,, heilt alternierende Gruppe:
Api={oc €S, |sgn(o) =1}

« Wegen sgn(o7) = sgn(o) sgn(7) ist A,, eine Untergruppe von S,,.

« Ubung: fiir n > 2 gilt |A,,| = n!/2.
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Lemma. Sei o = aj ...y ein Produkt disjunkter Zyklen der Langen [y, ...,1;. Dann ist
die Paritat von o gleich mit der Paritat der Zahl (I; — 1) + ...+ (lx — 1).

Andersgesagt:
sgn(o) = (—1)E=D++=1),

Beweis. Fiir einen Zykel o = (a1 ... @;) gilt o = (a1 a;) - - - (a1 az). Also sgn(a) = (—1)71.

Die Behauptung folgt nun aus sgn(aq - - - ax) = sgn(aq) - - - sgn(ag ). O
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* Fir o € S, heilt ein Paar (i, j) mit 1 < i < j < n eine Inversion, falls o (i) > o(j).

» Mit /(o) bezeichnen wir die Anzahl der Inversionen von o.

Lemma. Fiir jede Permutation o € S, gilt sgn(c) = (—1)/(7),

Beweis. + Induktion iiber (). Falls I(o) = 0, ist o streng monoton, also o = e.

+ Sonst gibt es eini mito(i) > o(i +1).Sei 7 = (ii+ 1). Dann gilt I(o7) = I(0) — 1.

» Fur jedes j ¢ {i,i + 1} bleibt die Gesamtzahl der Inversionen zwischen j und i, + 1
unverandert.

» Nur das Paar (i,i + 1) ist danach keine Inversion mehr.
« Nach Induktion gilt sgn(o7) = (=1)1(°7) = (—1)/(0)~1,

 Multiplizierung durch 7 andert gleichzeitig die Paritat von sgn und von I. Die
Behauptung folgt also aus o = o77. O
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Algebra 1

3. Isomorphismen




« Wir haben mehrere zyklische Gruppen der Ordnung n kennengelernt:
> (Z/n,+);
» die n-ten Einheitswurzeln {1,¢,...,¢" '} mit Multiplikation;

» die Drehungen eines regelmaRigen n-Ecks.

« Algebraisch sehen diese Gruppen gleich aus: In multiplikativer Schreibweise haben sie
alle die Form {e, g,...,¢9" '}, wobei g ein Erzeuger ist.

» Wir wollen dieses ,Gleichsein” prazise beschreiben.

« Weiteres Beispiel: S3 und die Gruppe aller Isometrien eines gleichseitigen Dreiecks.

» Jede Isometrie permutiert die drei Ecken. Umgekehrt entspricht jeder Permutation
der Ecken eine Isometrie.
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« Eine Bijektion f: G — H zwischen zwei Gruppen heiBt Isomorphismus, falls
f(zy) = f(x)f(y) furalle z,y € G.
» Existiert ein Isomorphismus, so heien G und H isomorph.

Lemma. Fir einen Isomorphismus f: G — H gilt:

« fleg) =en.

« fla™l) = f(x) ! furallez € G.

Beweis. « Fiiralle z € G gilt f(eq)f(z) = f(eqx) = f(z). Wegen der Surjektivitat von f
folgt f(eq) = eq.

* @) f(@™h) = flza™!) = fleq) = en, also f(z7!) = f(z) " 0

« Ubung: f~': H — G ist auch ein Isomorphismus.
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+ Beispiel: log: Ry — R ist ein Isomorphismus zwisschen (R, -) und (R, +). Der Inverse
Isomorphismus ist x — 27,

Lemma. Zwei zyklische Gruppen derselben Ordnung sind isomorph.

Beweis. * Seien G = (g) und H = (h) zyklische Gruppen derselben Ordnung.

« Wir definieren f: G — H durch f(¢*) := h* fiir k € Z.
» wohldefiniert: ¢* = ¢! gdw ord(g) | I — k gdw h* = Al
» Bijektion: Z.B. sei d := ord(g) < oo, dann G = {1,g,...,¢9% '}, H = {1,h,..., h%1}.

") = f(g"H) = W= WERE = f(g") £(g). —
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Lemma. Die Isometriegruppe G gleichseitigen Dreiecks ist isomorph zu Ss.

Beweis. + Wir nummerieren die drei Ecken mit 1,2, 3. Jede Symmetrie o € G permutiert
die Ecken und liefert somit eine Abbildung f: G — Ss.

« fistsurjektiv: Die drei Drehungen liefern e, (123), (132), die drei Spiegelungen liefern
(12),(13),(23).

+ Jede Isometrie ist durch ihre Wirkung auf die drei Ecken eindeutig bestimmt.
» Also ist f injektiv.

» AuBerdem wirkt o3 auf die drei Ecken genau wie die Permutation f(«)f(5). Somit

gilt f(aB) = f(a)f(B). =

- Ubung: Zeigen Sie, dass die Isometriegruppe des Standardsimplex
A, = conv(ey, ..., e 1) € R* isomorph zu S, ist.
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« Ein Automorphismus einer Gruppe G ist ein Isomorphismus G — G.
» Ubung: Die Automorphismen bilden eine Gruppe Aut(G) mit Komposition.

* Fiir g € G ist die Abbildung p,: G — G, =+ gzg~!, ein innerer Automorphismus.
» Bijektiv: Die Umkehrabbildung ist ¢ 1.
» Homomorphismus: ¢, (zy) = gryg " = (929" )(gyg™") = wg(2)py(y).

Verschiedene Elemente konnen denselben inneren Automorphismus liefern.

» Ist G abelsch, so ist p, = id¢ fur alle g € G.

Nicht jeder Automorphismus ist inner.

» Beispiel: Fur (Z,+) ist n — —n ein Automorphismus, aber alle inneren
Automorphismen sind die Identitat.

Ubung: Zeigen Sie, dass Aut(Z?) = GL(2,7Z).
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Satz. (Cayley) Jede Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von Bij(G). Insbeson-
dere ist jede endliche Gruppe der Ordnung n isomorph zu einer Untergruppe von S,,.

Beweis. - Wir betrachten die Menge H := {)\, | g € G}, wobei \,: G — G, mit \,(z) := gz.

« Esgilt \j o A\, = Agp,, denn g(hx) = (gh)x. AuBerdem ist A\, = idg und /\;1 =)

gfl.

» Somitist H eine Untergruppe von Bij(G).
* Wir zeigen, dass f: G — H, f(g) := A4, €in Isomorphismus ist.
» f ist surjektiv nach Definition.
» fistinjektiv: Aus A\, = )\, folgt g = A\y(e) = A\p(e) = h.
» SchlieBlich gilt f(gh) = A\gh = Ago Ay = f(g) o f(h).
* Fir |G| = n gilt Bij(G) & S,,. O
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Algebra 1

4. Homomorphismen




« Eine Abbildung f: G — H zwischen Gruppen heilt Homomorphismus, falls
flay) = f@)f(y) firalle z,y € G.
- Ubung: f(eq) = em, f(z™1) = f(x)~".
+ Beispiele:
» Die Signatur sgn: S,, — {1, —1} ist ein Homomorphismus.

» Die inneren Automorphismen bilden eine Untergruppe

Inn(G) :={p, | g € G} < Aut(G). Die Abbildung G — Inn(G), g — g, ist ein
Homomorphismus, denn fir alle g, h, z € G gilt

pgn(z) = gha(gh)™" = g(hah™")g~" = p4(on()).

» Die Abbildung Z — Z/n, k — [k], ist ein surjektiver Homomorphismus, denn
[k +1] = [k] + [1].
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