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Kapitel 1

Die reellen Zahlen

1.1 Einfihrung

In der (linearen) Algebra standen strukturelle Untersuchungen im Mittelpunkt, z.B. die
Abgeschlossenheit von Mengen beziiglich der Operationen (s. Unterraum). Bei der Be-
trachtung von Vektorrdumen ist es aus Sicht der linearen Algebra egal, welcher Korper
Q, R oder C etc. zu Grunde gelegt wird [l

1.1.1 Warum braucht man reelle Zahlen?

Bei vielen Problemen in Mathematik, Physik, Naturwissenschaften usw. stoftt man auf
Grenzprozesse, z.B. bei der Bestimmung der Momentangeschwindigkeit eines Autos, bei
der Berechnung von Flacheninhalten und Volumen krummlinig begrenzter Figuren oder
Korper u.a.

1.1.1.1 Beispiel: Flacheninhalt eines Halbkreises

Bestimmung mittels Ausschopfungsmethode (ARCHIMEDES 287-212 v. Chr.).

INur bei der Behandlung von Polynomen zeichnet sich C aus.

1



2 KAPITEL 1. DIE REELLEN ZAHLEN

Unterteilung des Halbkreises in Teildreiecke.

Flache AQ ~ Summe der Flachen der Teildreiecke

1 1
Ap = —rh = —r’sin«
2 2

Wiéhlt man die Unterteilung des gestreckten Winkels gleichméfig, so ist

1 180°
a=-180° = A %ﬁr25in(8 ), neN
n o 2 n
Fiir grofses n ndhert sich anschaulich die Flache der Teildreiecke der Flache des Halbkreises

an. In welchem Sinn ist der Grenzprozess mathematisch zu verstehen? Dabei kommt man

mit den rationalen Zahlen Q nicht aus, weil A = 7r§ nicht rational ist.
[

1.1.1.2 Beispiel: Langenbestimmung von Strecken

Das Problem, dass Q ,zu klein® ist, tritt auch bei der Langenbestimmung von Strecken auf,
z.B. Léange der Diagonalen eines Quadrats mit Seitenlénge 1:

Satz des Pythagoras:

PF=1"+12, d=v2¢Q

1

Die Entdeckung von Strecken mit nichtrationalen Léngenmafzahlen fiithrte zur 1. Grund-
lagenkrise in der Mathematik (Losung durch EupOX0s, 408-355 v. Chr.).




1.2. ORDNUNGSSTRUKTUR 3

Dreht man d um 0 auf die Zahlengerade, so muss die rationale Zahlengerade an der Stelle P
eine Liicke haben. Die rationale Zahlengerade ist liickenhaft, obwohl die rationalen Zahlen
dicht liegen. [1 Genauer: Diese Zahlengerade enthilt mehr Liicken als Punkte, was wir
spater noch prézis erklaren werden. Wir werden deshalb die reellen Zahlen R benutzen,
wobei R neben den uns geldufigen Eigenschaften noch zusétzlichen Axiomen geniigen muss
(Axiomatischer Zugang nach DAVID HILBERT 1862-1943).

Damit gelingt es, den Grenziibergang exakt zu erfassen. Gleichzeitig entsteht eine Vielfalt
von Moglichkeiten, das Anderungsverhalten von abhingigen Grofen (Funktionen) mathe-
matisch zu beschreiben.

1.2 Ordnungsstruktur

Die algebraische Struktur von R ist gegeben durch die Kérperaxiome (s. Vorlesung , Lineare
Algebra“). Wir gehen davon aus, dass aukerdem auf R eine ,Kleiner-Beziehung” a < b fiir
a,b € R erklart ist. ,<* ist eine Relation, welche den folgenden Axiomen geniigt.
(01) Trichotomie

Fiir a,b € R gilt genau eine der 3 Beziehungen: a <b, a=0b, a> b7
(02) Transitivitat

Aus a < b,b < ¢ folgt a < c.

(03) Monotonie
Ist a < b, sofolgt a+c<b+cfiirallece Rund a-c < b-c fir alle ¢ > 0.

Aus diesen Ordnungsaziomen folgen die bekannten Rechenregeln fiir Ungleichungen, z.B.:

1.2.1 Einige Rechenregeln fiir Ungleichungen
)

a<b & b—a>0

denn
a<b & a+(—a)<b+(—a)=b-—a

(03) T

IT) Addition gleichsinniger Ungleichungen:

a<b

c<d} = a+c<b+d

U7wischen r1, 75 € Q liegt stets eine weitere Zahl r3 € Q, z.B. r3 = %(rl + 7).
Il > pist eine andere Schreibweise fiir b < a.
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denn aus
a<b = a+c<b+c
(03) = at+c<b+d
c<d = c+b<d+b (02)
I1I)
a-b>0 <& beide Faktoren a,b sind entweder positiv oder negativ
Beweis:
(<) Ista,b>0 = a-b>0-b=0.
(03)
0—a=—-a>0
Ist a,b <0 ?)> O—be —b>0
Nach oben Bewiesenem ist
(—a)(=b) >0
—_—
=(—1)(—1)ab=ab

(=) indirekt:

Sei

a>0b<0 = a>0-b>0 = a(-b) >0 = ab<0.
a) N——
—ab
(Analog: a < 0,b > 0)
IV)

a<bec<0 = ac>bc

denn aus a < b folgt mit I):
b—a>0, —c>0

= (b—a)(—c)>0 = ac=(ac—bc)+bec>be
) ~—— (03)
=—bc+ac

1.2.1.1 Bezeichnungen
1) a < b bedeutet a < b oder a = b.

2) e abgeschlossenes Intervall
[a,b] :={z eR|a<x<b}
o offenes Intervall

(a,b) : ={reR|a<xz<b}
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e halboffenes Intervall (rechtsseitig offen)
la,b) :={z €R|a<xz<b}
halboffenes Intervall (linksseitig offen)
(a,b) :={reR|a<x<b}
e b — a heilst die Intervalllinge.
e unendliche Intervalle

(a,00) ={r € R |a < x}
(—o0,a)={reR |z <a}
[a,00) ={x eR|a <z}
(—o0,al ={x eR |z <a}

o (—00,00) =R, weil R = (—o00,a] U (a,0)

3)
falls a > 0
la| = ¢ ama= war der Betrag von a € R .

—a fallsa <0
~ al | la| ‘
I . - |a| ist der Abstand von a €
‘ ! ! R zu 0.
—a 0 a

Aus der Tatsache, dass |a| die euklidische Norm des Vektorraums R' = R ist, folgt
unmittelbar:

| —al=la|, labl =lalb], la| 20, |a[=0<a=0
Weiterhin gilt die Dreiecksungleichung:
la + b| < |a| + |b|. (1.2.1.1)

1.2.1.1.1 Folgerung:
| — b > [|a| — [b]]

Beweis:

ol =la—b+b[=[la=b)+b < |a—0bl+[b
IWARI)

la] = [b] <'|a — D]

Vertauschung von a und b liefert

b —fa] < |b—al =] = (b—a)| = |a—1D]
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1.2.1.1.2 Satz: Sei e > 0. Dann gilt:

|t —xp| <e & xy—e<z<a9t+e & TE€ (r9—€,70+€)

= UE (.I'o)
(e-Umgebung von x)

UE(ZL'Q)
[ ~
e e -

Ty — € € Z0 € xp+4e

Beweis: Nach Definition von |z — | bedeutet |x — 2| < e die Giiltigkeit der beiden
Ungleichungen = — 2y < ¢ und — (z — ) < €. Nach Rechenregeln ist das dquivalent zu
r<xgt+eund x >1x9—€.

1.2.1.1.3 Beispiel:
M={zxeR||jz—-0,5|<e} = {ze€R|0,5b—ec<x<0,5+¢}
CZTT2)

=(0,5—¢,0,5+¢) = U.(0,5)

1.2.2 Weitere niitzliche Ungleichungen und Gleichungen
1.2.2.1 CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung fiir Summen]

Als unmittelbare Folgerung aus der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung im euklidischen
Vektorraum R™ ergibt sich fir n € N und z;, w; € C:

Z\ijj\ﬁ >zl Z\%‘\Qa (1.2.2.2)

denn fiir die Vektoren z := (|z1],|22|,...,|2zal), ¥y = (lwi], |wel,. .., |w,|) € R™ gilt
[z, ) < lz[lllyll-

IV Cauchy 1789-1857, Schwarz 1843-1921
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1.2.2.2 Binomische Formel

n __ n n n n—1731 n 1in—1 n n
(a+b) —<O)a +(1)a b+...+<n_1)ab +(n)b

n 1.2.2.3
= Z <n) a"kpk ( )
k
k=0
Dabei ist (Z) der Binomialkoeffizient definiert durch
n n! .
(k):m furnEN,k:O,...,n

mit  kli=1-2-3-...k=[["_j (k Fakultit), 0!:=1.

1.2.2.2.1 Beispiel:

=16-5-7 =560

16\ 16!  16-15-14-13!
3/ 3-131 1-2-3-13!
1.2.2.2.2 Eigenschaften:

a) Symmetrie

(folgt aus Definition)
b) Additionsgesetz
n n n+1
+ -
o)+ (20)= ()

(Beweis s. Ubungsaufgabe, Formel bietet Méglichkeit zur rekursiven Berechnung der
Binomialkoeffizienten)

1.2.2.2.3 Beweis der binomischen Formel durch vollstindige Induktion:

e Induktionsanfang

n = 1:



o Induktionsschluss

Sei (L223)) fiir ein n € N richtig.

n+1l __

(a+0b) (a+0)"(a+0b)

Umbennung k =1

KAPITEL 1. DIE REELLEN ZAHLEN

n
k

(Iv)

( i ( )a"‘kbk> (a+D)

Indexverschiebung: £+ 1 =1
7\

ntl _ ~ (n ntl—kpk ~ (n n—kpkt1
(a+0) —Z(k)a b + Z(k)a b
k=0 k=0
n n n+1 n
— n—l—l—lbl n—l—l—lbl
> (1= X(, 1)

1.2.2.2.4 Folgerung:

n

(1+@":Z(Z)xk:1+n-x+<Z)x2+...+:p" > 14+n-x

k=0

Allgemeiner gilt:

1.2.2.3 BERNOULLIsche Ungleichunﬂ

14+z)" > 14n-x

Beweis: (durch vollstéandige Induktion)

o [nduktionsanfang

n =2
(1+z)=1+2z+

VJakob Bernoulli, 1654-1705

firn e N\ {1} und z > —1,2 #0

firn>2und z >0

(1.2.2.4)

1’2

~
>0 fiir 2#0

> 142z
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o Induktionsschluss Sei (L2Z24) fiir ein n € N richtig.

1+z)"'=0+2)(1+2)" > (A4+z)(1+n-2)
SN—— (IV) ~ v~ -~
>0 =1+(n+1)z+nz?

Weil
I+(n+Dz+n-22 > 1+n+1)x

gilt, folgt aus (02)
(1+z)" > 1+ n+1)a

1.3 Vollstandigkeitseigenschaften der reellen Zahlen

Die Vorstellung von der ,Liickenlosigkeit® der reellen Zahlengerade wurde von R. DEDE-
KIND (1831-1916) axiomatisch gefasst (Aziom vom Dedekindschen Schnitt). Wir verwenden
hier eine dquivalente Fassung dieses Axioms.

1.3.1 Definitionen

a) M C R heilt nach oben beschrinkt, falls ein ¢ € R existiert mit x < ¢ fiir alle z € M.
b) Ein solches ¢ heifst obere Schranke von M.

c¢) Eine obere Schranke ¢ von M heifst obere Grenze oder Supremum von M (¢ = sup M),
falls jedes ¢ < ¢ keine obere Schranke ist.

d) Gehort ¢ =sup M zu M, so heit ¢ Mazimum (¢ = max M).
e) M C R heifit nach unten beschrinkt, falls ein ¢ € R existiert mit « > ¢ fiir alle x € M.
f) Ein solches ¢ heift untere Schranke von M.

g) Eine untere Schranke ¢ von M heifst untere Grenze oder Infinum von M (¢ = inf M),
falls jedes ¢ > ¢ keine untere Schranke ist.

h) Gehort ¢ = inf M zu M, so heift ¢ Minimum (¢ = min M).

i) M heikt beschrinkt, falls M nach oben und nach unten beschriankt ist, d.h. es gibt
C1,¢0 € Rmit ¢; <z < ¢ fiir alle x € M.
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1.3.2 Beispiele
1. M =10,00)

Intervall M

o1

e keine obere Schranken
e untere Schranke: —1, —m, =2, ..., 0

e 0=inf M =minM,da0e M

2. M={zeR|z=21neN}

e

0

»—t+

obere Schranken: 2, 42,678, 72, ...,1
l=supM =maxM,dale M
untere Schranken: —10, —4,...,0

e 0 = inf M, aber es gibt kein min M, weil 0 ¢ M. 0 ist die grofte aller unteren
Schranken von M, weil fiir jedes € > 0 gilt % < ¢ fiir n ,,gentigend grof, d.h. n > %

3. M =2, ([-2n,—2n+1) U [2n,2n + 1))

7 | |
]

-1 0 1

] 7 7 .
L4J _ _

“T

wTTA
““TTA

3

M ist unbeschrankt.

1.3.2.0.1 Analytische Charakterisierung von sup M:

c=supM & i) z<cfiralexe M
= sup ii) zujedeme >0gibtesy € M mit c—e <y

1.3.3 Vollstandigkeitsaxiom

Es gilt das Supremumprinzip, d.h. jede nichtleere nach oben beschrankte Teilmenge von R
hat ein Supremum.
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1.3.3.0.1 Bemerkungen:

1) Aus dem Vollstindigkeitsaxiom folgt auch das Infimumprinzip, denn fiir eine nach
unten beschréinkte Menge M C R ist die Menge M := {z € R| —x € M} nach oben
beschrankt. Somit existiert s = sup M und inf M = —s.

2) Das Supremum einer nach oben beschrinkte Menge ist eindeutig bestimmt, was sich
unmittelbar aus der Definition ergibt.

3) Durch die Kérper-, Ordnungs- und Vollstandigkeitsaxiome wird R eindeutig definiert.
R bildet einen vollstindigen angeordneten Kdrper, Q dagegen nur einen angeordneten
Korper.

1.3.4 Folgerungen aus dem Vollstandigkeitsaxiom

1.3.4.0.1 Definition: Sei M = M(z):={m € Z|m <z}

S D

zu gegebenem x € R. Nach [[.3.3] existiert

sup M (z) =: [z] .

Behauptung: Dabei ist [z] charakterisiert durch:
i) [x] €Z
i) [z] <x<[z]+1
[x] heilkt grifiter ganzer Anteil der reellen Zahl x und ist eine Abbildung [] : R — Z.

Beweis:

Sei z > 0. Dann ist
sup M (z) =sup{m € Ny | m < z}

— Mo
Da M endlich viele Elemente hat, gibt es ein grofstes Element ng € M:
no = max My =sup M(z) = [z] <z
no + 1 ist obere Schranke von M, ng+1¢ M, d.h. ng +1 > z.

(Fall z < 0 lésst sich durch Verschiebung lésen.)
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1.3.4.0.2 Beispiele:

1) [5]=1
2) [405,8] = 405
3) [-0,62] = —1

4) [—24] = —24

1.3.4.1 Intervallschachtelung

Sei I, = lan,b,] und L, := b,

a, (Lange von I,) fir n € N. {I,, | n € N} heift
Intervallschachtelung, wenn

a) [13[23]33...

b) Zu jedem € > 0 gibt es ng = ng(e), so dass L,, < ¢.

1.3.4.1.1 Beispiel:

I
e =
I
R e e e T = 11
C I i M I 7 _
C I R RS R 7 In—{—gag}> neN
—1 0 1
<t----- =
I3

ist Intervallschachtelung, denn @) ist offensichtlich, und M) gilt, weil L,, = % < e firn > %
Es ist 0 € I, fiir jedes n, mit anderen Worten 0 € ()72, I,

1.3.4.1.2 Gegenbeispiel:

I3
<+t - - =
I
B it =
F [ L1 7 ] 1 1
I I O R Inzl——,ljt—}
n n
-1 0 1 2
e e T =
I,

Hier liegt keine Intervallschachtelung vor, obwohl @) erfiillt ist. Jedoch gilt Bedingung [)
nicht (L, > 1).
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1.3.4.1.3 Prinzip der Intervallschachtelung: Jede Intervallschachtelung {7, | n €
N} zieht sich auf einen Punkt zusammen, d.h. es existiert genau ein x € R mit x € I, fiir
alle n € N.

Beweis:

i) Nach Definition gilt wegen @)

a; < ag < .<an<bn<...§62§b1

Damit ist A := {a, | n € N} nach oben beschrénkt durch jedes b,,. Nach Supremum-
prinzip gibt es sup A mit

am <supA<b, < supAel, firallemeN

ii) Zur Eindeutigkeit (indirekt):

Sei z,2’ € (), I, mit & # 2’. Setze ¢ = |z — 2’|. Nach [) gibt es ng mit L,, < e.
Wegen x,2" € I, ist L,, > |v — /| = . Das fithrt auf ¢ < L,,;, < ¢ und damit auf
einen Widerspruch.

1.3.5 Dezimalbruchentwicklung reeller Zahlen

Ein Symbol der Form
2122 ... RhyRh+1 - - -
mit
Z; € {0,1,,9}
heift Dezimalbruch mit den Ziffern z;. Jedem solchen Bruch wird durch die Festlegungen

an =Y %10"7", b, =a, + 10"
1=1

und
I, = [an,by), Ln,=10"" n=1,2 ...

eine Intervallschachtelung zugeordnet. Ist x die geméaf [[L3.4.1.3 eindeutig bestimmte reelle
Zahl, die allen Intervallen angehort, dann schreiben wir

T =2Z21%22...2h,Rp41 -+ -

Umgekehrt existiert zu jeder positiven reellen Zahl x ein eindeutig bestimmter Dezimal-
bruch, so dass z in allen Intervallen I,, enthalten und dabei nie rechter Endpunkt@ ist. Bei
der Dezimalbruchdarstellung einer reellen Zahl wird vereinbart, fiihrende Nullen bei h > 1
wegzulassen (0.B.d.A. sei z; # 0) und ebenfalls Nullperioden 0 am Ende.

VIDas entspricht dem Verbot des Auftretens von 9-Perioden.
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1.3.5.0.1 Bemerkung: Wihlt man eine andere Basis b € N, b > 2 anstelle von b = 10,
d.h. man unterteilt ein Intervall nicht in 10 sondern in b Teilintervalle, so erhélt man
allgemeiner die b-Bruchentwicklung einer reellen Zahl mit

n

z€{0,1,...,b—1}, a,= Zzibh_i, by = a, + " ",

i=1

Wichtige Falle: b = 2 (Dualbruchentwicklung), b = 16 (Hezadezimalbruchentwicklung).

1.3.5.1 Anwendung: Nachweis der Uberabzihlbarkeit von R

1.3.5.1.1 Bemerkung: Um eine gewisse Klassifizierung von unendlichen Mengen zu
erhalten, verwendet man die Menge der natiirlichen Zahlen und fiihrt folgenden Begriff ein:
Eine Menge M heifst abzdhlbar (unendlich), falls es eine bijektive Abbildung von M auf N

gibt, d.h. man kann die Elemente von M durchnummerieren.

1.3.5.1.2 Behauptung: Die Menge Q der rationalen Zahlen ist ist abzahlbar.

Beweis: (durch erstes CANTORsches Diagonalverfahren)
Die Menge Q, aller positiven rationalen Zahlen kann in folgendes unendliches rechteckiges
Schema geschrieben werden:

1 2 4
1 1 1
v / v
1 2 3 4
2 2 2 2
L/ v /!
1 2 3 4
3 3 3 3
v / v
1 2 3 4
4 4 4 4
L/ v /!

Nummeriert man die Zahlen dieses Schemas entlang der Pfeile, so erhilt jedes Element
aus Q, genau eine Nummer. Dabei wird jede rationale Zahl nur bei ihrem ersten Auftreten

berticksichtigt, d.h. die Zahlen in D werden {ibergangen. Somit ist Q, = {rx |k € N}.
abzéahlbar.

VIIG. Cantor, 1845-1918
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Da Q =Q,U{0}U{x = —rg|rr € Q,}, lassen sich die Elemente von Q in folgender Weise
bijektiv auf N abbilden:
Q:

N :

=

[
=

[\

0 —T1 —T9
\ L
1 3 4 5

DO <—

Es gibt jedoch unendliche Mengen, welche nicht abzéhlbar sind. Diese heifsen iberab-
zdhlbar, z.B. ist R iiberabzéhlbar. Den Beweis fithren wir durch Verwendung von Dezimal-
briichen zur Darstellung der Elemente von R und zeigen

1.3.5.1.3 Behauptung: [0,1) ist nicht abzahlbar.

Beweis: (indirekt, mittels zweitem CANTORschen Diagonalverfahren)
Wire [0,1) abzdhlbar, so [0,1) = {c;|k € N} und alle Elemente von [0, 1) lassen sich
darstellen in dem unendlichen Schema

Cc1 = 0, 11212213 - - -
Co = 0,m91 L2003 . ..

c3 = 0,231030033 . . .

mit zy, € {0,1,...,9}. Bilden wir nun die relle Zahl

Tpn — 1 fUr z,, > 1

y:=0,9192y3... mit den Ziffern vy, = B
8 fir x,, =0

fiir jedes n € N, so ist y € [0,1). Andererseits kann dieses y nach Konstruktion in keiner
Zeile des obigen Schemas auftreten, denn ¢, hat an der n-ten Nachkommastelle die Ziffer
ZTnn, wahrend y dort die Ziffer y,, # z,,,, hat. Damit ergibt sich der Widerspruch.
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Kapitel 2

Folgen und Reihen

2.1 Der Grenzwertbegriff

2.1.1 Definition: Zahlenfolge

Eine Abbildung
N —- R
W Y

n o= a,

heifst (reelle) Zahlenfolge und wird mit

(an) = (an)niy

bezeichnet.

2.1.1.0.1 Bemerkung: (a,) heift fir das geordnete unendliche Tupel reeller Zahlen
(a1,a9,...,0n,...).

2.1.1.1 Beispiele

) (an) = (n)

!

17
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1) (an) = ((—=1)") = (=1,+1,—1,+1,...)

5) Radioaktiver Zerfall

Wir betrachten den Zerfallsprozess einer radioaktiven Substanz mit der Masse m(t) zur
Zeit t € [0, T7.

Mathematisches Modell: In einem hinreichend kleinen Zeitintervall At > 0 ist die Mas-
sendnderung Am proportional zu m(t) und At, d.h.

m(t + At) = m(t) — Am =m(t) — dm(t)At

mit einer Zerfallskonstanten X\ > 0. Wir beobachten in gleichen Zeitabsténden At = %
n € N zu den Zeitpunkten t;, = %, k =10,...,n und erhalten die Werte:

mo = mito) = m(0), my, = m(t1) = mo — Amlte) = mo (1 - Af)l ,

n
T T\?
man = m(t2> =Min — Am(tl) = Min <1 — )\—) = My (1 — )\—> s
n n
T\ *
My = m(ty) = my (1 — )\—) ,
n
) T\"
mit dem Endwert m,,, = m(t,) = m(T) = mq <1 — )\—) =:a,.
n

Die Beschreibungung wird um so genauer werden, je kleiner At bzw. je grofer n wird.
Nachteil: Endwert hangt ab von n. Deshalb sucht man einen von n unabhéngigen Wert
a, so dass fiir geniigend grofte n die Werte a,, um weniger als eine vorgegebene Fehler-
schranke £ > 0 von a abweichen, also a,, € (a —e,a + &) = U.(a) gilt.

2.1.2 Definition: Konvergenz

Eine Zahlenfolge (a,) konvergiert gegen a € R, wenn zu jedem ¢ > 0 ein Index ng = ny(e)
existiert, so dass

la, —a| < ¢ fiir alle n > ny (e-ng-Abschdtzung) (2.1.2.1)
a heift Grenzwert oder Limes von (ay,).

Symbolisch:

a= lim a, oder a,— a (fir n — 00)
n—o0

Eine Zahlenfolge, die nicht konvergiert, heifst divergent.
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2.1.2.0.1 Interpretation: (ZI271)) besagt, dass fast alle a,,, d.h. alle bis endlich viele
Ausnahmeglieder der Zahlenfolge (a,,), in einer e-Umgebung U, (a) von a liegen.

e s

a— & a — &g a a—+ €g a—+e;

2.1.2.0.2 Folgerung: Andert man endlich viele Glieder von (a,,) ab, so verindert sich
das Konvergenzverhalten von (a,) nicht.

2.1.2.1 Beispiele
1) (an) = (c). Wahle
a=c = |a,—a|l=lc—c=0 < ¢
fiir jedes € > 0 und alle n € N, also ng(¢) = 1. d.h.

lim ¢c=c
n—oo

2) (a,) = ((—1)") konvergiert nicht, denn ag, = 1 und ag,_1 = —1 (k € N)).

ST R
1

—1

= |agr — 1] =0, aber |agr_1 — 1| =2 fiir alle k € N

(analog fiir —1)

3) (an) = (%)

denn

1 . 1
la, — 0| = — < e firn> -
n £

Wihle ng(¢) € N mit ng(e) > 1. Dann gilt fiir alle n € N mit n > ng(e) die

Ungleichung (2Z.1.2.T]).

Genauer:
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4) (an) = (¢").

lim ¢"=0fir0< ¢l <1

n—o0
denn ﬁ > 1, somit ‘—;‘ =142 mit x > 0.
1\" n .
(—) =(1+u2) > 1+ nx fiirn > 2
lqi 227

Damit ist

1 1 ) 1 4|
< — < & firn>—=——"—
1+ nx n ex  e(1—lq|)

" = 0] =lq|" <
Genauer: Wahle zu € > 0 den Index

)= [

Dann ist fiir alle n > ng(e) die Ungleichung (Z1.2.1]) richtig.

2.1.2.2 Eigenschaften konvergenter Folgen

1) Grenzwert einer konvergenten Zahlenfolge (a,,) ist eindeutig bestimmt.
Beweis:
Seien a, a’ Grenzwerte von (a,) mit |a —a’| > 0. Nach Definition gibt es zu jedem ¢ > 0
ein ny(e), ny(e):
la, —a| < e fiir n>ng(e) und |a, —d'| < e fir n > ng(e)
Wiihle € = $|a — | und n > max{ny(e), nj(¢)}. Dann ist
la—d|=|(a—a,)+ (a, —d) <|a—ay|+|a, —d'| < 2e=|a—d
—_—— N——
<e <e

= Widerspruch

/

= a=a

2) Jede konvergente Zahlenfolge (a,,) ist beschrankt, d.h. {a, | n € N} ist nach oben und
unten beschrénkt.
Beweis:
Sei lim,, ;o @, = a. Dann gilt a,, € Uy(a) (& |a, —a| < 1) fur alle n > ny(1), d.h.
a—1<a,<a+1

Die restlichen Glieder ay, ..., any1)—1 bilden eine endliche Menge, welche ein Maximum
M und ein Minimum m hat.

min{m,a — 1} < a, < max{M,a+ 1} fir alle n € N



2.1. DER GRENZWERTBEGRIFF 21

Achtung: Umkehrung des Satzes gilt im Allgemeinen nicht, so zum Beispiel: (a,) =

((=1)").

2.1.2.2.1 Anwendung: (a,) = (n) ist unbeschrinkt und damit divergent.

2.1.2.3 Rechenregeln fiir konvergente Zahlenfolgen

Sei a,, — a und b, — b. Dann gilt:

1. Summensatz
an, b, —axb

(Der ,,—“-Fall ergibt sich als Folgerung mit 2.)

Beweis:

Nach Definition ist:

= la,+b,— (a+b)|=|(a,—a)+ (b, —b)| < |a, —a|l + |b, — b| < 2¢

fiir n > ng(e) := max{ng(e), no(e)}

2. Produktsatz
Qp b, —a-b

(Spezialfall: « - a,, — « - a fiir jedes a € R)

Beweis:
<K
P
la, - b, —a- bl =|(a, — a)b, + (b, — b)a| < |a, — a| |b,| +|b, — bl|a
< eK +  ela] fir n > n(e)
3. Quotientensatz
: . a a
Ist b # 0, so ist b, # 0 fiir n > ny und b——>g
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Beweis:

Nach [ ist |b,| — [b| # 0. Wahle ¢ = $|b], dann ist

b + & > [ba| > [b] — & = §[b] fiir n > 7o (3]0])

_ 1 1 |b— by 2
= Chpi=|—— | = < —=|b—by,
o[ | = g < et
Mit [l ist
0<~<2|b by| = ¢, — 0 1—>1
Cn ITAD) n Cn ; 7 7
~— |b]2 b, b
—0 —_——
—0
Produktregel ergibt Behauptung.
. Vergleichssatz
Ist a, <b, fir n € N, so a<b.
Beweis: (s. Ubungsaufgabe)
. Binschniirungssatz (Polizistenregel, Sandwichsatz)
Ist a =bund a, < ¢, <b,, so Cp — Q.
| | | | | |
| | ' | ' |
ax az C2 ba ca b

Bewes:

Nach Definition gilt a — ¢ < a,,, b, < a + ¢ fir n > ny(e).
= a—¢c<a,<c¢,<b,<a-+e¢
d.h. ¢, — a.

. Betragssatz
|an| — |a]

Bewes:

Nach Definition gilt |a,, — a| < ¢ fiir n > ny(e). Wegen Dreiecksungleichung ist

l|lan| — |a|| < |a, — a| < € fiir dieselben n € N.
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2.1.2.4 Bemerkungen
i) Regeln {3l schreibt man in der Form

lim (a, £b,) = lim a, £ lim b,
n—00 n—o0 n—oo

) a lim,, oo @ ) . .
lim (= | = ——>-"_ lim (ayb,) = lim a, lim b,
n—00 bn hmnﬁoo bn n—00 n—00 n—>00

(Gleichungen sind von rechts nach links zu verstehen!)
ii)

ap, —a < a,—a—0 @ la, —al — 0
=
Def.

2.1.2.5 Weitere Beispiele

i)
1 1 1 1
im — = lim (—-— ...~—):O

n—o00 nk n—o0 n n n

(. 4

~
k-Faktoren

nach k-facher Anwendung der Produktregel, k£ € N.

ii)
lim ¢/n =1

n—oo

Denn setzen wir a,, := /n — 1, so miissen wir zeigen a,, — 0. Dazu benutzen wir den
Einschniirungssatz.

n=(a,+1)" = <Z> +<T)an+ (Z)ai+...+ (Z)az > 1+ (Z)ai
—~

=1

weil a,, > 0 fiir n > 2.

|
—
)
E)
3

L o2zt 2D 2 la,| < Y= & -

%
{9

weil

1 ..
lim \/; =0 (s. Ubungsaufgabe)

n—oo

=a, — 0
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iii) Wogegen konvergiert (/q) fiir ¢ > 07
1. Fall: ¢ > 1
Da es ny; € N gibt mit n; > ¢, folgt fiir alle n > ny:

> n n n
n>n>q = Yn>g>1 = Vg —1

—1

2. Fall: 0<g<1
a:= %, so ist @ > 1. Nach 1. Fall
1 : . 1
—1 = lim ¢/¢g= lim

{l/a n—oo n—oo /a

=1

Va =

nach Quotientenregel.

2.2 Konvergenzkriterien fiir Folgen

Kann man Rechenregeln auf eine gegebenene Zahlenfolge nicht direkt anwenden, so bleibt
nur die e-ng-Abschétzung und das Erraten des Grenzwerts.

Frage: Kann man aus den inneren Eigenschaften einer Zahlenfolge (d.h. ohne Kenntnis des
Grenzwerts) auf deren Konvergenz schlieften?

2.2.1 Monotone Zahlenfolgen
2.2.1.1 Definition

e Zahlenfolge (a,) heilt monoton wachsend, wenn a,, < a, fir alle n € N.
e Zahlenfolge (a,) heift monoton fallend, wenn a,, > a,; fiir alle n € N.

e Wird ,,=" nicht zugelassen, so spricht man von strenger Monotonie.

2.2.1.1.1 Beispiel: In Anlehnung an die Folge (mo (1 — )\%)n) aus dem Beispiel des
radioaktiven Zerfalls betrachten wir (a,) gegeben durch

()
an = (1+—

n
1. (a,) ist streng monoton wachsend:

IN" < /) 1 UAR YA | 1 1\
w=(103) 2w < 20 e () =om

k=0
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denn

n\ 1 n+1 1 n! 1 (n+1)! 1
(k)ﬁ<< k )(n+1)k T RHm—knF S Bmrl-k) (nt 1)
nk >n—|—1—k:

t+1)F~  n+l

k
1 k
& 1— >1—
n+1 n+1

Die letze Relation gilt fiir £ > 2 wegen BERNOULLIscher Ungleichung (L2.2.4]).

2. (ap) ist beschrinkt.
a1 =2, ay =2,25,...

Wegen [0l ist a,, > a; = 2 fir n > 2.

n i:n-(n—l)m.n(n—k—i—l)‘l P 1 - 1
k) nk n-n-....n kKl k(k—1)-...-1 — 2k1
fir k > 2
"0 1 “ 1 SN
k=0 k=2 k=1
—_——

Frage: Konvergiert (a,)?
Allgemein gilt das Monotonieprinzip.

2.2.1.2 Monotonieprinzip

e Ist (a,) monoton wachsend und nach oben beschrénkt, so

a, — sup a,, := sup{a, | n € N}

e Ist (a,) monoton fallend und nach unten beschrénkt, so

a, — inf a,, :== inf{a, | n € N}
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Beweis:
Sei (a,) beschrédnkt und monoton wachsend und a := supa,. Nach Definition gibt es zu
jedem £ > 0 einen Index ng = ng(e):
a— € < ap,
Wegen Monotonie ist a,, > a,, fir n > ny.
= a—ec<a,<a

d.h. a, € U(a).
Das Monotonieprinzip kann auch umformuliert werden zu:

Eine monotone Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn sie beschrankt ist.

(Beachte!: Jede konvergente Zahlenfolge ist beschrankt.)

2.2.1.3 Anwendung

1) Definition der EULERschen Zahl e

(an) = ((1 + %)n) konvergiert gegen sup (1 + %)n =: e , mit anderen Worten:
: "
lim <1+—) =e.
n—o00 n

Sei z € R, so existiert die Dezimalbruchentwicklung von z. Dabei ist

2) Dichtheit von Q in R

S ﬁ I, , I, =|a,, by

n=1

d.h. a, <z <, fiir alle n € N. Weiterhin ist a,, 11 > a,, also (a,) ist monoton wachsend
und nach oben beschrankt (z.B. durch ). Nach dem Monotonieprinzip gilt:

lim a, =supa, =z
n—o0

(s. Beweis zum Intervallschachtelungsprinzip)

Da a, € Q ist, lasst sich somit jedes reelle = (auch falls x ¢ Q) als Grenzwert einer
Folge rationaler Zahlen erhalten, d.h. beliebig gut durch rationale Zahlen approximieren
(anndhern).
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2.2.2 Teilfolgen

2.2.2.0.1 Definition: Sei (ng)72; = (n1,n92,ns,...) eine streng monoton wachsende
Folge natiirlicher Zahlen, so ist (ay,, ) eine Teilfolge von (ay,),
in Zeichen: (a,,) C (ay)

2.2.2.1 Teilfolgenprinzip

Eine Zahlenfolge konvergiert genau dann gegen a € R, wenn jede ihrer Teilfolgen gegen a
konvergiert.

Beweis:
a) (<) Da (ay,) selbst eine Teilfolge von (a,) ist, folgt a, — a.

b) (=) Sei jetzt lim,_, a, = a und (a,,) C (a,).

a—€ a a-+¢€

Dann ist wegen
np<ng < ...<np<...

ng > k fiir £ € N und folglich

an, € (a—¢e,a+¢) fiir alle k > ng(e)

(Beachte: Zu jedem € > 0 gibt es ngy(¢) : |a, — a| < € fir n > ngy(e).)

1 n
lim (1 + —) —e
n—00 n

2.2.2.1.1 Beispiel: Es gilt:

Damit ist auch

e mit ny =2k, k € N:

omitnk:kz,keN:
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2.2.2.1.2 Bemerkung: Logische Negation liefert Kriterium fiir Divergenz einer Zah-
lenfolge.

2.2.2.1.3 Beispiel:
(an) = ((=1)")

ng = 2k : (agr) = (1) =(1,1,...) (Konvergenz gegen +1)
ng =2k—1: (agp—1) = (1) =(=1,—-1,...) (Konvergenz gegen —1)

Teilfolgen spielen wichtige Rolle beim Studium des Verhéltnisses von Beschréanktheit und
Konvergenz von Zahlenfolgen.

Bekannt ist: Konvergenz = Beschranktheit.
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, aber:

2.2.3 Auswahlprinzip von Bolzano-Weierstrafs
(Bolzano 1781-1848, Weierstraf 1815-1897)

Jede beschrankte Zahlenfolge besitzt eine konvergente Teilfolge.
Beweis:

Wir verwenden die Intervallhalbierungsmethode (Bisektion).

i) Sei (c,) eine beschriankte Zahlenfolge, d.h. m < ¢, < M fiir alle n € N.

L
\ \ \
Setze I := [m, M| = [a1, by]. | | |
mo g(m+M) M
ay 1
12 <-------->
S £
Halbiere I; und wéahle als I, = } } }
[as, by] dasjenige Halbintervall, in m Ym4+ M) M
dem unendlich viele ¢,, liegen. a, 2 by
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Halbiere I, und wéahle als I3 = \ ! ) \ \
[as, b3] dasjenige Halbintervall, in m z(m+ M) ]Z\)J
dem unendlichviele ¢,, liegen, usw.

Damit entsteht eine Intervallschachtelung: Iy D I, D I3 D ...,

1\" 1\"
Ln1:~-~:<—) L1:<—) (M—m) — 0 fiir n — oo.

1
Lyt =L, =
SR 2 2

11
2 2
Nach dem Prinzip der Intervallschachtelung gibt es = € (), I,,, genauer

rz = lim a, = lim b, .
n—o0 n—o0

ii) Auswahl von (¢, ) C (¢,) nach folgendem Schema:
Sei ¢y, € I gewdhlt, dann gibt es ¢,, ., € 41 mit ngy > ng, weil in I, unendlich
viele ¢, liegen.
Cn, €1 & ar < cp, < by fir £ — oo
—~— —~—
— T — T

Nach dem Einschniirungssatz folgt

lim ¢, =x .
k—o0 Tk

2.2.4 CAucHY-Folgen

2.2.4.0.1 Beobachtung: Verdichtungseigenschaft konvergenter Folgen:
Nach Definition von lim,, .., a,, = a gibt es 1y := nyg (%), so dass

|an—a|<%fﬁrn2ﬁ0

= Jan = anl = (a0 — @) + (@ = an)| < lan = al + o = an| < 5 + 5 = ¢ falls n,m > 7y

d.h.: ,Spate Glieder einer konvergenten Zahlenfolge liegen beliebig dicht beieinander.

2.2.4.0.2 Definition: Die Zahlenfolge (a,) heifst CAUCHY-Folge oder Fundamentalfol-
ge, wenn zu jedem & > 0 ein ng = ng(e) existiert mit |a,, — a,,| < € fir alle n, m > ny.
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2.2.4.1 CAucHYsches Konvergenzprinzip

Eine Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn sie eine CAUCHY-Folge ist.

Beweis:

i) (=) s. o.
ii) («) Erfiille (a,,) die Bedingung von 2.2.4.0.21
1. Schritt: (a,) ist beschrankt. Wéhle in 22402l e = 1. Dann gilt mit n; = ng(1):

la, — an,| <1 fiirn >mng
= an| < lan — any| + |an,| < 1+ |ay,| fir dieselben n € N
= |an| <max{|ai|,|az|, ..., |an, 1], 1+ |an,|} firallen € N.

Nach gibt (a,,) C (a,) und ¢ € R mit a = limj_, ay, .

2. Schritt: Wir zeigen a,, — a. Fiir jedes € > 0 gibt es ko(¢) € N mit |a,, —a| < ¢ fir
k > kQ(E).

la, —al < an, —an,|  +lan, —a| < 2¢
——— S——

<e(wegen ZZA0.2)) <e

fiir n > ng(e) und k > max{ko(c),no(e)}. (ng > k)

2.2.4.1.1 Beispiel: Wir definieren eine Zahlenfolge (a,,) rekursiv durch

2+ a,
1+ a,

a; = 2, Api1 =

Gesucht: lim,,_,~ an
Idee: Grenziibergang n — oo in Bildungsvorschrift, falls (a,,) konvergiertﬂ

Nachweis, dass (a,) eine CAUCHY-Folge ist: Mittels vollstdndiger Induktion ergibt sich
1 <a, <2. (Ubung!)

"Daher muss die Zahlenfolge zuniichst immer auf Konvergenz untersucht werden.
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m>n
1 1 -1 — Q1]
U — ] = |14 ——— — (14 ——— )| =
o=l =1+ = (1 ) | = e e
< |a'm—1 an—1| < |a'm—2 _an—2|

1 n—1
<...< |- mentl —
> _(4) la 41— ag

1 n—1 1 n
(1) (ol fah < (5) 16
—_—— 4

<2 <2

IN

Wegen lim,, o (i)n = 0 gibt es ng(e):

1\" 1\" .
lam — an| < 1 <16 = 1 —0[-16 < e fiir n > ny(e)
d.h. 222209 ist erfiillt. Nach 2.2.4.1] existiert

a= lim a, mit a € [1,2]

n—oo
24a, 2+4a
= lim a,; = i = = a(l =2
SR T, T T o (T TR

=a

=2 = a:\/§

2.3 Haufungswerte und Haufungspunkte

2.3.1 Haufungswerte von Zahlenfolgen

2.3.1.0.1 Definition: Eine Zahl A € R heift Hdiufungswert einer Zahlenfolge (a,),
wenn es eine Teilfolge (a,,) C (a,) gibt mit limy_, a,, = h.

2.3.1.1 Folgerungen

1. Gilt lim,, .« a, = a, so hat (a,) nur den einen Haufungswert (wegen Teilfolgenprinzip

E22).

2. h ist Haufungswert von (a,). < Fiir jedes € > 0 liegen unendlich viele a,, in U.(h).

/. ] 2
N | _J

h—e h h+e
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Beachte: Unendlich viele der a,, kdnnen auch auferhalb von U.(h) sein.
Zum Beispiel: (a,) = (—1)" hat die Haufungswerte +1 und —1.

3. Auswahlprinzip von Bolzano-Weierstrafs 2.2.3] lautet jetzt:

Jede beschriankte Zahlenfolge hat mindestens einen Haufungswert.

Die Menge der Haufungswerte von (a,,) heift oft Limesmenge und sei mit £(a, ) bezeichnet.

2.3.1.1.1 Beispiele:

a) (an) = ((=1)") = L((=1)") = {-1,1},
b) (an) = (¥/n) = L({/n) = {1},

¢) (an) = (n) = L(n) = 0.

2.3.1.1.2 Bezeichnungen:
inf £(a,) =: liminf a,, = lim a,
sup L(a,) =: lim sup a,,= lim a,,
2.3.1.1.3 Beispiel: liminf(—1)" = —1, limsup(—1)" =1

Die bisherigen Resultate ergeben folgenden

2.3.1.1.4 Satz: Eine Zahlenfolge (a,) konvergiert genau dann, wenn sie beschrénkt ist
und genau einen Haufungswert besitzt.

In diesem Fall ist lim a, = limsup a, = liminf a,,.
n—o0

2.3.2 Erweiterungen der Begriffe
2.3.2.1 Uneigentlichte Grenzwerte

2.3.2.1.1 Definition: Die Zahlenfolge (a,) divergiert bestimmt gegen +oo (in Zeichen:
lim,, o a, = +00 oder a,, — +00), falls fiir jedes K > 0 ein ng(K) € N existiert mit

a, > K fiir alle n > no(K)

Die Zahlenfolge (a,) divergiert bestimmt gegen —oo (in Zeichen: lim,, o a, = —oc oder
a, — —00), falls fiir jedes K > 0 ein no(K) € N existiert mit

a, < —K fiir alle n > ny(K)
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2.3.2.1.2 Bemerkung: (a,) = ((—1)")und (b,) = (n) divergieren, aber nur (b,,)
divergiert bestimmt (lim, . n = 00).

2.3.2.2 Rechenregeln
Sei a,, — 00,b, — oo und ¢, — ¢. Dann gilt:

1. Summentregel

a, + b, = oo, a,+c, — 00

Beweis:

Laut Definition gibt es ny : b, > 1 fiir alle n > n;. (¢, > § im Fall ¢ > 0)

=  a,+b, > K +1 falls n > max{ng(K),n,}
(= ap+c>K+ g falls n > max{ny(K),n1})

2. Produktregel

ay b, = o0, a,-c, — +oo,fallsc>0, a,-c, — —o0, falls c <0

Beweis: (s. Ubungsaufgabe)

Beweis:

Sei € > 0. Setze K = é Dann gilt:

1 1 1
a, > — fur alle n > ng (—) & 0 < — < e fir dieselben n
€ €

(07%
d.h. lim, a0 i =0.

Aus dem Beweis von 3. folgt:

. .1 .
lim a, =400 < lim — =0und a, > 0 flir n > n,
n—o00 n—00 (y,
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2.3.2.3 Gegenbeispiele

i) Die Differenzenregel gilt nicht!
Beiuspiele:

a)

1
lim n® = 400, limn=+00 = lim(n®—n)= lim n? (1 — —) = 400.

n—o0 n—o0 n—o00 n—o0 n

In diesem Beispiel gilt offensichtlich die Differenzenregel nicht.
b)
lim vn2 + 8n = +oo (s. Ubungsaufgabe), lim n = +oo

n—o0 n—o0

S P ES (VW St n) _ (VP Sn)? —
Vn? +8n+n n( 1+%+1>

8n 8

n(142+1) 14841,

s — L R 4 fir n— o0
14+841 VI+0+1 '
In diesem Beispiel gilt offensichtlich die Differenzenregel nicht.

ii) Quotientenregel gilt nicht! (s. Ubungsaufgabe)

iii) Produktregel gilt nicht mit lim,, o, ¢, = 0!

Beispiel:
—1)"
Cn = (=1) — 0
n
wegen Einschniirungssatz und
oot
n n
Die Folge
2 (_1)n n
= (=1)"-

divergiert weder gegen 400 noch gegen —oo.

UErweiterung mit der ,konjugierten® Zahl (zweite binomische Formel)
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2.3.2.4 Uneigentliche Haufungswerte

Wir setzen

e supa, = +oo und limsup a,, = +0o0, falls (a,) nach oben unbeschrénkt ist.

e infa, = —oo und liminfa, = —oo, falls (a,) nach unten unbeschriankt ist.

2.3.2.4.1 Beispiel:

liminf(—1)"n = inf(—1)"n = —oo, limsup(—1)"n = sup(—1)"n = +oo.

2.3.3 Punktfolgen im R*
2.3.3.0.1 Definition: Eine Abbildung N — R* heift Punktfolge (x(")) mit

™ = <x§n), e ,xlgn)> , x§n) eR

Die Punktfolge (x(”)) konvergiert gegen x = (z1,...,2;) € R*, wenn fiir jedes

n)

J=1,... kgilt lim, . z;” = x; (koordinatenweise Konvergenz).

lim (xgn), . ,x,(gn)> = ( lim xgn), e li_)m x,(gn))

n—oo n—o0 n—00

2.3.3.1 Beispiele

a)
1 n
(x(")) — <\/m —n, (5) ) € R?
1 PR
e
S
()
e a® y@
0 | ' l l
1 2 3 4
1 n
(virwsa-n(3) ) > @O fir nooo,
b)

n

(z) = (10, (1 + %)n : l, \"/?1) € R*

lim 2™ = (10,e,0,1)

n—oo
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2.3.3.1.1 Satz:
lim 2™ =2 < lim|lz™ —z|| =0
n—o0

Beweis:
(n)

J

sz, o |-z s0firj=1,... .k

2" sy e g J

k
= dy=)Y [V a0 = =z -2 >0
j=1
Umbkehrrichtung gilt ebenfalls, weil 0 < ‘l’gn) —z;]* < d,.

2.3.3.1.2 Folgerung: Da beim Ubergang zu Punktfolgen (bzw. komplexen Zahlenfol-
gen) |- | nur durch die euklidische Norm || - || (bzw. durch den Betrag komplexer Zahlen) zu
ersetzen ist, ibertragen sich entsprechende Rechenregeln und Konvergenzkriterien wortlich
mit Ausnahme solcher, in denen Ordnungsrelationen zwischen den Folgegliedern eine Rolle
spielen (z.B. keine Monotonie!).

Im z
”i
z=a+1ib,a,beR z
a=Rez,b=Imz ; ;
1 Rez
2] = Va + 1% = || (a,0)] !
=
2.3.3.2 Beispiele
dn+2m? 4 on?(A42i4 sy Mmoo d2itlimoos g 0000
a) lim , = lim n T = — = = 21,
n—oo  n2—3i n—oo % (1—3%) 1— lim 2 1—-0
weil ’;—2—0}:%:%:#%0 fir n — oo.

b) lim, ;o 2" =0 fiir z € R, |z| < 1, denn

eR

=
lim |z] "=0 und |[2|"=[|2"|=["—0|.
n—oo
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2.3.4 Haufungspunkte fiir Mengen
2.3.4.1 Definition

Ein Punkt z € R* heift Héiufungspunkt der Menge
M C R, wenn es eine Punktfolge (x(”)) C M mit
lim, oo 2™ = 2 und 2™ # z fiir alle n € N gibt.

2.3.4.2 Beispiele

1) M = (0,1] hat zum Beispiel die Haufungspunkte 0, %, 1,..., denn

1 1 1 1
M>=—=0M>=-+—— =
s | 1 n 2 n 2
N n2
0 2 1 1
M>1——-—1
n
2)
M = {z € R| |z| < 1} hat zum Beispiel den
Héaufungspunkt ¢, denn
i—— =1
n
——
eM
3)

M = Z hat keine Haufungspunkte, denn

21 e

fiir m,n € Z, m # n.

2.3.4.3 Bemerkungen
i) Ein Haufungspunkt von M kann zu M gehoren oder auch nicht, s. Beispiel [IJ).
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ii) Punkte aus M, welche selbst keine Haufungspunkte von M sind, heifen isolierte Punk-
te. Zum Beispiel besteht M = Z nur aus isolierten Punkten.

iii) Beachte Unterschied zwischen Hdufungspunkt einer Menge und Hdaufungswert einer
Folge.

2.3.4.3.1 Satz von Bolzano-Weierstrafs fiir Mengen: Jede beschrinkte, unend-
liche Teilmenge des M C RF (d.h. ||z|| < R fiir alle + € M) besitzt mindestens einen
Héaufungspunkt.

Beispiel ~ einer  be-
schrinkten Zahlenfol-
ge (a,) C C

Rez

2.4 Unendliche Reihen

2.4.1 Definitionen
i) Die unendliche Reihe

Zak:ao+a1+a2+...
k=0
bedeutet die Folge der Partialsummen (Teilsummen)

(sn)poy mit s, =Y ap=ag+ar+...+a;sn=012...
k=0

bzw. Spi1 = Sy + Gpot, (ar, € R)

i) Y poyar (= ax) heilt konvergent gegen s, falls lim,,_,« s,, = s ist.

k=0 k=0

s heift auch Summe der Reihe ) ay. Eine nichtkonvergente Reihe heifst divergent.

Schreibweise:

iii) Y ay heifst absolut konvergent, wenn > |ay| konvergiert.
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2.4.2 Bemerkungen

1) Auf endlich viele Glieder kommt es bei Reihen nicht an, d.h. Konvergenzverhalten von
Yopeoar und Y 7 v a, mit N € N ist dasselbe.

2) > i wird in zwei Bedeutungen verwendet:

a) Zahlenfolge (s,,)
b) Summe der Reihe

2.4.3 Beispiele
1. Eine unendliche Reihe ergibt sich unmittelbar aus der Dezimalbruchentwicklung einer
positiven reellen Zahl x. Sei

2122 RhyRh+1 -+ -

eine solche Entwicklung, so bildet die Folge der linken Intervallenden der zugehorigen
Intervallschachtelung (I,,) eine Partialsummenfolge (s,) = (>j_, 2x10"7%) zur Reihe
Sore ag mit ai = 210" 2, € {0,1,...,9}, h € N. Dabei galt lim,,_, s, = 2, d.h.

(e}

szl()h_k =x.

k=1

2. Wir definieren rekursiv eine Zahlenfolge durch:

so=1, s, =8,1+ 2" fir neN, zeC.

1 — zn—i—l

Daraus folgt die explizite Bildungsvorschrift: s, = >/ 2" = 5
—z

, und (s,)

konvergiert fiir |z| < 1, also

S AT 1-0 1
Zz = lim s, = lim = = )
— n—00 n—00 1—2z 1—2z 1—2

Diese Reihe heifit geometrische Reihe und konvergiert auch absolut fiir |z| < 1, da
1

e8] k __
Zk:O |Z| 1 — |Z|

1 1 1

= 1
kz(k:ﬂ)(km)_1-2+2-3+3-4+“‘

0
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< 1 1+ (k+1) —(k+1)
8”_;:0(/<;+ 1)(k+2) kzzo (k+1)(k+2)

kD) = (k41 O 1 1

- (k+ )( +2) k—+1_k—+2)

k=

0 (
1 1 1 N 1 1 - 1 1 . 1
1 2 3 3 4 n+1 n+2) n+2

= 1 1
— — ] = lim (1-— =1
]; k+ Dk +2) o " ngﬁo< n+2)

(Z m konvergiert absolut.)

2.4.4 Konvergenzkriterien

Durch unmittelbare Anwendung der Konvergenzkritierien fiir Zahlenfolgen auf (s,) folgt:

2.4.4.0.1 Monotoniekriterium: ) a; mita, > 0fiir k =0,1,2,... konvergiert genau
dann, wenn (s,) beschrénkt ist, denn

3n+1:5n+an+125n+023n

d.h. (s,) monoton wachsend.

2.4.4.0.2 CAucHY-Kriterium: ) a; konvergiert genau dann, wenn zu jedem ¢ > 0
ein ng(e) € N existiert, so dass

n+p

D

n+1

= |apt1 + ...+ anyp| < e fiir alle n > ng(e) und alle p € N (2.4.4.2)

denn (s,) konvergiert < (s,) CAUCHY-Folge, d.h.
| — Sm| < e fiir n,m > ng(e)

Setze m = n + p, dann ist

n-+p

>

k=n-+1

n-+p

IEIAE

S — S| =
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2.4.4.1 Folgerungen

1. Konvergiert Y ag, so muss lim, ., a, = 0 und lim,, ,,, 7, = 0 mit

(o]
= Z ay (Reihenrest)
k=n+1
denn setzen wir in (ZZ4Z42) p = 1, so ist

|an 41| < € fiir n > ng(e)

d.h. apy1 € (—¢,¢).
Andererseits ergibt Grenziibergang p — oo in (Z4.4.2):

d.h. 7, € (—2¢,2¢) fiir dieselben n.

Aber!: lim,,_, a, = 0 ist nicht hinreichend fiir Konvergenz von »_ ay, z.B.
=1 1 . .
Z = =1 + + - 3 +. (harmonische Reihe).
k=1

Obwohl lim,,_,~ a,, = lim,,_,~ % = 0 ist, divergiert > %, denn (s,) ist unbeschrénkt.

Sei n > 2™*! so

2™ Summanden
7\

> IR R Y (N +1++,1++1\
Sy > Somt1 = — - +- - ot =
2 2 3 "4 5 23 om 41 om+1
~~ ~—~ ——
> >55 >ty
L 2 mo X
>0+5+ 5t 5t oy =5m+1)
> G falls m>2G —1
= lim s, = +o00 .
n—od
2. Absolute Konvergenz von ) ay = Konvergenz von > ay,

denn Y |ax| konvergiert heifst: Zu e > 0 existiert ng(e):

n+p n—+p n+p n—+p
E lag|| = E lag| < e E ag| < E lag| < e fiir n > no(e),p € N
(Dreiecksungleichung)
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
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= Z ay, konv.

Bemerkung: Bei absoluter Konvergenz gilt verallgemeinerte Dreiecksungleichung

00 00
Do <) la
k=0 k=0

(Herleitung durch Grenziibergang aus Dreiecksungleichung fiir n Summanden)

2.4.4.1.1 Majorantenkriterium und Minorantenkriterium

o Majorantenkriterium

Konvergiert > ¢ mit ¢ > 0 und gilt |ax| < ¢ fiir alle & > ko, so konvergiert > ay
absolut. (3 ¢y ist konvergente Majorante zu ) ay.)

Beweis:

Z ¢, konvergiert <

n-+p
Zu jedem e > 0 existiert ng(e) : Z Ck| = Cnp1FCpyot. . ACpyp < e fiirn >np,peN
k=n-+1
n-+p n-+p
= ag| < Z cp < € fiir n > max{ng, ko — 1},p€N

k=n+1 <Ck k=n-+1

= abs. Konv. von a
eI 2

e Minorantenkriterium

Divergiert > dy mit dy > 0 und a, > dj fir alle k& > kg, so divergiert > ay.
(> dy. ist divergente Minorante zu ) ay.)

Beweis (durch Widerspruch aus Majorantenkriterium)

2.4.4.2 Beispiele

1)
[ee] 1 B
D=

- 1
2
n=1 k=0 <k T 1)

konvergiert (absolut), weil

1 - 1
k+12 = k(k+1)

> 1
fir alle £ € N und Z —— konv.
— k(k+1)
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2)
2.

n=1

-

divergiert, weil

1
vn>1 = —>

1 =1
— fii N und — div.
\/ﬁ nurne un ;n v

Wichtige Spezialfille entstehen aus 2.4.4.1.1] durch Verwendung der geometrischen Reihe
als Vergleichreihe.

2.4.4.2.1 Wurzelkriterium: Konvergiert <\”/|an|> und ist
e lim, ,. {/]an| <1, so konvergiert Y > a, absolut.
e lim, , {/|a,| > 1, so divergiert >, a, absolut.

2.4.4.3 Bemerkungen

i) Ist lim, o0 ¥/|a,| = 1, so ist Konvergenz oder Divergenz von ) a; moglich.

Zum Beispiel:

—1 . J1 1 ’
Z — divergiert , aber {/— = —= — 1 fiir n — oco.
c—n n  Yn

Dagegen:
ilkoneriertaber”1 ! 2—>11 1
N Vi _ = R . s
= n? siett n? n

ii) Existiert lim, ., {/|a,| nicht, so gilt allgemeiner:
limsup {/|a,| <1 = Konvergenz von Z an,
liminf {/|a,| >1 = Divergenz von Zan
Beweis von 2.4.4.2.1t

a) Sei a = lim, o ¥/|ayl, so gilt

a—e < V|an| < a+efirn>ny(e),e >0
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Bei o € [0,1), wéhle e = 152(> 0), so ist

a—e o ate a+1
0< Vlan < €= <1
| .| ol <ote="
0 e 1

a+1\" 1—a
nl < fu >
|ay| ( 5 ) urn_no( 5 )

Da >, (HTO‘)n konvergiert, ergibt sich Behauptung aus dem Majorantenkriteri-
um.

b) Bei a > 1 setze e = 21 > 0

= {lan| > a+1>1
ap| >a—c=—+ ~
2 2

—1
= |an|>1fﬁrn2n0<a2 )

Somit kann (a,) nicht gegen 0 konvergieren. = Divergenz von »  a,,.

2.4.4.3.1 Beispiel:

0o 9 9 2 2
¢ 1 1
E:Zna an:va vV |an|:(\éﬁ) —>—2 :§<1 fir n — oo.

n=1

= Reihe konvergiert (absolut).

QAn41

2.4.4.3.2 Quotientenkriterium: Konvergiert ( ) und ist

An+1

e lim, < 1, so konvergiert > a,, absolut.

n

Gn+1

n

o lim, . > 1, so divergiert > a,, absolut.

Beweis: (s. Ubungsaufgabe)

(Bemerkungen 1), ii) analog zu denen des Wurzelkriteriums 24221 )

2.4.4.3.3 Beispiel

[e.e]

n! n! . (n+1)! n» n" 1 1
Zﬁ’ M= g T D) Rl (D (1 oy g <1
n=1 n ’ ( + _)

= Reihe konvergiert.



2.4. UNENDLICHE REIHEN 45

Die Kriterien ZZZTT bis 4432 lieferten die absolute Konvergenz von > a,. Sol-
che Reihen besitzen die bemerkenswerte Eigenschaft, dass jede Umordnung > ;- an, von
ZZO:O a, (dabei muss die Abbildung k& + ny eine Bijektion von Ny auf Ny sein) ebenfalls
konvergiert und zwar gegen dieselben Summe. Diese Eigenschaft ist fiir endliche Summen
bekannt, ist jedoch fiir nicht absolut konvergente Reihen falsch.

2.4.4.4 Alternierenden Reihen

Reihen, welche nicht notwendigerweise absolut konvergieren, sind z.B. alternierende Rei-

hen:
o

D (=1)Fbg = by — by + by — by + ... mit b >0 fiir k=0,1,2, ...
k=0
Fiir diese alternierenden Reihen gilt:

2.4.4.4.1 LEiBNIz-Kriterium (1676): Sei lim, ,,.b, = 0 und b, < b, ; fir alle
n € N, so konvergiert Y 2 (—1)*by.

Beweis:

a)

n-+p
Y (0= (1) (Burr = busa) + (buss = bura) + o+ (1) 00y
k=n+1 g] g]

= (—1)n+1Rn+17p
Dabei ist R, 41, > 0, denn nur bei ungeradem p bleibt (—1)P~'b,,, > 0 unbeklammert.
b)

n-+p

> (=DFb = (=)™ (bngs — Ruyayp)
k=n-+1
n-+p
= | > (=DFb| = +Rut1p = but1 — Ruyap < bunr (2.4.4.3)
k—n+1 —

Wegen lim,, o, b, = 0 ist 0 < b, < € fiir n > ng(e). Mit ZLZL2) folgt die Konvergenz
von Y (—1)kby.

Zusatz: Fiir solche Reihen gilt die Fehlerabschdtzung fiir die Summe

s= (D! su=> (—Dfbe, s —sul = D (=1)Fbi| < b
k=0 k=0 n+1

(nach Grenziibergang p — oo in (2.4.4.3))
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2.4.4.4.2 Beispiel: LEIBNIZsche Reihe:

> 1 1 1 1
S Y, S, T
kz%( )k+1 2+3 4+

LEiBNIZsche Reihe konvergiert nach LEIBNIZ-Kriterium 2ZAZAT] weil (by) = (%—i—l) eine
monoton fallende Nullfolge bildet.

Aber!: Sie konvergiert nicht absolut, denn ’(—l)kbk’ = k%rl und »°7, k%rl divergiert (har-
monische Reihe).

Die Summe s der LEIBNIZschen Reihe kann annidhernd durch die Partialsummen
a 1
n= (1)
B ];( S

berechnet werden, z.B. bis ﬁ genau, durch s, mit einem n geméf
1
s — s € ——= < ——
n+2 — 1000

d.h. n > 998.
= S & Sg98 = 0, 694

Umordnung der LEIBNIZschen Reihe:

14+ - _-_Z4-_ - _ - - _ - _
2 4 3 6 8 5 10 12 7 14
=1 _1 _1 1
2 6 10 14

1 1+1 1+1 1 1

2 4 6 8 10 12 14

1 . 1+1 1+1 1 1

2 2 3 4 5 6 T

1

= =5

2

2.4.5 Rechnen mit Reihen

Unmittelbar aus den Rechenregeln fiir Folgen angewendet auf (s,,) ergibt sich: Konvergente
Reihen diirfen gliedweise addiert, subtrahiert und mit einem Faktor multipliziert werden,
genauer:

Sei > aj und > by, konvergent, dann gilt

b= D ar S
k=0 k=0 k=0
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Beziiglich dieser Operation verhalten sich konvergente Reihen wie endliche Summen.
Problem: Multiplikation von Reihen, genauer: Wie muss man die Produkte aib; anordnen,
so dass Produktreihe konvergiert?

2.4.5.0.1 Definition: Die CAUCHYsche Produktreihe der Reihen ) ag, > by ist die
Reihe

Z Cp = Zgaobn -+ albn_l -+ a,gbn_g + ...+ an_lbl + anboz

n=0 n=0 n e
= E Qg bn—k =:Cpn
k=0

2.4.5.0.2 Satz: Sind ) ay, . by absolut konvergent, dann konvergiert auch ihre CAUCHYsche
Produktreihe wieder absolut (und somit auch jede andere Produktreihe) und es gilt:

> (L) (0]
n=0 k=0 k=0
Beweis (iiber grofen Umordnungssatz, s. Literatur)

2.4.5.0.3 Beispiel: (ak =b, = zk)

oo 2 oo o0
k o 0. n 1 _n—1 n—1 n_0 o n .
<kZ_OZ> —ZO<ZZ +e 2"+ 42 z+zz>—z%(n+1)z fir |2] <1

=z" =zn =zn =zn

<1iz)2:<1—1z>2

2.4.5.0.4 Folgerung: Da > (n+ 1)z" konvergiert, muss lim,, . (n + 1)z" = 0 sein.

mit Summe

= limnz"=0 fir|z]<1l,z€C

n— o0

2.4.6 Zusammenstellung wichtiger Reihen

e (Geometrische Reihe

- 1
Zz" = abs. konv. fiir |z| <1
e 1—-=2

e Harmonische Reihe
o0

1
Z — divergent
n

n=1



48 KAPITEL 2. FOLGEN UND REIHEN
e LLEIBNIZsche Reihe

5.

n=1

n+1

n2) konvergent, aber
nicht abs. konv.

[ ]
=1 2
Z == konvergent
—~n 6
[ J
1 konvergent fiir a > 1,
— n® divergent fiir a <1

2.5 Potenzreihen

Eine wichtige Klasse von Reihen sind die Potenzreihen, welche eine Verallgemeinerung der
Polynome darstellen.

2.5.1 Definitionen

Sei a,, € C fiir n € Ny und zy € C gegeben. Dann heifst
Z an(z —z0)", z€C
n=0

Potenzreihe in (z — 2zp) mit dem Entwicklungspunkt zo und Koeffizienten a,,.

2.5.1.1 Bemerkungen

1) Konvergiert die Potenzreihe P(z) fiir alle z € M C C, so vermittelt P eine Abbildung
M — C (komplexe Funktion).

2) Durch die Transformation  := z — 2 erhélt man den Standardfall einer Potenzreihe
mit Entwicklungspunkt 0.

P() C+z0 Zanc

2.5.1.2 Beispiele

a) geometrische Reihe: zg = 0, a,, = 1 fiir n € Ny, absolut konvergent fiir |z| < 1

b) Y>> (24 1)" ist Potenzreihe mit zyp = —1, a,, = 1. Wegen @) konvergiert diese Potenz-

reihe fiir [z + 1| < 1 gegen m — _%_
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2.5.2 Konvergenzradius

Jede Potenzreihe P(z) ist fiir 2 = 2y konvergent, wobei auch in diesem Fall (z — 2)? = 1
gesetzt wird (= P(z9) = ao).

(455
RS

£ L B Al S
5 A

55 L

LA

<
4 A
RIS %%
0000 St /

e
355
250505

iy

Wenn P(z) fiir ein z; € C\ {2} absolut
konvergiert, dann konvergiert P(z) auch

fiir alle 2 € C mit
|z — 20| < |21 — 20| % 5
absolut nach Majorantenkriterium. / 2 —z0| <157 Rez

denn es ist |a, (2 — 20)"] = |an| |z — 20" < |an| |21 — 20]", und > |a, (21 — 20)"| konvergiert.

%
2505
5
250525
250525

<
<

R
by

55

S
%
555
5
oo
<%
3
6%
5505

25
‘:‘
<555
S

4

bo%
a\:’
2,
5555
S
5555
btety!
255
X
2555
2525545
X
SRS
5555

Sei A = {r > 0| P(z) konvergiert fiir alle z € C mit |z — 29| < r}. Dann ist A # ), weil
|21 — 20| € A. Setze o(P) :=sup A € (0,00) U{oo} = (0, 00]. Nach Definition von sup A ist
somit die Potenzreihe P(z) fiir alle z € C mit |z — 29| > o(P) divergent.

Erginzung: Konvergiert P(z) nur fiir z = 2, so setze o(P) := 0.

2.5.2.0.1 Satz: Zu jeder Potenzreihe P(z) gibt es genau ein o(P) € [0,00], so dass
P(z) absolut konvergiert fiir alle z mit |z — zy| < o(P) und divergiert fiir |z — 29| > o(P).
Beweis:

a) Existenz von g(P) s. oben.

b) Eindeutigkeit:

Sei 01, 02 zwei Zahlen mit den genannten Eigenschaften und p; < 05. Dann wéahle x € R
so, dass 01 < x < go. Wegen der Eigenschaften von gy ist die Potenzreihe P(zy + x)
konvergent, wegen der Eigenschaften von p; jedoch divergent. = Widerspruch.

2.5.2.0.2 Definition: o(P) heift Konvergenzradius der Potenzreihe
P(2) = 2o an(z = 20)"
Uyr)(20) ={2 € C| |z — 2| < o(P)}

heift Konvergenzkreis zu P(z).
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/ 7 //// ///f’///
4 Divergenz”.
// i R/
KonvergenZH

2.5.2.0.3 Berechnungsformel fiir o(P): Konvergiert die Zahlenfolge ( Y an\>, so ist
) 1
o(P) = lim )
n—oo n a/n|

denn nach Wurzelkriterium AL 2T ist P(z)

e konvergent, falls

lim /|a,(z — 20)"| = lim {/|a,||z — 20]" = (hm v/ |an|> |z — 2] < 1

e divergent, falls
lim /|a,(z — 20)"| = lim {/|a,| |z — 20]" = (hm v/ |an|> |z — 20| > 1
n—oo n— oo n—

1

llmn—>oo 7\L/ | Qn |

= o(P)=

Allgemeiner gilt mit 7 := limsup {/|a,|:

L falls r € (0,00)
o(P)=<0 fallsr= o0

oo fallsr=0
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Y/ z’
W /
Yoo Z" 20 =0, a, =1, {/|a,| = 1, Konver-

genzradius: 1 L >
"1~ Rez

Fir |z] = 1: [2"| = |2|* = 1 — 1 # 0, Diver- /—
genz der geometrischen Reihe //
/ /""_, /
/

b)

2.5.2.1 Beispiele

2)

Yo (z+ 1" 20 = —1, a, = 1, Konvergenz-

radius: 1 / — l Re 2z

_
Z:;O n"(z+2—9)" zp = =2 +1, a, = n", %//4’2//%
m = n — 0o, Konvergenzradius: 0

o

d.h. Potenzreihe divergiert fiir alle z € C\

(—2+ i) ///2/

n 3
d) Y=z =0,a, =+, /a, = %\/ﬁ — 1 =1, Konvergenzradius: 1

e Fiir z = 1: Divergenz (harmonische Reihe)

e Fiir z = —1: Konvergenz (LEIBNIZsche Reihe)
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2.5.2.1.1 Bemerkung: Auf dem Rand des Konvergenzintervalles U,p)(29), d.h. fiir
z € C mit |z — 29| = o(P) kann sowohl Konvergenz als auch Divergenz vorliegen.
2.5.2.2 Rechenregeln fiir Potenzreihen

Besitzen die Potenzreihen > ja,z" und Y b,2" die Konvergenzradien g; und g,, so
gilt zumindest fiir |z| < min{o;, 02}:

i)

ai anz" + Bi b,z" = i(aan + pb,)z2", «a,peC
n=0 n=0 n=0

ii)

) (£ £lE)-

denn CAUCHYsche Produktreihe von Y (a,2" und Y b,2" ist > ¢,, wobei

n n
Cp = E ap b, 12" R = g apb,_r | 2"
k=0 k=0

2.5.3 Elementare Funktionen
2.5.3.1 Exponentialfunktion

o0 n

z
Z — =texp(z) = ¢ (Ezponentialreihe)
n!
n=0
Berechnung des Konvergenzradius:
Bequemer als die Formel ist hier die Anwendung des Quotientenkriteriums 2.4.4.3.9}

zn+1

(n+1)!

n!

I £

= = — 0 fiir n = o0
lz"(n+1)n!  n+1

= Konvergenz fiir alle z € C < g(exp) = o0, also:  exp: C — C  (komplexe Funktion).

2.5.3.1.1 Eigenschaften:
1) exp(z +w) = exp(z) exp(w) fiir alle z,w € C, denn:

exp(z) exp(w) = <Z %) <Z %) = ; (}; z_' (:}—k)!>

n=0 n=0 =

1 2k ok N N AT
> () - ()
n=0 k= n=0 k=0
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2) exp(0) = é =1
3) exp(z) # 0 fiir alle z € C, denn

1 5 exp(0) = exp (z + (—2)) ) exp(z)exp(—z) = exp(z)#0

1
4) exp(—z) = p— (Rechnung wie in 3)

~—

5) exp(x) > 0 fir x € R, genauer:

e cxp(z) > 1 fir z > 0, denn

exp(x)zzm:1+x+2521+x>l
n=0 n=2

——
>0
e 0 <exp(x) <1 firz <0, denn
exp(z) = € (0,1), weil —2 >0

weil

1 1 1 1 "
exp(1l) = exp ﬁ+ﬁ+"'+ﬁ 1:) exp |

Andererseits ist

1 > 1\* 1 n 1
— < ]_. J— g = :]_
eXp<n>_kz% (n) 1-f n-1 Jrn—l

1\" 1 \" 1 \"! 1
= I+—) <exp(l)< |1+ =1+ 1+
n n—1 n—1 n—1

S\ 4
~\~ ~\~

—e flir n—oo —1 fiir n—o0

Nach Grenziibergang n — oo folgt e < exp(1) <e- 1.
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7) exp(r) = e€" fiir r € Q, denn:
" “ fiir m,n €N,

exp(™) = exp(% + -
————

— 0 _m
l=e", exp( n) )exp(%) .

exp(0) >

8) exp(z) = exp (%) fiir z € C, denn

< ST
GXp E —' E —' E —' = eXp
n! n! n:
n=0 n=0 n=0

I\

Beachte:
Zp = Gy +1b, = 20 = a9 +1by <&  a, — ag und b, — by
& a, — agund — b, — —by

&z :an—ibn—)gozao—ibo

) |exp(iz)| = 1 fiir z € R (s. Ubungsaufgabe)

2.5.3.1.2 Darstellung der Exponentialfunktion

=1

e® :==exp(z) := Z mz”

n=0

(absolut konvergent fiir alle z € C)

exp (X)
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Imexp(z)

95
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2.5.3.2 Trignonometrische Funktionen

(o.0] _1 n
Z ﬁz%ﬂ =:sinz (Sinusreihe)

n=0

(o.0] _1 n

Z ((2 ;' 22" =: cos 2 (Kosinusreihe)
n)!

n=0

Konvergenzradius ist fiir beide Reihen oo, denn bei Anwendung des Quotientenkriteriums
2.4.4.32 ergibt sich z.B.

(71)n+1 Z2n+3

(2n+3)! |Z|2 ..
= —0firn — 0o .
% (2n +3)(2n + 2)

2.5.3.2.1 Eigenschaften:
1)

¢ = exp(iz) = cos z + isin z fiir alle z € C

denn

3

2k o (Z-z)21+1

, = (i2) = (i2)
exp(iz) = ) =) k) 2 2l

n=0 ’ k=0 =0

—

e o~ () .
_Z(Qk)!z —l—zzmz = CO0Sz + 181Nz
k=0 1=0

Mit der Spezialisierung z = = € R ist somit die EULERsche Formel e = cos 2+ sin

bewiesen.
2)
2 2 iz 2 iz 2 iz |2
cos”x + sin“ x = (Ree ) +(Ime ) :}e ’ = 1
(Eulersche Formel) 2Z53T9)
= |cosz|,|sinz| <1 fir alle x € R

3)
in0 = 0, cos 0 7
1mn — = =
S , COS 50l

4)

sin(—z) = —sin z (ungerade Funktion)

cos(—z) = cos z (gerade Funktion)
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5) Additionstheoreme

cos(z +y) = coszcosy — sinzsiny

sin(x 4+ y) =sinxcosy + coszsiny, (x,y € R)
denn

cos(z +y) + isin(x + y)
_ . _ . ) . _ iz iy
—— exp(i(x +vy)) = exp(ix) - exp(iy) = ee

) (cosz + isinx)(cosy + isiny)

= (coszcosy+ _i* sinxsiny) + i(cosxsiny + sinx cosy)
=1

2.5.3.2.2 Anmerkung: Alle aufgefithrten Eigenschaften wurden aus den Potenzreihen-
Darstellungen zu e?, sin z, cos z abgeleitet, d.h. ohne Riickgriff auf die Funktionen gleichen
Namens aus der Schule.

Es bleibt der Nachweis, dass die Potenzreihen fiir z € R mit den elementargeometrischen
Ausdriicken zusammenfallen, insbesondere, dass 5 die Nullstelle von cos in (0,2) ist, d.h.
das diese Nullstelle die Halfte der Kreiszahl 7 ist (iiber Integralrechnung, s. Literatur).

2.5.3.2.3 Abgeleitete Funktionen:

; sin 2z ; COS 2
an z 1= cot z 1=
cosz’ sin 2
(Potenzreihen-Entwicklung spéter)
2.5.3.3 Hyperbelfunktionen
: - 1 2n+1 : :
sinh z = E mz (sinus hyperbolicus)
n !
n=0
= 1
cosh z = E mz% (cosinus hyperbolicus)
n)!
n=0

(Konvergenzradius: co)

2.5.3.3.1 Eigenschaften:

1)

sinh z = —isin(iz), cosh z = cos(iz)
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denn
sin(iz) = i ﬂ(iz)%Jrl = zi o (=1)"( 4% )" 2> =isinh 2
“—~ (2n+1)! “—~ (2n+1)! —~
~—— —
-1
(analog fiir cos(iz))
2)
sinh z = 1 (ez — e’z) cosh z = l (ez + e’z)
2 ’ 2
(s. Ubungsaufgabe)
3)
cosh? z —sinh?z = 1 fiir z € C
denn
cosh? z — sinh? z = 1 (ez + «fz)2 — l (ez — e’z)2
2) 4 4
1
— Z (622: +2€0 +€—22 o (622 o 260 +€—22))
1
= — . 4 = 1
4

2.5.3.3.2 Abgeleitete Funktionen:

tanh z :=

(Potenzreihen-Entwicklung spéter)

2.5.3.4 Weitere wichtige Potenzreihen

(Herleitung spéter)

e Logarithmusreihe

>

n=1

(-

(-1

n
e Binomische Reihe

>

n=0

sinh 2 h cosh z
coth z :=
cosh z’ sinh 2
2" =In(1+2) abs. konv. fiir |z| < 1

(1+2)°, BER abs. konv. fiir |z| < 1



Kapitel 3

Stetigkeit reeller Funktionen

3.1 Grenzwerte und Stetigkeit

Zur Erinnerung: Eine Abbildung f : M C R — R heifit reelle Funktion mit Definitionsbe-
reich D(f) = M und Wertebereich f(M) C R.

3.1.0.0.1 Beispiel:

sin: R — [—1,1] s. (Z52322))

Uns interessiert das Verhalten einer reellen Funktion f, wenn sich x einem Punkt a € R
ndhert. Das ldsst sich durch Folgen (z,) beschreiben mit lim,, ., 2, = a und zugehorigen
Zahlenfolgen (f (z,)).

Y

99
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3.1.1 Grenzwert-Definition

Sei f: M CR — R und a ein Haufungspunkt von M, so bedeutet:

i)
lim f(x) = A mit A € [—00,00] := RU {—o00, 00}

r—ra
dass fiir jede Zahlenfolge (x,) C M mit x,, # a und lim, , x, = a gilt:
lim f(z,) =A

n—oo

(in Worten: A ist Grenzwert von f fir x — a, im Falle von A = ‘oo uneigentlicher
Grenzwert)

i)
lim f(z)=A

T—00

< Fiir jede Zahlenfolge (z,,) C M mit lim,,_, x, = +oo gilt: f(x,) = A.

S Sl =4

< Fiir jede Zahlenfolge (z,,) C M mit lim,,_,, x, = —oo gilt: f(z,) — A.

iii) Werden infil) nur Zahlenfolgen (x,,) mit =, > a bzw. mit z,, < a zugelassen, so schreibt

man
lim+ flz) = Ay (A — rechtsseitiger Grenzwert von f an der Stelle a)
T—ra

bzw. lim f(x)=A_ (A_ — linksseitiger Grenzwert von f an der Stelle a).
T—a—

Als unmittelbare Folgerung ergibt sich die Ubertragung der Rechenregeln fiir Grenzwerte
von Zahlenfolgen auf die entsprechenden Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen.

3.1.1.1 Beispiele

1)

limz? = ad? fir p e N
r—ra

denn fiir jede beliebige Zahlenfolge (z,) mit lim, ,, x,, = a ist

p
lim 2P = (hm xn) =a”
n—o0 n—o0

lim —
r—0+ 21
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denn fiir alle (x,) mit x,, > 0 und lim,_, =, = 0 gilt:

) 1
lim — =400
n—oo l’n

2
Va?—z+4)" —a? —x+4
lim \/$2—1‘+4—1‘:1im( ) = lim T

: —1+1 —1+0 1
= lim

e ot gy VIS0R0+1 2

denn fiir (x,) mit lim,,_,. x, = oo ist % — 0 und

/ 1 4
1————2—>\/1—0—0:1 firn — o0 .
Ty X2

3.1.1.1.1 e-6-Kriterium fiir Grenzwert einer Funktion f: Sei f: M CR — R
und a sei ein Haufungspunkt von M, dann gilt

lim f(z) = A mit A € (—o0,00)

r—a

genau dann, wenn
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Fiir jedes € > 0 gibt es § = d(g) > 0, so dass

|f(x) — Al <efirallex € M mit 0 < |z —a| <§

Beweis:
a) ()
Sei e-9-Bedingung erfiillt und (x,) C M mit x,, # a, limz,, = a. Dann ist fiir 6 > 0:
0 < |z, —a| <0 fiir alle n > ng(0)
Setze 0 = §(¢), dann folgt:
|f(z,) — A < e fiir n > np(d(€)) = np(e)
d.h. f(z,) — A fur n — oc.

b) (=) (indirekter Beweis)

Es existiere lim, ,, f(z) = A und die e-§-Bedingung sei ,verletzt*, d.h.: Es gibt ein
yAusnahme'-¢, z.B. g9 > 0, so dass fiiralle > Oeinz = 2(d) € M mit 0 < |z(J)—al <o
existiert mit |f(z(0)) — A| > e.

Speziell fir § = %, n € N setze x, .=z (%) Dann ist lim,, , x, = a und x,, # a. Nach
Voraussetzung folgt damit lim,, ., f(z,) = A im Widerspruch zu |f(z,) — A| > &o.
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3.1.1.2 Bemerkungen

1. e-9-Kriterium kann auch als Definition fiir lim,_,, f(z) = A verwendet werden.

2. Ahnliche ,folgenfreie Definitionen* gelten auch fiir die anderen Félle von lim,_,, f(z),
z.B. fiir A € {—o00,00}. (s. Ubungsaufgabe)

3. Weitere Kriterien fiir die Existenz von lim,_, f(x) ergeben sich durch Ubertragung
der Kriterien fiir die Konvergenz von Zahlenfolgen, z.B. ein ,,grenzwertfreies® CAUCHY-
Kriterium.

3.1.1.2.1 Beispiel:

3
—1
limx =3,
:1:~>1,§(;—1
denn
3 —1 3 —1-3r+3 (=12 +3(x—1)
s L = - 1) +2)

Wegen |z +2| =[x —1)+ 3| < |z — 1|+ 3 <4 fir |z — 1] < 1 ist

51
x ~3
1

<|:E—1|-4<5fiirallex€Rmit0<|x—1|<min{1,i}::5(e).
x_

3.1.2 Definition der Stetigkeit
a) Sei I C R ein Intervall auf f : I — R. Dann heifst f stetig in a € I, falls

lim f(2) = f(a)

T—a

ist, d.h.

lim f(x,)=f (hm xn) fiir jede Zahlenfolge (x,,) C I mit lim z, = a
n—o0

n— o0 n—oo

b) f heilst stetig auf I, falls f stetig in jedem a € I ist.
c¢) Die Menge aller auf I stetigen Funktionen wird mit C'(I) bezeichnet.
3.1.2.0.1 e-6-Kriterium fiir Stetigkeit einer Funktion f: Sei f: M CR — R und
a sei ein Haufungspunkt von M, dann gilt

f ist stetig in a € M
genau dann, wenn

Fiir jedes € > 0 gibt es § = d(¢) > 0, so dass

|f(x) — f(a)] < e firallex € M mit (0 <)|z—al <9
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3.1.2.0.2 Bemerkung: Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte fiir Funktionen ergibt

sich unmittelbar:

Sind f,g: 1 CR — R stetig in a € I, so sind auch die Funktionen

f+ga a'fa f97 g

wieder stetig in a (o € R, bei 5 muss g(a) # 0 sein).

3.1.2.1 Beispiele stetiger Funktionen

1) Polynome
A ™ + Q2™ 4+ agx + ag

sind stetig auf R.

2) Rationale Funktionen

amx™ + ...+ ag
bk + ...+ b

(m,k S No, aj,bl € R)

sind stetig auf ihrem (maximalen) Definitionsbereich.

3) Betragsfunktion

x firz >0
f(z) = Il {—x flir x < 0
f ist stetig fur alle z € R, da aus lim,,_,, x,, = x stets lim,,_,, |z,| = |z| folgt nach dem

Betragssatz 2.1.2.3 [6l fiir Zahlenfolgen.

3.1.2.2 Unstetigkeiten reeller Funktionen
Sei  A_:= lim f(z), A= lim f(x)

T—a— r—ra+

1) Unstetigkeiten 1. Art: A und A, existiert.

a)
A_=A, # f(a) (hebbare Unstetigkeit)



3.1. GRENZWERTE UND STETIGKEIT 65

= ) f(x) fir x # a
M) = {A+ =A firrx=a

Dann ist f stetig in a.

Beispiel:

3_1 .
- fir x # 1
) — r—1
/() {0 firx=1

A_#£A, (Sprungstelle)

Sprung hat Hohe A, — A_.

Beispiel:
2,
1.5¢
z firz>0 2
T) = *
/(@) {1 flir x <0
0.5
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2) Unstetigkeiten 2. Art: A_ oder A, existiert nicht.

a)

A_ € {—00,00}, Ay € [—00, 0] (Polstelle)

(bzw. umgekehrt)

Beispiele:
i)
10
8
L fiire >0 °
f(x):{é fir x <0 4
2
2 1 ¢ 1 2
ii)

- firz#0
10 firz =0

b) A_ oder A, existiert auch nicht im uneigentlichen Sinn (wesentliche Unstetigkeit)

Beispiel:

B sin(%) fiir x #£ 0
Jw) = {O fiir z =0



3.2. EIGENSCHAFTEN STETIGER FUNKTIONEN

1

-0.4/ -o0. 2 0.4

Nachweis, dass lim, o, f(x) nicht existiert:

Tn

i) O<xn:sin<1>:0,

67

d.h. z, = n—lﬂ,n € N, lim, ,oo 7, = 0 und sin (i> = sin(nm) = 0 — 0 fur

Tn

n — 00.
i) 0 < &, sin (%) —1,
d.h. z, = m,n € N, lim,_,, T, = 0 aber sin <%") = sin (g+2mr)

s

sin(Q):1—>1fiirn—>oo.

3.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

3.2.1 Satz uber den Vorzeichenerhalt

f
Ist f stetigin a € I und f(a) >0,sogibt [ s
es Us(a) = (a—d,a+9), so dass f(z) >0
fir alle x € Us(a) N 1.

Beweis: Setze in e-6-Kriterium B.I.20d ¢ = 1 f(a). Dann gilt:

|f(x) — f(a)| < %f(a) firxel, |x—a <5:5(%f(a))
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= f(a)—%f(a) < f(2) <f(a)+%f(a) fiir s € [mit a—d <o <a+d
—_—
:éf(a)>0

3.2.2 Extremalsatz von Weierstrald

Sei f stetig auf dem abgeschlossenen, beschrankten Intervall [a, 8], also f € C([a,b]). Dann
ist f beschriankt, genauer: f besitzt auf [a,b] eine Minimalstelle und eine Mazimalstelle,
d.h. es existieren

Trnins Tmax € [@, 0] mit f(@min) < f(@) < f(Zmax) fiir alle = € [a, D]
Bezeichnungsweise:

f(Tmin) = min f = min {f(z) | z € [a,0]} = inf {f(z) | = € [a, 0]}

f(Tmax) = max f = max {f(z) | x € [a,b]} = sup {f(z) | = € [a, 0]}

Beweis:

a) Seim :=inf{f(z) | z € [a,b]}. Dann ist m = —oo oder m € R. Nach Definition von inf
gibt es eine Zahlenfolge (f(x,)) mit lim, . f(x,) = m, wobei x,, € [a, b] und paarweise
verschieden ist. Nach dem Auswahlprinzip von Bolzano-Weierstrafs gibt es eine
Teilfolge (z,,) C (x,) mit limy_,o ,, =: T, T € [a, b].

b) Benutze Stetigkeit von f auf [a,b] = f (x,,) — f(Z). Nach dem Teilfolgenprinzip 2.2.2.1]
muss [ (x,,) — m.

= m=f(z) = m#—ooundf(f)zr[nibr]lf

c) Wegen
sup {f(z) | @ € [a, 0]} = —inf {—f(2) | x € [a,b]}

lasst sich die Existenz von xp,, auf a), b) zurtickfiihren.
Y
y=f(x)
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3.2.2.0.1 Bemerkung: Der Extremalsatz von Weierstraf [3.2.2]ist i.A. falsch fiir:

i) unstetige f auf [a, b]
Beispiel:

N W b~ O O N

sup f = 3, aber f(x) <3 /
[0,1]
fir alle z € [0, 1]

2 1 * 2
ii) stetige f auf (a,b]
Beispiel:
10
8
L firz>0
r)=14<= 6
/(@) {0 firz <0
4
sup f = 400
(0,1] 2
-2 -1 ¢ 1 2

3.2.3 Nullstellensatz von BOLZANO

Ist f auf [a,b] stetig und gilt f(a) > B
0. f(b) < 0 (oder f(a) < 0, f(B) > O), y=flz)
so hat f eine Nullstelle 2y € [a,b], d.h.
flan) = 0.
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Beweis:

a) Sei A :={z € [a,b] | f(x) > 0}. Dann ist A # () (weil a € A) und beschriankt. Dann

existiert xy :=sup A, zy € [a, b], genauer zx < b, denn es gibt (x,) C A mit

lim z, =2y = f(z,) — flon) .

n—oo

wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f. Weil f(z,) > 0 ist, muss auch f(zy) > 0
sein.

b) Wére f(xzx) > 0, so existiert 6 > 0: f(x) > 0 fiir alle z € (zy — §, 2y + 9) N [a, b].

SL’N—5 $N+(5

| [
a N

Wegen 2y < b kann § so gewahlt werden, dass (xy — d,2y + 0) C [a,b]. Folglich ist
f(x) >0 fir zy <z < xy + 9 < bim Widerspruch zur Definition von zy = sup A =

3.2.4 Folgerungen

3.2.4.1 Zwischenwertsatz von BOLZANOE

Ist f stetig auf [a,b], so nimmt f jeden
Wert zwischen f(a) und f(b) an,

denn sei n € (f(a), f(b)) (falls f(a) < n
f(b)), dann wende Nullstellensatz fla)l - / \J
auf g(z) == n— f(z) an. (g9(a) >

0,9(b) <0)

3.2.4.2 Bisektionsverfahren zu Nullstellenbestimmung

Durch wiederholte Halbierung und Anwendung von erhilt man ndherungsweise eine
Nullstelle der reellen Funktion f geméfs folgendem Algorithmus:

"Der Zwischenwertsatz kann aus dem Nullstellensatz abgeleitet werden und umgekehrt.
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gegeben: f: [a,b] — R stetig, f(a)- f(b) < 0, Fehlerschranke e
gesucht: Nullstelle zn € [a, b] mit Genauigkeit e

1. Schritt: Setze a; := a,b; = b.

Fiihre fir n = 1,2, 3, ... folgende Schritte aus.

2. Schritt: Ist b, —a, < e, so xy := a, (oder xy :=b,), weil |xy —al, |2y —b] < b,—a, <e
und Abbruch, sonst

3. Schritt: z,, = @ Ist f(z,) =0, so xy := z,, andernfalls

4. Schritt: Gilt f(ay,) - f(z,) <0, S0 apy1 = a, und b,y := x,, und gehe zu 2. Schritt.

I I I
aq bg bl
J

a2

(f(a1) - f(z1) <0)

5. Schritt: Gilt f(a,) - f(x,) > 0, so a,y1 := x, und b, := b, und gehe zu 2. Schritt.

a3 b3
I Il
| | | |
I I I I
a Ty T b T
I Il Il
ai by by

I
a2
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3.2.5 Stetigkeit der Umkehrfunktion (der inversen Funktion) f~!
3.2.5.1 Definition

Sei f: I CR — R, I Intervall.

e Dann heilst f monoton wachsend auf I, falls aus z1,2o € I mit x; < x5 folgt:

f(z1) < f(x2).

e Dann heifst f monoton fallend auf I, falls aus zq,xs € I mit x; < x5 folgt:

f(x1) = f(x2).

Wird ,,=" ausgeschlossen, so spricht man von strenger Monotonze.

3.2.5.1.1 Beispiel: f(x) = 2™, m € N ist auf [0,00) streng monoton wachsend, denn
aus 0 < x; < x4 folgt 0 < 27" < 2.

3.2.5.1.2 Satz iiber Umkehrfunktion: Ist f auf [a,b] stetig und streng monoton
wachsend, so ist f eine bijektive Abbildung von [a,b] auf [f(a), f(b)]. f~! ist wieder stetig
und streng monoton wachsend auf [f(a), f(b)].

(analog fiir streng monoton fallendes f)

Beweis:

a) Fira <z <bgilt f(a) < f(x) < f(b), d.h. f:]a,b] = [f(a), f(b)]. Wegen Zwischen-
wertsatz B.2. 4.1 ist jedes n € (f(a), f(b)) auch Bild eines Punktes = € (a,b) und somit
die Abbildung f surjektiv.

b) Wir haben
a<m <x9<Db & fla) < f(z1) < fxe) < f(b) .

Daraus folgt die Injektivitit von f und die strenge Monotonie von f~! wegen

y=1[(x)er=["(y)

c) Zur Stetigkeit von f~': Sei y,y, € [f(a), f(b)] mit lim, oo ¥ = ¥, Yn # y. Dann ist
y = f(z),yn = f(z,) mit z,z, € [a,b]. Wegen der Beschrianktheit der Zahlenfolge
(x,,) enthélt diese eine konvergente Teilfolge (x,, ), wobei limy oz, = £ € [a,b] ist.
Stetigkeit von f liefert y,, = f(x,,) — f(£), und aus Eindeutigkeit des Grenzwertes
folgt f(§) =y = f(z) = £ = x. Daraus ergibt sich, dass jede Teilfolge von (z,) gegen z
konvergiert. Nach Teilfolgenprinzip 2.2.2.1l ist das gleichbedeutend mit lim,, . x,, = z,
d.h limy, e [ yn) = fH(y).
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3.2.5.1.3 Anwendung:

Gemaéls obigem Beispiel B2.5. 1.1 ist die Um- y m
kehrfunktion zu f(z) = 2™ (y = 2™ &
r = g/y), dh. [T (z) = Yo (Wurzelfunk- /
tion) stetig und streng monoton wachsend Sy
auf [0,00). Mit dem Produktsatz 2I1.2.3] ]

I
D

1 -
ist folglich jede Potenzfunktion
r Lo m
x . mit r = — m,n € N
~(v5) |
0 ‘1 x

stetig auf [0, c0).

3.3 Weitere Klassen stetiger Funktionen

Bisher: Betragsfunktion, Polynome, rationale Funktionen, Wurzelfunktion, Potenzfunktion
mit rationalen Exponenten als stetige Funktionen erkannt.

3.3.1 Potenzreihen

Im =
Sei P(z) = > 7, a,z" mit Konvergenz-
radius ¢ = o(P) > 0 und a,, € R. Dann @
ist P(z) =Y, a,z" eine reelle Funkti-
Rez
on P:(—p,0 — R —0 +o

3.3.1.1 Satz iiber die Stetigkeit von Potenzreihen

P(z) ist fur alle x € (—p, o) stetig.

Beweisidee: Sei a € (—p, 0). Zu zeigen lim,_,, P(z) = P(a). Benutze die Darstellung

P(z) — P(a) = (zr —a)Q(z) mit Q(z)=a + Zan <Z xka"1k> (3.3.1.1)

wobei der Reihen fiir |z] < ¢ konvergieren.

Zum Beweis von B.3. 1.1t
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3.3.1.1.1 Hilfssatz: Hat P(z) den Konvergenzradius ¢ > 0, so hat R(z) := >~ na,z"
den gleichen Konvergenzradius p.

Beweis:
a) Sei |z| < p, so wihlen wir g; € R : |z| < 01 < 0. Wegen lim,,_,,,ng" = 0 fiir |¢| < 1,
folgt n (‘Z‘>n — 0, also n‘z‘ <1 fiir n > ng(1).
= |nanz"| = nlan| |2|" <lan| of
d.h. > a, 0} eine konvergente Majorante zu R(z). = o(R) > o(P)
b) Sei |z| > p. Dann divergiert Y > |a,||z|" und bildet eine divergente Minorante zu
R(z), weil |na,z"| > |a,||z|™. = o(R) < o(P)
Beweis von 3.3 1.1
i) Sei a € (—o,0). Zu zeigen lim,_,, P(z) = P(a).
P(z) — P(a) = ay(x — a) + ag(2® —a®) + ...+ ap(z" —a™) + ...
Wegen 2" — a" = (x —a) Y_p—) #*a"~'=* (Summenformel der endlichen geometrischen
Reihe) ist
n—1

2" —a"| < |z —al Y [a]*la]"7F < |z — aln (max{|z,a[})" "
k=0

= e Reihe konvergiert mnach
[P@) = P(a)] < v —al 3 lan| n{max{lz], Ja]})""" gﬂfssatzmzé])

<o
o — |al

< |z —a|M(a), falls |z —a| < 5

= |P(x,) — P(a)| 3 |z, —a| M(a) - 0 firn —-o00 = P(z,) — P(a)

3.3.1.2 Anwendungen

1) e sinx, cosx,sinh z, cosh x sind stetig fiir alle x € R.

[e.e]

1 n 4
> e
“— nl
Z 7)22”“ =:sin z Z 22l —. ginh 2
“—~ (2n+1)! — (2n+1)!
= (=) , -
Z 2" =:cosz =: cosh z
| Z
n=0 (277,) n:O

(alle absolut konvergent fiir z € R)
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2)

Umkehrfunktion zu y = f(z) = e*:
Sei 11 < x5.

= Tp—x1 >0, €27 >1 = e > e

x2

= € _
er1

= e” streng monoton wachsend auf R. = Es
existiert Umkehrfunktion

v=f"(y)=lny=logy

(natirliche Logarithmusfunktion) mit Defi-
nitionsbereich (0,00), stetig fir jedes y €
(0, 00).

Umkehrfunktion zu y = sin :
Fiir x > 0 ist Reihe alternierend, damit gilt:
3 x? 23 3 x?
|sinx — x| < — & zll-—=|=z——<smx<z+—=z|1+—
(s. ZZZZT) 3! 6 6 6
Fiir 0 < z < /6 ist sinz > 0.
Weiterhin gilt: cosx > 0 fiir x € (—g, g) Ist =5 < a1 <@y < 3,80

. . . T2 — I To + T -
sinxy — sinz; = 2sin 5 s (nach Ubungsaufgabe 5.c¢)
~ 7 ~ 7
>0 >0

= sinxy > sinxy, d.h. sin-Funktion ist streng monoton wachsend auf [—g, g]

. | y=arcsin(z)"
2+
Nach dem Satz iiber Umkehrfunkti- L / y = sin(z)
on [5.2.0.1.2 existiert /
e
z = (sin”'(y)) =: arcsin(y) /
— —
(Arcussinus-Funktion) mit Definiti- -z -1 7 1z
onsbereich [—1, 1] und ist stetig. &
= - —1
QI
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4) Umkehrfunktion zu y = cos x:
Wegen cos z = sin (3 — ) ist cos-Funktion streng monoton fallend fiir € [0, 7). (s. 3))
= Es existiert
z = (cos™(y)) =: arccos(y) (Arcusscosinus-Funktion),

definiert und stetig auf [—1, 1].

5) Umkehrfunktionen zu y = sinhz und y = coshz sind die sogenannten Areafunktionen
(s. Ubungsaufgabe).

3.3.2 Zusammengesetzte (oder mittelbare oder verkettete) Funk-
tionen

3.3.2.0.1 Satz: Sei F(z) = f(g9(z)) = (f og)(z), d.h. F ist Hintereinanderausfiihrung
von f nach g, x € (a,b). Ist g stetig in xg € (a,b) und f stetig in g(xg), so ist F stetig in xg.

Beweis:

Sei (z,,) C (a,b), x, # o, lim,_,o0 2, = xo. Dann folgt g(z,,) — g(xo)
= Jlg(zn)) = flg(x0)) -
—— ——

=F(xn) =F(x0)

3.3.2.0.2 Beispiele:

sin(z* + Tz — 6)
1) Flz)=cosh ( a9 4+ 1722 + 4

) ist stetig fiir alle z € R, denn

F = cosh o% mit f,(z) = sin(fs3(z)), f3(z) = 2* + T2 — 6 und fo(z) = 2" + 172* + 4
2

2) Definition der allgemeinen Potenz
b = e = exp [alnb]
fir a € R (Ezponent) und b > 0 (Basis)

a) Exponentialfunktion zur Basis b
b* = (expo(idInb)) ()
definiert und stetig fiir alle z € R. Dabei ist
|
y="0" <z =log,y = % fir y,b > 0; b # 1 (Logarithmus von y zur Basis b).
n
b) Potenzfunktion

«

x® = (expo(aln)) ()
definiert und stetig fiir alle x > 0.



Kapitel 4

Differenzierbarkeit reeller Funktionen

4.1 Differentialquotient und Differentiationsregeln

4.1.0.1 Geometrische Motivation

Tangentenproblem (17. Jahrhundert):

)
S — Sekante durch
(0, f(x0)), (0 + h, f (w0 + 1))
(o) hat Anstieg

f(wo +h) = f(wo)
h

Fiir Grenziibergang h — 0 geht S in eine
o+ h ~ Grenzlage, namlich in Tangente T, {iber.

Y I~
o
LoD

4.1.0.2 Physikalische Motivation

Problem der Momentangeschwindigkeit: Ein Massepunkt P bewege sich entlang einer Ge-
raden geméf des Weg-Zeit-Gesetzes: t — s(t). Gesucht ist die Momentangeschwindigkeit
v(tg) von P zum Zeitpunkt 5. Empirisch bestimmbar ist jedoch nur die mittlere Geschwin-
t) — s(t
digkeit 2 = 5to)
— 1o

, t # tg. Diese ist jedoch abhéngig von ¢. Um einen von ¢ unabhéngigen

77
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Wert zu erhalten, betrachtet man deshalb

lim s(t) — s(to)
t—to t—1g

4.1.1 Definition der Ableitung

Sei f definiert fiir x € (g — €, x¢ + €). Dann heifit der (eigentliche) Grenzwert

lim f(xo+h) — f(xo)
h—0 h

=: f"(x0)

Ableitung (oder 1. Ableitung) oder Differentialquotient von y = f(x) an der Stelle z.
[ (xg—e,20+¢) — R heilt dann differenzierbar in .

Bezeichnung:

f'(xo) = %(xo) = %(xo) (nach LEIBNIZ)

Der Differentialquotient ist Grenzwert der Differenzenquotienten feoth)=f(zo)

h

4.1.1.0.1 Folgerung: Die Tangente 7" an y = f(x) im Punkt (xo,f(xo)) hat den
Anstieg f'(x).
Gleichung von T

%E:O) = f'(x) &  y= f(xo) + f'(z0)(x — 70)
0
4.1.1.0.2 Beispiel: f(z) = 2?

e

4.1.1.1 Zusammenhang zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit
Wir schreiben  f(xg + h) — f(zo) = f'(xo)h +r(h)  (Zerlegungsformel).

f ist in xy differenzierbar

< lim rih) = lim (f(xo h) = flwo) f/(xo)) =0

h—0 h h—0 h

& f(x) = f(xo) = f'(wo)(x — x0) +r(z — 20)

r(z — xo)

(4.1.1.1)

mit — 0 fiir x — x9

T — Xg

}llig(l) (f(550+h) —f(ﬂfo)) =0

Damit folgt:
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d.h. f(x) — f(xo) fiir z — z0, also

Differenzierbarkeit in zy =  Stetigkeit in z

Achtung!: Umkehrung dieser Aussage ist falsch,
z.B. ist die Funktion y = |z| stetig fur 2o = 0, y

aber dort nicht differenzierbar, weil
lim fO0+h) = 10) :hmw: imm
h—0 h h—0 h h—0 h
nicht existiert.

b h N T
hligl-‘r? N hligljtﬁ =+1 lim o i h -1

4.1.2 Differentiationsregeln

Seien f, g differenzierbar in xy. Dann gilt:

i) Summenregel

(aof + Bg) (w0) = af'(z0) + By’ (x0) fiir o, B € R

Beweis:

%(af(:po +h) + Bg(zo + h) = (af () + Bg(wo>))

- 0‘% (f(zo+h) = f(z0)) + B% (9(zo + h) — g(w0)) — af'(x0) + By (o)
fiir b — 0

ii) Produktregel
(f9)'(zo) = f'(x0)g(z0) + f(20)g' (o)

Beweis: siche Ubungsaufgabe

iii) Quotientenregel

£ (4 = F@0)g(w) = fxo)g'(@) oo
(£) ) o falls glr0) # 0.

Beweis:

1 (f(fl?o +h) f(il?o))

h \ g(zo + h) - 9(x0)

_ 1 f(@o +h) = f(xo)
g(xo + h)g(zo)

gexo) = f (o)

J (.

g@v+m—9@®>
h

—f'(z0) —g'(z0)

4
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Wegen der Stetigkeit von g in zg ist limy, 0 g(xo + h) = g(xg), so dass

L(floth)  fao)\ L
h (9($o+h) g(xo)) ~ (g(xo))z(f( 0)9(z0) — f(z0)g'( o))

4.1.2.1 Anwendungen

1)

denn
(:En), — (ZL‘ xn—l)/E) 1 :En_l Ty (:En_l)/ _ l‘n_l +:E(l‘ g 2)/
rﬁ:]) xn—l 4 SL’(l . SL’n_2 P (SL’n_Q),) — an—l + xQ(a:"_z)’
— — xn 1+$n<.§lf0)l
~—~—
=0
=n-z" !
2)
1 '_O~x—1~x’_ 1
) @ 72 a2
3)

(™ + Q2™+ A ay + ao)'m):l) Apyma™ oy (m — 1)2™ 2+ ay

4.1.2.2 Differentiation von Potenzreihen

4.1.2.2.1 Satz: Sei P(z) = Y - a,z" absolut konvergent fir z € (—p,0),0 > 0.

Dann ist die Potenzreihe P(z) dort differenzierbar mit P'(x) = > 7 a,nz™ ', d.h. P'(x)
ensteht durch gliedweise Differentiation. Die Potenzreihe P’'(z) besitzt wieder den gleichen
Konvergenzradius ¢ (geméf Hilfssatz B3 T1.T]).

Beweis:

Im Beweis des Stetigkeitssatzes fiir Potenzreihen B3 T TThatten wir die Darstellung (331.1])
hergeleitet:

P(z) — P(x) = (x — 70)Q(x) mit der Reihe Q(z) =ar+ Y a, (Z xkx81k>
n=2 k=0
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welche fiir |xg| < o und |z —x¢| < 0 — |zo| absolut konvergiert. Durch Umordnung entsteht
aus () wieder eine Potenzreihe in x. Der Stetigkeitssatz fiir Potenzreihen B3] impliziert

lim, ., Q(z) = Q(z0).

P(x)—P
PO =P (a) - Qo)
d.h.
0o n—1 o)
P'(x0) = Q(w9) = a1 + Zan <Z x81> = Zannxg’l
n=2 k=0 n=1

4.1.2.2.2 Beispiele:

1)

=1
Z —aM =¢e" fir alle z € R
:Om!

m

2)

_ S _1\n 1 2n+1 - _1\n 2n

(sinz) = <§( ) TR ) = %( ) & 1>'(2n+ 1)z
= i(—l)" ! " = cosx
(2n)!
n=0
Analog ergibt sich

3) (cosz) = —sinx

4) (sinhz) = coshz

5) (coshz) = sinhz
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4.1.2.3 Differentiation von verketteten oder zusammengesetzten Funktionen

Eine der wichtigsten Differentiationsregeln ist die Kettenregel:

Sei F(x) == f(g(x))

(f og)(z) fir z € (a,b), g differenzierbar in xzy € (a,b) und f
differenzierbar in g( Da

0). Dann ist F' differenzierbar in xy mit
F'(xzo) = (f 0 9)'(x0) = f'(9(x0))g (o)
Setzt man v := g(x) und y := F(z) = f(u), dann gilt:
ar _df dg o dy _dy du
de  du dx der  du dx
Beweis:

Wir setzen g := g(zo), dann gilt mit LTI

f(u) = f(uo) = f'(o) (1 = up) + r(u — up) mitJim 7T$L__ 500) -

1 1 —~ =
T (F(@) = Flao) = == (f(9()) = f(9(x0))
prp 9@ = gx0) | rg(@) = g(ao)) | glx) = g(wo)
= f"(uo) T — 7z, + () = g(z0) p—
F(z0) = lim w

— ) - i @) —9(@o) o rg(a) —g(wo)) . 9(@) — g(ao)
= ['(u) ml—mm T — To + ml—mm g(x) — g(zo) ml—mm T — Xo

= ["(9(20))g'(x0) + 0 - g (o)
Beachte, dass wegen der Stetigkeit von ¢ in xg gilt lim, ., g(x) = g(xo).

4.1.2.3.1 Beispiele:

1) (sina?)" y = sinu, u =
d dy d
(sinx2)/ = % = % . ﬁ = cosu - 2x = 2x cos (:cz)
2) (") = (e‘”lnb)/: y=¢€", u=uxlnbd
(b®) = =g g ¢ Inb=1Inb-b
/
3) (cosh (ex4)> : y = coshu, u = ¢e’, v = a*

rd dy du d
(cosh (6334)) = % = ﬁ . d_z . é —sinhw - e’ - 42® = 423¢*" sinh <em4>
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4.1.3 Hohere Ableitungen
i) Setzt man h(z) := f'(x),z € (a,b), so ist

(o) = J"(x0) = £2(a0) = TL (a0)

die 2. Ableitung von f an der Stelle z¢ € (a,b).

ii) Allgemein definiert man die n-te Ableitung von f rekursiv durch:

af

dxm

df (=1
(ro) = fdx (rg), mn=2,3,...

f(n) (z0) =

FO (o) = f'(wo),  f(x0) = f (o)

iii) f € CK(I) heift, dass f k-mal stetig differenzierbar ist auf I C R, d.h. f(x)
existiert und ist stetig in allen Punkten x € I fir [ = 0,1,...,k, k € N. Weiterhin
wird C°(1) := C(I) und C>(I) := N2 ,C*(I) gesetzt.

4.1.3.1 Beispiele
1) f(z) = 2%
flx) = (%) =22, f'(x) = 22) =2, f"(x) = (2) =0, f™(z) =0 fiir n =4,5,...

2

2) f(x) =xe™:
!/ /!
f'(z) = (:L’ex2) =1-¢" +u (612) = " 21 = ¢ (14 227)
/
f(x) = ((1 + 22%) ex2> = (14 222)e” + (1 + 222) (ex2>
=4z + (14 22%)e” - 2z = © (62 + 42%)

/

3) Jede Potenzreihe P(x) ist beliebig oft differenzierbar in (zq — p, ¢ + p), p > 0, also
PeC> ((SL’O — P, o+ p)), und alle Ableitungen von P werden gliedweise berechnet.

4.2 Mittelwertsatze

Ziel: Aus Kenntnissen iiber die 1. Ableitung f” der reellen Funktion f auf Eigenschaften
von f selbst schliefen. Zentrale Methode dafiir ist die Anwendung der Mittelwertsétze.

4.2.1 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Ist f stetig auf [a, b] und differenzierbar in (a,b), so gibt es £ € (a,b) mit f'(§) = W
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4.2.1.0.1 Geometrische Deutung:

)
f ()]
Mittelwertsatz  bedeutet:
Zu jeder Sekante S an
y = f(z) gibt es min-
destens  eine  parallele f(a)
Tangente T'.

KAPITEL 4. DIFFERENZIERBARKEIT REELLER FUNKTIONEN

y = f(x)
S (Sekante)

_ T (Tangente)

Ist g stetig auf [a,b], dif-
ferenzierbar in (a,b) und
g(a) = g(b). Dann hat ¢’
mindestens eine Nullstelle
¢ € (a,b), d.h. es gibt £ €
(a,b) mit ¢'(§) = 0.

Beweis:

i) Nach dem Satz von Weierstraf hat die stetige Funktion g auf [a, b] ein Minimum
in 21 € [a,b] und ein Maximum in x5 € [a,b], d.h.

g@ﬁz??gﬁmﬂﬁ

1. Fall:
g(w1) = g(x2)

TRolle (1652-1719)

= g(x) = const

I?zﬁ(g = g(xq) fiir alle z € [a, b

= J(x)=0
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2. Fall:
g(z1) < g(w2)

Dann muss nach Voraussetzung z; € (a, b) oder x5 € (a,b) sein. Sei x; € (a, b).

ii) Da g(z1) = mingy g < g(z) folgt

MZO fiir x; <z < b MSO fira<z<x
T — T =T
g'(x1) = lim MZO g'(z1) = lim MSO
w1+ T — T T—T1— T — I

= 0<g(@1)<0 = g¢(21)=0

4.2.2.0.1 Bemerkung: Aus dem Beweisteil ii) folgt unmittelbar:
Hat ¢ in einem Punkt x; € (a,b) ein Minimum (oder Maximum), so ist ¢'(z1) = 0.

4.2.2.0.2 Beweis des Mittelwertsatzes:
Setze g(x):= f(x) —

dann sind fiir g die Voraussetzungen des Satzes von Rolle 2.2 erfiillt, denn g(a) = f(a) =
. . . . . o f b)_f a)
g(b). Somit existiert ein £ € (a,b) mit ¢'(¢) = f/'(§) — % —0.

4.2.3 Anwendungen des Mittelwertsatzes

I) Umformulierung:
fxo +h) = f(zo) = f'(o + Vh)h  mit h € (=ho, ho),V € (0,1)
(a = z9,b = xo + h (oder umgekehrt), & = x¢ + Jh)

|

\
To é‘u‘ l’0+h
l’0+19h

II) Ist f'(z) = 0 fiir alle z € (a,b), so ist f(z) = const fir x € [a,b], denn fiir festes
zo € (a,b) ist mit = € [a, b] nach I)

f(@) = f@o) = f'( 2o + V(. —20) J(x —20) =0+ (2 —29) =0
—_——

€(zo,z)U(x0,2)C(a,b)
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III) Gilt f{(x) = fj(z) fir alle x € (a,b), so f; = fo+ const, denn setze f := f; — f, und
wende II) auf f an.

IV) Herleitung von Ungleichungen aus dem Mittelwertsatz, z. B.
|sinzy —sinxg| < |27 — x| flir 27,20 € R
Begriindung:
sinzy — sinzy = sin’ (w9 + Y1 — 29)) (21 — )

sinxy — sin 3| = |\cos (x9 + V(zq — :EQ))le — To|

~\~

<1

V) Monotonietest

Ist f'(z) > 0 fiir alle z € (a,b), so ist f(z) in [a,b] monoton wachsend. Wird ,,=*
ausgeschlossen, so gilt strenge Monotonie.

Ist f/(z) < 0 fiir alle z € (a,b), so ist f(z) in [a,b] monoton fallend. Wird ,,=“
ausgeschlossen, so gilt strenge Monotonie.

Beweis (1. Aussage):
Sei a < x7 < x5 < b, dann gilt nach I)

(. 4

@) = f(22) = (@ + 0 (21 —22)) (11 —22) <0 = f(21) < f2)

~~

>0 <0

4.2.4 Satz tiber die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion

Ist f stetig auf [a, b], differenzierbar in (a, b) mit f'(x) > 0 fiir alle z € (a, b). Dann existiert
f7H e [f(a), £(B)] = (a,b) mit
1

(f ) ()= W) fiir alle y € (f(a), f(D))

Beweis:

a) Wegen f'(z) > 0 fiir z € (a,b) ist f streng monoton wachsend und nach dem Satz iiber
die Stetigkeit der Umkehrfunktion ist f bijektiv und f~! stetig.

b) Sei (y,) C [f(a), f(b)] eine beliebige Zahlenfolge mit lim,, ,o ¥ = ¥, Yy # y. Dann gibt
es

(z,) C [a,b] mit y, = f(z,) & 2, = f " (y,) und
v € (a,b) mit y = f(z) & z=[f"(y)
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Py =) - wp—2 1 1
poy ) @) e g T
weil
lim z, = Tim [~ (ya) = /(i g ) = /7 y) =2

wegen Stetigkeit von f~! nach a)

N A ) e A () 1

1 =

T iy 77 w)

4.2.4.0.1 Bemerkung:

i) Regel zur Differentiation der Umkehrfunktion x

fHy) zuy = f(zr) ist gemiR

LEIBNIZ:
=t dx 1 1
dy dy & 4
ii) Ein analoger Satz gilt bei f’(z) < 0.
4.2.4.1 Beispiele
)y=a>e o= /yfirz,y>0
d(yy) dr 1 1 1 1
= — = rm e a2 = — =
dy dy & (dw) 20 2y
oder
1
!/
Vi =5
Q) y=e"<=x=Iny,y>0
dlny) de 1 1 1 1
dy —dy A er oy
also (Inz)’ =1
3)
d(e*) du 1
a/_ alna:/: _:u‘ R alnm__: a—1
(2%) = (6 ) du dz 2) G s

(veR, >0, u=alnz)
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4) y =sinz & x = arcsiny, z € (—%,5)

d(arcsiny) dx 1 1 1 1 B 1
dy Cdy % %(sinx) _Cosx_+m_ 1 —y2
also )
(arcsinz) = Vi re(-1,1)
5) y =cosx < x = arccosy, x € (0, )
(arccosz)" = I
==

4.2.5 Verallgemeinerter Mittelwertsatz (Quotientenmittelwertsatz)
Sind f, g stetig in [a, b], differenzierbar in (a,b) mit ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Dann gilt:

f() = fla) _ J'(§)
g(b) —gla)  g'(§)

mit einem & € (a, b).
Bewezs:
Anwendung des Satzes von Rolle auf
h(z) = (f(b) = f(a)g(z) = (9(b) = g(a)) f(x)
Dann ist h(a) = f(b)g(a) — g(b)f(a) = h(b) und es existiert ein & € (a,b) mit
H(€) = (f(b) — f(a))g(&) — (9(b) — g(a)) F(€) =0 .

4.2.6 Folgerung (Grenzwertregel von L’HOSPITA)

Seien f,g in (a,b) differenzierbar mit lim, 4 f(z) = 0,lim, .+ g(x) = 0 und ¢'(z) # 0
fir z € (a,b). Dann gilt:

falls rechtsstehender Grenzwert existiert in [—oo, oo] (im eigentlichen oder uneigentlichen
Sinne).

Beweis:

U1 HosPITAL(1661-1704)
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Wir setzen f(a) := 0 und g(a) := 0. Dann sind die Voraussetzungen des Quotientenmittel-
wertsatzes erfiillt, und wir haben fiir z > a

_ = mit a < £ < 7, = £(x)

. =aund lim SE(@)) =1l /)
>l @) =aund fim gy TR G

und somit die Behauptung.

4.2.6.1 Bemerkungen

Oc

o - Regel

i) % ist an der Stelle x = a ein sogenannter unbestimmter Ausdruck des Typs
gilt auch fir ;22 also falls lim, ., f(z) = +00, lim,_,,, g(x) = 00 ist.

o0
o0

ii) Regel gilt entsprechend fir x — b—, also auch fir x — zy, o € (a,b), sowie fiir
r — 400 bzw. r — —o0.

iii) Oft fithrt erst wiederholte Anwendung der Regel zur Berechnung des Grenzwertes.

4.2.6.2 Beispiele

: sinx . . . .
1) lim, o — Priifung der Voraussetzung: lim, ,osinx = sin0 = 0, lim,_,ox = 0,

(Typ ., 3%)

. sinz . (sinz) . CosT
lim = lim = lim =cos0=1
z—=0 1 HEZ8x—0 x! z—0
61’
3 [ oJ14

2) hm:}:%oo ?7 (Typ ” 50 )
) e$ ) x\/ . e$ . el‘
lim — = lim ( ) = lim = lim = 400

T—00 T2 m~>oo (SL’2)' z—00 20 m~>oo 2

(lim, 00 € = 400, weil €* > z fiir x > 0)

3) lim, oy zlnzx, (Typ ,,0 - o0%)
|
Umschreibung in = lim, oy zInz = lim, o, g, (Typ , =)
1 Inz) "
T /A e o s
20+~ E2ZB a0+ (%) 20+ —— z—0+
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4.3 TAYLORscher Lehrsatz

4.3.1 TAYLORsche Forme

Es sei die reelle Funktion f in Uy(z9) = (xo — h, 29 + h),h > 0, (n + 1)-differenzierbar.
Dann gibt es zu jedem x € Uy(xg) eine Zwischenstelle £ = z¢ + ¥(z — ), 0 € (0,1), so
dass gilt:

e e (n) T (n+1)
@) = flao) + 2500 o)t 4 L0 o g T g E S e
N =: R, (z
g / k:(' 0)(30 — x0)* =: Ty, (x) Bn()

k=0

4.3.1.1 Bemerkungen
1) TAYLORsche Formel lautet kurz:
f(z) = T(z) + Rn(x)
mit dem n-ten TAYLORpolynom T, und dem LAGRANGEschen Restglz'e R,.

2) Die TAYLORsche Formel ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Analysis, weil
jede beliebige differenzierbare Funktion durch bekannte Funktionen (Polynome 7,)
approximiert werden kann (bis auf Rest R,,(x)).

3) Beachte: £ hdngt von z, zq, n ab!

4) Fiir n = 0 ist die TAYLORsche Formel der Mittelwertsatz.

4.3.1.2 Beweis der TAYLORschen Formel
a) Wir setzen F(z):= f(x) — T,(x),G(x) := (x — x)""'. Dann gilt:

G(l‘o
F

=0,G"(z0) =0, G"(x0) = 0, G (20)= 0, G (2)=(n + 1)!
(.1‘0 0, F

)
) "(w0) = f'(x0) — f'(w0) = 0,... . F " (w0)= 0, F" ) (z)=f ") (a)

fir z € Up(xo) = (o — h,x0 + h).
b) Wiederholte Anwendung des Quotientenmittelwertsatzes liefert
F(zx) F(z)— F(xo) F'(wo + (v — o)) F'(wo +V1(2 — w0)) — F'(w0)

G(z)  G(z) — G(x0) G'(zg + 01 (x —20)) G'(w+ 01 (x — 20)) — G'(20)

F'"(xg + U991 (x — x0)) FO) (go +9(x — x0))  fFOFD(€)

G”(SL’O + ’192191(37 - SL’Q)) o E Gn+1) (3;‘0 + 19(3;‘ — 1’0)) a) (n + 1)'

WTAYLOR (1685-1731)
IVLAGRANGE (1736-1813)
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mit 191,192 c (O, 1) und ¥ = ﬁnﬁnfl o ."191 € (O 1)
(n+1)
f (6)(1‘—$)n+1 = m

= F(z) = eEl

4.3.1.3 Beispiel
1 1 3 s
fa) =V, fl@) = g2, f'a) = a3, f"(0) = Za s
zo = 1:
1 L,
fl@)=V1+ =) =1 458 (@ - 1)
To(z) N=——~—
Ro(x)
1 1 _s )
fl@)=1+5(@—-1)+ —3& f(z—1)
H_/ (. ~ 7
Ti(e) Ri(x)
@) =14 2@ —1) = 2@ =1+ =& Sz — 1)
T;(ra:) R;(rx)
mit & = 1+ 0;(x — 1), 9; € (0,1), i =0,1,2.
v
24 y=T1x)
y=f{x}
1.5
y=T2{x}
y=To{x)
95.:
b0 ] 15 3 25 3
Anwendung:
V2=f2)=Th(2) ~1+--1—--1>=1.375

mit Fehler Ry(2).

91
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4.3.2 Anwendungen des TAYLORschen Lehrsatzes
4.3.2.1 Taylorentwicklung

Nachteil von 3.1] ist das Restglied R, (x), da i.A. £ nicht bekannt ist. Haufig lasst sich
jedoch R, (z) abschéitzen.

Wichtiger Fall: Ist f in Uj(zo) beliebig oft differenzierbar, so kann [L.3.1] fiir jedes n € Ny
aufgeschrieben werden und Grenziibergang n — oo betrachtet werden. Unter der Voraus-
setzung, dass lim,, ., R,(z) = 0 ist fiir z € Up(xg), ergibt sich

flx) = i %(x — 20)" (TAYLORreihe)
k=1
4.3.2.1.1 Beispiel: f(z)=(1+2)* 20=0,a € R,z € (-1,1)
() = af1 )
f'(@) = ale =11 +z)**

fM(z)=ala—1)...(a =n+1)1+z)*" =n (n

a) (1+z)*"

30 = (1+a) =Y <z>xk + <ni1)(1 +92)e e 9 e (0,1)

k=0

Ro(@)
Fir0<z<list1<1+9%z <1+ 2.

= (1+92)*™" <1 firn>a—1

= |Ra(2)] < '(nil)’ e

Hilfsbetrachtung:

Die Potenzreihe Y o (¢)2" wird auf Konvergenz untersucht mittels Quotientenkriterium

2.4.4.5.2)

e} n+1
("J(r;;z = <an_+nl)z — |z| fur n — o
Zn

Damit ist der Konvergenzradius gleich 1 und
<a)z” — 0, falls 2| < 1.
n
Das bedeutet fiir 0 < z < 1: lim,,_,o, R,(z) = 0 (analog fir —1 < z < 0)

= (1+2)"= Z (a) 2" (binomische Reihe)
k=0
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4.3.2.1.2 Spezialfall: Sei f(z) durch eine Potenzreihe gegeben, d.h.
f(.’lf) = Zan<l’ _'rO)nv ap € Ra T e (370 — 0,% + Q)
n=0
Dann ist f beliebig oft differenzierbar in = € (zg — 0, o + 0) mit

f(z) = Z ann(x — x0)" ", f(x) = Z apn(n — 1)(x — x)" 2

n=2

f(k)(az) = Zann(n —1)...(n—k+1)(z—x0)" % keN

(durch gliedweise Differentiation)

= f(.l’()) = Q, f/<.l’0> = aj - 1, f//<.§lf(]> = as - 2. 1, e f(k)<.§l,’0) = Q * k'
> fn)
- @=L e my 0=y

Ergebnis: Eine Potenzreihe ist die TAYLORreihe ihrer Summenfunktion an der Entwick-
lungsstelle z.

4.3.2.2 Extremwertbetrachtungen

4.3.2.2.1 Definitionen:

a) Eine reelle Funktion f hat auf dem Intervall [ ein lokales (bzw. relatives) Minimum in
xo € I, falls es eine Umgebung Us(zg) = (zo—6,x0+0),6 > 0 gibt, so dass f(z) > f(xo)
fir alle z € Us(xg) N 1.

b) Eine reelle Funktion f hat auf dem Intervall I ein lokales (bzw. relatives) Maximum in
xo € I, falls es eine Umgebung Us(zg) = (2o —6,x0+0),6 > 0 gibt, so dass f(z) < f(x)
fir alle z € Us(xo) N 1.

c¢) Lokale Maxima bzw. Minima heiffen auch lokale Extrema im Gegensatz zu den globalen
(bzw. absoluten) Extrema max,cr f(x) bzw. min,e; f(z).
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x1, To — lokale Minimalstellen
x3, x4 — lokale Maximalstellen
Zo, x4 — globale Extremalstellen

' T3 ' o
T ' Ty
Intervall 1

Als Folgerung des Beweises des Satzes von ROLLE [1.2.2] ergab sich die
notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum in z¢ € (a,b) :  f'(z9) = 0.

Fiir hinreichende Bedingungen nutzen wir die Kenntnis des Verhaltens von (x — x)™ aus:

Y Y
(x — xp)"
n ungerade
(x — xo)"
n gerade
) €
\
Zo T

4.3.2.2.2 Satz: Die Funktion f besitze in Us(z) stetige Ableitung bis zur Ordnung n
und es sei

f(wo) = f(w0) = ... = fV(2p) =0
jedoch £ (zq) # 0.

1. Fall: Ist n ungerade, dann ist xy keine Extremalstelle.

2. Fall: Ist n gerade, dann hat f in z, ein lokales Minimum, falls f(z0) > 0 bzw. ein
lokales Maximum, falls f™(z,) < 0.
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Beweis:
In TAYLORformel ist 7}, (x) = f(x0) wegen der Voraussetzung f*)(zo) =0,k =1,... n—
1 und folglich

1

2D 7l m(f)@ — x0)", § =z + V(1 — 20)

f(@) = f(xzo) = f(z) = Tha(2)

Wegen Stetigkeit von f(™(z) ist Vorzeichen von f™(zy) und f™(€) dasselbe.

4.3.2.2.3 Bemerkungen:

i) Andere hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema erhdlt man durch Diskussion
des Vorzeichens der 1. Ableitung in Umgebung von xy mit f'(z) = 0 oder auch durch
Anwendung des Satzes von Weierstrafs

ii) Zur Bestimmung von eventuell vorhandenen globalen Extrema von f auf I muf man

die Funktionswerte von f an den Intervallenden von [ mit denen an allen lokalen
Extremstellen vergleichen.

4.3.2.2.4 Beispiel: f(z) =2%" D(f)=R
e notwendige Bedingung: f'(z) = (322 + 23)e” = 2%(3 + x)e”

fl()=0 & xz=0oder z =—-3

e hinreichende Bedingung: f”(z) = (6x + 622 + 23)e”

f1(0)=0
" 3 .. . —27
f"(=3) =9¢° >0 = lokales Minimum in 2y, = —3, f(Zmin) = — = —1.34
e
f70)=6-¢"+0-¢"=6#0 = kein Extremum
e globale Extrema:
lim f(z) = lim 2%¢* = 400, (Anwendung von L'HOSPITAL)
T—00 T—r00
3 2 6 6
lim f(z) = lim z%¢® = lim L~ lim T lim — = lim =0
T——00 T——00 z——o00 e~ 7T T——00 —e z——o00 e~ % z—o00 77T
supg [ = 400, d.h. globales Maximum existiert nicht. z,,;, = —3 ist auch Stelle des

globalen Minimums, d.h. ming f = f(Zmn)
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4.3.2.3 Kriimmungsverhalten

4.3.2.3.1 Definition
Eine differenzierbare Funktion f heifst auf (a,b) konver, wenn

J(@) = f(xo) + f'(wo)(x — o)

J

~~

T1(x)

fur alle z, 2o € (a,b).

Eine differenzierbare Funktion f heifst auf (a,b) konkav, wenn

f(x) < f(xo) + f'(2o)(x — 20)

J

-~

Ti(z)
fir alle z, 2o € (a,b).

¢

Wenn ,,=" ausgeschlossen wird fiir x # g, so spricht man von strenger Konvezitit bzw.
Konkavitat.

4.3.2.3.2 Geometrische Deutung

y
Konvexitat auf (a,b) be-
deutet, dass y = f(x) im-
mer oberhalb der Tangente
T durch (zg, f(z0)) liegt.

- f(x0)

— - N X
— - Zo

4.3.2.3.3 Bemerkung
Stellen, wo das Kriimmungsverhalten von y = f(x) wechselt, heiffen Wendepunkte von f.

Hinreichende Bedingung: Besitzt f in (a, b) stetige 2. Ableitungen mit

o f"(x) >0,z € (a,b), so ist f konvex auf (a,b)
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e f"(x) <0,z € (a,b), so ist f konkav auf (a,b)

Gilt ,,> 0%, so liegt strenge Konvexitat vor. Gilt ,,< 0%, so liegt strenge Konkavitéit vor.

Beweis:

1)~ Tute) = T

Vorzeichen von f”(§) entscheidet tiber Konvexitét bzw. Konkavitét.

2

(x — )

4.3.2.3.4 Beispiel
f(x) = a3e®, f"(x) = 2(6 + 62 + 22)e”
1. Fall: Ist > 0, s0 f"(z) >0 = f konvex
2. Fall: Tst < 0,50 f"() >0 6+62+2°<0e —3—-V3<a<-3+3
Ergebnis: y = 23 ist
e konvex auf (0,00) U (=3 — /3, =3 +/3)
e konkav auf (—oo, =3 — v/3) U (=3 +v/3,0)

y
2 L
Wendepunkte:
y:X3eX
Tw, = 0, 1]
I‘Wz = —3 + \/g,

s = —3 -3
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Kapitel 5

Integrierbarkeit reeller Funktionen

5.1 Stammfunktionen und Integrationsregeln

Umkehrung der ,Operation” Differentiation ist die Integration.

5.1.1 Definition

Sei f : I — R, I Intervall. Dann heiltt F' : I — R Stammfunktion zu f auf I, falls
F'(z) = f(z) fir alle x € 1.

Da sich 2 Stammfunktionen nur durch eine Konstante unterscheiden, schreibt man

/fdx:/f(x)dx:F(x)+c

fiir die Gesamtheit aller Stammfunktionen. Es heilt unbestimmtes Integral zu f (f — Inte-
grand, x — Integrationsvariable).

99
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5.1.2 Grundintegrale

anrl
nd — _ . o .
/x x n+1+c (n# —1,neZ, firn< —1ist z #0)
oz—i—l
-1 R
/ a+1+c (o # —-1l,a € R,z >0)
dx Inz+c¢ flirz>0
/?_{ —z) +c furx<0}_ln|x‘+c (x#0)
*d 1
/a T = lna (a>0,a#1)
/cosx dr =sinx + ¢
/s1na:da:——cos:c+c
/Coszx—tanerc (v # 5 +kmkeZ)
/ 5— = —cotx +c (x #km, k€ Z
sin” x
/cosh:c dr =sinhx + ¢
/smhx dxr = coshx + ¢
= tanhx + ¢
/cosh2
/smh2 = —cothz + ¢ (x #0)
o in + (Jol < 1)
——— —arcsinz +c¢ x
V11— a2
dx ; n
= arctan
e T +c
x
=In(x+Vv1+a?)+c
V1+ 22 ( )
dx
=lnlz+vz2—-1l+¢ x| >1
A = Inle+ Va1 (s> 1)
dx 1 z+1
=1 1
[0 = gm| e (12| # 1)

5.1.3 Folgerung

Aus jeder Differentiationsregel ergibt sich eine Integrationsregel, welche durch Differentia-
tion bewiesen wird.
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1) Summentregel:
/(af+ﬁg)dx:a/fdx+5/gd:c fir o, € R

2) Partielle Integration:

[tdar=sa- [ roas

[ 6t @) de = P(g(a) mie P&) = [ 7
5.1.3.0.1 Anwendung von 3): Substitutionsregel:

Sei f auf I definiert und ¢ : " — I mit ¢/(¢) # 0 fiir alle t € T (7,1 C R — Intervalle).
Dann gilt:

/f(:c) dx = /f(g(t))j—jdt (Substitution: = = g(t))

/ flg (t) dtjt=g-1 ()

D.h. [ f(z)dz = G((g~*(x)), wobei G(t ff( t))g'(t) dt, also G die Stammfunktion
u (fog)g ist.

Beweis:

a) Wegen ¢'(t) # 0 ist © = ¢(t) streng monoton wachsend oder fallend. Folglich existiert
t =g (z) mit
dt 1 1
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5.1.3.1 Beispiele

1.
/ e’ dx:xQGx—/ 2 e’ dx
NN s N~
—f = =F =g
:xQex—2~(xem—/ (x) e dx)
2) \_,1./
:ex-(x2—2x+1)+c
2.
/lnxd:c:/ 1 -Inzdx
/
:x-lnx—/x(ln(:c))/d:c:xlnx—/ld:c
=zlhr—zx+c=z(lnz—-1)+c
3.
2 L dt d
e 21 dr= [ g Substitution: 2* =t
~ dr dt
:(1.2)/ T
:/etdt (€' + ¢)j=a2
= to
4.

/mdx_ /W

—(21+3)

/\/_ dt d_:z: dt Substitution: ¢t = 2z + 3
dr dt

1 1

t2dt = -

2 / FAT g
5 (vere3)

5. p
/\/ r2 —x2dx Substitution: x = rsint,t € [—g, g}, d—j

N

-t2 +c

2
3
_l’_

=rcost
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d
= /\/T2—l‘le‘:/\/T2—TQSiHQt—xdt:TQ/\/l—SiHQtCOStdt:T‘Q/COSQtdt
dt —_——

=cost

= /%(cos(%) +1)dt =r? G sin(2t) + %) +c

=72 gsint cost +£ +c
- \4 ~~ 2

pg
=z T 22
r =1/ 1—sin“t=4/1 oz

r? /1 x2+r2 ) a:+
= — . —- — — 4+ —arcsin — + ¢
2 7 72 2 r
2
X r x
_ /2 2 :
= —Vr“— x4+ —arcsin — +c¢ x e (—rr
2 2 r ’ (=r.7)

5.1.3.1.1 Bemerkung: Integranden, die aus sinx und cosx aufgebaut sind, konnen
meist durch die folgenden Substitutionen integriert werden.

t = tan (%) oder t=tanx
\
T T
xr = 2arctant, =z € (—m, ) r = arctant, x € (—5, 5)
Y 4
dv 2 do _ _1_
dt — 1+¢? dt — 1+4t?

Bei den weiteren Berechnung von [ ... dt miissen die Additionstheoreme fiir die Winkel-
funktionen benutzt werden.

5.1.4 Integration von Potenzreihen

Gesucht: Stammfunktion zu P(z) = > a,(z —x0)", absolut konvergent fiir |z — x| < o,

0 > 0. Dann hat Q(z) =37, %(w — x)"™! den gleichen Konvergenzradius wie P und

@' (x) berechnet sich gliedweise, d.h.

Q) =Y = (e —a0)™") = 3 au(w — )" = Pla)

=(n+1)(z—z0)"

fir x € (zg — 0, z0 + 0), also

/P(az) dr = / (ni;o an(x — :1:0)”> dr = Q(x) +c¢

Isiehe Additionstheoreme




104 KAPITEL 5. INTEGRIERBARKEIT REELLER FUNKTIONEN

5.1.4.1 Beispiel
Taylorreihe von f(z) = In(1 + 2) an der Stelle zy = 0:

f'(z) = : —il- poll 1_3:) = g(—x)” fir |z] <1 (geometrische Reihe)
dz = . . s L,
o= 12 ey >
x = 0: .
FO)=In(1+0)=0=> (-1)"-0+c = ¢=0
n=0

> —1)nt1
In(l+2) = E =0 s fur o] < 1 (Logarithmus-Reihe)
n

5.2 Integration rationaler Funktionen

5.2.1 Umformung rationaler Funktionen

Sel
A 2™ + A1 2™ 4+ ag

rz) = bp2™ + by 12"+ ...+ by

mit m,n € N, a,,, b, # 0, ag,...,an,bo,...,b, € C eine (gebrochen)rationale Funktion in
z. Dann ergibt sich durch Polynomdivision

,2€eC

A
r(z) = P(z) + N<Z) mit Polynomen P, Z, N, wobei | = Grad(Z) < Grad(N) = n.

Z(2)
N(z)

Dabei ist das Polynom P(z) eine ganzrationale Funktion und eine echt gebrochenra-

tionale Funktion.

N(z) =byz"+...+by, Z(z)=c2+.. . +co, a#0

5.2.2 Grundlegendes iiber Polynome

Seien komplexe Zahlen ¢y, cy, ..., ¢, gegeben und
P(z):==cy+crz+...+c2", z€C

Dann vermittelt das kompleze Polynom P mit den Koeffizienten c; eine Abbildung P :
C — C. Ist ¢, # 0, so heifst P ein Polynom vom Grad n.
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1. Koeffizientenvergleich

Zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn sie in ihren Koeffizienten iibereinstimmen.

2. Diwvision durch Linearfaktor
Ist zp € C eine Nullstelle von P vom Grad n > 1, s0 P(z) = (2 — 20)Q(z) mit
eindeutigem Polynom () vom Grad n — 1.

3. Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat mindestens eine Nullstelle in C.

4. Zerlegung in Linearfaktoren

s

P(z) = ¢, [J(z = A)™

k=1

Dabei sind A\, € C die paarweise verschiedenen Nullstellen von P und m, € N ihre
Vielfachheiten (mq + ... +m, =n).

5.2.3 Satz iiber die Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen

Fiir die echt gebrochenrationalen Funktion f[(é)) habe das Nennerpoylnom N(z) die Dar-
stellung:
N(z) :an(z—)\k)mk mit my + ... +m, =n, A\, #\; fir j # k
k=1
Dann gilt:
Z(Z) . d11 d12 d1m1
NG z-n oae T o agm
do das dom,
et ——— 5.2.3.1
I WL R W AR P W (5:2.3.1)
drl dr2 drmr
+ +

N W E RN P W
mit den Koeffizienten dj; € C (Zerlegung in Partialbriche).
Beweis: (durch vollstandige Induktion iiber n = Grad(XV))
e Induktionsanfang
Z(2) Co diy Co

n = Gra 0, Z(2) = co, NG h—n)  z-n mit dy; b,
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o Induktionsschluss

Sei Formel (5.2.3.7]) richtig fiir fi—((z)) mit Grad(Z;) < Grad(N;) < nmitn € N;n > 1.

Wir schreiben N(z) = (z — A\,)™ S(z), wobei Grad(S) =n —m,. Fir d € C ist

Z(z) d _ Z(2) —dS(z)
NG G T NG (5:232)

Da S(A,) # 0 ist, kénnen wir d = % setzen = Z(\,) —dS(A\.) = 0.

1. Fall: Z(z) —dS(z) =0 fiir alle z € C, so folgt aus (5.2.3.2) die Behauptung.
2. Fall: Andernfalls gilt Z(2) — dS(z) = (z — A\.)T(2) mit

GradT = Grad(Z —dS) -1 < GradZ —1 <n — 1.

Z(z) d (z = M\)T(2)
A 7 Il P Wil popny W g
d T(z) d T(z)
= + = +

(z=X)m (2= A)™715(z) (2= A)™ 0 Si(2)
mit Si(z) = (z — A\)™1S(2), GradS; = n — 1. Somit ist auf % die
Induktionsvoraussetzung anwendbar und die Zerlegung (5.2.3.7]) folgt.

Die Koeflizienten dj; in (5.2.3.1]) konnen auf verschiedene Weisen ermittelt werden:

1. Koeffizientenvergleich

Multipliziere (5.2.31]) mit N(z) und kiirze entsprechend. Dann ergeben sich links und
rechts zwei Polynome, deren Koeffizienten gleich sein miissen = dj;.

FEinsetzmethode

Das Einsetzen von n verschiedenen (bequemen) Werten liefert ein lineares Gleichungs-
system fir dy;.

Grenzwertmethode

Multiplikation von (23] mit (z — A;)"* und anschliefendem Grenziibergang z — A\
liefert dyn, .

5.2.3.1 Beispiel

) 324+ 223 — 1222+ 16
r(z) =
24 4422
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1. Schritt: Polynomdivision

(=321 +22% =122 +16) : (2! +42%) = -3+ %8
— (=324 —122?)

223 +16

2. Schritt: Nullstellen des Nenners
a4 =222 44) =0 z=00der 22 +4=0
Nullstellen: A\ = Xy =0, 3 =21, \y = =21
3. Schritt: Ansatz zur Partialbruchzerlegung

2z3+16_A+ B, ¢ D
4422 20 (202 2-2i 242

(mit zu bestimmenden Konstanten A, B,C, D € C)

4. Schritt: Bestimmung der Koeffizienten
Multiplikation des Ansatzes mit 2* + 422

= 225 416 = A(2* +42) + B(2* +4) + C2*(2 + 2i) + D2*(z — 2i)

A 16 =4B = B =14
2t 0 =4A = A =0
2. 0 =B12C—2D = 2(D-C) =4
23 2 =A+C+D = D =2-C

= C=141, D=1-—1

4 n 1+ N 1—1
22 2—=2i 4+

r(z) =

5.2.4 Spezialisierung auf reelle rationale Funktionen

Spezialisierung auf reelle rationale Funktionen r(z),x € R, d.h. a;,b;,¢; € R. Dann ist mit
jedem X\ € C\R auch )\ Nullstelle von N, denn aus N(A;) = 0 folgt N(Ax) = N(Az) = 0.
Sei z.B. A\; € C\R, so sei Ay = A;. Dann gilt fiir die Koeffizienten my = m; und dyj = d_lj fir
j=1,...,my. Dann kann die Darstellung (.2Z3.1]) von r(z) wieder reell gemacht werden,
weil

dy | _dy __dy dy _dy dyj
SL’—)\l SL’—)\Q .T—)\l ,j(;—)\_l .T—)\l .T—)\l

— 9Re ( dlj ) - 2Re (dljﬂf — dlj)\_l) cR

r—X\N/ (x—Al)(x—A_l)
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In Beispiel 5231 war

_ 14+i  1—i (I+i)(x+2)+0—i)(z—2i) 2o—4
D:C’ .+ .: -
T—2i x+2 2 +4 2 +4

Bei der Bestimmung von f Nz dx (mit reellen Koeffizienten) miissen folgende Integrale
berechnet werden:

Typ L
d (- N fii > 1
/7x _ e AT e e (AeR, meN),
(x — )™ In|lz— A +¢ firm=1
Typ II:
/ ar + a/ 2x + vy 4 B — s
+7x+5 2 ) 224+~vx+6 x2+7:p+5
(a B,7,0 € R, x2+7x+57£0furx€R)
2r + Yy 2 . . . 2
————dx =In|2° +yxr + 0| + ¢ mit Substitution: ¢t = 2° +yr + ¢
2 +v+0
_ o ) mit Substitution:
2672&15 = (6 OW) arctan Ty u = 2zt
?+yr+0 V4 V46 — 2 \/46—~2
Typ III:
ar + [ D . . .
5 wird iiber Rekursionsformeln auf Typ II zuriickgefiihrt.
(2 + vz +0)™

5.2.4.0.1 Bemerkung: Bei reellen r(z),z € R kann der Umweg iiber das C vermieden
werden. Zum Beispiel wenn

T

N(@) = b [J(@ = W)™ (% + pz + q)
k=1

mit b, # 0,0, E R\ € R,p,q € R, 2?2 +pr+q#0firallex € R (my+...+m, =n—2),
so kann man anstelle von (B.2.3.]) den Ansatz machen:

Z(x) i% d; Ar + B
N(z) (x— X)) a24pr+gq

k=1 j=1

mit zu bestimmenden reellen Koeffizienten dy;, A, B. Multiplikation mit dem Nenner N(z)
und Kiirzen erméglicht Koeffizientenvergleich = dy;, A, B.
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5.2.4.1 Beispiel

Berechnung von [ r(z) dz (siehe Beispiel 5.2.3.1)):
Nach den Schritten 1. 4 erfolgt

5. Schritt: Reellmachen

~ —=3at +22° — 1227 416
xt + 422
4 1414 1—1
+x2+\x—2i+x+2ij
 2r—4
2244

(Weil N(z) = 2* (2% + 4) ist, fithrt auch der Ansatz

~——
>4 fiir z€R
A A A A
r(r)=—-3+ L :1:_22 % mit A; € R zur gleichen Zerlegung.)

/r(x)d:p:—3/d9€+4/d /if;i

5 4+/dt / 2du
= —3r— — — — —
x t u?+1
4
= —3x — — + In|t| — 2arctanu + ¢
x

4
= —3x——+ln(:c2—|—4)—2arctan§+c
T



110 KAPITEL 5. INTEGRIERBARKEIT REELLER FUNKTIONEN

5.3 Das RIEMANNsche Integra

5.3.0.2 Geometrische Motivation

Sei f : [a,b] — R, f > 0.

Gesucht:  Flicheninhalt |A|

der Flache A, begrenzt durch y
y = f(x), der x-Achse und den

Geraden £ = ¢ und = b.

Dazu Zerlequng Z von |a,b /

durch Teilpunkte a = x5 <

R
r < ... < x, = bin Teil- 1R/ﬁ —_—

intervalle I, = [xp_q, 23], k =

1,...,n. /
Al ) IRy
k=1

y=f(x)

|Ri| = (2 — 2r-1) f(§k)

& € Iy (Zwischenwert oder
Zwischenpunkt)

5.3.0.3 Physikalische Motivation

Bestimmung der mechanischen Arbeit, die geleistet wird, wenn eine Kraft ldngs eines ge-
radlinigen Weges auf einen Korper wirkt.

Anschaulich ist klar, dass die obige Approximation von |A| umso besser ist, je kleiner das
Feinheitsmaf8 A(Z) = maxy—__n(xp—x_1) der Zerlegung Z wird. Um diesen Grenzprozess
exakt zu fassen, betrachtet man Folgen von Zerlegungen

Zj = {xé),xgj),... (J)} mit lim A(Z;) =0

? n
j—)OO

und zu jedem Z; eine Menge T); von Zwischenwerten

e [ 1 h= 1)

5.3.1 Definitionen
i) Fir die reelle Funktion f : [a,b] — R ist

-5 (@) (0 -2

B, RIEMANN 1826-1866
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die Zwischensumme oder RIEMANN-Summe zu f im Intervall [a, b] zugehorig zu Z;, T;.

ii) Die Funktion f heift RIEMANN-integrierbar auf [a,b] (kurz: f € R([a,b])), wenn
jede Folge (Sy[Z;, Tj]);Z, von Zwischensummen gegen ein und denselben Grenzwert
S konvergiert (bei beliebiger Wahl von Z;, T; mit lim; . A(Z;) = 0). Man bezeichnet
S durch das Symbol

bf(l,) du (RIEMANNSsches Integral oder bestimmites
a Integral von f iiber [a, b])

b
/ f(z)dzr = lim S¢[Z;,T;] mit A(Z;) =0

Jj—00

ACHTUNG!: Trotz der Ahnlichkeit der Symbolik und des Namens haben bestimmtes
und unbestimmtes Integral zunéchst nichts miteinander zu tun! Der Zusammenhang
wird erst durch den Hauptsatz der Differential-Integral-Rechnung geliefert.

5.3.1.1 Beispiele

D) f(x) =
y y=x
Z sei dquidistante (gleichméfige) Zerle- /
gung von |a, bl xk:a+k-b_7",k: 74
0,...,n. 7Z
b—a
AZ) =
(2)="=
Zwischenwerte
A N

(Mittelpunkte von Ij)

a=xy X; Xy &3Xg = X,=b
r—]a
Zwischensumme
n :?k n
Si[2,T] =Y F&)(w—aa) =) (a+ (k—§) 52) - e
k=1 k=1
= %@(nw e Nk —%(b—a)) = (na+1(b—a)(n+1)— b+ la)
k=1
_ n(nt+1)
=72
_ 132 1.2
= ib — §a
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Ergebnis: Falls f(z) = x RIEMANN-integrierbar ist, muss f rdxr = 1b2 2(12 sein.

II) DIRICHLET-Funktion:

d(x) = 1 firzeQ
7o firz e R\ Q

Sei Z irgendeine Zerlegung und 7' = {&, € I, | k= 1,...,n mit & € Q}.

Sy(Z,T) = Z@(l«k —Tpq)=Tp—To=b—a

k=1 ]

Fﬁrf:{§k€[k|k:1,...,nmit EkER\@} ist dagegen

su(21) =30 (6) e -1

k=1 Rf—’
Ergebnis: Die Funktion d(x) ist nicht Riemann-integrierbar.

5.3.2 Integrierbarkeitskriterien

Frage: Welche reellen Funktionen sind RIEMANN-integrierbar?

Um diese Frage zu beantworten gibt es eine Vielzahl von Integrierbarkeitskriterien (siche
z.B. Heuser I, S. 454 ff.). Ein solches notwendiges und hinreichendes Kriterium ergibt sich
analog wie das CAUCHYschen Konvergenzkriterium 2.2.4.7] fiir Zahlenfolgen.

5.3.2.1 Cauchysches Integrierbarkeitskriterium

Die reelle Funktion f : [a,b] — R ist genau dann RIEMANN-integrierbar, wenn zu jedem
e>0ein 0 =0(e) > 0 existiert mit

SZ,T) = 8412, T)| < ¢
bei beliebiger Wahl von 7', T und Zerlegungen Z, Z mit A(Z), A(Z) < 6.
Weiterhin gilt:
5.3.2.1.1 Satz: Ist f beschriankt und an hochstens abzdhlbar vielen Stellen unstetig
auf [a, b] (sonst stetig), dann ist f € R([a, b))

Spezialfall: Jede auf [a, b] stetige Funktion ist RIEMANN-integrierbar auf [a, b], ebenso jede
auf [a, b] stickweise stetige Funktion.
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5.3.3 Eigenschaften des RIEMANNschen Integrals

Aus der Definition bzw. geeigneten Integrierbarkeitskriterien lassen sich unmittelbar fol-
gende Figenschaften ableiten. Dabei sei f € R([a,b]) vorausgesetzt.

1) f ist beschrankt auf [a, b].

2) Wird f an endlich vielen Stellen abgeédndert, so bleibt f f(z) dx unveréndert.
) Ist [o, 5] C [a,b], so [ € R([«, 5]).
)

4) Ista<c<b, so f fdxr = f fdx+ f f dx, da diese additive Zerlegung bereits fiir die
entsprechenden Zwischensummen von f auf [a, b], [a, c] und [c, b] gilt.

w

5) Ist f(x) > 0 fiir alle z € [a, b], so fabf(x) dr >0, denn S¢[Z,T] > 0.

6) Mit A € R ist auch A\f € R([a,b]) und fab)\f(:c) dr = )\f:f(a:) dz, denn S\¢[Z,T] =
A\StZ,T).

7) Sei zusétzlich g € R([a,b]), so ist auch f + g € R([a,b]) und
b b b
/ (f+9)de= | fdx —|—/ gdr , denn Sy [Z,T)=S(Z,T|+ S,[Z,T) .

8) Sei zusétzlich g € R([a, b)), so ist auch fg € R([a,b]), wobei die CAUCHY-SCHWARZsche
Ungleichung fiir RIEMANNsche Integrale (Beweis iber CAUCHY-SCHWARZsche Unglei-

chung fiir Summen ([2.2.2)) gilt:
([rsa) ([ 7a) ([ )

9) Ist g € R([a,b]) und f(z) > g(z) fiir alle z € [a,b], so f:f(a:) dx > ffg(:c) dr, denn

b
hz) = f(x)—glz) >0 = / h(z)de >0
————— 5) a
=f(@)+(-1)g(z) —

7ffda: fgdx

6),7)

10) |f] € R([a,b]) und

/abfdx

demn  —|f(2)| < f(@) < |f(@ /|f|daz</ fdas</ fdo

6)

N i/a fdxg/a s

b
< / |fldx (Dreiecksungleichung fiir Integrale),
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5.3.3.0.1 Bemerkung: Mit 6),7) wird die Menge R([a,b]) ein Unterraum des Vektor-
raums aller reellen Funktionen, und mit fab fgdx als Skalarprodukt zwischen f und g wird
C([a,b]) zu einem EUKLIDischen Raum (s. Vorlesung “Lineare Algebra®, Ubungsaufgabe).

5.3.3.1 Weitere Klassen RIEMANN-integrierbarer Funktionen

i) Jede auf [a,b] monotone Funktion f ist dort RIEMANN-integrierbar, denn f ist be-
schrinkt durch f(a) und f(b). Daraus folgt mit Satz B.3.2.1.1] die Integrierbarkeit,
weil ein solches f hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen (Sprungunstetigkei-
ten) in [a, b] haben kann (s. Heuser I, S.240 f.).

ii) Aus 6),7) folgt somit, dass auch jede reelle Funktion f, welche die Darstellung f =
f1 — f> mit auf [a, b] monotonen Funktionen fi, f besitzt, RIEMANN-integrierbar ist.
Ein solches f heikt Funktion mit beschrinkter Schwankung (oder mit beschrankter
Variation).

5.3.3.2 Festlegungen

/af(x)dx:O und /af(x)dx::—/bf(:p)dx fira <b.
a b a

5.4 Hauptsatz der Differential-Integral-Rechnung

5.4.1 Mittelwertsatz der Integralrechnung
y

Sei f € (C(a,b]), dann

gibt es ein € [a,b] mit

¢ ,
[P fa)yde = F(E)(b— a).

y=f(x)

o
y2
5.4.1.0.1 Geometrische @ /f\\_/(

Deutung: Zur Flache A /

unter der Kurve y = f(z) gibt 1

es ein flachengleiches Rechteck
tiber [a, b].

a & b
Beweis:

Nach dem Satz von Weierstrah B.2Z2hat f auf [a, b] ein Minimum m := minjy f = f(Zmin)
und ein Maximum M := maxj, 4 f = f(Zmax) (Tmin, Tmax € [a,D]).

b b b
= m < f(z) < M fiir alle z € [a, ] :>m/ dxg/fdeM/ dx

=b—a =b—a
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= Fiir ¢ := ff f(z) dzx gilt ¢ € [m, M]. Nach dem Zwischenwertsatz von Bolzano B2.4.1]
gibt es € = Tpmin + N Tmax — Tmin), ¥ € [0, 1] mit ¢ = f(§). = Behauptung, weil £ € [a, b].

5.4.2 Hauptsatz der Differential-Integral-Rechnung
Sei f € C([a,b]). Dann gilt:
1) F(x):= [T f(t)dt ist eine Stammfunktion von f.

2) Mit irgendeiner Stammfunktion ¢ von f ist
b
[ sty = o) - ota) = ota]:

5.4.2.1 Kommentar

Der Haupsatz der Differential-Integral-Rechnung [5.4.2] stellt den Zusammenhang zwischen
zwei vollig verschiedenen geometrischen Problemen her: Flachenbestimmung (iiber Zwi-
schensummen) und Tangentenbestimmung (iiber Differentialquotient).

e Der erste Teil des Hauptsatzes besagt, dass jede auf [a,b] stetige Funktion eine
Stammfunktion besitzt. Diese kann durch Grenzwerte von Zwischensummen ermit-
telt werden, auch dann, wenn f nicht elementar integrierbar ist, z.B. f(x) = e~
(Integrand beim GAUSSschen Fehlerintegral).

e Der zweite Teil des Hauptsatzes ermdglicht die Berechnung von f; f dx ohne den
komplizierten RIEMANNschen Grenzprozess.

5.4.2.2 Beweis des Hauptsatzes
zul) zg € (a,b)

1 1 zo+h o 1 zo+h
E(F@OJFh)—F(SUO)):E(/a fdt—/a fdt)f)ﬁf fdtm?:uf(fh)

o

Dabei ist &, = x¢ + Yh mit einem 9 € [0,1], = limy 0& = 2o und wegen der
Stetigkeit von f

lim /(&) = / (Jim &) = /(o).
= lim %(F(:cojth)—F(xo)) — f(zo) baw. F'(zo) = f(zo).

zu 2) Da ¢, ' Stammfunktionen zu f sind, gilt
F(z) = ¢(x) + c fir alle x € [a, )]
Wegen F'(a) = 0 folgt ¢ = —¢(a).

b
/f@w;F@=¢@+c:mm—w@
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5.4.2.3 Folgerungen

i) Formel der partiellen Integration fiir RIEMANNsche Integrale: Sei f,g € C'([a,b)),

dann gilt
b b
/ fg’dxzfg}z—/ flgdx .

Beispiel: Orthogonalititsrelationen fiir Winkelfunktionen (s. Ubungsaufgabe)

ii) Substitutionsregel fiir RIEMANNsche Integrale: Sei f € C([a,b]), g € C([a, B]),
g: [, 8] = [a,b] mit g(a) = a, g(B) = b, dann gilt

B

/b flz)dx = / fg(®)) (fl—x dt (Substitution: x = g(t)),
a [e% \t?/)
=g'(t

denn wenn f die Stammfunktion F hat, ist F(g(t)) = [ f(g(t))g'(t)dt (nach Ket-
tenregel). Aus Hauptsatz folgt

B8 b
/ F))g' () dt = F o glf = F(g(B)) — F(9(a)) = F(b) — Fla) = / f(z)dz |

Beispiel:

21

/0 7 in(2n+ 1)) dr = /0 "sin((2n + 1)z) do + /ﬁ sin((2n + 1)) de

N J/

TV
(Substitution: =t + )

= / sin((2n + 1)z) dx+/ sin((2n+ 1)t +2nm+m) dt =0 .
0 0

J/

-~

=—sin((2n+1)t)

5.5 Anwendung: Elementare Integrationsmethoden fiir
gewohnliche Differentialgleichungen

5.5.1 Definitionen
i) Der Ausdruck
vy = f(x,y) mit gegebener Funktion f: D(f) C R* = R (5.5.1.3)
heift gewdhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die gesuchte Funktion y = y(x).

ii) Gentligt y = y(z) neben (L5IL3) auf (a,b), d.h. y(z) = f(x,y(x)) fir alle z € (a,b)),
noch der zusétzlichen Bedingung y(zo) = yo (Anfangswert) mit gegebenen (xg, yo)

D(f), so ist y Losung des Anfangswertproblems zu (B.5.1.3]).
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5.5.1.0.1 Beispiel fiir das Auftreten von gewohnlichen Differentialgleichungen
1. Ordnung: Radioaktiver Zerfall Z-T.T.TIH):

m(t + At) = m(t) — Am = m(t) — dm(t)At (A > 0 Zerfallskonstante)
m(t + At) — m(t)
At

= —Am(t)

und lima,_,o liefert das differentielles Zerfallsgesetz:

d
m(t) = d_T:(t) = —Am(t) (Wachstums-Differentialgleichung).

(Ahnliche Gesetze gelten fiir Wachstum bzw. Zerfall von Populationen, Substanzen u.4.)
Eine Lésung ist leicht zu ersehen: m(t) = Ce ™. Wird der Anfangswert m(0) = mg > 0
vorgeschrieben, so ergibt sich my = Ce® = C, also m(t) = moe .

5.5.1.1 Geometrische Deutung

Die Differentialgleichung: 3’ = f(x,y) bedeutet, dass jedem Punkt (z,y) € D(f) C R? eine
Richtung f(z,y) zugeordnet wird. Es entsteht das sogenanntes Richtungsfeld der Differen-

tialgleichung (.5 1.3]).

Losen von (B.5.1.3) heifst geometrisch ein solche Kurve y = y(x) zu bestimmen, welche in
das zugehorige Richtungsfeld “hineinpasst”, d.h. in jedem Kurvenpunkt muss der Tangen-
tenvektor an die Kurve zu dem vorgegebenen Richtungsvektor parallel sein.

Beim Losen des Anfangswertproblems muss die gesuchte Kurve noch zuséatzlich durch einen
vorgegebenen Punkt (xg,yo) verlaufen.

5.5.1.1.1 Beispiel: ¢y =e¢ " —2y
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5.5.2 Differentialgleichung mit getrennten Variablen

Eine Differentialgleichung der Form

y'(x) = 9(z) (hier: flx,y) = z—) (5.5.2.4)

heifst Differentialgleichung mit getrennten Variablen

5.5.2.0.1 Existenz- und Eindeutigkeitssatz: Sei g stetig auf (a, b), h stetig auf (¢, d)
sowie h # 0 auf (¢, d).

Ist (x0,90) € (a,b) X (¢, d), so existiert ein (a/,0") C (a,b), so dass das Anfangswertproblem
zu (00.2.4) eindeutig losbar ist. Genauer heifit das:

1) zg € (d, V), (x,y(z)) € (d,b) x (¢,d)

2) y'(z) = hfy(a))) fir alle z € (d/, V')

3) y(wo) = Yo

Beweis:
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a) Sei y: (a/,0') — R eine stetig differenzierbare Funktion mit 1)-3):

= h(y(x))y'(z) = g(zx) firalle z € (d,1)
:/ h(y(€)y/(€)de = / (5.5.2.5)
Sind G(z f g(&)d¢ und H(y f h(n)dn die Stammfunktionen mit G(zy) = 0,

H(yo) =0, so lasst sich m umschrelben
H(y(z)) =G(x) <« ylx)=H ' (G(2)), (5.5.2.6)

denn nach Voraussetzung ist H = h # 0 auf (¢, d), somit H ist streng monoton.

Schlussfolgerung: Jede Losung des Anfangswertproblems zu (5.5.2.4]) hat notwendiger-
weise diese Gestalt und ist folglich eindeutig.

b) Test, dass y, gegeben durch (5.5.2.6), das Anfangswertproblem 16st:

i) y(xo) = H ' (G(x0)) = H(0) = yo

. -1 E.52.9)
ii) %@) = C”jg (G(x)) - % = m Gl(x) = mg(x)

5.5.2.0.2 Schematischer Losungsweg (formal!)

1.) Trennung der Variablen: 2 = gEx = h(y)dy = g(x)dx

2.) Unbestimmte Integration: [ h(y)dy = [ g(x)dz + ¢

3.) Einarbeitung der Anfangswerte y(xg) = yo (= Bestimmtung von ¢):

4.) Auflésen nach y = y(x), falls moglich (sonst Losung in impliziter Form).

Ohne 3.) erhélt man die allgemeine Lisung zu (5.5.2.4]), wenn keine Anfangswerte gegeben.

5.5.2.0.3 Beispiel: ¢y =—— y(1)=1

z
)
1. Schritt: ydy = —xdx

2. Schritt: fydy: —fq;dqj:> y; — —%Q—i-cbzw. 2?4y = 2
(= allgemeine Losungen sind Kreise um (0,0))

3. Schritt: z=1:12+y(1)?=2c = 1+1=2c&c=1

4. Schritt: y? + 22 =2 =y = £/2 — 22
Wegen Anfangswert y(1) > 0 ist y(z) = v/2 — 22 die Losung.
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5.5.3 EULER-homogene Differentialgleichung

Eine Differentialgleichung, welche sich leicht auf eine Differentialgleichung mit getrennten
Variablen zuriickfiihren lésst, ist die EULER-homogene Differentialgleichung:

dy y

2 _r(Z 5.5.3.7

dx / <:c) ( )
mit gegebener stetiger Funktion f: I CR — R

5.5.3.0.1 Bemerkung: Differentialgleichung (5.5.3.7) wird oft als homogene Differen-
tialgleichung bezeichnet.

ACHTUNG!: Verwechslungsgefahr mit linearer homogener Differentialgleichung (EEAT0)
Manchmal bezeichnet man (B.5.37) auch als Ahnlichkeits-Differentialgleichung.

Da bei einer Ahnlichkeitstransformation & = ax, § = ay, o > 0 gilt: f (%) =f (%)

Im Richtungsfeld zu (B537): Allen Geraden y = mux ist der gegebene Anstieg des Rich-
tungsfeldes gleich h(m)

Mit der Substitution z(z) := 22 2 £ 0 lisst sich (5.5.3.7) transformieren auf:

xT

y = (z2) =242 =" f(2),
dz  f(z)—=z
(E537) === 5.5.3.8
<z dx x ( )
Das ist Differentialgleichung in den getrennten Variablen x, z:
dz  g(x) , 1 1
— = t =—h(z) = ——.
dv  h(z) mit g(z) T’ (2) f(z)—=z

Aus einer Losung z = z(z) von (B.5.3.8)) ergibt sich die Losung zu (EH) aus y = y(x) =
x - z(z). Insbesondere besitzt das Anfangswertproblem zu (5.5.3.7):

Yy =f (g) . y(mo) = o

T

eine eindeutige Losung, falls das entsprechende Anfangswertproblem zu (5.5.3.8)) eindeutig
16sbar ist, das ist gemif des Existenz- und Eindeutigkeitsatzes zu (B5.3.8) dann der Fall,
wenn zo # 0 und f(£2) # £ ist.

5.5.3.0.2 Bemerkung
i) Wegen Stetigkeit von f folgt f (£) — £ # 0 in einer Umgebung U(zo, yo)

- k‘o o o

die Differentialgleichung (5.5.3.8)), also ist y = cz Losung zu (B.5.37).

i) Gilt f (g—g) =850 290 =L f(20) = 20, 2'(x9) = 0. Dann 16st z(x) = const = c =L



122 KAPITEL 5. INTEGRIERBARKEIT REELLER FUNKTIONEN

5.5.3.0.3 Beispiel: 2y =y—z—ze =, y(1)=0

Schritt 1: Transformation auf Differentialgleichung mit getrennten Variablen:
Setze z=L =y =z4zz=L—1-et=2-1—e7(= f(2))

1+e” 1
St : z(l):M:0¢—1—1:f(0)
T 1
Schritt 2: Losen der Differentialgleichung fiir 2z
a) Variablentrennung: 5 er:_z = —d?m
b) Integration: [ Hdez_z =—[%L=_Infz[|+C
Nebenrechnung: [ 1+d:,z = fi‘izz =1In|1+e*| =In(1+ ¢%)

=1+ =e’L = % mit beliebiger reeller Konstante C # 0

El
¢) Auflssung nach z: z = In(< — 1)

d) Anfangswerte einarbeiten: 0 = 2(1) = In(% — 1) = C; =2

Schritt 3: Riicksubstitution: y = y(z) = z2(z) = zIn(2 — 1)

5.5.4 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Die Differentialgleichung
y'(x) = a(z)y(z) + s(z) (5.5.4.9)

heillt lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Ist s(z) = 0, so heifst (L549) homogen
andernfalls inhomogen
y'(x) = a(z)y(x) (5.5.4.10)

heift die zu (5.49) gehorende homogene Differentialgleichung, s = s(z) Storfunktion.
Fiir lineare Differentialgleichungen gilt das

5.5.4.1 Superpositionsprinzip

i) Sind yi,yo Losungen der homogenen Differentialgleichung (B.5.410), so ist auch jede
Linearkombination ciy; + coys mit ¢p, co € R wieder eine Losung von (5.5.4.10), denn
(cryr + cay2)' = cryy + cayy = er(—ayr) + ca(—ays) = —a(ciyr + cay2)

ii) Ist y; Losung von (BBAT0) und yo Losung von (549, so ist die Summe o+ y; eine
Losung der inhomogenen Gleichung (5.5.4.9)), denn (yo+v1)" = yi+y; = —(ayo +$) —
ayr = —a(yo +v1) — s

iii) Sind yo, go Losungen der inhomogenen Differentialgleichung (5.5.4.9]), so ist die Diffe-
venz g gio eine Losung von (BT, denn (yo — o)’ = v — 7 = — (ago+5)+ (afio+
s) = —a(yo — Yo)
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5.5.4.1.1 Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Differentialgleichung
1.0rdnung: Seien a, s stetig auf dem Intervall I C R dann gilt:

1) Die homogene Differentialgleichung (5.Z4.10) hat die allgemeine Losung (dh. jede
Losung von (B5.4T0) 1dsst sich so darstellen):

yu(z) = Cexp (L: a(§)d§) — (eA@)

fir x,z9 € 1 (A(x) = fa(f)df) :

2) Die allgemeine Losung y = y(x) der inhomogenen Differentialgleichung (5.5.4.9]) lau-

tet y(z) = ys(x) + yu(x). Wobei ys eine spezielle Losung von (B.5.49) und ygy
allgemeine Losung aus 1) ist.

3) Eine spezielle Losung yg von (5.5.4.9)) erhdlt man durch den Ansatz
ys(z) = C(z)er@ (5.5.4.11)
mit einer zu bestimmenden stetig differenzierbar Funktion C: I — R.

4) Das Anfangswertproblem zu (5.5.4.9):
Y =ay+s inl
y(zo) =yo mit zg € [,yp € R

hat eine eindeutige Losung, definiert auf I.

5.5.4.1.2 Bemerkung: Die Ansatzmethode in 3) heifst auch Methode der “Variation
der Konstanten”

Man fasst in der allgemeinen Losung () yy von (B.5.410) die Konstante C' als von x ab-
hangige Funktion auf und versucht dieses C' durch einfache Integration zu ermitteln.

Beweis:

zu 1) Eine Losung von (IBEIII) erhdlt man durch Trennung der Variablen

(C54.T10) - = ay = / /ad:v fiir y # 0 (5.5.4.12)

In |y| Al)+C,  y(z)] = Dret@ (5.5.4.13)
= y(z) = Ce™® mit beliebiger Konstanten C' € R (5.5.4.14)
Fiir jede andere Losung ¢(z) von (B.5.4.10) setzen wir () = z(z)eA®

A(x) AI(ZL') @
——

= =2 4 ze a(z)z(x)e® = 2/ (z) = 0, z(z) = const.

=a(x)
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zu 2) Ausdruck ys + yp ist Losung von (5Z49) nach dem Superpositionsprinzip ii). Fiir
eine Losung y von (.5.4.9) gilt nach dem Superpositionsprinzip iii):
y — ys 1ost (B5AT0). Aus 1) folgt die Behauptung.

zu 3) Aus (BEAI): ys(z) = C'(2)e*@ + C(2)e™ a(z) Einsetzen in (T.5.49):
——

=ys(z)

C'(2)e"™ + a(x)ys(z) = a(@)ys(2) + s(z) = O'(x) = s(z)e” "
zu 4) Allgemeine Losung von (5.5.4.9) ist nach 1) — 3):

y(z) = / 5(€)e 4O dger@ 4 CeAl®)

zo

Anfangswert y(xq) = yo ist erfiillt, falls yo = 0 + CeA@) = Ce® = C
= y(x) = / S(f)e(A(w)—A(f))dé + yOeA(”C)

o

y(z) = yo exp ( / Z(t)dt) + / S(€) exp ( /g Z(t)dt) de = yoU (. o) + / S(E)U (x, €)de .

0 0 0

=U(x,z0)

5.5.4.1.3 Beispiel: y’:%+x3, y(1) =0

U

1. Schritt.: Losung der zugehdérigen homogenen Differentialgleichung: y' = %% = £
dy dx c .
W [ = talyl = tnfol + Cs = ly] = € -[o] = yn = Ca mit C € R

2. Schritt.: spezielle Losung yg der inhomogenen Differentialgleichung
Ansatz: ys(z) = C(x)x

yg:C'erC:%+x3:%+x3:0+x3:>0’:x2
3 x?
:>C(:c):§:>ys(x):§

3. Schritt.: Allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung:

y(r) = ys(x) + yu(r) = i +C

3
4. Schritt.: Einarbeiten des Anfangswert:
0=y(l)=5+C-1=C=—3
Lésung des Anfangswertproblem: y(z) = 3(z* — )
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5.5.5 Reduzierbare Typen von Differentialgleichungen 2. Ordnung
5.5.5.1 Definition
Der Ausdruck

' = f(z,y,9) mit gegebener Funktion f: D(f) CR* = R (5.5.5.15)

heift gewdhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung fiir die gesuchte Funktion y = y(x).
Die zughorigen Anfangswerte sind
y(zo) = yo , ¥'(w0) =y mit (zo,y0,91) € D(f) -

Unter Reduzieren versteht man eine (manchmal mogliche) Zuriickfiihrung von (B.5.5.15)
auf eine Differentialgleichung 1. Ordnung. Wir betrachten hier 2 Félle:

5.5.5.2 1. Fall

y' = f(z,9) d.h., rechte Seite von (LR5TH) ist unabhdngig von y.

Hier fiithrt die Substitution z(z) := y/(x) auf die Differentialgleichung 1. Ordnung
2 = f(w,2) fiir z (Beispiel s. Ubungsaufgabe 33).

5.5.5.3 2. Fall
' = f(y) d.h., rechte Seite von (5510 ist unabhdingig von x und y.

Insbesondere 16sen wir damit die Newtonsche Bewegungsgleichung

d*y )
Moy =My = f(y) (5.5.5.16)

fiir die eindimensionale Bewegung eines Massenpunkts in einem nur vom Ort y abhédngigen
Kraftfeld f. Ein Beispiel dafiir ist der freie Fall im Schwerefeld der Erde (s. Ubungsaufgabe
36).

5.5.5.3.1 Existenz- und Eindeutigkeitssatz: Sei f stetig in einer Umgebung von ¥
sowie ty ein gegebener Zeitpunkt und vg # 0 die vorgeschriebene Anfangsgeschwindigkeit.
Dann gibt es in einer Umgebung von t; genau eine zweimal stetig differenzierbare Losung
y = y(t) des Anfangswertproblems zu (5.5.5.T6]) mit den Anfangswerten

y(to) = Yo, Y(to) = vo . (5.5.5.17)

Beweis:
Ist y eine Losung des Anfangswertproblems (E5.5.10), (55.5.17), so erhdlt man durch
Multiplikation der Gleichung (B.5.5.16) mit g(t) :

mi()y(t) = =5 (t) = fy()y(t) = ——U(y (1), (5.5.5.18)
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wenn U die Stammfunktion

Uly) = - / F(2)dz

von — f bezeichned], Integration von (B.5.5.I8) liefert
m ¢ d 9 m t d
mo o Ngr gy ) = [ L dr — ; .
3 [ =5 @0 - ) = - [ U= -Ueo) + V)

= S + Uly(1) = Fod + Ulwo) - (5.5.5.19)

Das ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung, und zwar mit getrennten Variablen vy, ¢:

d , 2 .

d—:Z :y:i\/vng—(U(yo) —U(y)). falls vo = y(to) = 0.
m

Die Behauptung folgt nun aus Satz [.5.2.0.] iiber die eindeutige Losbarkeit des Anfangs-

wertproblems fiir eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

5.5.5.3.2 Bemerkung: Physikalisch gesehen handelt es sich bei der Relation (L5519
um den Erhalt der mechanischen Energie wiahrend der Bewegung, da definitionsgemafs

%gf(t) = 1me? die kinetische Energie des sich bewegenden Massepunkts und U die poten-

2

tielle Energie ist. Deshalb nennt man diese Losungsmethode auch Energiemethode.
Schematischer Losungsweg fir (B.5.5.16]): Man berechne die Stammfunktion U von —f,
notiere den Energieerhaltungssatz und 16se nach der Geschwindigkeit y auf. Man erhélt

eine Differentialgleichung, die nach den bekannten Regeln zu l6sen ist.

HWI{J heift auch Potential der Kraft f.
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