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Kapitel 1

Einfiihrung und Grundbegriffe

1.1 Einleitung

In der Schulgeometrie ging es oft um Lagebeziehungen von ebenen Figuren, Fragen nach
bestimmten Schnittpunkten, Geraden und dhnliches wurden behandelt.

1.1.0.0.1 Beispiel: Schnittpunkt S zweier gegebener Geraden gy, go. Es gibt zwei Mog-
lichkeiten den Schnittpunkt zu bestimmen.

1) Losung durch Konstruktion (Zeichnung). Die Geraden werden soweit verldngert, bis
sie sich schneiden.

2) Einfiihrung eines rechtwinkligen Koordinatensystems:

1
Gerade g; wird beschrieben durch die Gleichung: y = 5%

Gerade g; wird beschrieben durch die Gleichung: y =2x — 3,

S = (xg,ys) bestimmt sich dann durch zwei Gleichungen fiir zwei Unbekannte. S
liegt auf g; und g, somit gilt:

1
Ys = 5Ts Ys = 2xg — 3
1

§x5:2x5—3, also rg=2,ys =1

Damit haben wir das geometrische Problem in ein algebraisches iiberfiihrt, welches
mittels analytischen Hilfsmitteln gelost wurde.
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Umgekehrt: Kann man jedes algebraische Problem geometrisch deuten?

Bei der Behandlung vielfaltiger Anwendungen stofst man bei der mathematischen Modellie-
rung auf Gleichungen, welche ,linear* sind, d.h., die Unbekannten treten in den Gleichungen
hochstens in der ersten Potenz auf.

1.1.0.0.2 Beispiel: Eine Getrankefabrik stellt durch Mischung eines Grundstoffes mit
zwei Zusatzstoffen Z,, Z, die Endprodukte Py, P, und P; her. Durch Zumischung von 41
Zy und 3l Z5 zum Grundstoff ergeben sich 1001 P;. Durch Zumischung von 21 Z; und 51 Z,
erhéalt man 1001 ;. Durch Zumischung von 11 Z; und 21 Z5 erhalt man 1001 Ps.

Folglich braucht man fiir xlhlﬂ Py, xohl P, und x3hl Ps:

by = 4x1 + 2x9 + x5 1 Zusatzstoff 7; (System von 2 linearen
by = 3x1 + by + 213 1 Zusatzstoff Z, Gleichungen)

Ihl - Hektoliter
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Verschiedene Fragestellungen:
1) Es werden 7hl P;, 8hl P, und 13hl P; bendétigt. Wieviel Liter Zusatzstoffe werden
verwendet?
Antwort: Durch Einsetzen in die beiden Gleichungen erhélt man b; = 57 und by = 87.
2) Es stehen 801 Z; und 901 Z; zur Verfiigung. Wieviel Hektorliter der Endprodukte P,
P, und P; kann man damit herstellen?

Aus den beiden Gleichungen folgt ein lineares Gleichungssystem:

80 = 4.1’1 —|—2.T2 + T3

(1.1.0.1)
90 = 31‘1 + 5l‘2 + 2l‘3

Gegenstand der linearen Algebra: Untersuchung solcher linearen Gleichungssysteme
auf Liosbarkeit sowie Aussagen tiber Struktur der Losungsmenge

Was ist die Losung des linearen Gleichungssystems (LIT.OJ)7 3 Werte fiir x7, x5 und
x3, so dass beide Gleichungen erfiillt sind. Zum Beispiel:

r1=14,29 =0,23=24 aber auch
27 5
Ty = 5= 5, T3 = 3

Die Losung fiir das lineare Gleichungssystem (LI.0.J]) ist ein geeordnetes Tripe
(21, 22, x3) von reellen Zahlen xq, 9, 23, so dass die Gleichungen erfiillt sind.

Da es auf die Reihenfolge und Position der Koeffizienten und Absolutglieder im li-
nearen Gleichungssystem ankommt, kann man es durch folgendes Schema charakte-

risieren:
4 2 1 80
A= (3 5 2) und b:= (90)

(Koeffizientenmatrix) (Absolutglied(vektor))

von (LI0I)

Zur Untersuchung der Losungsstruktur bei linearen Gleichungssystem benutzen wir Matri-
zen. Dabei spielen solche wichtigen Strukturen wie Gruppe, Koérper und Vektorrdume eine
entscheidende Rolle.

TDiese Werte sind allerdings 6konomisch unsinnig.
MEine Losung ist beispielsweise (14,0,24), jedoch (0, 14,24) nicht.
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1.2 Mengentheoretische Grundlagen

1.2.1 Definition einer Menge (G. CANTOR, 1845-1918)

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohl unterschiedenen Objekten
unserer Anschauung oder unseres Denkens — welche Elemente der Menge genannt werden
— zu einem Ganzen.

Schreibweise: x € M (oder M > z), Gegenteil: © ¢ M

1.2.2 Angabe von Mengen

1) durch Aufschreiben ihrer Elemente. Zum Beispiel:

M ={2,6,9} = {9,2,6} = {6,6,2,9,2,6}

2) durch Beschreibung der charakterisierenden Eigenschaften ihrer Elemente. Zum Bei-
spiel:
M ={xeN|z<7und z gerade} = {2,4,6}

1.2.3 Grundlegende Bezeichnungen

Symbol  Bedeutung Definition

reM x ist Element der Menge M M enthalt z

x ¢ M x ist kein Element von M M enthélt nicht x

0 leere Menge Menge, die kein Element enthélt
| M| Méchtigkeit der Menge M Anzahl der Elemente von M
(M) Potenzmenge von M (M) ={A]|AC M}

ACB A ist Teilmenge von fiir alle z € A gilt x € B

ACB A ist echte Teilmenge von B ACB,A#B

ANB Durchschnitt von A und B ANB:={z|x € Aund z € B}
AUB Vereinigung von A und B AUB :={x |z € Aoder xz € B}
A\ B Differenz von A und BY A\B:={z |z € Aund = ¢ B}
Ax B kartesisches Produkt von A und B A x B :={(a,b) |a € A,b € B}

Woder auch: B ist Obermenge von A
Voder auch: Komplement von B in A, zusitzlich A D B
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Symbol Bedeutung Definition
N Menge aller natiirlichen Zahlen N:={1,2,3,...}
No Menge aller nichtnegativen ganzen Nj:=NU {0}
Zahlen
7 Menge aller ganzen Zahlen Z:={..,-2,-1,012 ...}
Q Menge aller rationalen Zahlen Q={x|z= g,p €Z,qgeN
R Menge aller reellen Zahlen
R, Menge aller nichtnegativen reellen R, :={z € R|x >0}
Zahlen
R™ Menge aller n-Tupel reeller Zahlen R":=R x ... xR
C Menge aller komplexen Zahlen C:={z=a+ib|abeR}
Dabei gilt:

1) 0 C M, M C M fiir jede Menge M
2) NCZ
3) M ={a,b}, p(M) ={0, M, {a},{b}}, p(0) = {0} (p(D) ist eine einelementige Menge)

4) Ist AC Bund B C A, so muss A = B.
Umgekehrt: Falls A= B, soist A C Bund B C A.

Also: A = B ist dquivalent mit (A C B und B C A).

1.2.4 Venn-Diagramme

———————————

| |
| |
1 ACB A4 B A=B
| |
| |
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— T

| \
\riiiiJ B i r A
| | AUB=C } ANB=C
[ A = B -
} BN
| I c C

o i

L A } A

| | A\B=C
B L
C -A

1.2.4.0.1 Kartesisches Produkt veranschaulicht:

******************************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Y
v

A

1.2.5 Rechenregeln fiir Mengenoperationen

Kommutativgesetze:
1) ANB=BNA

2) AUB=BUA
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Assoziativgesetze
3) AN(BNC)=(AnB)NnC
4) AU(BUC)=(AuB)UC
Distributivgesetze:

5) (AUB)NC = (ANC)U(BNC)

Beweis:

a) Seiz € (AUB)NC,d. h.x € (AUB) und x € C also (z € A oder x € B) und
zeC.

Somit z € ANC oder x € BN C und folglich z € (AN C)U (BNC), also
AUB)NC C (ANnC)u(BnNC).

b) Seiz e (ANC)U(BNC),d. h.z€ ANC oder x € BNC.

Somit gilt z € C' und (z € A oder x € B), d. h. z € C'und x € AU B. Folglich
ist z € CN(AUB) und damit (ANC)U(BNC) CCN(AUB) =(AUB)NC.

6) (ANB)UC =(AUC)N(BUCQC)

1.2.6 Bemerkungen
1) Zwei Mengen heifen disjunkt, falls AN B = (.

2) AANnAyN...NA, = ﬁAi:{x|:EEAifiirjedesiG{l,...,n}}
i=1

3) AAUAU...UA, = OAi:{x|:EEAifiireiniE{l,...,n}}
i=1

4) A1><A2><...><An:HAi:{(al,aQ,...,an)|ai€Aifﬁri€{1,...,n}}
i=1 —_—

n-Tupel

1.2.6.0.1 Spezialfall: Sind A =A,=...=A4,=A:

Ay X Ag x ... x Ay =AXAXAXx ... xA=A"

n-mal

VIDie Klammern konnen folglich weggelassen werden.
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1.3 Abbildungen

1.3.1 Definition einer Abbildung

Seien X und Y Mengen. Eine Abbildung f von X nach Y (bzw. in Y') ist eine Vorschrift,
welche jedem z € X genau ein f(x) € Y zuordnet.

Schreibweise:
f: X =Y
elementweise: frxw— f(z) (x— Urbild, f(x)— Bild)

X = D(f) heilt Definitionsbereich von f und
W(f)={yeY |y= f(z) fir ein z € X} Wertevorrat oder Bildbereich von f.

1.3.1.1 Beispiele
1) f1:Z — Ny definiert durch f(z) = 2? fir x € Z

fii >0
2) fo: R — R, definiert durch fo(x) = |z| := * 311" t= ,x€R
—x firx <0

3) f3: X — X mit X ={1,2,3} definiert durch 1 — 1,2+ 3,3+ 2

4) Multiplikation reeller Zahlen als Abbildung:

RxR — R
W w

(a,b) — (a-b)
Allgemein kann jede Operation als Abbildung aufgefasst werden.

5) identische Abbildung bzw. Identitéit idy auf der Menge X, definiert durch

X —» X
idx : W W
r = T

1.3.1.2 Bezeichnungen

Sei A C X, BCY. Dann heift
f(A) :={f(z)|lx € A} Bildmenge von A,
(2B f(X)=W(f), 1({-1,0,1,2}) = {1,0,4});
fH(B) = {x|f(x) € B} Urbildmenge von B,
(z.B.: f;1([1,2]) = [-2, —1]U[L,2]).
Hierbei bedeudet
[a,b] ={zx eRla<x<b}, (a,b):={reRla<z<b}.
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1.3.2 Definitionen

1) Eine Abbildung f : X — Y heilt injektiv (eineindeutig), falls keine 2 Elemente von
X dasselbe Bild in Y haben. (D.h., aus f(x1) = f(x2) folgt 21 = xs.)

2) f heilt surjektiv (bzw. Abbildung auf Y'), falls zu jedem y € Y ein x € X existiert
mit y = f(x).

3) f heifst bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

1.3.2.1 Beispiele

1) fy ist weder surjektiv noch injektiv, denn 3 € Ny ist kein Bild und fi(—1) = (=1)* =
1= (1)? = fi(1).

2) fo ist nicht injektiv, weil fo(—1,5) =|—1,5| = 1,5 =[1,5| = fao(1,5). f ist jedoch
surjektiv, denn ihr Bildbereich ist gleich R, .

3) f3 ist bijektiv.

Zu einer bijektiven Abbildung f : X — Y kann man die Abbildung f~!:Y — X erkliren,
welche Wirkung von f riickgéngig macht, indem man definiert:

Zuy €Y sei [7Hy) =x € X mit f(z) = y. f~! ist bijektive Abbildung und heift
Umkehrabbildung bzw. inverse Abbildung zu f.
1.3.2.2 Beispiel

it X=X, 11,2332

1.3.3 Hintereinanderausfiithrung von Abbildungen

f: X =Y g:Y — Z Dannist go f : X — Z definiert durch (go f)(z) = g (f(z)) die
Hintereinanderausfihrung bzw. Komposition von g nach f.

1.3.3.1 Beispiele
Die Abbildung h : R — R definiert durch h(z) := /|z| ist die Komposition A = g o f mit

e f:R— R, mit f(x) = |z| und
e g:R, — Rmit g(y) = /v

Dabei gilt: Sind f und ¢ bijektiv, so ist auch g o f bijektiv, denn:
a) Setzen wir h := g o f, so folgt aus h(x;) = h(xs) (mit 1,29 € X):

g(f(x1)=9g(f(x2)) = f(x1)= f(x2), weil g injektiv ist.
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Aus Injektivitdt von f folgt dann x; = x9. Somit ist h injektiv.

b) Zur Surjektivitat von h: Fiir jedes z € Z (Z ist Bildmenge von g) gibt es y € Y mit
z = g(y) (Surjektivitat von g). Weiterhin gibt es zu y ein x € X mit y = f(x) (Surjektivitit
von f), also z = g (f(z)) = h(x).
1.3.3.2 Bemerkung

Sei f: X — Y bijektiv, soist fo f! =idy und f~'o f =idy.

1.3.4 Bemerkung

Jeder mathematische Satz ist grundsétzlich eine ,wenn-dann-Aussage”, d.h. aus gewissen
Aussagen (Voraussetzungen, Premissen) folgt eine andere Aussage (Behauptung, Konklu-
sion). Dieser Schluss wird mittels der Regeln der Logik im Beweis dieser Behauptung
erbracht.

formal:
e A — Voraussetzung
A=DB e B — Behauptung

e = — Implikation (Folgepfeil)

Andere Sprechweisen:
e A ist hinreichend fiir B“
e I3 ist notwendig fiir A“

Damit ist , A = B* gleichbedeutend mit ,,—B = —.A*, wobei ,,—~A* die Negation der Aus-
sage A (Gegenteil von A) bedeutet.

A < B bedeutet: ,, A ist notwendig und hinreichend fiir B* oder ,,,A und B sind dquivalent*.

1.4 Naturliche Zahlen

Die Menge N kann man definieren mittels des Aziomensystems von PEANO(1889). Beson-
ders wichtig ist das Induktionsaxiom:
Sei M C N mit den Eigenschaften

1) 1eM
2) Fallsn € M, soist auchn+1¢€ M
Dann ist M = N.
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1.4.1 Anwendung

Beweismethode der wvollstindigen Induktion:
Sei eine Aussage A(n) fiir alle n € Ny mit n > ng formuliert.

Zeige: Induktionsanfang (IA): A(ng) ist richtig.
Induktionsschluss (1S):

Aus der Induktionsvoraussetzung (IV): ,A(n) sei richtig.”

folgt die Induktionsbehauptung (IB): ,,A(n + 1) ist auch richtig.”

Falls (IA) und (IS) nachgewiesen sind, ist A(n) fiir alle n > ng, n € N bewiesen.

Beispiel
1) Behauptung:

;3+23+...+n§:M
i ke !
e [nduktionsanfang:
fiir n =1 ist 13:1undwzl
o [nduktionsvorraussetzung:
Sei Y p_ k* = W
e Induktionsbehauptung:
Dann gilt auch 371 k% = w
e Induktionsschluss:
n+t1 n n2(n+ 1)2
;k?’ = 13424 40P+ (n+1)° = ;k3+(n+1)3 & %+(n+1)3
N @W”‘m“) SR

4

2) Méchtigkeit der Potenzmenge:
Sei X eine endliche Menge, so gilt |p(X)| = 2.
Beweis durch vollsténdige Induktion nach n = |X| € Ny:

o Induktionsanfang:

X|=0=X=0, p(X)={0} = [p(X)|=1=2°

e [nduktionsvorraussetzung
Sei die Behauptung fiir alle Mengen M mit |M| = n richtig.
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o [nduktionsbehauptung:
Dann gilt Behauptung auch fiir alle X mit | X|=n+ 1.
o Induktionsschluss

Fiir eine Menge X mit n + 1 Elementen bilden wir zwei Sorten von Teilmengen

My ={ACX|AFa} , My:={BC X |B>a} fiir ein festes a € X.

PX)=MiUMy , Min My =0 = [p(X)| = M|+ My
My = p(X \ {a}). Wegen | X \ {a}| = n kann man (IV) benutzen mit M =
X\ {a}, so dass | M, | = 2¥\a}l = 2n jgt,

Fiir jedes B € M, ist B\ {a} eindeutig zugeordnet einem Element von M.
Genauer: Es gibt eine Bijektion von My auf M; = | M| = M| = 2"

[p(X)|=2"+2" =2.2" = 2"*!

1.4.2 Permutationen

Auf N, = {1,2,3,...,n} C N betrachten wir eine wichtige Klasse von Abbildungen, und
zwar die bijektiven Abbildungen 7 : N,, — N,,. 7 heilst Permutation von 1,2,...,n und
die Menge aller solcher Abbildungen wird die Gruppe der Permutationen oder auch sym-
metrische Gruppe S,, genannt.

Schreibweise:
1234567
1314756 2
D.h. (1) = 3,7(4) = 7,7(6) = 6
1.4.2.1 Behauptung
Es gibt genau n! Permutationen von 1,...,n; d.h.: |S,| = n!,
wobein!=n-(n—1)-...-2-1=1-2-...-n= [] k (sprich: n Fakultdt)
k=1

Beweis: Eine Permutation 7 ist eindeutig festgeleg% durch die Angabe 7(1),...,m(n).

e Fiir die Wahl von 7(1) gibt es n Mdoglichkeiten.

Fiir die Wahl von 7(2) gibt es (n — 1) Moglichkeiten, falls 7(1) festgelegt ist.
Fiir die Wahl von 7(3) gibt es (n — 2) Moglichkeiten, falls 7(1), 7(2) festgelegt sind.

Fiir die Wahl von 7(n — 1) gibt es 2 Méglichkeiten, falls 7(1), ..., m(n — 2) festgelegt
sind.

e Fiir die Wahl von 7(n) gibt es 1 Méglichkeit, falls 7w(1),...,7(n — 1) festgelegt sind.

Insgesamt ergeben sich n- (n —1)-(n—2)-...-2-1 = nl Méglichkeiten.
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1.4.2.2 Definition eines Fehlstands

Ein Paar (7,j) € N, x N,, heifst Fehlstand von =, falls i < j und n(i) > 7(j). (7(¢) und
7(7) stehen in Inversion zueinander.)

e Ist die Anzahl der Fehlstédnde gerade, so heifst = gerade und sig(m) = +1.
e Ist die Anzahl der Fehlsténde ungerade, so heifst m ungerade und sig(m) = —1.
sig(m) heifst Signum oder Vorzeichen von .

Eine Permutation, in der nur die Position von 2 Elementen vertauscht ist, d. h. es gibt
i, €N, i < jmit 7(i) = 7, 7(j) =i und 7(k) = k fiir k # i,k # j, heibt Transposition.

1 ... i—1 4 i4+41 ... j—=1 4 ... n
1 ... i—1 34 i+1 ... j—=1 4 ... n

1.4.2.3 Eigenschaften von 7
1) rt=r, ma WM 7.7 =72 = idy,,

2) sig(T) = — 1M1 denn

e 7(i) = j steht in Inversion zu i+1,..., j—1
=7(i+1) =7(j—1)
e 7(j) =i steht in Inversion zui+1,...,5 — 1

Auferdem steht 7(7) und 7(j) in Inversion. Die Anzahl der Inversionen von 7 ist
gleich 2(5 — 1 —4) + 1, also ungerade.

3) sig(r-m) = —sig(m), denn die Anzahl der Inversionen 7 &ndert sich um eine ungerade
Anzahl nach Anwendung von 7.

1.5 Gruppen

Wir betrachten jetzt Mengen M zusammen mit darauf erklarten Verknipfungen (Opera-
tionen):
x: MxM—M

Vil a.W. — mit anderen Worten

VIIDie Transposition ist damit ungerade.
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1.5.1 Definition (Gruppenaxiome)

Sei G # () und *: G x G — G eine Verkniifung auf G, dann heilt (G, *) eine Gruppe, falls
Gl (axb)xc=ax(bxc) fir alle a,b,c € G gilt (Assoziativitit),
G2 ese € G gibt mit axe = exa = a fir alle a € G (Existenz eines neutralen Elements),

G3 es zu jedem a € G ein b € G gibt mit a *b = b*x a = e (Existenz eines inversen
Elements).

(G, %) heilst kommutative bzw. abelsche Gruppe, wenn zusétzlich gilt

G4 axb="bxa fir alle a,b € G (Kommutativitit).

1.5.2 Beispiele

1) (Z,+) bildet eine additive abelsche Gruppe mit dem neutralen Element e = 0 und
dem inversen Element —a zu a (a + (—a) = 0). Ebenso (R, +), (Q, +).

2) (C\ {0},-) bildet eine multiplikative abelsche Gruppe mit dem neutralen Element
e =1 und dem inversen Element 1 = % zu z. Ebenso (R \ {0},-),Q\ {0}, ).

3) Sei G die Menge der Drehungen der Ebene, welche ein gegebenes Quadrat @) in sich
tiberfiihren. (Es sind nur Drehungen D, um Winkel o um den Mittelpunkt O des
Quadrats interessant.)

A B

G = { Do, Dig, Dir, Disg, Din, Disz, -}

x ist hier die Hintereinanderausfithrung der Drehungen.

(G, %) ist eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element e = Dy und dem inversen
Element D_, zu D,.
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Wegen D, = D,iop: mit k € Z ist G gegeben durch

G = {DO, Ds, Dy, D%ﬁ}

1.5.3 Eindeutigkeit von neutralen und inversen Element in (G, )

1) Es gibt nur ein Element aus G, das G2 erfiillt.
Denn gelte fir ¢ € G : axée = ¢ *xa = a fir alle a € G. Mit a = ¢ folgt dann
ex e =€ xe = e. Andererseits ergibt sich aus G2 (mit a =¢'): ' xe =ex e = €.

=ec=¢

2) Es gibt nur ein inverses Element zu a € G.
Seiaxb=bxa=eund axb/ =0 xa=e.

G1

V=Uxe=0x(axb) = *a)xb=exb=1>b
G2 G2

1.5.4 Korper

Ein Korper besteht aus einer Menge K, auf der zwei Verkniipfungen + und - definiert sind,
so dass

K1 (K,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 ist
K2 (K \ {0},-) eine abelsche Gruppe ist
K3 (a+b)-c=a-c+b-cfiralle a,b,c € K gilt. (Distributivitdt)

1.5.4.0.1 Beispiele: C,R,Q sind Korper, Z ist dagegen kein Korper, sondern nur ein
Ring.

1.5.4.1 Bezeichung

e Beziiglich der Addition ist neutrales Element 0, und (—a) das inverse Element zu a.

e Beziiglich der Multiplikation ist neutrales Element 1, und a=! das inverse Element
Zu a.



16

KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND GRUNDBEGRIFFE



Kapitel 2

Vektorraume und lineare Abbildungen

2.1 Vektorraume

2.1.1 Definition des Vektorraums

Ein Vektorraum tiber einem Korper K (K = R oder K = C) besteht aus einer Menge V'
von Elementen, die wir Vektoren nennen, und die folgenden Gesetzen gentigt:

2.1.1.0.1 Verkniipfung von Vektoren: Es gibt eine Verkniipfung + auf V., die je
zwei Vektoren v und w einen Vektor v + w € V zuordnet, so dass fiir alle u,v,w € V die
folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

Assoziativtdt

u+ (v+w)=(ut+v)+w

FExistenz des Nullvektors

Es gibt einen Vektor, den wir mit 0 bezeichnen, mit folgender Eigenschaft

v+0=v

Existenz negativer Vektoren

Zu jedem Vektor v gibt es einen Vektor, den wir —v nennen, mit

v+ (—v) =0

Kommutativitat

ut+v=v+u

17
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2.1.1.0.2 Verkniipfung von Skalaren und Vektoren: Fiir jeden Vektor v € V' und
jedes Skalar X € K ist ein Vektor A -v € V definiert (das Objekt A - v (fiir das wir auch
kurz Av schreiben) soll also ein Element von V' sein). Diese Bildung des skalaren Vielfachen
ist so, dass fiir alle A\, u € K und fiir alle Vektoren v,w € V die folgenden Eigenschaften
gelten:

o Assoziativitat

(A-p)-v=A(u-v)

o Vielfachbildung mait 1

e Distributivitat
A+p)-v=Xv+p-v

A(v+w)=Av+Aw

2.1.1.1 Bemerkungen

1) Kurz kann man einen Vektorraum V' dadurch charakterisieren, dass (V,+) eine ad-
ditive abelsche Gruppe bildet und dass auf V' zusétzlich eine Vielfachbildung mit
Skalaren A € K erklért ist, welche den obigen Gesetzen gentigt.

2) Fiir K = R st V ein reeller Vektorraum, fir K = C ist V ein komplezer Vektorraum.

3) Aus den Eigenschaften von Gruppen (siehe Abschnitt [[5.3]) folgt die Eindeutigkeit
des Nullelements 0 € V (v + 0 =04 v = v fir alle v € V'), sowie die Eindeutigkeit
des negativen Vektors —v zu v (v + (—v) = (—v) + v =0).

Schreibweise: v + (—w) =: v — w

2.1.1.2 Folgerungen
0-v=0, (-1)-v=—v firalleveV

2.1.1.3 Beispiele

1) In der Ebene zeichnen wir einen Ursprung O aus und identifizieren jeden Punkt
P mit der Verschiebung (Translation), welche O auf P abbildet. Vektoren sind die

Translationen.

P

A
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Addition von Vektoren ist die Hintereinanderausfithrung von Translationen.

V1 + VU

V2

U1

Das A-fache (A > 0) ist die Verschiebung um das A-fache (Streckung).

,"'5\01

e

0

2) Prototyp eines reellen Vektorraums
R" = {(.’,13‘1,.1'2,. . .,.Tn) | T; € R}

mit
(1, @)+ (W1y e Un) = (X1 + Y1y ooy Ty + Yn)

und

AMzy, .o ymn) = Az, .o x,), AER

3) Menge F aller reellen Funktionen, d.h. aller Abbildungen f : R — R (Vektoren sind
Funktionen)

(f+9)(x) := f(x) +g(x) firzeR
Af)(x) =X f(x) fir A,z eR
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2.1.2 Untervektorraume

Frage: Sind Teilmengen U C V wieder Vektorrdume?
Im Allgemeinen nicht, denn

+:UxU—=V2OU

Zum Beispiel im R?:

Eine Teilmenge U C V heiltt Untervektorraum, kurz Unterraum des Vektorraums V,
falls U mit den in V' gegebenen Verkniipfungen selbst wieder ein Vektorraum ist.

2.1.2.0.1 Folgerung: {0} und V sind Unterrdume von V.

Allgemein gilt das

2.1.2.1 Unterraumkriterium:

U C V ist Unterraum von V' genau dann, wenn
1) U#0
2) fiir uy,us € U ist ug +ug € U
3) firueUXNeRist \ue U

Beweis:

(=) Notwendigkeit der 3 Bedingungen klar nach Definition des Unterraums.

(«<=) Hinlénglichkeit der 3 Bedingungen: Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze
und 1-v = v gelten in V, also auch in U C V.

Nach den Bedingungen ), B)) fithren + und - nicht aus U hinaus. Weiterhin ist

0 = 0-u € U nach Bedingung B)) und —u = (—1) - u € U nach Bedingung B) fiir
ueU.
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2.1.2.1.1 Bemerkung: Die Bedingung ) kann ersetzt werden durch 0 € U.

2.1.2.2 Beispiele
1) R D E = {(x1,79,0) | 21,22 € R} ist Unterraum von R?

2) R?%: Sei L C R? die Losungsmenge der Gleichung 4z + 3y = 0, d.h. L = {(x,y) |
4x + 3y = 0}. L ist Unterraum von R?.

3) FOFo={f:R—=R| f(=1) =0, f(167) = 0} ist Unterraum von F.
Kein Unterraum wiére beispielsweise F O Fy = {f : R — R | f(—1) = 8, f(167) =
0}.

4) Sind Uy, Uy Unterrdume von V', so ist Uy N Uy wieder Unterraum von V|
denn 0 € Uy,0 € Uy = 0 € U; NUs, so dass Bedingung [I)) erfiillt ist. Ebenso sind die
Bedingungen ) und B]) des Unterraumkriteriums erfiillt.

5) Seien vy, ..., v, € V. Dann ist

g Aivi
A\

lin(vy,...,om) ={veV]|v=ANv+ Xvs + ...+ A\, s € K}

die Menge aller Linearkombinationen von vy, ...,v,, und heilst lineare Hiille von
Viy.ooy Unm.
Behauptung:

L, = lin(vy, ..., v,) ist Unterraum von V,

denn 0 =0-v;+...40- v, € L, Damit ist Bedingung [l) des Unterraumkriteriums
erfillt.

(Ao 4 oo+ Apvm) F (v + - o ) = (M p)vr + o (A o) Vm € Ly,
Damit ist Bedingung [2]) des Unterraumkriteriums erfiillt.
Ao+ ) = A+ o+ (AN Um € L

Damit ist Bedingung [B]) des Unterraumkriteriums erfiillt.

2.1.2.2.1 Beispiele:
1)

lin{(1,0,0),(1,2,1)} = {z € R* | & = (21, 72, 73) = A(1,0,0) + p(1,2,1), \, u € R}
={(z+p,2p,p1) | A\, p € R}
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1in{(1,0),(0,1)} = {z € R* | x = (z1,22) = M(1,0) + p(0,1)}
= {()‘nu) | A p€ R} = R?

4
cRY =lin(1,—=
. } m(, 3)

3) Losungsmenge L = {(z,y) | 4z + 3y = 0} C R?

(e

2.1.3 Operationen mit Unterraumen

2.1.3.0.1 Durchschnitt: In[2T1.2.214) hatten wir gezeigt: Sei V' ein Vektorraum und
Ui, Us Unterrdaume von V. Dann ist U; N Us ein Unterraum.

Us
Ui

Ul, U, C R?

2.1.3.0.2 Summe: Im Allgemeinen ist U; U U, kein Unterraum. Als , Ersatz* dient die
Summe
Uy+Us={veV |v=mu +uy mit u; € U}

Nach Unterraumkriterium ist U; + U, wieder ein Unterraum, denn

1)O:0+0, OEUl,OEUQ
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2) (uy + u2) + (uy + u2) = (ug + uy) + (ug + ) falls uy, uy € Uy, us, sy € Uy
—_—

el elUs

3) )\(Ul + UQ) = )\Ul + )\Ug

ety el

2.1.3.0.3 Beispiele:
e {0}+U=U
e U+ V=V

e U+ U = U, denn u; + usy € U fiir uy,us € U also U + U C U. Andererseits ist
u=u+0cU+U=UCU+U.

2.1.3.0.4 Behauptung: U; + U, ist die Menge L aller Linearkombinationen, die man
aus Elementen von U; U Us bilden kann.

Beweis:

1) w3 + ug ist Linearkombination zweier Elemente uy € U; C U; U U, und uy € Uy C
U U, = U+ U, C L.

2) Sei v € L. So gibt es vy,...,v,, € U UUs,, so dass

3}:>\101+)\2U2+...+)\m0@

2%y divi

mit \; € K.
0.B.d.All sei V1o Up € Up,Upgt, o ooy Uy € Us.

= UV = i)\zvl_'_ i )\jvj
=1

Jj=r+1

— Y
€U1 eU

also v € Uy + Us.

2.1.3.0.5 Folgerung:

lin(vy,...,vp) =lin(vy,...,0.) +lin(v,gq, ..., 0p) fir 1 <r <m-—1

'0.B.d.A. — Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
Uwegen der Unterraum-Eigenschaft von U;
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2.2 Basis und Dimension

2.2.1 Definition der linearen Unabhangigkeit

Sei v1,...,v,, € V und V ein Vektorraum. Man nennt vy, ..., v,, linear unabhdngig, falls
zwischen ihnen nur die triviale Nullrelation gibt, d.h. aus A\jv; + Avs + ...+ A\pv, = 0
folgt \;, =0fiiri=1,...,m.

Andernfalls heifen vy, ..., v, linear abhingig. In diesem Fall gibt es ein A; # 0,5 €
{1,...,m}, so dass 0 = \jv; + ...+ A\t
2.2.1.1 Beispiele

1) vy =(1,2),ve = (1,1),v3 = (7,7)

U3

+ vy

v1, U2, v3 sind linear abhingig in R?, denn

O'Ul+7'02+(—1)"l}3

v1, V2 sind jedoch linear unabhéngig, denn sei
)\11}1 + )\27]2 = ()\1 + )\2, 2)\1 + )\2) = (O, 0)

so folgt
M+ =0

I+ Ay = 0 }:>)\1:0,)\2:0
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2) fi(z) =2, fo(x) =, fs(x) = 2.5z, fo(x) = 2* fir z € R
Dann sind f, f2, f3, f4 linear abhéngig in F := {f | f : R - R}, denn
0 fi(x)+25f(x)+ (=1)f3(x) + 0 fy(z) =0firz € R
m.a. W[ f3=2.5f5

f1, f2, f1 sind linear abhéngig, denn sei

Alfl(l‘) + )\QfQ(ZL‘) + )\4f4(ZL‘) =0 fir alle x € R

2)\1 + )\x + )\4l‘4 =0

speziell:

r=0=X\ =0 } Ao+ Xy =0

.TIZE1:>2)\1:|:)\2—|—)\4:O _)\2+)\4:O}:>)\4:O,>\2:O

2.2.2 Charakterisierung der linearen Abhangigkeit

Die Vektoren vy, ...,v, € V sind linear abhéngig genau dann, wenn es (mindestens) ein
vj, 7 € {1,...,m} gibt, mit v; € lin{vy,...,v;1,0j41,..., U}

Beweis:
(=) Seien vy, ..., v, linear abhéngig, so gibt es \; # 0 mit

)\1U1+...—|—)\j’0j—|—...—|—)\m’l]m:0

v; = Alv Aj_lv )\ij )\mv
i =~ V1 — ...~ (/7 Uj—1— ——Vjy1 — ...~ —Un
Aj Aj Aj Aj
= U € hIl(’Ul, ey V=1, V4, - ,’Um).
(<) Seiv; € lin(vq, ..., 01, Vj11,. .., Up), d.h.

m m
v; = Z ;U mit i € K = Z ;U5 + (—1)’Uj = 0.
i=1, i=1,
i i
D.h. es gibt eine nichttriviale Nullrelation zwischen vy, ..., v,,.

Zum Beispiel in [I]):
V3 = (7,7) :7'U2+0"l}1

also v3 € lin{vy, vo}, aber vy ldsst sich nicht aus vq, v3 linear kombinieren.

Iy a. W. — mit anderen Worten
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2.2.2.1 Weitere Folgerungen

1) Enthalt {vy,...,v,} den Nullvektor, so sind vy, ..., v, linear abhéngig.
2) vy ist linear unabhéngig < vy # 0.

3) w1, vy sind linear unabhéngig genau dann, wenn keine der beiden Vektoren ein Viel-
faches des anderen ist.

2.2.3 Definition eines Erzeugendensystems

Man nennt {v,...,v,} ein Erzeugendensystem von V, falls
V =lin(vy, ..., vm).

Sind zusétzlich vy, ..., v, linear unabhéngig, so heifst {vy,...,v,,} eine Basis von V.

2.2.3.1 Beispiele

Im R™ bildet die Menge {eq,...,e,} eine Basis, wenn
er =(1,0,...,0),e0=1(0,1,...,0),...,¢;,=(0,..., 1 ,...;0),...,e, = (0,...,1).
i-te Stelle
o R!
€1
,,,,,, %,,,,,,
0 1
o R?
T2
€2
0 €1 =
Diese Basis heiltt kanonische Basis von R™ und eq, ..., e, die Einheitsvektoren.
e {e1,...,e,} ist Erzeugendensystem, denn fiir jedes € R" gilt

:L’:(xl,...,xn):xl(l,O,...,O)+:1:2(O,1,...,O)—i—...—i—xn(O,...,O,l):Z:L’Z-ei
i=1

d.h. R" =lin(eq, ..., e,).
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® ¢y,...,¢e, sind linear unabhéngig, denn aus
)\1,€1—|—...—|—)\n€n: ()\1,...,)\,1) =0
folgt

Auch {ey,...,e,, (1,1,...,1)} ist Erzeugendensystem von R™, denn
x:ineiJrO-(l,l,...,l) fiir jedes x € R™.
i=1

Aber: {eq,...,en, (1,1...,1)} ist keine Basis, weil
(L1,...;1) =€+ ...+ e,

2.2.4 Eigenschaften einer Basis

2.2.4.0.1 Folgerung: Jeder Vektor v € V lésst sich eindeutig als Linearkombination
von Elementen einer Basis von V' darstellen.

Beweis: durch Koeffizientenvergleich (Ubungsaufgabe)

2.2.4.0.2 Satz tuiber die Existenz einer Basis: Sei V' = lin(vq,...,v,,), so besitzt
V' eine Basis oder V' = {0}.

Beweis:
1) Sind vy, ..., v, linear unabhéngig, so ist vy, ..., v, eine Basis.
2) Andernfalls gibt es v;,j € {1,...,m}, so dass v; € lin(vy,...,vj_1,Vj11,- .., Um).

Bm—l = Bm \ {Uj}
Dann ist V' = lin(B,,_1), denn fiir beliebiges v € V' gilt

v = E )\ivi
i=1
Aulierdem ist

m
Uj = E MUk

k=1,
ko j
= v = (A +Njp)vr + .o+ (N Ajio)v
A+ (N1 F A1) Va1 4 (A Ajtn ) U
V Clin(By,—1) Clin(B,,) =V
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3) Sind die Vektoren aus B,,_; linear abhéngig, so verfahre wie im [2 Schritt.
4) Das Verfahren endet nach endlich vielen Schritten, weil
|Bn|=m > m—1=|B,_1]
Endergebnis ist eine Menge B,,n € N von linear unabhingigen Vektoren mit
V = lin(B,)
(also eine Basis von V') oder mit By = {w},w € B,, und B; linear abhéngig.

—w=0 (V=1n{0}={0})

2.2.4.0.3 Bemerkung: Der Beweis zeigt, dass eine Basis ein Erzeugendensystem ist,
welches nicht mehr verkiirzt werden kann.

2.2.4.1 Wieviele Elemente hat eine Basis?

2.2.4.1.1 Austauschlemma: Sei B = {vy,...,v,,} eine Basis von V. Dann gibt es zu
jedem w € V,w # 0 ein v € B, so dass

B' = (B\{v}) U{w}

wieder eine Basis besitzt.
Beweis:

Wegen V' = lin(vy, ..., v,,) besitzt w die Darstellung
w=> " Au; (2.2.4.1)
j=1

Weil w # 0, muss ein \; # 0 sein, beispielsweise A\, # 0 mit & € {1,...,m}. Wir setzen
v = v und tiberpriifen B’ auf Basiseigenschaften:

1) B’ ist Erzeugendensystem von V', denn aus ([22.4.1)) folgt:

1 m
vp = 1w = > Av €lin(B) = V=ln(v,...,v,) Clin(B) C V.
k
j=1
i#k

2) B’ ist linear unabhéngig, denn sei
oW + Z [Lj’Uj = O

i=1
ik
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a) fio =0
= Z v =0 v, =0=pu1 =0,02=0,..., 4y, =0
Jj=1
ik
wegen linearen Unabhéngigkeit von vy, ..., v,,.
b) po #0

Unter Verwendung von (2Z2.4.7]) ist

(p1 + Apro)vr + - oA (et + Ae—100)Vk—1 + oAUk + - o+ (fm + A fto) U = 0

Das ist nichttriviale Nullrelation der Elemente aus B im Gegensatz zu linearen
Unabhéngiggkeit. Somit kann der Fall 2D]) nicht eintreten.

2.2.4.1.2 Erginzung zum Austauschlemma: Alsv kann jeder Vektor v; genommen
werden, fiir den in (2.2.4.7]) das A\; # 0 ist.

2.2.4.1.3 Beispiel: R? =lin(ey,eq,e3),w = (7,—4,0) # 0, so gilt
w = Tep — 4ey + Oes

In Basis {e1, €2, e3} kann w gegen e; bzw. gegen ey getauscht werden.

2.2.4.1.4 Austauschsatz von Steinitz (1913): Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von

V und wy,...,w,, linear unabhingige Vektoren. Dann gibt es n — m Vektoren aus B,
0.B.d.A. vyi1, ..., v, so dass

{wy, ..o, Wy U1y -+, U}
wieder eine Basis von V' bildet. D.h., in B kénnen vy, ..., v,, durch wy, ..., w,, ausgetauscht
werden.

Beweis: (iiber vollstandige Induktion nach m)

o [nduktionsanfang:

m = 1: Aussage des Austauschlemmas

e Induktionsvorraussetzung:

Sei Aussage richtig fiir m — 1 linear unabhéngige Vektoren.

e Induktionsbehauptung:

Dann gilt Satz auch fiir eine Menge C' = {wy,...,w,} von linear unabhéngigen
Vektoren.
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o Induktionsschluss

Auf C" = C'\ {w,,} koénnen wir (IV) anwenden. Folglich ist
B ={wy,..., W 1,Vm, ., 0}

eine Basis von V.

Einbauen von w,, in B’ durch Anwendung des Austauschlemmas. Beachte w,, # 0,
da C' linear unabhingig ist.

= (B"\ {v}) U{wm}

ist wieder Basis mit v € B’. Dabei kann v € {v,,,...,v,} gewdhlt werden, denn in
der Darstellung

Wy = W1+« oo+ o 1Win—1 + AU + .+ AU
konnen nicht alle A; = 0 sein, sonst
Wy, = W1 + oo+ -1 W1

im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von C'.

Ergénzung zum Austauschlemma ergibt die Behauptung.

2.2.4.2 Wichtige Folgerungen aus dem Austauschsatz

1) Jede Menge C' = {wy, ..., w,,} von linear unabhéngigen Vektoren kann zu einer Basis

von V ergénzt werden (Basiserginzungssatz).

Dabei gilt
ICl=m < n=|B|

2) Alle Basen von V haben die gleiche Anzahl von Elementen. Diese Zahl heifit Dimen-

sion des Vektorraums V' (dim V).
Beweis:

Aus Folgerung [Il ergibt sich fiir 2 Basen By, Bo:
[Bo| < [Bi]  (B=DB1,C=B)

und

‘Bl‘ S ‘BQ| (B — BQ,C — Bl)

Beispiel: C* = lin(eq, ..., e,), €1,...,6e, Basis = dimC" = n.

Ergianzung: Fir V = {0} wird dim V' = dim {0} = 0 gesetzt.
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3) Sei dim V' = n, so hat jede Menge C' linear unabhéngige Vektoren hochstens n Ele-
mente. Ist |C| =n, so bildet C' eine Basis von V.

Gegenbeispiel:
In F:={f| f:R — R} gibt es fiur jedes k € N genau k linecar unabhéngige
Elemente, beispielsweise

pl(x) :x7p2(x) ::L‘Qa"'apk(x):xka I‘GR.

Uberpriifung auf lineare Unabhingigkeit: Sei

k k
Z \ipi(z) = Z Nzl =0 firallexeR
i=1

i=1
S~

k-1
Klam-

mern

=M +zx(Ae+ ...+ (A1 +xAg)...) =0 fiir alle z € R.
Mit z = 0 folgt: A\; =0
= (Ao +...+2X)...)=0firallere R = M =0,...,\=0.

D.h., in F gibt es Mengen linear unabhéngiger Elemente beliebiger Anzahl. Somit
kann F keine endliche Dimension haben. (Schreibweise: dim F = 00)

4) Seien Uy, Uy zwei Unterrdume des Vektorraums V' mit U; C U,. Dann gilt dim U; <
dim U2 .
dimU; =dimU, < U, =U,.

5) Dimensionsformel:

dlIIl(Ul + Ug) = dim U1 + dim U2 - d1m(U1 N UQ)

Beweis:
a) Wir wahlen Basis {vy,...,v,} von Uy := Uy NUs C V und ergénzen diese zu
Basen
By :=A{v1,. ., Um, Vi1, -, 0} von Uy
By :=A{v1,...,Um, Wnt1,...,w} von Us.

Mit C := Bl UBQ = {vl,...,vk,wkﬂ,...,wl} gllt

|C| = |By| + |Ba| = |BiNBy| =k +1—m
= dim U; + dim Uy — dim U,.
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b) Wir zeigen: C' ist eine Basis von U; + Us.

bl) Wir haben
U1 + U2 = linBl + hHBQ =linC

= (' ist Erzeugendensystem von Uy + Us,.

b2) Zur linearen Unabhéngigkeit betrachten wird die Nullrelation

k 1
S v+ Y pw;=0 (2.2.4.2)
=1

j=m-+1

k !
—Z)\ivi = Z piw; € Uy NU; =lin(vy, ..., 0).
i=1

J/

Jj=m+1
v ~"~
el €ls

Folglich gilt die Darstellung
W1 Wit 1 + o« + (W = Q101 + -+ -+ + QU
Wegen linearer Unabhéngigkeit von By muss
vp=ay=...=0, =0, pp1=...=u=0
sein. Damit lautet (Z2.4.2):
AU+ AUy + ...+ Apv, = 0.
Wegen linearer Unabhéngigkeit von B; muss
M=X=...= =0
sein, also (Z24.2]) kann nur trivial sein und C' ist Basis.

Spezialfall: Ist Uy + Uy =V und U; N Uy = {0}, so heiken U; und Us komplementdre
Unterraum (Bezeichnung: Uy @ U, als direkte Summe von Uy und Us).

dimU; +dimU; = dim V.

Beispiele:
i) Im R? sind je 2 verschiedene eindimensionale Unterraum komplementir, z.B.

lin ((1,1)) @1lin ((1,2)) = R?
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ZIIQA

T T T T T T T T

in((1,2))

lin((1,1))

33

ii) ITm R? ist jeder zweidimensionale Unterraum U; komplementéir zu jedem Unter-
raum Uy = lin(v) mit v ¢ U;.

ZII3A

6) Allgemein gilt: Jeder Unterraum U; des Vektorraums V' besitzt einen komplementéren

Unterraum.
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Beweis:
a) Sei U; ein Unterraum mit der Basis
By :=A{v,..., 00}
Erganze diese zu einer Basis
B :=A{v1, .., U, Uity Un}

von V. Setze
Uy = lin{vpi1, ..., vn )
Dann gilt:
Uy + Us = lin By + lin{v41,...,0,} =lin B =V.
b) Zu zeigen U; N Us = {0}. Sei v € Uy N Uy, so gilt
v=Mv1+ ...+ A\, €U
und
v = >\m+1vm+1+...+)\nvn € UQ.

Das liefert

AMUL+ - AU = A1 U1 — - — AgUp = v+ (—v) = 0.

v ~~
=v —)

Wegen linearen Unabhéngigkeit von B kann diese Nullrelation nur trivial sein,
also \; =0 firallei=1,...,n

=v=0.

Bedeutung: Findeutige Zerlegung jedes Vektors v € V beziiglich komplementérer
Unterraum (s. Ubungsaufgabe).

Zum Beispiel:

V= (=3,0) = M(1, 1)+ Mo(1,2) = STMFAR o =3
O:)\1+2)\2 )\1:—6

(=3,0) = —6(1,1) + 3(1,2)
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X .
| Oein(@2) v, 1))
I
1
i
g
2: 4’/
I/
v 1)
ST T

2.3 Lineare Abbildungen

Wir untersuchen hier ,strukturerhaltende Abbildungen zwischen Vektorraumen und Fra-
gestellungen wie

e Wann sind zwei Vektorrdume im wesentlichen gleich?

e Durch welche Daten ist ein Vektorraum eindeutig bestimmt?

2.3.1 Definitionen

Seien V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K. Eine Abbildung f : V' — W heift
lineare Abbildung oder Homomorphismus, wenn fiir alle v, v’ € V und alle A € K gilt:

Additivitdt: flo+2") = f(v)+ f(V),
Homogenitit: fw) = Af(v) .

Die Menge aller Homomorphismen von V' nach W wird mit Hom(V, W) bezeichnet.

Eine lineare Abbildung f : V' — W heifst

Isomorphismus, wenn sie bijektiv,
Endomorphismus, wenn V =W und
Automorphismus, wenn sie bijektiv und V =W
ist.
Wir bezeichnen den Teil von W, welcher von f erfakt wird, mit

Bild(f) :=={w € W | es gibt v € V mit f(v) = w}
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und auflerdem sei

Kemn(f) := {v € V | f(v) = 0} = fF({0}) .

2.3.2 Eigenschaften
1) f(0) =0, denn f(0) = f(0-v) o 0-f(v)=0mitveV

2) f ist surjektiv < Bild(f) =W
(Beweis nach Definition klar)

3) f ist injektiv < Kern(f) = {0}
(Beweis siche Ubungsaufgabe)

4) Bild(f) ist Unterraum von W.

Beweis: (Anwendung des Unterraumkriteriums)

i) Bild(f) # 0, weil 0 € Bild(f) nach 1)
ii) Ist w € Bild(f), so

Ao = Af(v) = f() = \w € Bild(f)

Def.
iii) Ist wy,wy € Bild(f), so

wy + woy Djf. f(l)l) + f(’UQ) (’Ul + ’Ug) = Wy + Wy € Blld(f)

s
Beispiele:
a) Nullabbildung: V — {0}

)

b) identische Abbildung idy : V — V
)
)

c) allgemeiner: Wihle festes o € K und definiere f(v) = aw

o

f: R? — R?
(x1,x2) > (1 + T2, 71 + T2)

ist lineare Abbildung.

Bild(f) = {(y1,42) | y1 = 1 + 22,42 = 71 + 2o mit z; € R}
={ ) [y € R} =1in((1,1))

Kern(f) = {(z1,22) | x1 + 22 = 0} = {(21, —21) | 1 € R} =lin ((1, —1))
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L2 Y2
A A
/];/ Bild(f)
7961 Vyl
Kern(f)
e)
f: R 5 R
(1’1,372) = T+ Xo + 4
ist ketn Homomorphismus, denn
f((0,0)) =4#0
f)

f: R? — R
($1,$2) = T122

ist ketn Homomorphismus, denn

f (2(1‘1,1‘2)) = f ((2[[’1, 21‘2)) = 2[[’1 . 21‘2 = 4[[’11‘2 7& 2f ((l‘l,ZL‘Q))

5) Kern(f) ist Unterraum von V.
(Beweis siche Ubungsaufgabe)

2.3.3 Weitere wichtige lineare Abbildung

37

Sind Uy, Uy komplementare Unterrdume des Vektorraums V', d.h. Uy + Uy, =V, Uy NU, =

{0}, so gilt v = u; + uy mit eindeutig bestimmten u; € U;.
P:V — Vmit P(v) = P(uy +us) :==uy, P= Py,
heifst Projektion von V' auf Uyj.

2.3.3.0.1 Beispiel:

Rg = {(Il,l’z,l‘g) | T; € R}
= {(x1,22,0) | x1, 29 € R} +{(0,0, z3) | x5 € R}
= lin(eq, eg) + lin(ez)

Projektion P von R? auf U, ist folglich
P((r1, 12, 73)) = (21,22,0) .
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.T3A

(xly T, :L‘3)

€3

) \\j$1,l’2,0) = P(('rlux2’x3))

Die Projektion P :V — V ist eine lineare Abbildung, denn

P()\U) = P()\(Ul + Ug)) = P( )\Ul + )\Ug) = )\Ul = )\P(’U)
elUy €Uz

Pv+v) = P((ur + ug) + (u) + u))

= P((u1 + ) + (uz + up)) V' =y
—_—
el clUsz /

=uy +u) = Pv)+ P

Bild(P) = Uy, Kern(P) = Us,, denn sei

Pw)=0<u =Plui+uy) =0 v=0+uy

2.3.4 Bemerkungen
1) Hintereinanderausfithrung linearer Abbildungen ergibt wieder lineare Abbildung, denn
(g0 f)(Av) = g(f(Av)) = g(Af(v)) = Ag(f(v)) = A(g © f)(v)
(gof)(v+0) = g(f(v+0) = g(f(v)+f (V') = g(f () +9(f () = (gof)(v)+(gof) (V)

fiir alle v,v" € V, A € R, wenn f, g lineare Abbildungen sind.
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2) Die Menge Hom(V, W) bildet selbst einen Vektorraum, wenn man definiert:

(fi + 2)(v) == fr(v) + fa(v) firveV,AeR
(Afi)(v) == Afi(v)

und f1, fo € Hom(V, W). Nachweis der Linearitdt von f; + fo, Af; und Vektorraum-
Eigenschaft sei Ubungsaufgabe.

2.3.5 Bestimmung von linearen Abbildungen

durch die Bilder einer Basis B := {vy,...,v,} des Vektorraums V.

1) Es gibt zu jedem n-Tupel (wy,...,w,) von Vektoren w; € W genau eine lineare

Abbildung
f:V-w

mit f(v;) = w;. M.a.W[M: Eine lineare Abbildung ist durch die Bilder der Basisvek-

toren von V' eindeutig festgelegt.

Beweis:

a) (Existenz von f)

Fiir v € V = lin(vy, ..., v,) gilt die eindeutige Darstellung
v = )\11)1 S )\nvn mit )\z e K (2353)

Wir definieren
f) == Mwy + ...+ Aw,

Dann ist f : V — W und f linear.
f)=fO0-vy+...41-v;+...40-v,) =0-wi+...+1-w;+... 40w, = w;

b) (Eindeutigkeit von f)
Sei f, f' € Hom(V, W) mit f(v;) = w; und f’(v;) = w;. Dann gilt

f(v) m f (; Aﬂh‘) = ;Aif(vi) = ;)\z‘f (vi) = f (; Aﬂh‘) = f'(v)

fiir beliebiges v € V.

IVM.a.W. — Mit anderen Worten
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Bedeutung: Die gesamte Information {iber eine lineare Abbildung f : V — W steckt
inw; € W. Ist dim W = m, so sind die wy, ..., w, durch n-m reelle Zahlen festgelegt.
Somit kann mit einer linearen Abbildung effektiv auf Computern gerechnet werden.
Man versucht deshalb viele nichtlineare Probleme auf lineare zuriickzufiihren.

2) Die lineare Abbildung f : V' — W ist genau dann ein Isomorphismus, wenn

C:={f(v1),.... f(vn)}

eine Basis von W bilden.

Beweis:

(=)

Sei f bijektiv. Wir priifen C' auf lineare Unabhangigkeit:
Sei

Z,uif(vi) =0,
S0 - :
f (Z Mﬂh‘) =0,
i—1

d.h. X7 v € Kern(f). Da Kern(f) = {0} ist

z": piv; = 0,
i=1

also p; = 0 wegen linearer Unabhéngigkeit von B.

Wir zeigen linC' = W. Sei w € W, so gibt es wegen der Surjektivitdt von f ein
v eV mit w= f(v). Benutze (Z3.5.3)), so folgt

w=f (Z )\ﬂ)z) = Z Aif (vi)

Sei C' eine Basis von W. Zur Uberpriifung der Injektivitéit berechnen wir Kern(f).
Sei v € V mit f(v) =0. Mit 235.3) folgt:

0=rf (Z Am) = Z Aif (vi).

Wegen linearen Unabhéngigkeit von C'ist A\ = Ay = ... = A, = 0, also v = 0.
D.h. Kern(f) = {0}.

Zur Surjektivitat von f: Jedes w € W koénnen wir eindeutig beziiglich der Basis
darstellen:

w=ayf(v)+...+a,f(v,) =f (Z aivi)

Mit w:=>" v ist u € V und w = f(u).
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3) Wahlen wir in [l) die wy,...,w, als Basis von W (dimW = n), so ist f : V —
W ein Isomorphismus, d.h. es gilt der Fundamentalsatz fir endlich dimensionale
Vektorraume:

Je zwei Vektorraume der gleichen Dimension sind isomorph.

Anwendungen:

a) Je zwei Basen eines Vektorraums V' mit dim V' = n kénnen durch genau eine
lineare Abbildung ineinander iiberfiihrt werden. Diese Abbildung ist ein Auto-
morphismus (Basistransformation).

b) Wahlt man W = K" = lin(ey, ..., e,) und f(v;) = e;, so ist f ein Isomorphismus

und
fo) = f (Z Am) = Z Aif (vi)
2353 \'m =
n e;=(0,...,1,...,0)
:ZAzel = ()\Z,,)\n)
i=1
(Vektor der Koordinaten von v beziiglich Basis vq,...,v,)

D.h.: Rechnen in V ist dasselbe wie Rechnen mit den Koordinatenvektoren
(beziiglich festgewéhlter Basis) im K.

2.3.6 Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

Sei dimV =n und f:V — W eine lineare Abbildung. Dann ist

dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) =n (2.3.6.4)
Beweis:
a) Sei {vy,...,v,.} eine Basis von Kern(f). Wir ergénzen diese zu einer Basis
B :=A{vy,..., 00, 0041,...,05}
von V und setzen w; := f(v,44),i=1,...,n—7.

Fiir v € V =lin (B) ist

fv)=f <Z Aﬂfz‘) = Z Aif (i)

= f(U) = )\10 + ..+ )\TO -+ )\lel + ...+ )\nwn,r
= Bild(f) = lin(wy, ..., w,—,)
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b) Wir zeigen wy, ..., w,_, ist Basis von Bild(f), d.h. die lineare Unabhéngigkeit von

Wiy evoy Wy p. S€1
w1 + o F Wy = 0
SO
J(pvry + - ) = Z piw; =0
i=1
also

U1Vps1 + - oo F pppvn € Kern(f) = lin(vy, ..., v,)
R R e L Zr: Q;v;
i=1
Wegen linearer Unabhéngigkeit von B muss
aop=...=a, =01 =...=pp_r =0

sein. Somit sind wy, ..., w,_, linear unabhéngig und

dim(Bild(f))=n—r



Kapitel 3

Matrizen und lineare Gleichungssysteme

3.1 Matrizenrechnung

3.1.1 Definition einer Matrix

Eine m x n- Matriz (iber K) ist eine Anordnung von m-n reellen Zahlen in ein rechteckiges
Schema aus m Zeilen und n Spalten.

air Q12 QA1n
921 A29 ... (QA9pn
A= . . . = (aij)i=1,....m, a;; € K
: : : j=1,...,n
m1 Am2 - Gmp
zi = (@1, G, . . ., Qg) —i-te Zeile von A, i=1,...,n
alj
55 = : — j-te Spalte von A, j =1,...,n

amj

Die Menge aller reellen (bzw. komplexen) m x n-Matrizen wird mit R”™*™ (bzw. C™*™)
bezeichnet.

3.1.1.0.1 Spezialfille:
o KI*m = K" also z € K"

o K" =K, also s; € K,,

3.1.2 Operationen mit Matrizen
i) Sind A, B € K™, also A = (a;;), B = (b;;), so definiert man

A+ B = (ai; + b)) (Summe von A und B)
M = (Nay)) (skalares Vielfaches von A, X € K)

43
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ii)

iii)
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Mit diesen Operationen wird K™*" zu einem Vektorraum. Nullelement ist die Null-
matrix

0 0 0
0 0 0
0= . :
00 ...0

Beispiel:
3 -1 0) (0 0 1 2
<0.5 0 2.5)’(—6 0 624.37) eR
3 -1 0),(0 0 1\ _(0 -1 1
05 0 25) 7 \=6 0 62437) ~\-55 0 62687
V(31 0 _ (3~ 0
05 0 25/ \05% 0 25)

Transposition: Die transponierte Matrix AT zu A € K™ entsteht aus A, indem
man die Rollen von Zeilen und Spalten vertauscht.

a1y a21 ... Ami
Q12 Q22 ... Gm2
AT = . . . = (@ji)j=1,...,n, AT e K™ aji = g
: : : i=1,...,m
Aip G2 - .. Gmp
Beiuspiel:
05 0 25 0 925
21
A= | AT =(d,.... )
Zm
€
msbesondere: v = : ek, &2’ = (:1:1 o xm) e K™
:L‘m

Produkt von Matrizen:
Sei A = (aij)i=1,....,m, e K™ B = (by)k=1,....r € K™% so gibt es AB,

j =
falls Spaltenanzahl n von A gleich Zeilenzahl r von B ist (A und B heiften in diesem
Fall verkettet) und definiert wird

AB=A-B := (Z (lw‘bﬂ) = AB ¢ K™**
j=1

i=1,..., m,
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- ~ ] 0 ) o ) :
_ O | :
e 5 Tl MO0ty
- v ) E
arl A1n
: b11 by bis .
AB = | a; Qin : : : = (Z aijbjl>
: b b bps J=1
Am1 Qmn
Beiuspiele:
1.
3. -1 0\ (0 2y .. .
(0.5 0 2.5) ' (_1 0) existiert nicht
2.
0 2\ (3 -1 0\ _(1 05
-10) \05 0 25) (-3 10
T
T2
3. Ist x = ) eKn7 SO ist
‘/En
i1 15T

D1 A2;T; -
Ax = X = Z Q5 T j € Km
: =

D i1 UmjT;

Anwendung: lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Unbekannten

T1,...,T, €K

111
a21T1

Am1T1

+  a12%2
+ Q992
+  AmoTo

+...+ apT,
+...+ Q9pTn
+ ... Amna

— by

— b,

s Az =0
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mit gegebenen Koeffizienten a;; € K und gegebenem Absolutglied(vektor)

by
b
b=| 7| ek,
b
4. Fir z € K, und y € K", so ist
x1 iyt Y2 ... TilYn
zy=1: [ - vn)= : = (i¥j)ij=1,.n € K"

T, Tl Tl .. Tpln

€1 n
yr=(y o w) | i | =D wmi e K =K

Fiir die Matrizenmultiplikation gelten folgende Gesetze:
a) Distributivitdt
A(B+C)=AB+ BC, (A+B)C=AC+ BC

b) Assoziativitat

MAB) = (MA)B = A(\B), M€K
(AB)C = A(BC)

¢) Im Allgemeinen gilt AB # BA (die Matrizenmultiplikation ist nicht kommuta-
tiv).

d) Produkt zweier Matrizen A # 0 und B # 0 kann trotzdem Nullmatrix sein (d.h.
Matrizenmultiplikation ist nicht nullteilerfrei).

0 1 37
=0 0) 2= 0)

0 0 0 3
AB:(O 0>’BA_(0 o)

AB # BA

Beispiel zu c¢), d):
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3.1.3 Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matri-
zen

3.1.3.0.1 Darstellungssatz: Sei A € K™*". Dann ist f : K,, — K,, definiert durch
f(z) = fa(z) := Ax (3.1.3.1)

fir x € K,, eine lineare Abbildung. Umgekehrt gibt es zu jedem f € Hom(K,,K,,) genau
eine Matrix A € K™*™ mit (3137).

Beweis:

1) f(z) = Az ist additiv und homogen in = wegen Rechengesetzen [Bal) und BhI).
(A(z +y) = Az + Ay, A(\z) = A\(Ax))

2) Sei f € Hom(K,,, K,,). Zeige Existenz von A:

T
Firallex = | : | € K, gilt
T
0
T = ije;‘-r, e]T = |11 (j-te Zeile)
Jj=1 :
0
=1 (Z xje?) =D wif(e]) =) w
j=1 j=1 j=1
U1;
mit v; := f(el),v; = [ : | € Kn,j=1,...,n. Setze
U
U1 V12 Uin
A= :
Um1  Um2 Umnn

Dann ist f(e]) = Ae] und

= S = S A
Jj=1 j=1 j=1
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3) Eindeutigkeit von A. Seien A, A" € K™*" mit

f(z) = Av, f(z) = A'w

fiir alle x € K,,. Speziell mit z = e? ist

d.h.
aj ay;
s;= : = s;» = :
(mj U j
also a;; = aj; firallei =1,...,m,j=1,...,n.

3.1.3.0.2 Bemerkung:
i) Die Spalten von A sind die Bilder der Einheitsvektoren el ... el € K,.

ii) Nach Fundamentalsatz ist K,, zu jedem n-dimensionalen Vektorraum isomorph. Des-

halb gibt es zu jeder linearen Abbildung f:V — W
dimV =n,dmW =m
eine Darstellungsmatriz A€ K™ ™. A hangt ab von den gewahlten Basen in V und W.

iii) Da man jede Matrix A als lineare Abbildung interprtieren kann, unterscheidet man
gelegentlich nicht zwischen linearen Abbildungen und Matrizen und schreibt fir f =
fa, definiert durch (BI3T), auch kurz A.

3.1.3.1 Interpretation der Matrizenoperationen

i) A+ B, AA sind die Darstellungsmatrizen der linearen Abbildungen fa+ f5 bzw. Afa,
dh. fayp = fa+ [B, Hha= A" fa.

n ist die Darstellungsmatrix der verketteten Abbildung f4 o fp

-----

fAB:fAOf37 KSQKn&Km

Dabei

by > i1 a15bji
2 Bel = | &AB@ZT: : , l=1,...,s
bt 2 j—1 byt

0 €k
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3.1.3.2 Spezialfalle

a) Ist f =idg,, soist f(e])=el,j=1,...,n

Darstellungsmatrix ist

10 ...0
1 ... 0
(el nen)=1. . | = E(=Ex)
00 .1

€1

fiip 5 £
0ij = ; ?r Z 7 j Kronecker-Symbol
1 fliri=j

b) Ist fa ein Isomorphismus, d.h. f4 bijektiv, so heifst die zugehorige Matrix A inver-
tierbar oder reguldr und die Darstellungsmatrix zu (f4)~! wird mit A™' bezeichnet

(inverse Matriz zu A).

3.1.3.3 Folgerungen

i) Jede invertierbare Matrix ist quadratisch, weil die Dimensionen von Bild- und Ur-

bildraum bei Isomorphismen gleich sind.
i) (A7) = A, weil (f3') " = fa
iii) AA™' = A71A = F, weil

o faofs1=fr0(fr)'=1id= fp und
o farofa=(fa)tofa=id=fg

iv) (AB)™' = B~1A!

v) (ATt = (A HT = AT (AT heit die zu A kontragrediente Matrix.)
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-1
.. 2 4 a b
3.1.3.3.1 Beispiel: Berechnung von <0 1) = (c d)'

Diese Inverse ldsst sich geméfs B]) bestimmen aus der Beziehung:

a b 2 4 1 0
(c d) (0 1):E2:(0 1)
2 4a+0b\ (1 0
2¢ 4c+d)  \0 1

3.1.3.3.2 Anwendung:

i) Die Losung des linearen Gleichungssystems Az = b mit invertierbarem A ist gegeben
durch
AN Ar) =A% = Ex=A"%

d.h.
xr=A"1D

ii) Verhalten der Koordinaten bei Basistransformation:
Frage: Wie verandern sich die Koordinaten eines Vektors bei einem Basiswechsel?
Sei V' ein Vektorraum mit der Basis B := {by,...,b,}und B’ := {b},..., 0} eine
weitere Basis von V. Fiir jeden Vektor v € V' gibt es eindeutige Darstellungen

v=ua1b + ...+ x,b, und v=2aib) +.. .+ 2 b, mitz, ;e K (3.1.3.2)

Berechnung der “neuen” Koordinaten (z4,...,2") =: 2’7 € K" aus den “alten”

(z1,...,2,) = 2T € K™
Jedes U, € B’ 1aft sich bez. B darstellen durch

o= fib, (3.1.3.3)
j=1

d.h., die Basistransformation von B auf B’ ist gegeben durch eine Matrix F' =
(fi;) € K™ (Matriz der Basistransformation). Dabei ist F' invertierbar, weil eine
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Basistransformation stets bijektiv ist. Die Gleichungen ([BI.33]) lassen sich kompakt
schreiben in der Form

b

=~
.S
=

b, by,
Setzt man nun in der zweiten Gleichung von (B.1.3.2) die Darstellung (B.1.3.3)) ein,
so ergibt sich

n

v = Za:;b; = Z (Z fk]:c;> b;.
k=1 k=1

j=1 =

Da die Koordinaten bez. B eindeutig bestimmt sind, folgt somit aus der ersten Glei-

chung von ([B.1.3.2)

n
:L’j:kajx; firj=1,....n < z=Flad o +=FTz
k=1

3.2 Rangbestimmung

3.2.1 Definition des Rangs einer Matrix

21
2
3.2.1.0.1 Definition: Sei A = (a;j)i=1,....m = (51,52,...,5,) = '2 mit s; € K,,,,
j=1,..., n :
Zm
z; € K™,
dimlin(sy,...,s,) = Spaltenrang von A(= Sr(A)) = Maximalzahl linear unabh. Spalten
dimlin(zy, ..., z,) = Zeilenrang von A(= Zr(A)) = Maximalzahl linear unabh. Zeilen
3.2.1.0.2 Satz:
Spaltenrang = Zeilenrang (3.2.1.4)

3.2.1.0.3 Bemerkung:

i) Fir die Matrix A bezeichnet diese gemeinsame Zahl den Rang von A (Rang(A)).
i)
dim Bild(f4) = dimlin (s;, ... ,s,) = Rang(A)
z.B. Rang(FE,) =n
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3.2.1.0.4 Hilfssatz: Sei X = (xl Ty xr+1) e K+ 2. e K,y
Trir = ) A (3.2.1.5)
p=1
und
X = (3:1 a:r) e Kmxr

so stimmt Zeilen- und Spaltenrang von X und X’ {iberein.

Beweis:

a)
Sr(X) =dimlin (z1, ... ,z ,2,41) =dimlin(z;, ... ,2,)=Sr(X’)

b)

X' = ol ovi= (A, T, Tigga), yi = (T, o, Tar)

Sei
Z,uiyi:0mit w €K = Zuiygz()

i=1 =1

Umgekehrt: Sei

> =0 (3.2.1.6)
=1

Aus BZT3) folgt

T
Tirr1 = E My firi=1,....m
p=1

Z Wiliry1 = Z Z i ApTip = Z Ap Z WiZlip
i=1 p=1 i=1

i=1 p=1

———
=0 aus (BZT4)

= Zf“iyi = Zﬂz‘(?/ga Tipy1) =0
i=1 i=1

D.h. lineare Unabhéingigkeit der Zeilen von X ist dieselbe wie die lineare Unabhén-
gigkeit der Zeilen von X”.
= Zr(X) = Zr(X')
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3.2.1.0.5 Bedeutung des Hilfssatzes: In einer Matrix konnen linear abhéngige Spal-
ten weggelassen werden, ohne das sich Zeilen- und Spaltenrang dndert. (Analog fiir Zeilen)

Beweis von (B.2.1.4):

i) Wir lassen in Matrix A alle Spalten weg, welche aus den anderen linear kombinierbar
sind.

:>A’:(51 sk), E<n

Nach dem Hilfssatz ergibt sich:

Sr(A) = Sr(A") =k, Zr(A) = Zr(A")

A=|:1], ek’

Zm

ii) Wir lassen in A" alle Zeilen weg, welche aus den anderen linear kombinierbar sind.

/
21

=A"=1:1, I<m

/
i

Nach dem Hilfssatz ergibt sich:

Sr(A”) = Sr(A") = Sr(A) = k, Zr(A") =7r(A") = Zr(A) =1

Al=(sy ... s), sieK
iii) A” € K% [ =dimlin (2], ... ,z) <k
k:dimlin(s’l, ,s;g) <l
= k=1
3.2.1.0.6 Beispiel:
-1 4
6 8
A= -9 0
184 —7

Rang(A) = Sr(A) = 2, weil die Spalten von A linear unabhéngig sind.
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3.2.2 Elementare Umformungen von Matrizen
21

-----

i) Vertauschung zweier Zeilen von A
ii) Multiplikation einer Zeile von A mit A € K, A # 0
iii) Addition des Vielfachen einer Zeile von A zu einer anderen Zeile

(Analog fiir Spalten)

3.2.2.0.1 Beispiel:

70 190 660 ) 70 190 660 B 70 190 660
7 20 66 | — | 70 200 660 | — 0 10 0
—-14 —-10 —-99 —-14 —-10 —-99 —-14 —-10 -99
0 140 165 0 0 165 0 01 1 00
@> 0 10 0 @> 0 10 0 mﬂ) 010 % 010
—-14 —-10 —-99 —-14 —-10 -99 100 0 01

3.2.2.0.2 Eigenschaft: Bei elementaren Umformungen &ndert sich der Rang der Ma-
trix nicht, weil die lineare Hiille der Zeilen zq, ..., z,, bei elementaren Umformungen nicht
verédndert wird. Damit bleibt auch ihre Dimension, also Zr(A) = Rang(A), unverdndert.

3.2.2.0.3 Anwendung: Umformung von A durch elementare Umformungen so lange,
bis eine Matrix einfacher Strukur entsteht, bei der man den Rang ablesen kann. Eine solche
einfache Struktur liegt vor bei

S11 * ok
0 S99 * ko k

S=1: " " s % x (* — nicht interessierende Eintrige)
0 0 s * %

(Trapezgestalt, Zeilenstufenform)

3.2.2.1 Behauptungen

i) Ist S € K™ und sind die Hauptdiagonalelemente s; # 0 fir i = 1,...,r, so ist
Rang(S) = r.

Beweis:
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ii)

25

Die ersten r Zeilen sq,...,s, € K" von S sind linear unabhéngig, denn sei

S; — (O, ey 0, Siis 3i,i+17 ey Sin)

und
)\181+)\282+...+)\7~8r:0

Dann ist
)\1811:0:>)\1:0:>)\2822:0:>)\2:O:>...:>)\1:0
= Zeilenrang von S ist r.

Jede Matrix lasst sich durch elementare Umformungen in Trapezform bringen, wobei
der Rang erhalten bleibt.

Beweis: (konstruktivl)

a) Habe A obige Gestalt. B = (a;;)i— k+1,...,m € Km=k)x(=k)
ji=k+1,....n

1. Fall: Ist B = 0, so hat A bereits Trapezform.
2. Fall: Ist B#0,s0gibtesa;; #0mitie {k+1,....m},je{k+1,...,n}.

0 - am

Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen (Typ [Il) ldsst sich Matrix A’
erzeugen, wobei die ersten k Spalten unverédndert bleiben.
Uiy g1 7 0 heit Pivotelement

all .. *
*
0 - aw
r . /
A= o mit @y gy 70
k+1,k+1
O . B/
a/
m,k+1

TAngabe eines Verfahrens mit dem man jede Matrix in Trapezform bringen kann.
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/
. o). a.
Durch Zeilenumformungen vom Typ[)), und zwar Addition des — =+
k41,k+1

fachen des (k + 1)-ten der Zeilen zur i-ten Zeile entsteht A” fir i =
k+2,...,m.

all .« e *

0 - am

*

/
Q11,611

B//

0
Rang(A”) = Rang(A)
b) Gaufscher Algorithmus zur Rangbestimmung
1. Schritt: k=0, d.h. an A werden keinerlei Bedinungen gestellt.
2. Schritt: Suche Pivotelement aj ., ,,, # 0 (gilinstig: [a} ;x| = 1)

3. Schritt: Transformiere A" in A” geméf Teil 2al).

4. Schritt: Ist B” = 0 oder k+1 = min{m, n}, so Rang(A) = k+ 1. Andernfalls
erh6he k£ um 1 und gehe zu 2. Schritt zuriick.

Beispiel:
11 2 2 1 1 2 2 112 2
A=|(0 3 7 -3 |—=10 3 7T =3 —=1(10 37 =3
5 3.5 6.5 11.5 0 —1.5 =35 1.5 000 O
= Rang(A) =2
3.3 Lineare Gleichungssysteme
3.3.1 Definitionen
Ein lineares Gleichungssystem in den Unbekannten x1,...,x, besteht aus m Gleichungen
der Form:
a111 +a12x9 +... +aint, = bl n
a1y +agry +... “+a9,r, = b2 =~ Z Qi3T5 = bi, 1= 1, R
. J_l

Qpn®1  +OmaTs + ... FappT, = by o Ar—=b
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b
A=(a;)i=1,....m (Koeffizientenmatriz), b= | : | €K, (Absolutglied(vektor))
j=1,..., n bm
Ty
r=\|: 1€k,
‘/'En

Das Gleichungssystem heifst homogen, falls b = 0, andernfalls inhomogen.

Die Menge aller Losungen z € K,, des Gleichungssystems Ax = b sei
L(Ab) :={z €K, | Az =b}

und heilt Losungsraum (oder Losungsmenge) des Gleichungssystems.

3.3.1.0.1 Fragen:
i) Gibt es Losungen?
ii) Wieviele Losungen gibt es?

iii) Konstruktion der Losungen

3.3.2 Struktur der Losungsraume
a) L(A,0)# 0, weil A-0=0,also 0 € L(A,0).

b) L(A,0) ist Unterraum von K,,, denn es gilt @) und weiterhin gilt:

Mit z,y € L(A,0), so folgt A(x +y) = Az + Ay =0+0 =0, dh. z+y € L(4,0);
aufserdem A(Ax) = AM(Az) = X\-0 =0, d.h. \x € L(A,0). Somit ist Unterraum-Kriterium
erfiillt.

¢) Wenn das inhomogene Gleichungssystem Az = b lésbar ist, so besitzt jedes z € L(A,b)
die Darstellung

T = x5+ xp mit einem (speziellen) x4 € L(A,b) und xp, € L(A,0).
Symbolisch:
L(A,b) = x5+ L(A,0)
L(A,b) bildet dann einen affinen Unterraum (“Punkt + linearer Unterraum”) des K,,.

in Worten: Die allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystem erhélt man durch
Addition einer speziellen Losung des inhomogenen Gleichungssystem zur allgemeinen
Losung des zugehorigen homogenen Gleichungssystem.

Bewes:
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i) Sei x € L(A,b).
Alx —x9) = Az — Azg=b—-b=0
= z—ux9€ L(A0),x€x0+ L(A0) = L(ADb) Cxy+ L(A,0)
ii) Fiir beliebiges y € zo + L(A,0) gilt:

y=ux0+z,x € L(A0)

= Ay=A(rg+2)=Azg+Ar = Ay=b+0=b0 = yeL(A)D)
= w9+ L(A,0C L(A,b)

3.3.2.0.1 Beispiel:
€1 +2SL’2 —|—3373 = —1.5
21’2 —|—6373 = 0

1) Allgemeine Losung des homogenen Gleichungssystem

T +2l‘2 +3l‘3 = 0

21‘2 +6l‘3 = 0 = XTo = —31’3 = T = 333‘2
333‘3
L(A,O) = {l‘ € Ks | T1 = 3T3,T0 = —31‘3} = —3z3 r3 € K
T3
3
L(A,0) = lin -3
1

2) Sperzielle Losung des inhomogenen Gleichungssystem

—1.5
0
0

3) Allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystem

15 3
L (A, (_(1)5)) —{ 0o |+1n|[-3
0 !

d.h. z € K3 ist Losung <

T —1.5+ 3\
r= |22 | = 0—3X , rekK
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3.3.3 Losbarkeitskriterium

Das Gleichungssystem Az = b ist 16sbar genau dann, wenn Rang (A) = Rang (A|b).
(A|b) heilst erweiterte Koeffizientenmatriz.

Beweis:

Sei A = (s1,...,5,),s; € K, dann ist Rang A = dim lin(sy, ..., s,).
Rang(A|b) = dim lin(sy, ..., S,,b)

rELAb) & Ar=bsb=)Y x5, belin(s,...,s,)
j=1

< lin(sy, ..., 8,) = lin(sy, ..., sy, b) < Rang A = Rang(Al|b)

In unserem Beispiel:

12 3\ 1 23| 15 . ..
Rang (O 9 6) = 2 = Rang (O 2 6 | O) = Gleichungssystem losbar
aber:
T +2.§L’2 +3.§L’3 = —1.5
+2SL’2 +6SL’3 = 0
T —3.’173 = 0.5
12 3 1 2 3
Rang |0 2 6 | =Rang |0 2 6 | =2
1 0 =3 0 -2 —6
12 3 | —-15 1 2 3 | —-15 1 23 | =15
Rang [0 2 6 | O =Rang |0 2 6 | O =Rang [0 2 6 | O
1 0 -3 | 05 0 -2 -6 | 2 000/ 2

= Gleichungssystem ist unlésbar

3.3.4 Dimension des Losungsraumes
dim (L(A,0)) =n — Rang A (= Rangdefekt von A)
denn mit f4 : K,, — K,, (definiert durch f4(z) = Ax) gilt:
Rang(A) = dim(Bild(f4))

und

L(A0)={z €K, | fa(z) =0} = Kern(fa)
Nach Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen:

n = dimK, = dim(Kern(f4)) + dim(Bild(f4))
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3.3.4.0.1 Folgerungen:
a) Gleichungssystem Az = b ist fiir alle b € K,,, 16sbar
< Rang A =m (= Anzahl der Gleichungen)

Beweis: Fir beliebiges b € K,,, gilt:
Az = b losbar < Rang A = Rang(Alb)

< dimlin(sy,...,s,) = dimlin(s,..., s,,b)
< lin(sy, ..., s,) =lin(sy, ..., 8,,0) =K, & Rang A =m
b) Unter der Voraussetzung, dass Az = b losbar ist, gilt:
Losung ist eindeutig < Rang A = n (= Anzahl der Unbekannten)
Beweis:

Losung von Az = fa(z) = b eindeutig < f4 injektiv
< Kern(f4) = {0} & dim L(A,0) =0 < n = Rang A

Rang Gj 3 2) =2
b

by

In unserem Beispiel:

so Gleichungssystem fiir alle Vektoren < ) l16sbar, aber nicht eindeutig,

weil Rang(...) < 3.

3.3.5 Gaufischer Algorithmus zum Losen linearer Gleichungssys-
teme

1. Schritt: Ordne Az = b das rechteckige Schema (A|b) zu und fithre elementare Zeilenum-
formungen geméfs Gaufsschem Algorithmus durch.

Dabei dndert sich L(A, b) nicht.

2. Schritt: Sind alle a; 341 = 0 fiir « = k 4+ 1,...,m, so miissen die letzten n — &k Spalten
von A getauscht werden, um ein Pivotelement aj ., # 0 zu finden.

Achtung! Spaltenvertauschung entspricht Vertauschung der Reihenfolge der Un-

bekannten x4, ..., x,, was registriert werden muss!
all PN *
*
0 - aw
A= v
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3. Schritt:

4. Schritt:

Falls B # 0, gehe zu [Il Schritt.

Verfahren endet mit Matrix

D | M
v’ 3.5.
( — ) (3.3.5.7)
wobei
al, ox % %
0 . x * , .
D= , ay; #0ftre=1,...r,
el Tl x
o ... 0 a,
D € K™*" (obere Dreiecksmatriz), M = (m;;) € K™=
Lésbarkeitstest: Ist b, = ... = b, = 0, so ist 7 = Rang (4) = Rang (A|b) und

Gleichungssystem l6sbar, andernfalls unlosbar.

Interpretiere das Schema ([B.3.5.7) als Gleichungssystem in den Unbekannten

Y1y o s Ypy Zpaly- - -5 2n
welche aus 1, ..., x, durch die entsprechenden Vertauschungen hervorgehen.
Dy+Mz=1"
Setze z; = \;,j=r+1,...,n,)\; € K (freie Parameter) und bestimme
Y1
y= | : | als Losung des Gleichungssystem
Yr

Dy=1"— M\

und zwar durch Rickwdrtseinsetzen (Riickwértssubstitution) beginnend mit der

letzten Zeile.
. (b" ) )

j=r+1

Einsetzen von y, in (r — 1)-te Zeile liefert y,_; geméf

/ / _
Ap_1p-1Yr—1 + Qp g, Yr = br—l - E mT*Lj)\]
Jj=r+1

1 - o
also Yy, = —— <b;,'_1 — Z My_1Aj — ! <b" Z My A ))
(r-1)

a
(r—1),(r— j=r+1 7"7" j=r+1

usw. bis y; = .. ..
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3.3.5.0.1 Bemerkung: Durch Umnummerierung der Variablen lasst sich Losung des
Gleichungssystems schreiben als

T=2s+ )\r—i—lvl + )\r+2v2 + )\nvn—ra

wobei x4 eine spezielle Losung des inhomogenen Gleichungssystems ist und vy, vg, ... v,
eine Basis von L(A,0) bilden.

3.3.5.0.2 Beispiel: Bestimmung der reellen Losung z = (21, 2s,...,25)7 des Glei-
chungssystems
r1 +2x9 Hx3  Hrxy tr5 = 2
—x1 —2x9 —2x3 +2x4 +x5 = 3
2[L‘1 +4ZL‘2 +3ZL‘3 —XTy = -1
I +2ZL‘2 +2ZL‘3 —2ZL'4 +ZL‘5 = 2
T i) T3 Ty Iy
1 2 1 1 1 2
-1 -2 -2 2 1 3
2 4 3 -1 0]-1
1 2 2 =2 1 2
Tr1 T3 T Ty Ty
1 2 1 1 1] 2 1 1 2 1 1] 2
— 0 0 -1 3 2| 5 —- 0 1 0 -3 —2|-5
00 1 -3 —2|-5 0O 1 0 -3 —-2|-5
00 1 -3 0] 0 0O 1 0 -3 0| O
Tr1 I3 Ty Ty T2
11 2 1 1 2 1 1 1 1 2] 2
- 010 -3 -2|-5 - 0 1 -2 -3 0]|-5
000 0 0] O o 0 2 0 0| 5
000 0 2| 5 O 0 0 0 0| O
T +w3  +xs  txy 229 = 2
+x3 —2l‘5 —3l‘4 = -5
+2ZL‘5 = 5!
Setze x4 = A\, v = p. Durch Riickwértseinsetzen ergibt sich
5
1’525

5
3= =542 +3) =3\

5 1
x1:2—3)\—§—)\—2u:—§—4)\—2u
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T -1 —4 -2

) 0 0 1

=10 +X| 3 [+pn| O mit A\, p € R
T4 0 1 0

5 2 0 0

3.3.5.0.3 Anwendung: Berechnung der inversen Matrix
At =5 = (s45) = (51,82, ..., 8,) einer reguldren Matrix A € K"

AAT =AS=FE, < (As,...,As,)=(el,...,e)

rn

& As; =e; fiir jedes j € {1,...,n},

d.h., man muss das lineare Gleichungssystem Ax = b mit verschiedenen rechten Seiten
b=cel ...,b= el losen. Das kann mittels GauRschem Algorithmus erfolgen, und zwar
simultan beginnend mit der erweiterten Koeffizientenmatrix Az = F,,.

3.4 Determinanten

Die Theorie des Determinanten ist dltester Teil der linearen Algebra. Heute: Wichtiges
Unterschuchungsmittel fiir Matrizen; grofe Bedeutung auch bei anderen mathematischen
Fragestellungen.

3.4.0.0.1 Zur Erinnerung:
e Permutation 7 ist bijektive Abbildung: N,, — N,,,N,, = {1,...,n}

e Menge aller Permutationen bildet Gruppe S,

° Slg(’ﬂ') _ (_1)Anzahl der Fehlstande in

3.4.1 Definition einer Determinante (nach G.W. Leibniz )

Sei A = (aij)ij=1,..n € K", d.h. eine quadratische Matrix. Dann heift

.....

21 A92 ... Qop .
Det(A) = . . . = Z Slg(ﬂ')al’ﬂ(l) : a277r(2) L anﬂr(n) (3.4.1.8)
) ) ) mESh
Ap1 Apo2 ... QApp

die Determinante von A.

1(1646-1716)
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3.4.1.0.1 Beispiele:
i) Determinante einer 2-reihigen Matrix

s (120

(gerade) (ungerade)

@11 Aa12

= (+1)a11a22 + (—1)a12a21 = A11022 — Q1204921
Q21 A22

ii) Determinante einer 3-reihigen Matrix

5'123 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
3 2 3)’\2 3 1)’\312)’\3 2 1)’'\1 3 2)’\2 1 3

-~ -~

(gerade) (ungerade)

—_

11 A2 Q13 | A1l Q12
Q21 d22 Q23 | A21 (22
31 azz 33 | A3l 432

= Q11022033 + Q12023031 + 13021032 — (13022031 — (11023032 — A12021033
(Regel von Sarrud™)

iii)

1 0
Det £, = i = Z Slg(ﬂ-) 51,7r(1)52,7r(2) s 5n,7r(n)1 5ij = {

0 1 TESy #0668, (=1 fiir alle i=1,...,n

52‘,”(2‘) =1l&1= 7T(Z) & T = ldNn

= Det En = (-'-1)511(522 e 5nn =1

3.4.2 Eigenschaften von Det(A)

1) (Elementare Umformungen vom Typ ) Homogenitét in i-ter Zeile

21 a1y oo Qip a1 ... Qip 21
>\Zi = )\aﬂ Ce )\am =\ ;1 .. Qip | = A Zi
Zn Ap1 .. QApp Ap1 .. Qpp Zn

1(1798-1858)
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2) Additivitdt in i-ter Zeile

1 a1 . Q1np ayy ... Qip aypy ... Qip
zi + 2| = |a; + d Qi + al, | = |a; Qin | + | @) a

) il — 21 il o e mn in| — 21 o e mn i1 o e in

Zn Qn1 c. Apn Ap1 - .- App Ap1 .- QApp

3) Sind in A zwei Zeilen gleich, etwa 2z, = 2z, und k < [, so ist Det A = 0.

Denn
A = Z Sig(ﬂ')alﬂr(l) < Qpr(n) —+ Z sig(ﬁ)alﬂr(l) <o Ay r(n)

T€Gn wely,
da
S, =G, uU,,G,NU, =0

Gn={m €S, |sig(r)=1}, U,={meS,|sig(r)=—1}

Benutze die Transposition
1...k...l...n .
T <1an) sig(r) = —1
U,={oco7|0€G,}
= Det A=Y (+1)a1n@) - Gnze(e) + Y (—1)a10(r1) - - - Gno(r(m))

meGp oelGp

Es ist A1,0(r(1)) « + - An,o(r(n)) = A,0(1) - - - Ak,o(l) -+ - Alo(k) - - - An,o(n)

=0ai,5(1) =0k, o (k)
(weil a; = a; fiir alle j =1,...,n)
Det A = Z A1,7(1) - - - An(n) — Z a1,6(1) - - - On,o(n) = 0
7T€Gn UGGn

4) Det(A) = Det(AT), denn AT = (5¢j),6¢j = Aj;
Det(AT) = Z SIg(T)a1,7(1) - - - Anym(n) = Z SIg(T)ar(1)1 - - - An(n)m
LESS TESn TESh

(Setze m(i) =5 < i=7n1(j))

(Setze 771 = o)
= E SIg(0)a1,6(1) - - - A o(n = DetA
(o) M ()(BZEEI)

oESy
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3.4.2.1 Folgerungen
a) Hat A eine Nullzeile, so ist Det A = 0
(siehe Eigenschaft [T)
b) Det(AA) = A"Det A
(Anwendung von Eigenschaft [[l) nacheinander fiir die Zeilen zq, ..., 2, von A)

c¢) (Elementare Umformungen vom Typ [I))

Vertauscht man in A zwei Zeilen, so &dndert sich das Vorzeichen von Det(A), genauer:

21 21
2k <l
=—||, k<,
<l 2k
Zn Zn
denn bilde
21
2+ 2
B = :
2+ 2
Zn
so ist Det B =0
B)
21 Z1 21 1 21 Z1 1
s Ze Z] Ze Zle 2] Z]
O=|  |=| © |[+] ¢ |= A E:
2 B
2k + 21 2+ 2 2+ 2 2L z2] 2L Z]
Zn Zn Zn Zn Zn Zn Zn
~—~ ~—~

=0 (s.B) =0 (s.B)
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d) (Elementare Umformungen vom Typ B))

Bei Addition des Vielfachen einer Zeile von A zu einer anderen Zeile andert sich
Det A nicht, d.h.

21 21
2k 2k
Z + )\Zk Z]
Zn Zn
denn
21 21 21 21
2k 2k 2 2
: E) +| | =DetA+ A
z2; + )\Zk Z] )\Zk 2k
~
=0 (s.B)

e) Gleiche Rechenregeln fiir Determinante gelten auch bei Spalten (wegen Eigenschaft []).

f) Man kann Gaukschen Algorithmus anwenden, um eine Matrix einfacher Struktur zu
erhalten, deren Determinante leicht zu berechnen ist.

3.4.2.1.1 Determinante einer oberen Dreiecksmatrix: Sei D € K®*" der Gestalt

d11 d12 Ce dln
0 d22 Ce dgn
0 ... 0 du,
So ist .
Det D = d11d22 Ce dnn == H dzz
i=1
Beweis:

In (B41.8) leisten nur solche Summanden

Sig(ﬂ')dlm(l) . dn,ﬂ(n)
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einen Beitrag, fiir die d; ;) # 0 fiir alle i = 1,...,n.
Fiir m € S, m # idy,, gibt es i € {1,...,n} =: N,, mit der Eigenschaft (i) < i.

= di,ﬂ(i) - 0

Det D = Z Sig(ﬂ')dlﬂr(l) . dnﬂr(n) = Slg(ldNn) d11 . dnn +0

mTeSy —1
3.4.2.1.2 Beispiel:
0 2 -1 2 2 0 -1 2 2 0 -1 2
2 0 3 =5_ |02 3 =5 _44 -1 2 1
-14 2 1| 4 -1 2 1| |0 2 3 =5
3 0 2 0o 3 2 0 0o 3 2 0
2 0 -1 2 2 0 -1 2 2 0 -1 2
10 -1 4 =33 |0 -1 4 —3_110—14—3
10 2 3 =5 |0 0 11 -—-11| 0 0 1 -1
0o 3 2 0 0O 0 14 -9 0O 0 14 -9
2 0 -1 2
0 -1 4 -3
—11O 01 _1—11-2-(—1)-1-5——110
0 0 0 5

3.4.2.1.3 Bemerkung: Det A ist wegen der Linearitdt in jeder ihrer n Zeilen (s. Ei-
genschaften [I @) eine Multilinearform (oder n-Form) auf K,, und wegen c) alternierend.

3.4.3 Multiplikationssatz

Fiir A, B € K™ B = (by;) gilt

Det(AB) = Det A - Det B

Beweis:
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C1 bl
Setze C:=AB = [ 1 |, ci=)"_ ayb; firi=1,...,n mit B=
Cn bn
> iy a1jb; b b
C2 n (&) n n bk
Det C' = 0.3 m:) Zalj 0.3 IZI:) > 2 1ok 0.3
: j=1 . j=1 k=1
Cp, Cp, Cn
n n n 2j1 b”(l)
J .
= Z Z . Z a1, 424, - - - Apj, :2 — Z al,ﬂ'(l) Ce anm—(n)
J1=1j2=1 Jn=1 b] TESR bw(n)
weil jeder Summand verschwindet, in der zwei Zeilen gleich sind (nach Rechenregel B)).
b
Durch Vertauschen der Zeilen erhélt man | : |. Dabei dndert sich Vorzeichen der Determi-
bn
nante genau so oft, wie es Fehlstédnde in 7 gibt.
b
Det D = a1 7(1) - - - A r(mSig(m) | ¢ = DetA-DetB
> arx ’()g()'m
TESy bn
Det B

3.4.3.0.1 Determinante einer reguliren (invertierbaren) Matrix: Sei A € K"*".
Dann sind folgende 3 Aussagen dquivalent:

a) A ist invertierhar < b) RangA=n <& c¢) DetA#0

Beweis:

i) a) & fa:K, — K, ist Isomorphismus < dim Bild(f4) = dimK,, =n < b)
—_———

=Rang A
ii) Aus a) folgt: Es gibt A~! € K™ mit A~'A = E,,. Mit Multiplikationssatz ergibt sich
Det(A™) - Det A = Det(A™'A) = Det B, = 1

= Det A #0, d.h. c)
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iii) Sei Rang A < n, so sind die Zeilen zi,...,z, von A linear abhingig. O.B.d.A. sei
2 = Z?;ll \;z;. Dann ist

21 21
. n—1 . n—1
Det A = : => N =) N-0=0
Z?;ll Aizi Zi

also ¢) = b).

3.4.3.0.2 Erginzung: Ausfi) folgt:

1
Det A

Det(A™!) =

3.4.4 Adjungierte Matrix

3.4.4.0.1 Definition: Sei A = (a;;) € K", so bezeichnet man mit Ay € K—1x(r=1)
diejenige Matrix, welche durch Streichen der k-ten Zeile und [-ten Spalte aus A entsteht.

a1 Lol Ay s Qp
Qanl Q] Upn

Dann gilt der

3.4.4.1 Laplacesche Entwicklungssatz (Laplace 1749-1827)

o Fntwicklung nach k-ter Zeile

Det A = (=1)*7ay;Det(Ay;)

o Entwicklung nach l-ter Spalte

Det A = Z 1) ayDet(Ay)

Beweis: (s. Fischer/Kaul 1, S. 332 ff.)
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3.4.4.1.1 Anwendung: Fiirn > 4 kann man diese Formeln zur rekursiven Berechnung
von Det A benutzen, insbesondere dann, wenn in einer Zeile oder Spalte von A viele Nullen
auftreten.

3.4.4.1.2 Beispiel:

i _11 g _02 2 1 -2 2 1 =2

Det A = =0+ (=1)*2.212 1 —1|+0+(-)*"-34 =1 0
2 Lol 2.0 5 2 1 -1
2 0 3 5

g e )

3.4.4.2 Definition der adjungierten Matrix

Die zu A adjungierte Matriz (auch Adjunktenmatriz) ist

=1,..

3.4.4.2.1 Satz:

Beweis:

= o = |zk| (l-te Zeile) | 2p = (A1, - - - Qpn)

0 fir k #10 (da 2 Zeilen gleich)
C =
. Det A fiir k =1 (nach Entwicklungssatz)
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also
Crl = Det A - 5191

AAdJ(A) = Det A - (5191)191 1 :DetA-En

-----

3.4.4.2.2 Folgerung: Explizite Formel fiir inverse Matrix, falls A regulér ist:

1
" Det A

Adj(A) .

3.4.4.2.3 Anwendung: Im Spezialfall eines quadratischen linearen Gleichungssystems
Axz = b mit regulérer Koeffizientenmatrix A € K"*" ist dessen Losung gegeben durch

1
= A7'b = —— Adj(A) b
’ Det A i
d.h. P = Z+]D t b
! DetA et(Aji)b;
= Dot A Det (S1,...,8i-1,b,8i11,...,8,) fir i=1,...,n,
wenn si, S, ...,s, € K, die Spalten von A sind. Diese Formel heift Cramersche Regel

(Cramer 1704-1752) und ergibt sich durch Entwicklung der Determinante der Matrix
Bi:=(s1,...,8i-1,0,8i11,. .., 5n)

nach der i-ten Spalte.



Kapitel 4

Euklidische und unitare Vektorraume

4.1 Skalarprodukte

4.1.1 Motivation

Beim Studium geometrischer Objekte, wo es um Winkel oder Langen geht, reichen die Da-
ten aus der Theorie der Vektorrdume nicht aus. Wir benotigen eine zusétzliche Struktur zur
Beschreibung der ,metrischen® (oder euklidischen) Geometrie. Diese Struktur ist das Ska-

larprodukt, welches eine symmetrische, positiv definite Bilinearform auf dem Vektorraum
V' darstellt.

4.1.2 Definition des Skalarprodukts
Sei V' ein Vektorraum iiber R (bzw. tiber €). Ein Skalarprodukt auf V' ist eine Abbildung

VxV—=>R (bzw. - C)

(v,w) — (v, w)

wenn fir alle v, v, w,w’ € V und alle A € R (bzw. \ € C) gilt:

e Bilinearitdt:

v+, w) = (v,w) + V', w) , (Av,w) = X (v, w)
(v,w+w'y = (v,w) + (v,w') , (v, \w) = X {v,w) (bzw. = \ (v, w))
e Symmetrie: (v, w) = (w,v)
(bzw. Hermitizitat: (v,w) = (w, v)

e Positive Definitheit:
(v,v) > 0 fiir alle v # 0

73
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Ist auf V' eine Skalarprodukt definiert, so heifst V' euklidischer Vektorraum (bzw. unitarer
Vektorraum).

Bemerkungen:

i) Bei festgehaltener zweiter Komponente ist das Skalarprodukt eine lineare Abbildung
V' — K bezliglich der ersten Komponente.

ii) Wegen Symmetrie (bzw. Hermitizitit) reicht die Forderung der Linearitét beziiglich
einer Komponente.

iii) (0, w) =(0-v,w) =0-(v,w) =0 (wegen Homogenitét)

Beispiel
Standardskalarprodukt in V =R, (bzw. V' = C,):

U1 wy
v,w€eR, (bzw. € C,), v=| 1], w=
Up wy,
n wq
(v,w) = Zviwi =vTw=(v; -~ v,)
i=1 w,

n W

(bzw. (v, w):= Z v0; = v W= (vy -+ v,) |vdots |)

i=1 w,,
Daneben gibt es noch unendlich viele Moglichkeiten ein Skalarprodukt auf dem R, zu
definieren, namlich

(v, w) — (Av, Aw) = (Av)T Aw = vT AT Aw = Z Vi Qi QW

1,5,k=1

mit einer festen reguliiren Matrix A = (a;;); j=1._. (s.a. Ubungsaufgabe).

.....

4.1.3 Definition der zugehorigen Norm

Ist V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (|, -), so versteht man unter der zugehirigen (oder
induzierten) Norm von v € V die reelle nichtnegative Zahl

vl == v/ (v, v)
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speziell:
Standardnorm in V =R, (bzw. V = C,):
[ol] = (| D loif2 = Vo2 + ool + .+ [oa?
i=1
(Beachte: zz = |z|? fiir z € C)
L2
= ()
V2 V2
W&
;U1 I
(Norm eines Vektors ist Verallgemeinerung der ,Lénge eines Vektors* im Rs.)
4.1.4 Cauchy-Schwarzsche Ungleichunéﬂ
In jedem Vektorraum V' mit Skalarprodukt gilt
| (v, w) | <[] [wl] (4.1.4.1)

fiir alle v,w € V.

Beweis:

a) Fiir w = 0 klar.

b) Sei w # 0. Dann gilt
(v —Aw,v—Aw) >0
fiir beliebiges A\ € K.

(v,v) — 2Re (A (v, w)) + |A]* (w,w) >0

Mit \ = |<|”v“’> folgt

wl[?

|mf—ﬂ“<mwNuw>+|mw”HMﬁzo S [ LAy

[Jwl]? ]| [l

= (v, w) [ < |l P|lw]]®

I(Cauchy 1789-1857, Schwarz 1843-1921)
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4.1.5 Folgerungen

1. Eigenschaften der Norm als Abbildung: V' — R
Positive Definitheit:

a) ||v]| >0firveV
b) |jv]]=0<v=0

Homogenitit:
c) [|M]|| =\ -|lv]] fir A e K,v € V| denn
[M][* = (Ao, M) = A\ (v, 0) = [AP|[v]?
Dreiecksungleichung:
d) v+ wl|| <||v|] + ||w|| fiir v,w eV | denn
[l +wl|]* = (v+w,v+w) = (v,v) +2 Re((v,w)) + (w,w)

=[lvl[? <lv,w)|<[[v[[-|[w]]  =[|w]]?

< {1oll* + 2[fo[] - [kl + [Jw][* = (o]l + [lw]])*

Zum Namen ,,Dreiecksungleichung®:
Seien A, B, C die Eckpunkte eines Dreiecks, dann A=0+a,B=0+0,C =0+c¢

X2

AB| = joll, v=a—b
[AC| = |jull, w=c—a
BT = llw+v]| = [|e — b
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Die Dreiecksungleichung besagt

[BC| = [lv+w|| < [[l| + |lw]| = [AB]| + |AC]

2. Fir einen euklidischen Vektorraum V und v,w € V mit v # 0,w # 0 kann man den
(Offnungs-) Winkel a = a(v, w) zwischen v und w erkléren durch

(v, w) .
cosa = ———— mit « € [0,n]
o] - [wl]

denn ([LITZAT) liefert

(v, w) (v, w)
— <]l & 1< ——F<1
][ - lwl] [l - ]

und cos-Funktion ist bijektive Abbildung

0, 7] — [-1,1]

1.5 |
cos(x)

-0.5 n

1.5 | | | | | |

VIW] + Vowy = \/U%Jrv% . \/w%+w§-cosoz
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T2
w
NV
N
v
a) o i)
T1
Aus Schulgeometrie:
cosa =
|||
(v, w) s
= = (v, w) = s [|v]|
o[l - [wl] - fwl]

4.1.6 Kriterium fiir lineare Unabhéangigkeit in einem Vektorraum
mit Skalarprodukt

U1,...,0, € V sind linear unabhingig & G := ((v;,v;)), ,_, . € K™ ist regular

(G heilst Gramsche Matriz, nach J.A. Gram (1850-1916))

Beweis:
Wir zeigen:

vy, ..., v, linear abhéngig < G nicht reguldr < Det G =0 < RangG < r

a) (=) Sel \jvy + ...+ A, = 0 eine nichttriviale Nullrelation, d.h. Y77, [X\|* > 0.

Z)\ (vi,vj) = <Z)\ vl,vj> =0firj=1,. (4.1.6.2)

Das ist nichttriviale Nullrelation der Zeilen von G.

zi = ((vg,v1), (v, v9) 4. o, (v, p))

von G, also zq, ...,z linear abhingig < Rang G < r.
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b) (<) Sei RangG < r « Es gibt Relation (ELE2) mit Y7, [A\;[* > 0. Setze w =
Yo A, so gilt

(wyvj) =0firj=1,...,r :Zj\ (w, vy) —< Z)\v]>—||w||2(:)w—0

——

w

Das ist lineare Abhangigkeit der Vektoren vy, ... v,.

4.2 Orthogonalitat

4.2.1 Definitionen

1. Sei V' ein Vektorraum mit dem Skalarprodukt (-,-). Dann heifen v,w € V' orthogo-
nal oder senkrecht zueinander (in Zeichen v_lw), falls (v,w) = 0 (also im Falle eines
euklidischen Vektorraums V' ist fiir v, w # 0 der Winkel a = a(v,w) = 7).

2. vy,...,v, € V heifen orthonormal oder Orthonormalsystem, falls ||v;|| = 1 und v; Lv; =
Oftri#yj,i,5=1,...,r (kurz: (v;,v;) = &;).

3. Bildet ein Orthonormalsystem vy, ..., v, eine Basis von V', dann nennt man es Ortho-
normalbasis.

Beispiel
Beziiglich des Standardskalarprodukts bildet die kanonische Basis el el ... el

thonormalbasis des K,,, denn

eine Or-

0

<e;r,ejT = eie;fp =(0,..., 1, ,...,0) | 1] }itestelle =0,
i-te Stelle :
0

Nach dem Kriterium 1.6l ist jedes Orthonormalsystem linear unabhéngig, weil die Gram-
sche Matrix

also regular ist.
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4.2.2 Entwicklung nach Orthonormalbasis

Sei vy, ..., v, eine Orthonormalbasis von V', so gilt fiir jedes v € V' die Entwicklungsformel

n n
o=S oy, lolF= 3w 2
i=1 i=1
Beweis:

1) Weil V =lin(vy, ..., v,), gilt v =37 | ¢u; mit ¢; € K.

(v,v5) = <Zcivi,vj> :Zci(vi,vj) =c;-1 firj=1,...,n = ¢; = (v,v;)

i=1 =1 B

3

n

[v]]? = (v,v) = (v, v; vl,z v,v;) U >
D \- P

n

4.2.3 Orthogonales Komplement

Sei M CV, M # () und

L={ve V| {vu) =0 fiir alle u € M}

Beispiel

M ={(2,1)}

M* = {(21,22) € R | (21, 7) @ — 0}
= {(z1,12) € R?* | 22, + 19 = 0} = {(21, —221) | 21 € R} = lin ((1, —-2))
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X2

4.2.4 Eigenschaften von M+

a) M+ ist stets ein Unterraum von V, denn nach Unterraum-Kriterium iiberpriifen wir

1. 0 € M+, weil (0,v) =0 fiir allev € V
2. Sei v,w € M+, dann

(v+w,u) = (v,u) +(w,u)y =0 firue M
=0 -0

somit v +w € M+,
3. Seiv e M+, X\ €R, denn
Mv,u) =A{v,u) =0 = lve Mt

b) Sei U ein Unterraum eines endlich dimensionalen Vektorraums V' mit Skalarprodukt,
dann ist U* ein zu U komplementirer Unterraum, d.h.

V=UpU"+

(U~ heift orthogonales Komplement zu U.)

Beweis: Wir miissen zeigen
i) UnU*+ ={0}
i) U+U+=V
zui) Seia € UNUL, soist a € U, also (a,u) = 0 fiir alle u € U. Speziell mit u = a

folgt
0=(a,a)=laP & a=0
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zuii) Sei dimU = m und U = lin(vy,...,v,) und dimV = n > m. Wir ergénzen
V1, ..., Uy ZU einer Basis vy, ..., Um, Upat, ..., U, von V. Somit gilt fiir jedes
veV:

v = Z )\Z‘UZ', )\Z e K
i=1
Wir zeigen dim U+ = n — m, denn dann folgt nach Dimensionsformel:

dim(U + U*) = dim U + dim U+ — dim(U N U™)
=m+mn-—m)-0=n=dmV = U+U-=V

Zum Nachweis von dim U+ = n — m:

n
w = ijvj c U+ < (v,w)=0firi=1,...,m (v; Basisvektoren von U)
=1

3

U)EUJ_ = <’Ui,Uj>.Tj:O
i=1
<1)1,’U1>ZZ‘1 + <’U1,1)2> i‘g + + <1)1,’Un> Zf'n = O
A :
(Um,v1)T1 + (Umyv2)Ts 4+ ... 4+ (UpyUn) T, = 0
(lineares Gleichungssystem aus m Gleichungen in n Unbekannten zy, ..., Z,)

= dim U+ = dim L(A,0) = n — Rang A

mit der Koeffizientenmatrix A = ((v;,v;))i=1

..... m -
j=1,..., n
(vi,v1) ... (U, 1)
: ist Gramsche Matrix G zu vy, ..., Upy,.

(U, 01) oo (U Up)
Wegen linearer Unabhéngigkeit von vy, ..., v, ist G reguldar, d.h. Rang G = m.
= RangA =m, dimU*=n—m
Erganzungen:
1. Nach Ubungsaufgabe lisst sich jedes v € V = U @ U™t eindeutig darstellen:

v=u+w mituelU, (wu =0 firalle uweU
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2. Hat U eine Orthonormalbasis ui, ..., u,, so ist

vzz<u,ui)ui+ w mit (w,u;) =0 firi=1,...,m,
3 1

=1 €U
—_———
€U

denn nach Entwicklungsformel fir u € U gilt u = >"1" | (u, u;) u;. Weiterhin ist

(v, u) = (u 4w, w;) = (u, u;) + (w, u;) = (u, u;)

=0
3. Die zur Zerlegung V = U @ U~ gehérende Projektionsabbildung
P=Py:V —>U mitPlut+w)=u fir u € U,w e Ut

heifit Orthogonalprojektion von V auf U, Kern(Py) = U+,

Beispiel
1 —1 0
V =Rs, U=1lin(by,by) mit by = [ 1 |,bp=| 1 | undv=2v3 |0
0 1 1

SL’3A
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Ut = {w € Ry | w'u =0 fiir alle u € U}

Zl w1+ wy-1=0
2N wy - (D) Fwy - 14 ws-1=0
w3

w1 1
Wy | |we = —wy, w3 = 2w, p = lin -1
w3 2
—1
Weil (by,b2) = (1,1,0) | 1 | =0 ist eine Orthonormalbasis von U gegeben durch
1
b1 b1 [
Uy = = — , U = = —
IR Tl = 5\
0 —1
2
= u="P;|2V3[0 = (v,up)ug + (V,ug)us =0 u; +2-ug=—1 1
1 V3 1
2
V3 9 1
wW=v—-1u —Z=|l=——1-1
N ERVER
V3

4.2.5 Konstruktion einer Orthonormalbasis

Konstruktion einer Orthonormalbasis mittels des Orthonormalisierungsverfahrens nach Er-
hard Schmidt (1876-1959). Wir zeigen durch vollstdndige Induktion, dass aus jeder Menge

B, :=Av1,...,0n}

linear unabhéngiger Vektoren des Vektorraums V' mit Skalarpordukt stets ein Orthonor-
malsystem

Cro=A{ur, ..., up}
konstruiert werden kann. Dabei gilt:

lin B,, =1linC,,
e Induktionsanfang

m=1,B; = {m},vl 7é 0. Setze u; := mvl-



4.2. ORTHOGONALITAT 85

e Induktionsschritt

€Bn,
Seien 1, ..., Up, Vi1 € V linear unabhéngig. Nach Induktionsvorraussetzung (IV)
erhélt man aus B,, ein Orthonormalsystem C,, aus m Vektoren ui,...,u,, mit

lin B, = linC,, =: U,,. Dann v,,,1 ¢ Um
1. Schritt: Zerlege v,,,1 orthogonal beziiglich U,
Vi1 = Pu, Vg1 + Wynp1 mit wy, i € Uy

d.h.

m

Wim+1 = Umt1 — Z (U1, Ui) Uy = Wipp # 0 (wegen vy41 ¢ Uyy)
i=1

2. Schritt: Normierung von wy,1:

1

Setze U1 = Tl
m

Wm+1 -

Dann ist

lin Cppq = lin(uy, ..oy Uy, W) = lin(ug, « oy Uy V1)
=lin (uqy, ..., up) Hlin(v,s1) = lin B + lin(vy,41)
T Iv)

=lin(vy, ..., U, Una1)
Weiterhin

(uj,uj) =9;; fire,j=1,...,m (nachIV),
(Uit ,u) =0 fiir j=1,...,m , da un, € U, und
1

T

<um+17um+1> = ||

4.2.6 Folgerung

Sei dim V' = n. Dann kann aus Basis B,, stets eine Orthonormalbasis C), konstruiert wer-
den, also:

Jeder endlich-dimensionale euklidische oder unitire Vektorraum besitzt eine Orthonormal-
basis.

IWire Um+1 € Up, SO wire vy, 41 eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., vp,.
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4.3 Orthogonale und unitare Matrizen

Wir betrachten jetzt f4 : K, — K, (Endomorphismen) mit spezieller Darstellungsmatrix
A e K™ Es gilt wieder fa(x) = Ax.

4.3.0.0.1 Definition: Eine Matrix A € R"*" heifit orthogonal, falls die Spalten von A
ein Orthonormalsystem in R,, bilden.

Eine Matrix A € C™*™ heilst unitdr, falls die Spalten von A ein Orthonormalsystem in C,,
bilden.

4.3.1 Charakterisierung orthogonaler (bzw. unitiarer) Matrizen

i) A ist orthogonal (bzw. unitir)

ii) fa erhélt das Standardskalarprodukt im R,, (bzw. C,)
((fa(z), faly)) = (z,y) fir alle 7,y € K,,)

iii) AAT = E,, (bzw. AAT = 1)

iv) A ist regulir und A~ = A" (bzw. A1 = AT

v) ATA=E, (bzw. A"A = E,)

vi) Zeilen von A bilden Orthonormalsystem im R" (bzw. C")

7

(1 R A

Beweis: (nur fiir orthogonale Matrizen, fiir unitire Matrizen analog)
iii) < iv) < v) klar.
ii) < i) s. Ubungsaufgabe.

i) bedeutet nach Definition: A orthogonal < Spalten von A = (s1,s9,...,5,) bilden eine
Orthonormalbasis von R,, < sls; =0, firi,j=1,...,n

iii) lautet:

ATA= |t (sneosn) = (s785), 0y, = 0g) & sisj=0y & )

S Rt

v) lautet:

E=ATA=AT(AT & A" ist orthogonal

wegen iii)

& Spalten von AT bilden Orthonormalsystem < vi)

wegen 1)



4.3. ORTHOGONALE UND UNITARE MATRIZEN 87

4.3.2 Folgerung
Fiir orthogonales A € R™*™ gilt

(Det A)? = Det(A) - Det(A”) = Det(AAT) = Det E, = 1

iif)

= Det A =1 oder Det A = —1

O(n) :={A e R | AA" = E,} (orthogonale Gruppe des R™*")
SO(n) :={A € 0O(n) | Det A =1} (spezielle orthogonale Gruppe)
Fiir unitdres A € C™*" gilt

|Det A|* = Det(A) - Det(A) = Det(A) - Det(A”) = Det(AAT) = Det B, = 1

iif)
= |Det Al =1

U(n) :={A e C™" | AAT = E,} (unitire Gruppe des C™*™)
SU(n) :={A € O(n) | Det A =1} (spezielle unitire Gruppe)

4.3.2.1 Bemerkung
Sei A € O(2), dann hat A mit einem Winkel ¢, 0 < ¢ < 27, die Gestalt:

Ao <cosg0 —sm<p) _D(p)  oder A— (cosgo sin ¢ ) _ <(1] _01) - D(p)

sing  cosp singy —cosp
(A € SO(2), weil Det A = 1) (A € 0(2)\SO(2), weil Det A = —1)

Dabei heifst D = D(p) Drehmatriz, denn die Abbildung fp : Ry — Ry definiert durch
fo(x) = D(p)x
stellt eine Drehung von x = (i;) um den Winkel ¢ dar, denn

Polarkoordinaten von z

4%)
r=n/2i +ai =|z|
x
To| x COS@D:?l
r T
sinz/J:—2
’
(4 i L2
1 o1 tany = —

xq
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_ [cosp —sing cosy\ = [cospcosty —sinpsiny
D(g)x = (singp Cos ) " (sin@/)) - (singpcosw + cosgosin@/))

= D(px=r <COS(¢ + SO)) (nach Additionstheoremen fiir Winkelfunktionen)

sin(¢) + )
X2
D(p)z
Lol X
¥
w |
:tl il
. : 1 0 . : .
Die Matrix S := (O _1) € O(2)\SO(2) realisiert eine Spiegelung des Ry an der z;-
Achse, denn
f (.I‘) — Sy — 1 0 1\ T
S o o 0 —1 T o —XT9
)
Ta | T

_xT\ fs(x)

Somit ist jede orthogonale Abbildung des R, eine Drehung um (8) oder die Hintereinan-
derausfithrung einer Drehung und einer Spiegelung fs.
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4.4 Eigenwerttheorie

Wir betrachten wieder Endomorphismen f, d.h. lineare Abbildungen f : V — V. Dann ist
f durch die Bilder der Vektoren einer Basis B := {vy,...,v,} von V eindeutig bestimmt,
genauer gesagt, durch die Darstellungsmatrix A = (a;;); j=1,..n. Diese ist definiert durch:

-----

n

Flo) = ai;
j=1
Dann ist fir v € V mit v = xqv; + ... + 2,0,

fv) = inf(vi) =) wiag;

i,j=1

4.4.0.0.1 Fragen:

e Gibt es eine Basis B von V, so dass A ,moglichst einfach® aussieht, d.h. wenn A eine
Diagonalmatrix

Al ... O

A= : -

0 ... A\,

ist? Dann heiltt f diagonalisierbar, und es gilt

f(Uz‘) = A\v;

e Ist nun jedes f € Hom(V, V) diagonalisierbar?
e Wie findet man gegebenenfalls eine solche Basis B?
4.4.0.0.2 Definition: Eine Zahl A € R (oder A € C) heilt Eigenwert von f, falls es

einen Vektor v € V' gibt mit
fw)y=Avund v #0,

v heifst Figenvektor zum Eigenwert A (zu einem Eigenwert gibt es mehrere Eigenvektoren).

4.4.0.0.3 Bemerkung: v # 0 ist wichtige Forderung, weil f(0) = 0 = « - 0 fiir alle
a e R.

4.4.1 Folgerungen

1) f € Hom(V,V) ist genau dann diagonalisierbar, wenn V' eine Basis aus Eigenvektoren
zu f besitzt.
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v € V ist Eigenvektor zu f < (f—A-Idy)(v) =0und v #0
& wveKern(f—A-Idy) und v # 0.

Kern(f — X - Idy) =: Eig(f, \) heifst Figenraum von f zum Eigenwert A und ist ein
Unterraum von V', dim Eig(f, A) heifst geometrische Vielfachheit des Eigenwert A.

3) Betrachten wir wieder Abbildung fs : K, — K, mit fa(z) = Az, A € K™, so
iibertragen sich diese Begriffe von f, unmittelbar auf A, insbesondere ist

Eig(A, \) := Eig(fa, \) = {z € K, | (A — AE,)z = 0} = L(A — AE,,,0).

4.4.2 Eigenschaften diagonalisierbarer Matrizen

a) A € K™ ist diagonalisierbar, falls es vy, ...,v, € K, gibt mit der Eigenschaft: Av; =
A fire=1,...,nund vq,...,v, linear unabhéngig, also

A ... 0
A'(’Ul,vg,...,’l}n):()\11)1,...,>\n’l}n):(Ul,...,’Un)
0 ... \
& AT = TA mit T = (vq,...,v,) € R™™. Dabei ist T regulir, weil vy, ..., v, linear
unabhéngig sind.

At ... 0
& THAT =A=| : oo
0 ... A\
b) Fiir diagonalisierbare Matrizen A gilt:

Det A=A Xo-oo- A =[] N

denn

p— 71 f— 71 . . p—
_[/\)etjz = Det(T7AT) = Det(T7) - Det A - Det T’ Dot T

-Det A-DetT .

4.4.2.1 Beispiele
1.
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. 0 1 1\ (T2
=00 ()= ()
Also ist (}) ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Weiterhin ist (711) ein Eigenvektor zum

Figenwert —1.
(1 1 _1 (1 0
- T_<1 _1), T AT_<O _1)

Eig(A, +1) = Big(fa, £1) = lin ((L))

Geometrische Vielfachheit von Eigenwert +1 ist dim Eig(A, £1) = 1.

0 1
= o)
ist nicht diagonalisierbar, denn
o 01 T\ (T2
o= o o) ()= (5)

d.h., jeder Eigenvektor ist Vielfaches von (1) Da A (1) = <8) gilt, ist 0 einziger

Eigenwert zu A.

ist diagonalisierbar, denn

= Eig(4,0) = Eig(f4,0) = lin (((1)))

Geometrische Vielfachheit von 0 ist 1.

4.4.3 Das charakteristische Polynom
4.4.3.0.1 Satz:

A € C ist Eigenwert zu A € R™" < Det(A— \E,) =0
Beweis:

A ist Eigenwert < Av=XMmitv#0 < (A—AE,)v=0

hat nichttriviale Losung.
Rang(A — \E,) <n

A — AE, nicht reguléar
Det(A — AE,) =0

Tt 03
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4.4.3.0.2 Definition:

aip — A a12 A QA1n
a Qoo — A ... Qo
P(\) = Py(\) :=Det(A—\E,) =| % ?
an1 .. e O — A

heifst charakteristisches Polynom zur Matrix A.
4.4.3.0.3 Folgerung: Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen von P4(A).

4.4.3.1 Beispiele

1)
Py, (A) = Det (1= \)E,) = (1= \)"-Det E, = (1 — A)"

2)

3 4 3—A 4
A:(2 1), PA()\):‘ ) 1_)\‘:(3—)\)(1—)\)—2~4:)\2—4)\—5

Py(A) =0 < XN —-4\-5=0
= )\:)\1/2:2:l:\/4+5, )\1:5,)\2:—1

Berechnung der Eigenvektoren von A:
e zu Figenwert \; =5

(3 - 5)33‘1 +4.§L’2 =
21 +(1 —5)xs

Eig(A, 5) = lin (G))

(3—(=1))z +dxy =
2r1 +(1—(=1))xes =

Eig(A, —1) = lin ((_11))

I
oo

e 7u Figenwert \y = —1

= A ist diagonalisierbar.
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4.4.4 Grundlegendes iiber Polynome

Seien komplexe Zahlen ¢y, cy, ..., ¢, gegeben und
Piz)=c+cz+...+c2", z€C.
Dann vermittelt das kompleze Polynom P mit den Koeffizienten c; eine Abbildung
P:C—=C
Ist ¢, # 0, so heisst P ein Polynom vom Grad n.

1. Koeffizientenvergleich

Zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn sie in ihren Koeffizienten iibereinstimmen.

2. Dwvision durch Linearfaktor
Ist zy € C eine Nullstelle von P vom Grad n > 1, so
P(z) = (2 — 20)Q(2)

mit eindeutigem Polynom ) vom Grad n — 1.

3. Fundamentalsatz der Algebra
Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat mindestens eine Nullstelle in C.

4. Zerlegung in Linearfaktoren

s

P(z) = c [ J(z = Ae)™

k=1
Dabei sind A\, € C die paarweise verschiedenen Nullstellen von P und m; € N ihre
Vielfachheiten mit
mi+...+m,=n.

4.4.4.0.1 Folgerung: Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat n komplexe Nullstellen,
jeweils mit ihrer Vielfachheit gezahlt.

4.4.4.0.2 Beispiel: Berechnung der Nullstellen von P(z) = 2% + 2% — 2
1) Eine Nullstelle ist A\; = 1.

2) P(z): (z—=1)=(*+22=2): (2 —1)

(22 +22 -2) 1 (z—1) = 22+22+2=0Q(2)
—(z° =2
227 -2
—(222 —22)
2z =2
—(2z —-2)
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3) Weitere Nullstellen von P sind die Nullstellen von @

Qz)=0 & 22+224+2=0
= Z:)\Q/gz—lzl:\/l— =—14

Zerlegung von P in Linearfaktoren:

Pl2)=1-22422-2=1-(z=1)(z— (=1+9))(z = (=1 =1)) .

4.4.5 Spezialfall: Symmetrische Matrizen A € R"*"

1. Alle Eigenwerte von A sind reell, denn

das charakteristische Polynom P4(\) = Det(A — AE,,) hat nach Fundamentalsatz der
Algebra eine Nullstelle \g € C mit zugehorigen Eigenvektoren v € C,,. Dann gilt v # 0,
Av = A\gv und aulerdem AT = A\g0.

= (Av)T0 =0T ATT =0T (AD) = vT AT

=gV
()\0 = Qo + ibo, XQ = ag — ibo, ap, bo ~ R)

= )\OvTﬁ = Xo’UT@
Wegen v # 0 ist v79 = ||v||? > 0 und somit Ay = A, also Ay € R.

2. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A sind orthogonal zueinander.
Beweis:

Sei v; € R,, Eigenvektor zu Eigenwert A\; von A fiir j = 1,2, d.h. Av; = A\jv;.

(A1) vy = (Av) vy = 0T ATwy = 0T (Avy) = vT Aavg = Al vy
:Alvf

= ()\1 - )\2)’0?’02 =0

Ist Ay # Ay, 50 (v1,v9) = vT vy = 0.

4.4.5.0.1 Folgerung: Hat die symmetrische Matrix A alles verschiedene Eigenwerte
(d.h. mit Vielfachheit 1), so bilden die zugehorigen Eigenvektoren, normiert auf 1, eine
Orthonormalbasis des R,,, und A ist folglich diagonalisierbar.

Allgemein gilt der
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4.4.5.0.2 Hauptachsensatz: Jede symmetrische Matrix A ist diagonalisierbar, d.h.
es existiert eine Hauptachsentransformation T, welche A in Diagonalgestalt iiberfiihrt.
Genauer:

Zu jeder symmetrischen Matrix A gibt es eine orthogonale Matrix 7" mit

A0 .o 00
0 . )
TTAT=D=|: .. A
: 0
0 ... ... 0 M\
In der Diagonalmatrix D stehen die Eigenwerte Aq,..., A, € R von A jeweils mit der

entsprechenden Vielfachheit. Die Spalten von 7" bilden eine Orthonormalbasis des R,, be-
stehend aus Eigenvektoren zu A.

Beweis: (durch vollstandige Induktion nach der Zeilenzahl n von A)

o [nduktionsanfang

n = 1. Damit ist A bereits in Diagonalgestalt.

o Induktionsvorraussetzung

Sei Behauptung richtig fiir Zeilenzahl n — 1.
o Induktionsschluss

a) Sei A € R™". Nach Fundamentalsatz und [Il existiert mindestens ein A; € R,
V1 € Rn mit U1 7£ 0, AUl = )\11)1. O.B.d.A. sei ||’U1|| =1.

b) Setze U; = lin{v; }. Dann ist dim U; = 1 und dim U* = n—1. Wiihle zu Unterraum
Uit eine Orthonormalbasis vs, . . ., v,. Dann gilt

(v, v;) = v]v; = &; fiir i, j = 1,2,...,n, (nilvj, j=2,...,n)

Setze S = (v1,vs,...,v,) € R"" Dann ist S € O(n).

vl vl
T’ ol vy
STAS = (A(vl,...,vn)) =1 . (Avy, Avg, ..., Avy)
U’j—‘ ’U.T =A1v1
)\1 -1 C
0

— " mit ¢ € R"!, A ¢ R-Dx(=1)
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Dabei ist ST AS symmetrisch, weil
(ST(AS)T = (AS)TS = STATS = STAS
Folglich ¢ = 0, A" = (A")T.

¢) Auf A’ kann die Induktionsvorraussetzung angewendet werden, d.h. es gibt

T'cOm—1):(T'AT =D

Setze S’ = <(1) 79,), dann ist S" € O(n). Berechne:

14955 (0 ) (6 3) 6 )

TT =T
(U 0N 0N (a0 N (a0,
“\o @7)\o ar) = \o @rar) =~ \o o)~
Mit T := 55", S, 5" € O(n) und der Gruppeneigenschaft von O(n) ist 7' € O(n).

4.4.5.0.3 Bemerkung: Der Name , Hauptachsentransformation”stammt aus der Theo-
rie der Kegelschnitte, z.B. sucht man eine orthogonale Transformation f : Ry — Ry, welche
die Koordinatenachsen (x;—, zo—Achse) in die ,Hauptachsen“ (£;—, {&s—Achse) einer Ellip-
se transformiert.

&2

&

Beschreibung solcher Kegelschnitte in Mittelpunktslage durch die quadratische Gleichung
(1,111‘% + 2(1,12.1‘11‘2 + (lggl‘% =C (4453)
mit gegebenen a;;,c € R, 4,7 =1, 2.

EI53) < 2"Az+c=0, A=(ay) =A"
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4.4.5.1 Schema zur praktischen Durchfiihrung der Hauptachsentransformati-
on symmetrischer Matrizen A
Gegeben sei A € R™" A = AT,

1. Schritt: Bilde P4(A\) = Det(A — AE,) und bestimme dessen verschiedene Nullstellen
A1, -y A, d.h. die verschiedenen Eigenwerte von A (etwa eine Nullstelle ,erra-
ten“ und dann Abdividieren des zugehorigen Linearfaktors).

2. Schritt: Fiirjedes k =1,...,r bestimme eine Basis By, := {w%k), Cee wg?} von Eig(A, \y),
indem das lineare Gleichungssystem
(z.B. mittels Gaufsschen Algorithmus) gelost wird.

3. Schritt: Orthonormiere By zu einer Orthonormalbasis v%k), o ,v,&’j) von Eig(A, A\y) mit-

tels des Schmidtschen Verfahrens.

4. Schritt: Durch Aneinanderreihung dieser Orthonormalbasen entsteht die Orthonormal-
basis des R,,:

{v1,...,0,} = {v%l), o ,v,(fl),vf), o ,v,(fg), o ,v%r), o ,vr(f;)}

des R,, aus Eigenvektoren zu A. Setze T := (vq, vy, ..., v,). Dann ist
MO oo oo o0
0 . )
: Al . :

TTAT = | : : (Moglichkeit zur Rechenkontrolle!)
Ar

: oo 0
0 ... ... ... ... 0 N\

4.4.5.2 Beispiel zur Hauptachsentransformation

1 11
A=|11 1
1 11

1. Schritt: Bestimmung der Eigenwerte von A

1-X 1 1
Det(A—AE5)=| 1 1-X 1 |==XN+3\2=)(3-))
1 1 1—A
PA()\):O =4 )\:)\1/2/3, =\ :3, )\2/3:0
Vielfachheit von 3 ist 1, und Vielfachheit von 0 ist 2.
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2. Schritt: Bestimmung der Eigenvektoren

i) zum Eigenwert A\, = 3:
Eigenvektor-Gleichung:

(1 — 3)l‘1 +ZL‘2 +l‘3 = 0

X1 +(1 — 3)1‘2 +l‘3 = 0

T +2X9 +(1 — 3)373 =0
1 1
Ein Eigenvektor zu 3 ist | 1 |. Eig(A,3) = lin 1
1 1

ii) zum Eigenwert \y/3 = 0:
Eigenvektor-Gleichung:

r1 +x9 +x3 = 0 (<:> A.I':O)

1 1
Zwei linear unabhéngige Eigenvektoren sind | —1 | und | O
0 -1
1 1
Eig(A,0) = lin —1],{ 0
0 -1
3. Schritt: Orthonormierung der Eigenvektoren
zu i)
(!
V= ——=
3 \1
zu ii)
1 1
Vo = ——= —1 s U2 = liIl(’UQ)
V2 g
1 1 1 1 -1
3= 0 =Py, | 0|=10]|—vs]|O vy = | —3
-1 -1 -1 -1 1
1 1 _1
V3 = =< V3 = —= —
A
4. Schritt: Orthonormalbasis des R3 aus Eigenvektoren zu A: vy, vy, v3

T = (vl,vwg) = % ? —\/§ —1 = TTAT =
2 0 2

O O W
o O O
o O O
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4.4.6 Anwendung der Hauptachsentransformation bei quadrati-
schen Formen

4.4.6.0.1 Definition:

n T
q(x) = q(z1, 29, ..., T,) = Z aijriz; =7 Az mit v = | | €R,, A= (a;;) € R™"

ij=1 o

heifst quadratische Form in den Variablen zq, ..., z,.

4.4.6.1 Bemerkungen

i) Quadratische Formen treten in vielfaltiger Form auf, z.B. in Physik, Geometrie usw.
(s. z.B. Extremwertberechnung von Funktionen mehrerer Variablen).

ii) O.B.d.A. sei A = AT (symmetrisch). Andernfalls setzen wir

Y

~ 1 o~

Q45 1= §(aij +CLji) = aj; flir 1,] = 1, oo

Dann ist AR T + AT T = 25k1xkxl = Zikl:ck:cl -+ Elkxlxk und
n o~ ~ ~,
q(z) = Z Gjrir; =o' Ar mit A = (a;;) = A"
ij=1

iii) Zu ¢ gibt es eine zugeordnete Bilinearform b(., .).

n

bz, y) = Z ajry; =o' Ay, z,y €R,

ij=1
Dann ist ¢(x) = b(z, ) und aukerdem ist b(.,.) symmetrisch, d.h. b(x,y) = b(y, x).

4.4.6.2 Definitheit
e Die quadratische Form ¢ heifst positiv definit, falls ¢(x) > 0 fir x € R,,, x # 0.

e Die quadratische Form ¢ heifst negativ definit, falls q(x) < 0 fir z € R,z # 0.

4.4.6.2.1 Kriterium fiir Definitheit von ¢:

q positiv definit < alle Eigenwerte von A sind positiv

q negativ definit <«  alle Eigenwerte von A sind negativ

Beweis:
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a) (=) Sei g(z) > 0 fiir alle x # 0. Wahle x = v; mit v; Eigenvektor zu Eigenwert \; von
A (Av; = \jv;). Wegen v; # 0 ist
I

o) = oF vy = A = X+ o =1

=Aiv; >0

b) (<) Seien Ay, ..., \, die Eigenwerte von A = AT jeweils mit der entsprechenden Viel-
fachheit, und \; > 0. Nach Hauptachsensatz gibt es Orthonormalbasis des R, aus
Eigenvektoren vy, ..., v, zu A (Av; = \jv;).

Fir z € R,, gibt es die Darstellung « = > | p;v;, g1 € R.

n T n n
q(z) = 2" Az = <Z Mﬂh‘) A <Z Mﬂg) = Z vy Av;
=1 j=1 \/

W= =Aj0j

g() =Dy vlo; =D ik
ij=1 ~ i=1
<vi7vj>

b4

Fiir x # 0 muss mindestens ein p; # 0 sein = p2 > 0 = g(x) > 0.

4.4.6.2.2 Folgerung: Die zugehorige Bilinearform b(., .) ist genau dann ein Skalarpro-
dukt auf R,,, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.

4.4.6.2.3 Bemerkung: Giinstiger, weil ohne Eigenwert-Berechnung, ist das Kriterium
von Sylvester (1814-1897):

q ist positiv definit <« alle Hauptunterdeterminanten von A = (a;;) :

a11 Q12 ais ir ... Qi
aiz2 a2 .

ag1 A2

y |21 Q22 Q23] ...,
az; az2 @33 an1

iy,
Qpn

sind positiv
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