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Kollaps eines Gruppoids

Wabhle zu jedem b € B ein g € Gp p,. Fiir b = by wahle e. Setze
b, =g

Definiere r:

Setze fiir b € B: r(b) := by.

Fiir g : by — by definiere r(g) mittels des kommutativen
Diagramms

Wir haben r: G — Gpy p, mit rov =idg und ® :idg —cor.
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Reduktion auf eine Faser

Satz. Der Funktor
M : Cov(B) ~~=T1(B) — Rep
(X,p) ——— Mx/p

fr— M

ist eine Aquivalenz von Kategorien.
Sei by € B. Dann ist das Gruppoid [1(B) &quivalent zum Gruppoid
mit einem Label by und Gruppe 71(B, bp).

Wir werden gleich sehen:

Die Kategorien MN(B) — Rep und m1(B, by) — Rep sind dquivalent.
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Reduktion auf eine Faser

Lemma. Sei G ein zusammenhidngendes Gruppoid, by ein Label.
Dann ist die Kategorie der Gy, p,-Darstellungen aquivalent zur
Kategorie der G-Darstellungen.

Beweis

Seien v : Gpypy — G,r: G — Gpy py, P 1 idg —1 0 r wie oben
(rov=idg, ,)-

Fiir eine Darstellung R von G haben wir die Darstellung R o ¢ von
Gb07b0'

Fiir eine Darstellung S von G, p, haben wir die Darstellung S o r
von G.

Esist Soro:t=3S§,

® induziert einen Isomorphismus R—R oo r. ]
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Satz. Der Funktor
M : Cov(B) ~=T1(B) — Rep
(X, p) ——— Mx/p

fr— M

ist eine Aquivalenz von Kategorien.

Soeben gesehen:

Die Kategorie MN(B) — Rep ist dquivalent zur Kategorie
m1(B, bo) — Rep

... oder zu m1(b, by) — Ens.
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Reduktion auf eine Faser

Nochmal explizt:
Sei by € B.
Wir erhalten den folgenden Funktor von Cov(B) nach 71(B, bp):

Einer Uberlagerung (X, p) ordnen wir die Faser p~1(bp) als

m1(B, bp)-Menge zu.

Einem Morphismus f : (X, p) — (Y, q) ordnen wir den
Morphismus von 1(B, bg)-Mengen f|,-1(4) : p~1(bo) — q~(bo)
zu.

Satz. Der soeben definierte Funktor ist eine Aquivalenz von
Kategorien von Cov(B) nach m1(B, by) — Ens.
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Reduktion auf eine Faser

Satz. Der Funktor Cov(B) —— m1(B, bg) — Ens ist eine
Aquivalenz von Kategorien.

Bemerkung. Wenn wir zu jedem Punkt b € B eine Wegklasse
&, 1 b — by wahlen, erhalten wir die Aquivalenz von N(B) und
m1(B, bp) und damit eine Umkehrung des obigen Funktors.

Fiir eine m1(B, bp)-Menge F ist die unterliegende Menge des
hierdurch definierten topologischen Raums gleich

| |F=U{p}xF=BxF.

beB beB

Die MN(B)-Operation ist das Entscheidende:
Fiir .z by — by ist a.(by,y) = (by, (b, x % D, 1).y).
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Sei by € B.
Wir studieren punktierte Uberlagerungen von (B, bo).
Sei zunichst p : X — B eine Uberlagerung.

Fiir einen Punkt xg € X definiert p genau dann eine punktierte
Uberlagerung von (X, xp) nach (B, bp), wenn p(xg) = by gilt, d.h.
wenn xp € p~1(bp) ist.
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Wir haben einen Funktor

Cov(B, by) —— m1(B, by) — Ens*

Satz. Der genannte Funktor ist eine Aquivalenz von Kategorien.
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Nun studieren wir (weg-)zusammenhangende punktierte
Uberlagerungen von (B, bp).

Fiir eine Uberlagerung p : (X, x0) — (B, bo) sind aquivalent:

1) X ist zusammenhdngend.

i) X ist wegzusammenhangend.

)
)
i) m1(B, by) operiert transitiv auf p~1(by).
iv) Die Bahn von xg unter 71(B, bp) ist gleich p~1(by).
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Also:

Unter der Aquivalenz von Kategorien

Cov(B, by) ~= m1(B, by) — Ens*

entsprechen die zusammenhingenden punktierten Uberlagerungen
den punktierten 71(B, bp)-Mengen mit transitiver Operation.
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Sei G eine Gruppe, (X, xp) eine punktierte G-Menge mit
transitiver Operation (d.h.: X = G.xp).

Wir haben die Bijektion

G /Stab(xg)——=X ,[g] — g-x0

und damit den Isomorphismus von punktierten G-Mengen
(G/Stab(xp), [e])—=(X, x0)

Sei nun f : (X, x0) — (Y, y0) ein Morphismus von punktierten

G-Mengen mit transitiver Operation.

Fiir g € Stab(xo) ist yo = f(g.x0) = g.Y0, also g € Stab(yp).

Also: Stab(xg) < Stab(yp).

Diese notwendige Bedingung ist auch hinreichend.
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Galoistheorie

Die Untergruppen von G bilden mit den Inklusionen eine
Kategorie. Sei diese £L(G) (“lattice of G").

Wir haben einen Funktor

G _ gnstrans* e e ﬁ(G)

(X. %) Stab(o)
(f - (X, x0) — (Y, 00)) —— (Stab(xo) — Stab(yo))
und einen Funktor
L(G) ~ G — Enstrans
Ur——(G/U,[e])
(U= V)——(G/U— G/V).

Lemma. Die genannten Funktoren definieren eine Aquivalenz von
Kategorien.
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Insgesamt:

> Gegeben sei eine zusammenhingende punktierte Uberlagerung
(X, xo0, p) von (B, bp).

> Dieser ordnen wir die M(B)-Menge X ={J,.5 p—(b)
zusammen mit dem Punkt xg zu.

» Der punktierten (B)-Menge (X, xo) ordnen wir die
punktierte 71 (B, bg)-Menge (p~1(bo), x0) zu; die Operation
hierauf ist transitiv.

» Der punktierten 71 (B, by)-Menge (p~1(bo), xo) ordnen wir
Stab(xp) < m1(B, bo) zu; dies ist p.(m1(X,x0)) < m1(B, bo).
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Fiir Morphismen:

> Gegeben sei ein Morphismus von zusammenhangenden
punktierten Uberlagerungen f : (X, xo, p) — (Y, y0, ) von
(B, bo).

> f ist ein Morphismus von punktierten I1(B)-Mengen.

» Diesem Morphismus ordnen wir durch Restriktion einen
Morphismus von punktierten 71 (B, by)-Mengen zu:

(P~ '(bo), x0) — (a7 (o), y0)

» Diesem Morphismus ordnen wir die entsprechende Inklusion
von Stabilisatoren zu:

px(m1(X, x0))— g« (m1(Y, y0))

Insgesamt haben wir eine Aquivalenz von Kategorien.
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Sei Cov"(B, bp) die Kategorie der zusammenhangenden
punktierten Uberlagerungen von (B, by).

Satz. (Galoiskorrespondenz fiir punktierte
zusammenhangende Uberlagerungen)

Sei (B, by) ein wegzusammenhangender, lokal
wegzusammenhdngender und semi-lokal einfach
zusammenhangender punktierter topologischer Raum.

Dann ist der kovariante Funktor
Cove(B, by) L(m1(B, bo))
(X, x0, p) ! p«(m1(X, x0))

(f: (X, x0,p) — (Y50, 9)) —— (P(m1(X; %0)) = qu(m1(Y'; %0)))

eine Aquivalenz von Kategorien



Galoistheorie

Korollar. (Vereinfachte Korrespondenz)

a) Die Zuordnung (X, xo, p) — p«(m«(X, x0)) < m1(X, x0)
induziert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen von
punktierten zusammenhingenden Uberlagerungen von (B, bo)
und den Untergruppen von 71 (X, xp).



Galoistheorie

Korollar. (Vereinfachte Korrespondenz)

a) Die Zuordnung (X, xo, p) — p«(m«(X, x0)) < m1(X, x0)
induziert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen von
punktierten zusammenhingenden Uberlagerungen von (B, bo)
und den Untergruppen von 71 (X, xp).

Sei p: X —» B eine Uberlagerung.



Galoistheorie
Korollar. (Vereinfachte Korrespondenz)
a) Die Zuordnung (X, xo, p) — p«(m«(X, x0)) < m1(X, x0)
induziert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen von

punktierten zusammenhingenden Uberlagerungen von (B, bo)
und den Untergruppen von 71 (X, xp).

Sei p: X —» B eine Uberlagerung.
Sei xp € p~1(bp). Es ist ps(m(X, x0)) = Stab(xp).



Galoistheorie

Korollar. (Vereinfachte Korrespondenz)

a) Die Zuordnung (X, xo, p) — p«(m«(X, x0)) < m1(X, x0)
induziert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen von
punktierten zusammenhingenden Uberlagerungen von (B, bo)
und den Untergruppen von 71 (X, xp).

Sei p: X —» B eine Uberlagerung.

Sei xp € p~1(bp). Es ist ps(m(X, x0)) = Stab(xp).
Fiir x; € p~ (ko) ist p«(m«(X,x1)) = Stab(x).



Galoistheorie

Korollar. (Vereinfachte Korrespondenz)

a) Die Zuordnung (X, xo, p) — p«(m«(X, x0)) < m1(X, x0)
induziert eine Bijektion zwischen d_(_en Isomorphieklassen von
punktierten zusammenhangenden Uberlagerungen von (B, bo)
und den Untergruppen von 71 (X, xp).

Sei p: X —» B eine Uberlagerung.

Sei xp € p~1(bp). Es ist ps(m(X, x0)) = Stab(xp).
Fiir x; € p~ (ko) ist p«(m«(X,x1)) = Stab(x).
Stabilisatoren sind konjugiert in 71 (B, bp).



Galoistheorie

Korollar. (Vereinfachte Korrespondenz)

a) Die Zuordnung (X, xo, p) — p«(m«(X, x0)) < m1(X, x0)
induziert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen von
punktierten zusammenhingenden Uberlagerungen von (B, bo)
und den Untergruppen von 71 (X, xp).

Sei p: X —» B eine Uberlagerung.

Sei xp € p~1(bp). Es ist ps(m(X, x0)) = Stab(xp).
Fiir x; € p~ (ko) ist p«(m«(X,x1)) = Stab(x).
Stabilisatoren sind konjugiert in w1 (B, bo).

Umgekehrt: Eine zu p,(m.(X, x0)) = Stab(xp) konjugierte
Untergruppe ist ein Stabilisator und somit der Form p. (7. (X, x1)).
Dies entspricht der Isomorphieklasse von (X, x1).



Galoistheorie

Korollar. (Vereinfachte Korrespondenz)

a)

Die Zuordnung (X, xo, p) — p«(m<(X, x0)) < m1(X, x0)
induziert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen von
punktierten zusammenhingenden Uberlagerungen von (B, bo)
und den Untergruppen von 71 (X, xp).

Hierdurch stehen die Isomorphieklassen von Uberlagerungen
von B in Bijektion zu den Konjugationsklassen von
Untergruppen von 71 (X, xp).



