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Fundamentalgruppoid
nex),

fiir eine stetige Abbildung f : X — Y den kovarianten Funktor
Mn(f) : N(X) ~=T1(Y)
mit
e (X)L 7 ().
Hiermit ist
M : Top ~~~> Gruppoide C Cat
auch ein kovarianter Funktor.

Dies ist Fundamentalgruppoidfunktor.
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Frage. Was sollte “?7" sein?

Top L Gruppoide

P

hTop ?
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Anwendung fiir Fundamentalgruppe

Seien X, Y topologische Rdume, f,g : X — Y homotop
zueinander mittels H: I x X — Y.

Sei xp € X. Wir haben fiir a € m1(X, x9) das kommutative

Diagramm
F(x0) —20 s g(x0)
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f (o) g(xo) -

[H(-x0)]
Mit v := [H(_, x0)]:
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Anwendung fiir Fundamentalgruppe

Satz. Seien X und Y topologische Raume, xg € X, f,g: X — Y
homotop zueinander mittels H: [ x X — Y.

Sei v :=[H(-, x0)] € m1(Y, f(x0),&(x0)). Dann ist das folgende
Diagramm kommutativ:

71'1( Y, f(XO))

771(X7X0) T+
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Der Fundamentalgruppoidfunktor

Seien X und Y topologische Raume, f : X — Yundg: Y — X
zueinander Homotopie-inverse Homotopiedquivalenzen.

Wir haben
gof~idx , fog~idy

Somit:

Ngof)=idnx)y , MN(fog)=idneyy,
N(g) o N(f) =idnxy » N(f) o N(g) = idney) -
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Homotopiequivalenz. Dann ist M(f) : M(X) — MN(Y) eine
Aquivalenz von Kategorien.
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Ein wenig Kategorientheorie

“Satz.” Seien C und D Kategorien und sei F :C ~~>D ein ko-
oder kontravarianter Funktor. Man betrachte die folgenden
Aussagen.

1) F ist voll, treu und essentiell surjektiv.
ii) Es gibt einen ko- bzw. kontravarianten Funktor G : D — C
mit Go F ~ide und F o G = idp.

(Gute) Definitionen.
» F:C —> D ist eine Aquivalenz von Kategorien, wenn es
ein G wie in ii) gibt.
AuBerdem, wenn man nicht ein passendes Auswahlaxiom

voraussetzen will:

» F:C — D ist eine schwache Aquivalenz von Kategorien,
wenn i) gilt.
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Das bedeutet:

> Fiir x1,x2 € X ist £, : m(X; x1,x2) — m(Y; f(x1), f(x2))
eine Bijektion.

> Fiir y € Y gibt es ein x € X und ein v € m1(Y; f(x),y), d.h.
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Kurz: f(X) trifft jede Wegzusammenhangskomponente von Y.
Oder auch: f, : mo(X) — mo(Y') ist surjektiv.

Wir wissen schon: Dies ist auch bijektiv.
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Anwendung fiir Fundamentalgruppe

Satz. Sei f : X — Y eine Homotopiedquivalenz, xo € X. Dann
ist £, : m1(X, x0) — m1(X, f(x0)) ein Isomorphismus.

Korollar. Sei X ein topologischer Raum, A C X ein
Deformationsretrakt, xo € A. Dann ist ¢, : m1(A, x0) — m1(X, x0)
ein Isomorphismus.
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