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Exkurs: Gruppoide

Meine Sichtweise auf Gruppoide:

Ein Gruppoid G besteht aus

> einer Menge von Labels / Indices / Punkten A,
> einer Menge von Elementen, die auch mit G bezeichnet wird,
mit einer Partition

G = G,
Ua,beA ab

(Wenn g € G, p, setzen wir Q(g) := a,Z(g) := b und
schreiben: g : a — b.)

> einer partiellen Verkniipfung G x G - — > G, gegeben durch
(totale) Verkniipfungen Gy X G, p — G,

» lokalen neutralen Elementen e, € G, , mit g -e; = g,
€, - & = g, wenn Verkniipfung definiert,

> Assoziativitdt, wenn Verkniipfung definiert,

P wobei es zu jedem Element g : a — b ein inverses Element
g l:b—samitgl-g=e,, g -g ! =egibt.
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Satz. (Ein einfacher Hochhebesatz) Sei p : X — B eine
Uberlagerung, by € B, xp € X mit p(xp) = bo.
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Satz. (Ein einfacher Hochhebesatz) Sei p : X — B eine
Uberlagerung, by € B, xp € X mit p(xp) = bo.

a) Sei w: Il — B ein Weg mit W(O) . Dann gibt es genau
einen Weg w : | — X mit w(0) = *(v"v) = w.
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Satz. (Ein einfacher Hochhebesatz) Sei p : X — B eine
Uberlagerung, by € B, xp € X mit p(xp) = bo.

a) Sei w: Il — B ein Weg mit w(0) = by. Dann gibt es genau
einen Weg w : | — X mit w(0) = xo, p«(W) = w.
b) Sei H: 1 x | — B stetig mit H(0,0) = bo. Dann gibt es
genau ein H: | x | — X mit H(0,0) = xo, p.(H) = H.



Hochhebungen

Satz. (Ein einfacher Hochhebesatz) Sei p : X — B eine
Uberlagerung, by € B, xp € X mit p(xp) = bo.

a) Sei w: Il — B ein Weg mit w(0) = by. Dann gibt es genau
einen Weg w : | — X mit w(0) = xo, p«(W) = w.
b) Sei H: 1 x | — B stetig mit H(0,0) = bo. Dann gibt es
genau ein H: | x | — X mit H(0,0) = xo, p.(H) = H.

Zu einer Homotopieklasse von Wegen & auf B mit Anfangspunkt /
Quelle by haben wir genau eine Klasse & auf X mit
Anfangspunkt / Quelle xp und p.(&) = a.
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Zu einer Homotopieklasse von Wegen & auf B mit Anfangspunkt
by haben wir genau eine Klasse & auf X mit Anfangspunkt xp und

p«(&) = .
Satz. Sei p : X — B eine Uberlagerung. Sei by € B und xp € X
mit p(Xo) = by.

a)
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Hochhebungen
Zu einer Homotopieklasse von Wegen & auf B mit Anfangspunkt
by haben wir genau eine Klasse & auf X mit Anfangspunkt xp und

p«(&) = .
Satz. Sei p : X — B eine Uberlagerung. Sei by € B und xp € X
mit p(Xo) = by.

a)

leeX 7T1(X; X0, Xl) - Ub1€B 7Tl(B; bo, bl)

a p«(c)
ist eine Bijektion.
b) Fiir by € B ist

leep_l(bl) 7T1(X; X0, Xl) I 771(8; b07 b]_)

o p«(c)

eine Bijektion.



Hochhebungen

Korollar. Sei p : X —» B eine Uberlagerung. Dann ist fiir
Xp, x1 € X die Abbildung

P« T1(X; x0,x1) — m1(B; p(x0), p(x1))

injektiv.



Hochhebungen

Korollar. Sei p : X — B eine Uberlagerung. Dann ist fiir
Xp, x1 € X die Abbildung

p« : m1(X; X0, x1) — m1(B; p(x0), p(x1))
injektiv.
Wenn man mochte:

Der Funktor M(p) : M(X) ~~=T1(B) ist treu, d.h. auf
Morphismenmengen injektiv.



Hochhebungen

Satz. Sei p : X — B eine Uberlagerung. Seien by, by € B und
xo € X mit p(xp) = bo.

a)
Useex m1(Xix0,x1) — Uy, e m1(B; bo, b1)

ot p(a)

ist eine Bijektion.

b) Fiir by € B ist

UX1€p*1(b1) m1(X; x0, x1) — 71(B; bo, b1)

o p«()

eine Bijektion.
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Wir kénnen fiir a € m1(B; bo, b1) den Endpunkt / das Ziel des
hochgehobenen Weges betrachten: Z(&).



Hochhebungen

Bemerkung. Seien p : X — B eine Uberlagerung,
bo € B, xp € X mit p(xo) = bo.

Wir kénnen fiir a € m1(B; bo, b1) den Endpunkt / das Ziel des
hochgehobenen Weges betrachten: Z(&).

Wir haben die Abbildung

m1(B; by, b1) — p~t(b1)

ar———>Z7(a) .



Hochhebungen

Bemerkung. Seien p : X — B eine Uberlagerung,
bo € B, xp € X mit p(xo) = bo.

Wir kénnen fiir a € m1(B; bo, b1) den Endpunkt / das Ziel des
hochgehobenen Weges betrachten: Z(&).

Wir haben die Abbildung

m1(B; by, b1) — p~t(b1)

ar———>Z7(a) .

Wenn X einfach zusammenhangend ist, ist dies eine Bijektion.



Hochhebungen



Fasertransport

Sei weiterhin p : X — B eine Uberlagerung.
Wir fixieren bg, by € B und lassen x € p~1(x) variabel.
Wir erhalten:

m1(B; by, by) — Bij(p~'(bo), p~*(b1))

(x — Z(&)
ar———  fir @ € N(X) mit

Q&) = x, pu(d) = )
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Fasertransport

Sei weiterhin p : X — B eine Uberlagerung.
Wir fixieren bg, by € B und lassen x € p~1(x) variabel.
Wir erhalten:

m1(B; by, by) — Bij(p~'(bo), p~*(b1))

(x — Z(&)
ar———  fir @ € N(X) mit

Q(a) = x, p«(a) = )

Man spricht hier von Fasertransport.

Wir betrachten das nun fiir by = b;.



Monodromie

Sei p: X — B eine Uberlagerung, b € B.
Wir erhalten:

m1(B; b) —= Sym(p~(b)) = Aut(p~*(b))

(x = Z(a)
a——— firaen(X

)
Q&) = x, p«(&) = a)

mit

Hiermit ist m7—1(b) eine 71(B; b)-Menge. Die Gruppenoperation
heiBt Monodromieoperation.
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Satz. Sei p : X — B eine Uberlagerung, b € B. Fiir x € p~1(b)
gilt:
1) ps w1 (X, x) — m1(B, b) ist injektiv.
i) p«(m1(X, x)) ist der Stabilisator von x beziiglich der
Monodromieoperation von 71(B, b) auf p~1(b).
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Satz. Sei p : X — B eine Uberlagerung, b € B. Fiir x € p~1(b)
gilt:

1) ps w1 (X, x) — m1(B, b) ist injektiv.
i) p«(m1(X, x)) ist der Stabilisator von x beziiglich der
Monodromieoperation von 71(B, b) auf p~(b).
iii) Die Bahn von x unter der Monodromieoperation besteht aus
denjenigen Punkten von p~1(b), die in derselben
Wegzusammenhangskomponente von X wie x liegen.
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Satz. Sei p : X — B eine Uberlagerung, b € B. Fiir x € p~1(b)
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Satz. Sei p : X — B eine Uberlagerung, b € B. Fiir x € p~1(b)
gilt:

1) ps w1 (X, x) — m1(B, b) ist injektiv.
i) p«(m1(X, x)) ist der Stabilisator von x beziiglich der
Monodromieoperation von 71(B, b) auf p~(b).
iii) Die Bahn von x unter der Monodromieoperation besteht aus
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Beweis von ii)

Sei a € m1(B, b), @& die Hochhebung mit Q(&) = x. Dann sind
dquivalent:

> a € p(m(X,x))
> Z(&) =x



Monodromie

Satz. Sei p : X — B eine Uberlagerung, b € B. Fiir x € p~1(b)
gilt:

1) ps w1 (X, x) — m1(B, b) ist injektiv.
i) p«(m1(X, x)) ist der Stabilisator von x beziiglich der
Monodromieoperation von 71(B, b) auf p~(b).
iii) Die Bahn von x unter der Monodromieoperation besteht aus
denjenigen Punkten von p~1(b), die in derselben
Wegzusammenhangskomponente von X wie x liegen.

Beweis von ii)

Sei a € m1(B, b), @& die Hochhebung mit Q(&) = x. Dann sind

dquivalent:
> o€ p(m(X,x))
> Z(&) =x

> ax=x



Monodromie

Satz. Sei p : X — B eine Uberlagerung, b € B. Fiir x € p~1(b)
gilt:

1) ps w1 (X, x) — m1(B, b) ist injektiv.
i) p«(m1(X, x)) ist der Stabilisator von x beziiglich der
Monodromieoperation von 71(B, b) auf p~(b).
iii) Die Bahn von x unter der Monodromieoperation besteht aus
denjenigen Punkten von p~1(b), die in derselben
Wegzusammenhangskomponente von X wie x liegen.

Beweis von ii)

Sei a € m1(B, b), @& die Hochhebung mit Q(&) = x. Dann sind
dquivalent:

> a € pu(m(X, x))

> Z(&) =x

> oax=x

» « € Stab(x)



Monodromie

Satz. Sei p : X — B eine Uberlagerung, b € B. Fiir x € p~1(b)
gilt:

1) px (X, x) — m1(B, b) ist injektiv.
i) p«(m1(X, x)) ist der Stabilisator von 71 (B, b) beziiglich der
Monodromieoperation.
iii) Die Bahn von x unter der Monodromieoperation besteht aus
denjenigen Punkten von p~1(b), die in derselben
Wegzusammenhangskomponente von X wie x liegen.

Insbesondere ist die Monodromieoperation auf p~1(b) genau dann
transitiv, wenn die Punkte von p~1(b) in derselben
Wegzusammenhangskomponente von X liegen.



Monodromie

Satz. Sei p : X — B eine Uberlagerung, b € B. Fiir x € p~1(b)
gilt:

1) px (X, x) — m1(B, b) ist injektiv.
i) p«(m1(X, x)) ist der Stabilisator von 71 (B, b) beziiglich der
Monodromieoperation.
iii) Die Bahn von x unter der Monodromieoperation besteht aus

denjenigen Punkten von p~1(b), die in derselben
Wegzusammenhangskomponente von X wie x liegen.

Insbesondere ist die Monodromieoperation auf p~1(b) genau dann
transitiv, wenn die Punkte von p~1(b) in derselben
Wegzusammenhangskomponente von X liegen.

Korollar. Sei p : X — B eine Uberlagerung, wobei X
wegzusammenhangend ist. Dann ist fiir alle b € B die
Monodromieoperation auf der Faser p~1(b) transitiv.



Fasertransport
Sei weiterhin p : X — B eine Uberlagerung.

Fiir bg, by € B haben wir:

m1(B; bo, by) — Bij(p~*(bo), p*(b1))

(x = Z(a)
a———  fir & e N(X) mit

Q(d) = x, p:(a) = )



Fasertransport
Sei weiterhin p : X — B eine Uberlagerung.

Fiir bg, by € B haben wir:

m1(B; bo, by) — Bij(p~*(bo), p*(b1))

(x = Z(a)
a———  fir & e N(X) mit

Q(a) = x, p«(d) = o)

Wir variieren by, by .. ..
Wir erhalten den Fasertransport- oder Monodromiefunktor
My g : (B) ~~—r~rr~=Ens

bi p~i(b)

m1(B; b, b1) — Bij(p~*(bo), p~ ' (b1))




G-Mengen

Definition (C.D., inspiriert von Laures & Szymik). Sei G ein
Gruppoid mit Labelmenge A.

Eine G-Menge besteht aus

> einer Menge X zusammen mit einer Partition X = UaeA X,

> einer partiellen Abbildung G x X — — > X definiert durch
Abbildungen Gyp x Xy — Xp, (g,%) — g.x

mit:
1) fiir alle a € A und alle x € Xj ist e;.x = x.

ii) furalle a,be A, alleg:a— b,h:b— cund alle x € Xj ist
(h-g).x = h(gx).



G-Mengen

Seien X und Y G-Mengen.

Ein Homomorphismus von G-Mengen von X nach Y ist eine
Abbildung f : X — Y, die die Partitionen respektiert, mit:

Fiir alle a,b € Aund alle g € G, 5, x € X, ist f(g.x) = g.f(x).



G-Mengen

Seien X und Y G-Mengen.

Ein Homomorphismus von G-Mengen von X nach Y ist eine
Abbildung f : X — Y, die die Partitionen respektiert, mit:

Fiir alle a,b € Aund alle g € G, 5, x € X, ist f(g.x) = g.f(x).

Damit haben wir die Kategorie der G-Mengen: G — Ens.



G-Mengen

Sei p: X —» B eine Uberlagerung.

Nun ist X eine (B)-Menge:

Sei fiir b € B: Xp := p~1(b).

Damit: X ={J,cx p~1(b) =Upep Xb-

Fiir o € N(B) mit o : by — by und x € p~1(by) sei mit & € N(X)
mit Q(&) = x, p«(&) = «:

ax = Z(a) € p~t(b) = Xp,
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G-Mengen

Fiir eine Gruppe G entsprechen die G-Mengen den Darstellungen
von G.

Letzere sind Tupel (X, ¢), wobei X eine Menge und
¢ : G — Aut(X) ein Gruppenhomomorphismus ist.

Die Kategorien der G-Mengen und der Darstellungen von G sind
isomorph (nicht nur dquivalent!).
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G-Mengen

Sei G ein Gruppoid.

Eine G-Menge X definiert einen kovarianten Funktor
F: G~~>E&ns:

> F(a) =X,
> Firg:a—b:F(g): Xag— Xp,x— g.x

Definition (C.D.) Einen kovarianten Funktor G . £ns nennen
wir eine (mengentheoretische) Darstellung von G.

Damit: Ein Morphismus von Darstellungen von G ist eine
natiirliche Transformation.

Wir haben die Kategorie der Darstellungen von G:
G — Rep = EnsC.



G-Mengen

Eine G-Menge X definiert eine Darstellung R: G ~~~>&Ens :

» R(a):= X,
» Firg:a—b:R(g): Xg — Xp,x — g.x
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Wir wollen einen Isomorphismus von Kategorien ...

Beachte:

Die so definierte Darstellung R hat diese Eigenschaft:
(x) Firalle a,be Aist R(a)N R(b) = 0.



G-Mengen

Eine G-Menge X definiert eine Darstellung R: G ~~~>&Ens :

» R(a):= X,
» Firg:a—b:R(g): Xg — Xp,x — g.x

Wir wollen einen Isomorphismus von Kategorien ...

Beachte:

Die so definierte Darstellung R hat diese Eigenschaft:
(x) Firalle a,be Aist R(a)N R(b) = 0.

Wenn wir eine soIc_he Darstellung haben, kénnen wir

Xz = R(a), X :=J,ca X, setzen.

Aussage. Die Kategorie der G-Mengen ist isomorph zur Kategorie
der Darstellungen R von G mit (x).



Fasertransport

Es sei B ein topologischer Raum.

Sei p: X —» B eine Uberlagerung.

Wir haben die Fasertransportdarstellung My g, X "wird zu”
einer (B)-Menge:

> X :UxeX p_l(b) :UbeB Xb-
» Fiir a € M(B) mit a : by — by und x € p~1(bg) sei mit
a € N(X) mit Q(&) = x, p«(a) = a

ax=2Z(&) € p (b)) = Xp,



Fasertransport

Es sei B ein topologischer Raum.

Sei p: X —» B eine Uberlagerung.

Wir haben die Fasertransportdarstellung My g, X "wird zu”
einer (B)-Menge:

> X :UxeX p_l(b) :UbeB Xb-
» Fiir a € M(B) mit a : by — by und x € p~1(bg) sei mit
a € N(X) mit Q(&) = x, p«(a) = a

ax=2Z(&) € p (b)) = Xp,

Wir variieren X . ...

Wir wollen einen kovarianten Funktor Cov(B)~~~=T1(B) — Ens
erhalten.



Fasertransport
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Fasertransport

Sei f : (X, p) — (Y, q) ein Morphismus von Uberlagerungen von
B.

Nun ist f selbst ein Morphismus von [1(B)-Mengen:

> f: X — Y respektiert die Partitionen:
F(p~1(b)) = F(Xa) € g1 (b) = X

> Sei a: by — by, x € p~(by).
z.z.: f(a.x) = a.f(x)
Sei & € M(X) mit Q(a&) = x, p«(a) = a.
Dann gilt:
Q(£(a)) = F(Q(A)) = f(x), q(fi@)) = p(@) = a.
= f(a.x) = f(Z(&))
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Sei f : (X, p) — (Y, q) ein Morphismus von Uberlagerungen von
B.

Nun ist f selbst ein Morphismus von [1(B)-Mengen:

> f: X — Y respektiert die Partitionen:
F(p~1(b)) = F(Xa) € g1 (b) = X

> Sei a: by — by, x € p~(by).
z.z.: f(a.x) = a.f(x)
Sei & € M(X) mit Q(a&) = x, p«(a) = a.
Dann gilt:
Q(£(a)) = F(Q(A)) = f(x), q(fi@)) = p(@) = a.
— flax) = F(2(@)) = Z(£(&))
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Sei f : (X, p) — (Y, q) ein Morphismus von Uberlagerungen von

B.

Nun ist f selbst ein Morphismus von [1(B)-Mengen:

> f: X — Y respektiert die Partitionen:

F(p~H(b)) = f(Xa) € g 1(b) = Xp.

> Sei a: by — by, x € p~L(by).

z.z.: f(a.x) = a.f(x)
Sei & € M(X) mit Q(a&) = x, p«(a) = a.
Dann gilt:

Q(f(ad)) = F(Q()) = f(x), a:(£(a)) = p«(&) = .

— f(a.x) = F(Z(&)) = Z(f.(&)) = a.f(x).



Fasertransport

Sei B ein topologischer Raum.

Wir haben den kovarianten Funktor

Cov(B)
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X ———> X = Jpep Xb mit M(B) — Operation

fi f,
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Sei B ein topologischer Raum.

Wir haben den kovarianten Funktor

Cov(B)

M(B) —&ns

X ———> X = Jpep Xb mit M(B) — Operation

fi f,
den Faserungsfunktor (C.D.).

Bemerkung. Der Faserungsfunktor ist voll.



Fasertransport

Aussage. Fiir einen topologischen Raum X sind dquivalent:

> Jeder Punkt von X hat eine Umgebungsbasis bestehend aus
wegzusammenhangenden Mengen.

> X hat eine Basis bestehend aus wegzusammenhangenden
Mengen.
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hier das “Theorem” iiber die analoge Aussage zu lokal
zusammenhdangend und schwach lokal zusammenhingend und der
Satz darunter.
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Aussage. Fiir einen topologischen Raum X sind dquivalent:

> Jeder Punkt von X hat eine Umgebungsbasis bestehend aus
wegzusammenhangenden Mengen.

> X hat eine Basis bestehend aus wegzusammenhangenden
Mengen.

Zum Beweis siehe englische Wikipedia: locally connected space,
hier das “Theorem” iiber die analoge Aussage zu lokal
zusammenhdangend und schwach lokal zusammenhingend und der
Satz darunter.

Definition. Ein topologischer Raum mit diesen Eigenschaften heiBt
lokal wegzusammenhidngend.



Fasertransport

Satz. Sei B ein lokal wegzusammenhingender topologischer
Raum. Dann ist der Faserungsfunktor

Cov(B) ~=T(B) — &Ens

voll treu.
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Beweis

Sei B lokal wegzusammenhingend.

Seien (X, p) und (Y, q) Uberlagerungen von B.

Sei f : X — Y ein Morphismus von [1(B)-Mengen.
Sei xg € X, by := p(x0). Es ist f(x0) € g (ko).

Waihle eine wegzusammenhangende gleichmaBig liberlagerte
Umgebung U von b beziiglich p und q. Wir haben

U | U {
) =U, v . arw=U_ Y

(mit der koinduzierten Topologie).

Sei xo € Uj, f(x0) € UL

wollen zeigen: f(U;) C U;.
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Sei x € U;, b:= p(x). Esist f(x) € g~1(b).
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wollen zeigen: f(U;) C U;.

Sei x € U;, b:= p(x). Esist f(x) € g~1(b).
wollen zeigen: f(x) € U;.

Woahle einen Weg w von by nach b in U.

Sei w die Hochhebung von w nach X mit w(0) = xp. Dann ist w
ein Weg in U;, damit w(1) = x, x = [w].xp.

Sei analog W’ die Hochhebung von w nach Y mit Ww’(0) = f(x).
Dann ist W' ein Weg in U;.
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wollen zeigen: f(U;) C U;.

Sei x € U;, b:= p(x). Esist f(x) € g~1(b).
wollen zeigen: f(x) € U;.

Woahle einen Weg w von by nach b in U.

Sei w die Hochhebung von w nach X mit w(0) = xp. Dann ist w
ein Weg in U;, damit w(1) = x, x = [w].xp.

Sei analog W’ die Hochhebung von w nach Y mit Ww’(0) = f(x).
Dann ist W' ein Weg in U;.

= f(x) = f([w]-x0) = [w].f(x0)



Fasertransport

wollen zeigen: f(U;) C U;.

Sei x € U;, b:= p(x). Esist f(x) € g~1(b).
wollen zeigen: f(x) € U;.

Woahle einen Weg w von by nach b in U.

Sei w die Hochhebung von w nach X mit w(0) = xp. Dann ist w
ein Weg in U;, damit w(1) = x, x = [w].xp.

Sei analog W’ die Hochhebung von w nach Y mit Ww’(0) = f(x).
Dann ist W' ein Weg in U;.

= f(x) = f([w]-x0) = [w].f(x0) = W'(1) € U.. O



Fasertransport
Sei X ein topologischer Raum. Wir betrachten Teilmengen U von
X mit:

(%) Fiir u € U ist der Homomorphismus 71 (U, u) — m1(X, u)
trivial.
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X mit:
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iit) Jeder Punkt von X hat eine Umgebung U mit (x).
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X semi-lokal einfach zusammenhangend.



Fasertransport
Sei X ein topologischer Raum. Wir betrachten Teilmengen U von
X mit:

(%) Fiir u € U ist der Homomorphismus 71 (U, u) — m1(X, u)
trivial.

Es sind dquivalent:

1) X wird von offenen Mengen U mit (x) iiberdecket.
ii) X hat eine Basis aus Mengen U mit ().
iit) Jeder Punkt von X hat eine Umgebung U mit (x).

Definition. Wenn fiir X die genannten Bedingungen gelten, heiBt
X semi-lokal einfach zusammenhangend.

Sei nun X lokal wegzusammenhangend.

Dann ist X genau dann semi-lokal einfach zusammenh&ngend,
wenn X von offenen wegzusammenhingenden Mengen U mit (%)
iberdeckt wird.



Fasertransport

Sei X ein topologischer Raum, U C X. Dann sind dquivalent:
1) U ist wegzusammenhangend und fiir alle u € U ist
m1(U, u) — m1(X, u) trivial.
i) U ist wegzusammenhangend und fiir ein u € U ist
m1 (U, u) — m1 (X, u) trivial.
i) Fir g, u1 € U ist das Bild von 71 (U; wg, u1) — m1(X; wo, u1)
ein-elementig.

) Fiir ug, u; € U gibt es einen Weg von ug nach vy in U und je
zwei solche Wege definieren dieselbe Wegklasse in X.



Fasertransport

Sei X ein topologischer Raum, U C X. Dann sind dquivalent:
1) U ist wegzusammenhangend und fiir alle u € U ist
m1(U, u) — m1(X, u) trivial.
i) U ist wegzusammenhangend und fiir ein u € U ist
m1(U, u) — m1(X, u) trivial.
i) Fir g, u1 € U ist das Bild von 71 (U; wg, u1) — m1(X; wo, u1)
ein-elementig.

) Fiir ug, u; € U gibt es einen Weg von ug nach vy in U und je
zwei solche Wege definieren dieselbe Wegklasse in X.

Fiir so eine Teilmenge U sagen wir, sie habe die Existenz- und
Eindeutigkeitseingeschaft fiir Wegklassen.



Fasertransport

Satz. Sei B ein lokal wegzusammenhangender und semi-lokal
einfach zusammenhédngender Raum. Dann ist der Faserungsfunktor

Cov(B) ~~=T(B) — Ens

ein Isomorphismus von Kategorien.



Fasertransport

Beweis

Wir geben ein Inverses der Zuordnung
ob(Cov(B)) — ob(M(B) — Ens)
(X, p) ——— X als 1(B)-Menge

an.
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Idee. Wir identifizieren zuerst eine “lokale Trivialisierung” und
dann damit die Topologie.
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Beweis

Wir geben ein Inverses der Zuordnung
ob(Cov(B)) — ob(M(B) — Ens)
(X, p) ——— X als 1(B)-Menge
an.

Idee. Wir identifizieren zuerst eine “lokale Trivialisierung” und
dann damit die Topologie.

Sei zunachst B einfach zusammenhidngend. Sei X eine
MN(B)-Menge.



Fasertransport
Sei by € B (fest).



Fasertransport
Sei by € B (fest).

Sei x € X. Wir haben ein eindeutiges a € 71(B; p(x), bg). Damit
haben wir a.x € p~1(by).



Fasertransport
Sei by € B (fest).

Sei x € X. Wir haben ein eindeutiges a € 71(B; p(x), bg). Damit
haben wir a.x € p~1(by).

Wir haben eine Abbildung
X —— B x p~*(bo)

x —— (p(x), a.x) mit o € m1(B; p(x), bo).



Fasertransport
Sei by € B (fest).

Sei x € X. Wir haben ein eindeutiges a € 71(B; p(x), bg). Damit
haben wir a.x € p~1(by).

Wir haben eine Abbildung
X —— B x p~*(ho)
x —— (p(x), a.x) mit o € m1(B; p(x), bo).

Diese Abbildung ist eine Bijektion.



Fasertransport
Sei by € B (fest).

Sei x € X. Wir haben ein eindeutiges a € 71(B; p(x), bg). Damit
haben wir a.x € p~1(by).

Wir haben eine Abbildung
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x —— (p(x), a.x) mit o € m1(B; p(x), bo).

Diese Abbildung ist eine Bijektion.
Die Umkehrung ist dhnlich gegeben:

B x p~l(b) —= X

(b, x)———a.x mit o € m1(B; bo, b).



Fasertransport
Sei by € B (fest).

Sei x € X. Wir haben ein eindeutiges a € 71(B; p(x), bg). Damit
haben wir a.x € p~1(by).

Wir haben eine Abbildung
X —— B x p~*(ho)
x —— (p(x), a.x) mit o € m1(B; p(x), bo).

Diese Abbildung ist eine Bijektion.
Die Umkehrung ist dhnlich gegeben:

B x p~l(b) —= X

(b, x)———a.x mit o € m1(B; bo, b).

Wir haben also “mengentheoretische Trivialisierung” von X
iiber B.
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Trivialisierung (wobei die p~*(bg) diskret sei).



Wir haben die “mengentheoretische Trivialisierung”

X — B x p~!(ho)
x —— (p(x), a.x) mit o € 71(B; p(x), bo).

Idee. Wir definieren eine Topologie auf X mittels der
Trivialisierung (wobei die p~*(bg) diskret sei).

Das soll kanonisch sein.



Wir haben die “mengentheoretische Trivialisierung”

X — B x p~!(ho)
x —— (p(x), a.x) mit o € 71(B; p(x), bo).

Idee. Wir definieren eine Topologie auf X mittels der
Trivialisierung (wobei die p~*(bg) diskret sei).
Das soll kanonisch sein.

z.z.: Unabhéangigkeit von bg.



Fasertransport

Seien by, by € B.

Wir haben ein eindeutiges o € 71(B; by, b1) und damit das
kommutative Diagramm

B x p~(bo)

/

X (b,x)(b,a.x)

T

B x p~t(b1) .

“rechts” ist ein Homdomorphismus.



Fasertransport

Wir sind von einer IN(B)-Menge gestartet X, haben daraus eine
Uberlagerung konstrukiert. Diese hat einen Fasertransport; man
erhalt wieder eine IN(B)-Menge.
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Fasertransport

Wir sind von einer IN(B)-Menge gestartet X, haben daraus eine
Uberlagerung konstrukiert. Diese hat einen Fasertransport; man
erhalt wieder eine IN(B)-Menge.

Wir wollen zeigen:

Die urspriingliche I1(B)-Operation auf X ist gleich der durch die
Uberlagerung definierten Fasertransport-Operation.

Sei v € N(B), v : by — b1, x € Xp, = p~L(bo).
Nach Definition ist der Fasertransport angewandt auf v und x
gegeben durch Z(7) fir ¥ € M(X) mit Q(F) = x, p«(¥) = 7.
z.z.:

Z(7) = v-x,

wobei rechts die urspriingliche Operation auf v und x angewandt
wird.



Fasertransport

Sei w ein Weg in B von by nach by. Sei w die Hochhebung von w
mit w(0) = x.

- (1) = [w].x
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Sei w ein Weg in B von by nach by. Sei w die Hochhebung von w
mit w(0) = x.
z.Z.:

w(l) = [w].x

Wir haben den Homoomorphismus iiber B:

B x p~l(b) —= X
(b, x)———a.x mit o € m1(B; bo, b).
Unter diesem Homdomorphismus entspricht w dem Weg
t — (w(t), x). Dieser hat den Endpunkt (w(1),x) = (b1, x).
Die eindeutig bestimmte Wegklasse in 71(B; bo, b1) ist [w].
Der Punkt (w(1), x) entspricht somit dem Punkt [w].x in X.
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Sei B ein beliebiger lokal wegzusammenhingender, semi-lokal
einfach zusammenhingender Raum.

Sei by € B.

Wir haben eine offene Umgebung U von by, die die Existenz- und
Eindeutigkeitseigenschaft fiir Wegklassen erfiillt.
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Fasertransport

Sei B ein beliebiger lokal wegzusammenhingender, semi-lokal
einfach zusammenhingender Raum.

Sei by € B.

Wir haben eine offene Umgebung U von by, die die Existenz- und
Eindeutigkeitseigenschaft fiir Wegklassen erfiillt.

Fiir b € B definiert jeder Weg w von b nach by dieselbe Klasse in
m1(B; b, bp). Damit haben wir wieder eine Bijektion

-1 -1
p1(U) —= U x p~(bo)

x —— (p(x), [w].x) mit einem Weg w von b nach bg in U.

Wir definieren hiermit eine Topologie auf p~1(U).
Das ist wieder unabhingig vom Punkt bg.

Wichtig: Die Konstruktion ist “vertraglich mit Verkleinerung des
Bereichs".



Fasertransport
Die Konstruktion ist “vertraglich mit Verkleinern des Bereichs”:

Seien by € U; C Uy C B offen mit der Existenz- und
Eindeutigkeitseigenschaft fiir Wegklassen.
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Damit: Sei V C p~1(U;). Dann ist V genau dann offen in
p~1(U1), wenn V offen in p~1(Up) ist.



Fasertransport
Die Konstruktion ist “vertraglich mit Verkleinern des Bereichs”:

Seien by € U; C Uy C B offen mit der Existenz- und
Eindeutigkeitseigenschaft fiir Wegklassen.

Dann haben wir Trivialisierungen iiber Uy und iiber U;.

Die beiden Trivialisierungen sind kompatibel zueinander, d.h. das
Diagramm
p~t(U1) — U1 x p_*(bo)

p~H(Uo) — Uo x p~ (o)
ist kommutativ.
Damit: Sei V C p~1(U;). Dann ist V genau dann offen in
p~1(U1), wenn V offen in p~1(Up) ist.

Oder: p~Y(Uy) ist offen in p~1(Up) und die Topologie auf p~1(U;)
ist die Einschrankung der Topologie von p~1(Up) auf p~1(Uy).



Fasertransport

Wir definieren wie folgt eine Topologie auf X:

Eine Menge V C X heiBe offen, wenn alle offenen U C B, die die

Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir Wegklassen erfiillen, gilt:
V N p~L(U) ist offen.



Fasertransport

Wir definieren wie folgt eine Topologie auf X:

Eine Menge V C X heiBe offen, wenn alle offenen U C B, die die

Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir Wegklassen erfiillen, gilt:
V N p~L(U) ist offen.

Beschreibung als koinduzierte Topologie:

Betrachte die Inklusionen
p_l(U)(—> X )

wobei U liber eine offene Teilmenge von B ist, die die Existenz-
und Eindeutigkeitseigenschaft fiir Wegklassen haben.

Die auf X definierte Topologie ist die von diesen Abbildungen
koinduzierte Topologie auf X.



Fasertransport
Wir wollen:

Fiir U C B offen mit der Existenz- und Eindeutigkeitseigenschaft
fiir Wegklassen ist V C p~1(U) genau dann offen in der
urspriinglichen Topologie von p~1(U), wenn V offen in X ist.
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Fiir U C B offen mit der Existenz- und Eindeutigkeitseigenschaft
fiir Wegklassen ist V C p~1(U) genau dann offen in der
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Sei Up eine solche Menge, V C p~1(Up).

Wir wollen: V ist genau dann offen in p~1(Up) (mit der
urspriinglichen Topologie), wenn V offen in X ist.
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Eindeutigkeitseigenschaft ist V N p~1(U;) offen.

Also zu zeigen:

Fiir Up, Uy C B mit der Existenz- und Eindeutigkeitseigenschaft fiir
Wegklassen und V C p~1(Up) offen ist V N p~1(Uy) offen in

-1
p(U1).
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Wir wollen:

Fiir U C B offen mit der Existenz- und Eindeutigkeitseigenschaft
fiir Wegklassen ist V C p~1(U) genau dann offen in der
urspriinglichen Topologie von p~1(U), wenn V offen in X ist.
Sei Up eine solche Menge, V C p~1(Up).

Wir wollen: V ist genau dann offen in p~(Up) (mit der
urspriinglichen Topologie), wenn V offen in X ist.

Letzteres bedeutet: Fiir alle U; C B offen mit der Existenz- und
Eindeutigkeitseigenschaft ist V N p~1(U;) offen.

Also zu zeigen:

Fiir Up, Uy C B mit der Existenz- und Eindeutigkeitseigenschaft fiir
Wegklassen und V C p~1(Up) offen ist V N p~1(Uy) offen in

-1
p(U1).

Spezialfall. Uy C Up. Dann stimmt's.



Fasertransport

Seien Uy, Uy C B mit der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir
Wegklassen und V C p~1(Up) offen.

z.z.: VN p~L(U) ist offen in p~1(Uy).



Fasertransport

Seien Uy, Uy C B mit der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir
Wegklassen und V C p~1(Up) offen.

z.z.: VN p~L(U) ist offen in p~1(Uy).

Vnp Y U)=Vnp (Ugn Uy)



Fasertransport

Seien Uy, Uy C B mit der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir
Wegklassen und V C p~1(Up) offen.

z.z.: VN p~L(U) ist offen in p~1(Uy).
Vnp Y U)=Vnp (Ugn Uy)

Angenommen, Uy N Uy erfiillt die Existenz- und
Eindeutigkeitsaussage fiir Wegklassen.
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Seien Uy, Uy C B mit der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir
Wegklassen und V C p~1(Up) offen.

z.z.: VN p~L(U) ist offen in p~1(Uy).

Vnp Y U)=Vnp (Ugn Uy)

Angenommen, Uy N Uy erfiillt die Existenz- und
Eindeutigkeitsaussage fiir Wegklassen.

= VN p Y (UpN Uy) ist offen in p~1(Up N U1) und damit auch in



Fasertransport

Seien Uy, Uy C B mit der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir
Wegklassen und V C p~1(Up) offen.

z.z.: VN p~L(U) ist offen in p~1(Uy).
Vnp Y U)=Vnp (Ugn Uy)

Angenommen, Uy N Uy erfiillt die Existenz- und
Eindeutigkeitsaussage fiir Wegklassen.

= VN p Y (UpN Uy) ist offen in p~1(Up N U1) und damit auch in

Zum allgemeinen Fall ...



Fasertransport

Seien Up, U; C B mit der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir
Wegklassen und V C p~1(Up) offen.

zz.: VN p~L(Uy) ist offen in p~1(U1).
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Seien Up, U; C B mit der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir
Wegklassen und V C p~1(Up) offen.

zz.: VN p~L(Uy) ist offen in p~1(U1).

Vap HU)=Vnpt(Un U)



Fasertransport

Seien Up, U; C B mit der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir
Wegklassen und V C p~1(Up) offen.

zz.: VN p~L(U) ist offen in p~(Uy).

Vap Y (U)=Vnp YUy )

Wir haben eine Uberdeckung von p~1(Up N U) durch offene
Teilmengen, die die Exisitenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir
Wegklassen erfiillen; sagen wir (U/)jc;.
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Seien Up, U; C B mit der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir
Wegklassen und V C p~1(Up) offen.

zz.: VN p~L(U) ist offen in p~(Uy).
Vap HU)=Vnpt(Un U)

Wir haben eine Uberdeckung von p~1(Up N U) durch offene
Teilmengen, die die Exisitenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir
Wegklassen erfiillen; sagen wir (U/)jc;.

Vap ™ (Ui)=Vnp (UnU) =

VN (Uier pH(Uier) = Uie (VN p 1 (U)))



Fasertransport

Seien Up, U; C B mit der Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir
Wegklassen und V C p~1(Up) offen.

zz.: VN p~L(U) ist offen in p~(Uy).

Vap HU)=Vnpt(Un U)

Wir haben eine Uberdeckung von p~1(Up N U) durch offene
Teilmengen, die die Exisitenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir
Wegklassen erfiillen; sagen wir (U/)jc;.

VN pfl(Ul) =Vn pfl(Uo N Ul) =
VN (Uier pH(Uier) = Uie (VN p 1 (U)))

Fiir i € I ist V N p~L(U!) offen in p~1(U!) und damit auch offen in
-1

p—(U1).

= VN p () ist offen in p~1(Uy).



Fasertransport

Wir wollen wieder zeigen:
Fiir eine M(B)-Menge X gilt:

Die INM(B)-Operation zur zugehdrigen Uberlagerung ist gleich der
urspriinglichen (B)-Operation.
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Wir wollen wieder zeigen:

Fiir eine M(B)-Menge X gilt:

Die INM(B)-Operation zur zugehdrigen Uberlagerung ist gleich der
urspriinglichen (B)-Operation.

Fiir Wegklassen, die durch Wege in offenen Mengen, die die

Existenz- und Eindeutigkeitseigenschaft erfiillen, gegeben sind, ist
dies richtig.



Fasertransport

Wir wollen wieder zeigen:

Fiir eine M(B)-Menge X gilt:

Die INM(B)-Operation zur zugehdrigen Uberlagerung ist gleich der
urspriinglichen (B)-Operation.

Fiir Wegklassen, die durch Wege in offenen Mengen, die die
Existenz- und Eindeutigkeitseigenschaft erfiillen, gegeben sind, ist
dies richtig.

Da alle Elemente in 1(B) Produkte solcher Elemente sind, gilt die
Aussage.



Fasertransport

Wir miissen noch zeigen:
Fiir eine Uberlagerung p : X — B gilt:

Die Topologie zur zugehorigen IN(B)-Menge ist gleich der
urspriinglichen Topologie auf X.



Fasertransport

Wir miissen noch zeigen:
Fiir eine Uberlagerung p : X — B gilt:
Die Topologie zur zugehorigen IN(B)-Menge ist gleich der

urspriinglichen Topologie auf X.

Ubungsaufgabe!



Fasertransport

Satz. Sei B ein lokal wegzusammenhingender
zusammenhangender und semi-lokal einfach zusammenhangender
Raum. Dann ist der Faserungsfunktor

Cov(B) ~~=T1(B) — Ens

ein Isomorphismus von Kategorien.



Zusammenhangseigenschaften

Lemma. Sei B lokal wegzusammenhangend, p : X — B eine
Uberlagerung. Dann definiert jede )
Wegzusammenhangskomponente von X eine Uberlagerung von B.
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Zusammenhangseigenschaften

I_._emma. Sei B lokal wegzusammenhangend, p : X — B eine
Uberlagerung. Dann definiert jede
Wegzusammenhangskomponente von X eine Uberlagerung von B.
Beweis. Sei Y eine Wegzusammenhangskomponente von X.

Sei U C X gleichmaBig iiberlagert und wegzusammenhangend.
Seifireiniel UnNY #(.

Da U; wegzusammenhangend ist, ist U; C Y.



Zusammenhangseigenschaften

I_._emma. Sei B lokal wegzusammenhangend, p : X — B eine
Uberlagerung. Dann definiert jede )
Wegzusammenhangskomponente von X eine Uberlagerung von B.
Beweis. Sei Y eine Wegzusammenhangskomponente von X.
Sei U C X gleichmaBig iiberlagert und wegzusammenhangend.
Sei p~1(U) = U, Ui mit ...
Seifireiniel UnNY #(.
Da U; wegzusammenhangend ist, ist U; C Y.
Somit ist p~1(Y) eine disjunkte Vereinigung einiger U;.

L]



Zusammenhangseigenschaften

Lemma. Sei B wegzusammenhingend, p: X — B eine
Uberlagerung, b € B. Dann entsprechen die
Wegzusammenhangskomponenten den Bahnen der

71(B, b)-Operation auf p~1(b). Insbesondere ist die Operation
genau dann transitiv, wenn X wegzusammenhangend ist.



Zusammenhangseigenschaften

Aussage. Sei B lokal wegzusammenhingend, p : X — B eine
Uberlagerung. Dann ist X genau dann zusammenhangend, wenn X
wegzusammenhangend ist.

Wenn B wegzusammenhidngend ist, ist dies fiir ein beliebiges
b € B aquivalent zu:

Die m1(B, b)-Operation auf p~1(b) ist transitiv.
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Uberlagerung. Dann ist X genau dann zusammenhangend, wenn X
wegzusammenhangend ist.
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b € B aquivalent zu:
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Zusammenhangseigenschaften

Aussage. Sei B lokal wegzusammenhingend, p : X — B eine
Uberlagerung. Dann ist X genau dann zusammenhangend, wenn X
wegzusammenhangend ist.

Wenn B wegzusammenhidngend ist, ist dies fiir ein beliebiges
b € B aquivalent zu:

Die m1(B, b)-Operation auf p~1(b) ist transitiv.

Beweis
X ist lokal wegzusammenhangend.
Allgemein gilt:

Lemma. Ein zusammenhangender und lokal
wegzusammenhdngender Raum ist wegzusammenhangend.
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wegzusammenhangender Raum ist wegzusammenhangend.
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wegzusammenhangender Raum ist wegzusammenhangend.

Beweis. Sei X so ein Raum.

Sei xg € X, W die Wegzusammenhangskomponente von xg.

> W ist offen, weil X lokal wegzusammenhingend ist.
» W ist abgeschlossen: Sei x € W.
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wegzusammenhangender Raum ist wegzusammenhangend.

Beweis. Sei X so ein Raum.

Sei xg € X, W die Wegzusammenhangskomponente von xg.

> W ist offen, weil X lokal wegzusammenhingend ist.

» W ist abgeschlossen: Sei x € W. Wihle eine offene
wegzusammenhingende Umgebung U von x.
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Lemma. Ein zusammenhangender und lokal
wegzusammenhangender Raum ist wegzusammenhangend.

Beweis. Sei X so ein Raum.

Sei xg € X, W die Wegzusammenhangskomponente von xg.

> W ist offen, weil X lokal wegzusammenhingend ist.

» W ist abgeschlossen: Sei x € W. Wihle eine offene
wegzusammenhingende Umgebung U von x. Dann ist also
WNU#D;seiye WNU.
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Zusammenhangseigenschaften

Lemma. Ein zusammenhangender und lokal
wegzusammenhangender Raum ist wegzusammenhangend.

Beweis. Sei X so ein Raum.

Sei xg € X, W die Wegzusammenhangskomponente von xg.

> W ist offen, weil X lokal wegzusammenhingend ist.

» W ist abgeschlossen: Sei x € W. Wihle eine offene
wegzusammenhingende Umgebung U von x. Dann ist also
WnNU4#D; sei y € WnN U. Dann gibt es einen Weg von xg
zu y (weil in W) und einen Weg von y zu x (weil beide in U).



Zusammenhangseigenschaften

Aussage. Sei B wegzusammenhingend und lokal
wegzusammenhangend, p : X — B eine Uberlagerung, b € B.

Dann sind die Wegzusammenhangskomponenten von X gleich den
Zusammenhangskomponenten und entsprechen den Bahnen der
711(B, b)-Operation auf p~1(b).



Zusammenhangseigenschaften

Satz. Sei B lokal wegzusammenhangend und einfach
zusammenhangend. Dann ist jede Uberlagerung (X, p) von B
trivial, d.h. wenn F eine typische Faser ist, ist (X, p) isomorph zu

(B X F,PB)-

Insbesondere ist eine (weg-)zusammenhingende Uberlagerung von
B die triviale Uberlagerung.



Zusammenhangseigenschaften
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trivial, d.h. wenn F eine typische Faser ist, ist (X, p) isomorph zu
(B x F, pB)

Insbesondere ist eine (weg-)zusammenhingende Uberlagerung von
B die triviale Uberlagerung.

Beweis. Im Beweis des Satzes iiber den Fasertransport haben wir
gezeigt:

(X, p) kénnen wir eine M(B)-Menge zuordnen,

dieser Menge eine Uberlagerung.
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Satz. Sei B lokal wegzusammenhangend und einfach
zusammenhingend. Dann ist jede Uberlagerung (X, p) von B
trivial, d.h. wenn F eine typische Faser ist, ist (X, p) isomorph zu
(B x F, pB)

Insbesondere ist eine (weg-)zusammenhingende Uberlagerung von

B die triviale Uberlagerung.

Beweis. Im Beweis des Satzes iiber den Fasertransport haben wir

gezeigt:

(X, p) kénnen wir eine M(B)-Menge zuordnen,

dieser Menge eine Uberlagerung.

Jene Uberlagerung ist “per Konstruktion” isomorph zu (B x F,pg)
und identisch zu (X, p). O



