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Der Fundamentalgruppoidfunktor

Fiir einen topologischen Raum X haben wir das
Fundamentalgruppoid
nex),

fiir eine stetige Abbildung f : X — Y den kovarianten Funktor
Mn(f) : N(X) ~=T1(Y)
mit
e (X)L 7 ().
Hiermit ist
M : Top ~~~> Gruppoide C Cat
auch ein kovarianter Funktor.

Dies ist Fundamentalgruppoidfunktor.



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Satz. Sei X ein topologischer Raum, der von offenen Unterrdumen
U und V iiberdeckt wird. Dann transformiert der
Fundamentalgruppoidfunktor das kokartesische Diagramm

U——X

von topologischen Raumen in ein kokartesisches Diagramm

nunv)——=rn(v)

L

nev) nx) .

von Gruppoiden.



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Beweis.

Sei X ein topologischer Raum, der von offenen Unterrdumen U
und V {iberdeckt wird.



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

ZZ.!

Fiir alle Gruppoide G und alle Homomorphismen von Gruppoiden
¢ :N(U) — G und ¢ : M(V) — G, mit welchen das Diagramm

NN vy —-=n(v)

Lk

G

kommutiert, gibt es genau einen Morphismus x : [1(X) — G, mit
welchem das Diagramm

nunv)—-sn(v)

AN

nev) n(x)

\\
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Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Symbolisch:

NN vy ——n(v)

Sei also so ein Tripel (G, p,1)) gegeben.

Existenz und Eindeutigkeit auf Objekten = Indices = Punkten
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Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen
Eindeutigkeit auf Morphismen = Wegklassen
Sei x wie gefordert gegeben:

NUun V) ——n(v)

Sei o € m1(X; x1, x2), o = [w].

Spezialfall. w verlaufe zunachst vollstandig in U.

Wir haben w = 1y o v = (ty)«(v) fiir einen Weg v in U.
Somit: o = [w] = (cu)«([V]) = N(ew)([V])

Damit: x(a) = (x o N(ev))([v]) = #([v])
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Satz. (Lemma von Lebesgue) Sei (X, d) ein kompakter
metrischer Raum. Dann gibt es zu jeder offenen Uberdeckung U
von X eine Zahl § > 0 derart, dass jeder Unterraum A von X mit
Durchmesser < § von einer der Mengen U in der Umgebung U/
umfasst wird, d.h. A C U.

Definition. So eine Zahl ¢ nennen wir Lebesgue-Zahl (zu den
gegebenen Daten).

Zur Verkniipfung von Wegen.

Fiir Wege wy, wo, wz in einem Raum X gilt nicht immer

(W3*W2)*W1:W3*(W2*W1).

Wir definieren fir Wege wy, ..., wp: w, % -+ x wy “gleichmaBig”.
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Allgemeiner Fall.
w~L(U), w™ (V) ist eine offene Uberdeckung von I = [0; 1].
Wir setzen n € N so, dass % eine Lebesgue-Zahl hierfiir ist.

Wir haben Wege wy, ..., w,, die jeweils ganz in U oder ganz in V
verlaufen mit

W= W,*x-- %W .

Genauer: Wir betrachten wy, ..., w, als Wege in U oder V, nicht
in X.
Es seien 11,...,t, jeweils die Einbettungen von U oder V nach X.
Dann ist

w = (tpowy)*-*(t10w)

(en)«(Wn) % - - x (1) (1) -



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

w = (tpowy)*--x(t10w)
= (tn)s(wn) * -+ (11)+(w1)

Somit:

a = (tn)([Wn]) * -+ % (1) ([wa])
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w = (tpowy)*--x(t10w)

(tn)s(wn) %% (e1)(w1)

Somit:

a = (tn)([Wn]) * -+ % (1) ([wa])

x(a) = x((en)([wn])) * - - - % x((2)([wa]))
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Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

w = (thowy)x--*(t10w)

(en)s(wn) % -+ % (1) (W)

Somit:
a = (tn)«([wn]) * - % (12)([wa])
x(a) = x((en)([wn])) * - -+ x((12)«([wa]))
= Un([wn]) * - - - x v1([wa])
mit vy, ...,v, = @ oder = 1.

Schlussfolgerung: x(«) ist eindeutig bestimmt durch ¢ und 1.
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Es sei o = [w].

Wir haben wieder Wege wy, ..., w, in U oder in V mit
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Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Existenz
Es sei a € m1(X; x1, x2).
Es sei a = [w].

Wir haben wieder Wege wy, ..., w, in U oder in V mit
W = (tn)s(wp) * -+ % (01)x(w1) .
Wir wollen setzen:

x(@) = vp([wa]) * - - - x vi([w])

Wir miissen zeigen, dass dies wohldefiniert ist.
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Es sei
(%) w = (en)s(wn) * -+ * (t1)4(w1) -

Wir wollen setzen:

() x(@) := vaa([wa]) x - - - x vo([ma])
Die folgenden Operationen dndern die rechte Seite von (+) nicht.

> Ersetzen von w; durch einen homotopen Weg in U oder V.

> Wenn w; und wiy1 in U oder in V sind: Ersetzen von
L;+1(W,'+1) * L,'(W,') durch L,‘(W;+1 * W,').

> Wenn w;, ein Weg in U, ganz in UN V liegt: Ersetzen von
©([w;]) durch ¢ ([w]]) fiir den entsprechenden Weg in V.

» Anhdngen von konstanten Wegen.
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Es seien v und w in X homotop zueinander und
vi=" (tn)x(Vn) * -+ * (11)4(v1) ,
W= (U )e(Wi) * - % (4)u(wa) -

z.z.:
Un(vp) %+ xv1(vi) =~ v (W) * - v(wr) .
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Es seien v und w in X homotop zueinander und
vi=" (tn)x(Vn) * -+ * (11)4(v1) ,
W= (U )e(Wi) * - % (4)u(wa) -

z.z.:
Un(vp) %+ xv1(vi) =~ v (W) * - v(wr) .

Wir kénnen n = n’ annehmen.
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Es seien v und w in X homotop zueinander und
vV = (Ln)*(Vn)*"'*(l’l)*(Vl) )
W= (U )e(Wi) * - % (4)u(wa) -

z2.2.:
Up(Vn) * - xv1(va) = vl (wy) - xvp(wy) .
Wir kénnen n = n’ annehmen.

Sei nun H eine Homotopie von v nach w.
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Es seien v und w in X homotop zueinander und

vV = (Ln)*(Vn)*"'*(l’l)*(Vl) )
w= (tp)e(Wa) %+ % (1h)4 (1) -
z.z.:
Up(Vn) * - xv1(va) = vl (wy) - xvp(wy) .
Wir kénnen n = n’ annehmen.
Sei nun H eine Homotopie von v nach w.

Wir kénnen nun n so wahlen, dass % eine Lebesgue-Zahl fiir die

Uberdeckung H=1(U), H=1(V) von I x I beziiglich der
Maximum-Norm ist.
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Es seien v und w in X homotop zueinander und
vi=" (en)s(vn) - * (1)(v1)
W= (L )e(Wp) %o x (17)(w1)
mit v; und w; in U oder in V und ¢; sowie ¢/ entsprechend.
Dann ist
Up(V) * -+ xv1(ve) = v (W) x -+ % v (wy)

in X.
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Was wir gezeigt haben:
Es seien v und w in X homotop zueinander und
vi=" (en)s(vn) - * (1)(v1)
W= (L )e(Wp) %o x (17)(w1)
mit v; und w; in U oder in V und ¢; sowie ¢/ entsprechend.
Dann ist
Up(V) * -+ xv1(ve) = v (W) x -+ % v (wy)

in X.

(Mittels n = n’ und n groB genug fiir eine Homotopie.)



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und A eine Teilmenge
von X. Dann sei (X, A) das volle Untergruppoid von N(X), das
man erhdlt, wenn man Objektmenge auf A einschrankt.



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und A eine Teilmenge
von X. Dann sei (X, A) das volle Untergruppoid von N(X), das
man erhdlt, wenn man Objektmenge auf A einschrankt.

Wir erhalten einen Funktor von der Kategorie solcher Tupel (X, A)
in die Kategorie der Gruppoide; wir nennen ihn den
eingeschrankten Fundamentalgruppoidfunktor.



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Satz von Brown (1967) Sei X ein topologischer Raum, der von
offenen Unterrdumen U und V iiberdeckt wird. Sei A eine
Teilmenge von U NV, die alle Wegzusammenhangskomponenten
von U NV trifft.

Dann transformiert der eingeschrankte
Fundamentalgruppoidfunktor das kokartesische Diagramm

(UNV,A)——(V,A)

(U, A)—— (X, A)
in ein kokartesisches Diagramm

NN V,A) —=(V, A)

| |

n(u, A) n(x,A) .




Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Satz von Seifert und van Kampen (1933) Sei X ein
topologischer Raum, der von offenen Unterraumen U und V
iiberdeckt wird. Sei U N V wegzusammenhangend und xp € UN V.

Dann transformiert der Fundamentalgruppenfunktor das
kokartesische Diagramm

(Uﬂ V,XO)H(V,XO)

(U7X0)<—> (X7X0)
von punktierten Raumen in ein kokartesisches Diagramm

7T1(Uﬂ V,Xo) 4>7T1(V,X0)

| l

(U, x0) m1(X, o)

von Gruppen.



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Satz von Brown. Sei X ein topologischer Raum, der von offenen
Unterrdumen U und V iiberdeckt wird. Sei A eine Teilmenge von
UnN YV, die alle Wegzusammenhangskomponenten von U N V trifft.

Dann ist das Diagramm

nUNV,A) —=1(V,A)

| l

neu, A) nex, A)

kokartesisch.



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Beweis.

z.z. Das Diagramm

NNV, A) —=(V, A)

| |

neu, A) nex,A) .

ist kokartesisch.



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Beweis.

z.z. Das Diagramm

NNV, A) —=(V, A)

| |

neu, A) nex,A) .

ist kokartesisch.

Man kann dies auf den Komponenten von IN(X) nachweisen. Diese
entsprechen den Wegzusammenhangskomponenten von X. Deshalb
kénnen wir annehmen: X ist wegzusammenhangend.



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Beweis.

z.z. Das Diagramm

NNV, A) —=(V, A)

| |

nu, A) n(x,A).

ist kokartesisch.

Wenn A = () ist, ist die Aussage trivial.



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Beweis.

z.z. Das Diagramm

NNV, A) —=(V, A)

| |

neu, A) nex,A) .

ist kokartesisch.

Sei A# 0.
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Beweis.

z.z. Das Diagramm
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ist kokartesisch.
Sei A# 0.
Sei x € U. Es gibt einen Weg in U zu einem Punkt aus A.
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Beweis.

z.z. Das Diagramm

NNV, A) —=(V, A)

| |

neu, A) nex,A) .

ist kokartesisch.
Sei A # 0.
Sei x € U. Es gibt einen Weg in U zu einem Punkt aus A.

Wahle einen solchen Weg. Wenn der Weg nicht ganz in U liegt,
geht er durch U N V. Wir verkiirzen den Weg so, dass er in U liegt
und in UN V endet. Von dort gehen wir in U N V zu einem Punkt
aus A.



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Die Inklusionen M(U NV, A) — MN(UN V),
neu, A) — n(v), I'I(V,_A) — MN(V), N(X,A) — MN(X) sind
essentiell zurjektiv, also Aquivalenzen von Kategorien.

Sie haben Retraktionen.
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Die Inklusionen M(U NV, A) — MN(UN V),
neu, A) — n(v), I'I(V,_A) — MN(V), N(X,A) — MN(X) sind
essentiell zurjektiv, also Aquivalenzen von Kategorien.

Sie haben Retraktionen.

Dies machen wir allgemeiner ...
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Sei G ein Gruppoid, U ein volles Untergruppoid hiervon, welche
jede Komponente von G trifft. Sei Z : U < G die Inklusion.

Dann erhalten wir wie folgt eine Retraktion R von G auf U, d.h.:
R:G~>U mit RoZ =idy.

Wihle zu jedem x € ob(G) ein Element aus a € A und ein

a € Morg(x, a). Falls x € U, wahle (a,a) = (x,idx). Setze
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Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Sei G ein Gruppoid, U ein volles Untergruppoid hiervon, welche
jede Komponente von G trifft. Sei Z : U < G die Inklusion.

Dann erhalten wir wie folgt eine Retraktion R von G auf U, d.h.:
R:G~>U mit RoZ =idy.

Wihle zu jedem x € ob(G) ein Element aus a € A und ein
a € Morg(x, a). Falls x € U, wahle (a,a) = (x,idx). Setze
R(x) := a und &, := a.

Definiere nun fiir & € Morg(x1, x2) den Morphismus R(«) mittels
des kommutativen Diagramms

P
x1 —=R(x1) = Z(R(x1))

la lR(a)
x2

P
X2 HR(XQ) = I(R(X2)) .

Wir haben R :G~~>U mit RoZ = idy



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Sei G ein Gruppoid, U ein volles Untergruppoid hiervon, welche
jede Komponente von G trifft. Sei Z : U < G die Inklusion.

Dann erhalten wir wie folgt eine Retraktion R von G auf U, d.h.:
R:G~>U mit RoZ =idy.

Wihle zu jedem x € ob(G) ein Element aus a € A und ein
a € Morg(x, a). Falls x € U, wahle (a,a) = (x,idx). Setze
R(x) := a und &, := a.

Definiere nun fiir & € Morg(x1, x2) den Morphismus R(«) mittels
des kommutativen Diagramms

P
x1 —=R(x1) = Z(R(x1))

la lR(a)
x2

P
X2 HR(XQ) = I(R(X2)) .

Wir haben R:G~~>U mit RoZ =idy und ¢:id¢e —>ZoR.



Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen
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Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

nunv,A) nev, A

A

(Unv)——=n(V)

L

nev) n(x)

nu, A) \(X ,A)

\, 7
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nun v, A)

=
<

7A)
7
(Uﬁ V)—> (V)

L

nev) n(x)

R
nu, A) \(X,A)

\, 7




Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

nun v, A)

=
<

7A)
7
(Uﬁ V)—> (V)

L

nev) n(x)

R
nu, A) \(X,A)

A\, J




Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

nun v, A)

=
<

7A)
7
(Uﬁ V)—> (V)

L

nev) n(x)

R
nu, A) \(X,A)
\ G

A\, J
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Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Satz von Brown. Sei X ein topologischer Raum, der von offenen
Unterrdumen U und V iiberdeckt wird. Sei A eine Teilmenge von
UnNV, die alle Wegzusammenhangskomponenten von U N V trifft.

Dann transformiert der eingeschrankte
Fundamentalgruppoidfunktor das kokartesische Diagramm

(UNV,A) ——(V,A)

|

in ein kokartesisches Diagramm

nunv,A)——Tn(V,A)

| |

nu, A) nex,A).




Fundamentalgruppoide und endliche Uberdeckungen

Satz von Seifert und van Kampen. Sei X ein topologischer
Raum, der von offenen Unterraumen U und V liberdeckt wird. Sei
U NV wegzusammenhangend und xg € UN V.

Dann transformiert der Fundamentalgruppenfunktor das
kokartesische Diagramm

(Uﬂ V,XO)H(V,XO)

(U7X0)<—> (X7X0)
von punktierten Raumen in ein kokartesisches Diagramm

7T1(Uﬂ V,Xo) 4>7T1(V,X0)

| l

(U, x0) m1(X, o)

von Gruppen.



Berechnung von Fundamentalgruppen

Satz von Seifert und van Kampen. Sei X ein topologischer
Raum, der von offenen Unterrdumen U und V iiberdeckt wird. Sei
U N V wegzusammenhangend und xp € UN V.

Dann haben wir einen kanonischen Isomorphismus

m1(X,x0)) = m1 (U, X0) *r;(UnV.x) T1(V, %0) -



Berechnung von Fundamentalgruppen

Satz von Seifert und van Kampen. Sei X ein topologischer
Raum, der von offenen Unterrdumen U und V iiberdeckt wird. Sei
U N V wegzusammenhangend und xp € UN V.

Dann haben wir einen kanonischen Isomorphismus

m1(X,x0)) = m1 (U, X0) *r;(UnV.x) T1(V, %0) -

Mit kombinatorischer Gruppentheorie:

Wenn wir eine kombinatorische Beschreibung von

m1(UN V,x0),m1(U, x0), 71(V, x0) haben und auch die
Gruppenhomorphismen 71 (U NV, x9) — 71(U, x0),

m(UN V,xg) — m1(V, xo) kombinatorisch beschrieben sind,
erhalten wir eine kombinatorische Beschreibung von 71(X, xp).



Berechnung von Fundamentalgruppen

Definition. Ein wegzusammenhangender Raum X heiBt
einfach-zusammenhangend, wenn jede freie Schleife nullhomotop
ist.
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Definition. Ein wegzusammenhangender Raum X heiBt
einfach-zusammenhangend, wenn jede freie Schleife nullhomotop
ist.

Fiir xop € X beliebig ist dies dquivalent zu: 71 (X, xp) = 0.



Berechnung von Fundamentalgruppen

Definition. Ein wegzusammenhangender Raum X heiBt
einfach-zusammenhangend, wenn jede freie Schleife nullhomotop
ist.

Fiir xop € X beliebig ist dies dquivalent zu: 71 (X, xp) = 0.

Satz. Fiir n > 2 ist 5" einfach-zusammenhangend.



Berechnung von Fundamentalgruppen

Definition. Fiir eine Familie ((Xi, x;))ic/ punktierter topologischer
Raume sei die verbundene Summe oder das Wedge-Produkt,
auch Wedge-Summe \/;_, (X, x;) definiert als der punktierte
Raum
(LX) /4G xi) i € 1}, %)
i€l

mit xgp = zusammengezogener Unterraum.



Berechnung von Fundamentalgruppen

Definition. Fiir eine Familie ((Xi, x;))ic/ punktierter topologischer
Raume sei die verbundene Summe oder das Wedge-Produkt,
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Berechnung von Fundamentalgruppen

Definition. Fiir eine Familie ((Xi, x;))ic/ punktierter topologischer
Raume sei die verbundene Summe oder das Wedge-Produkt,
auch Wedge-Summe \/;_, (X, x;) definiert als der punktierte
Raum

(LX) /(%) i € 13, x0)
iel

mit xgp = zusammengezogener Unterraum.

Dies ist (mit den offensichtlichen Morphismen) ein Koprodukt von
(Xi, xi)ier-

Satz. Es ist m1(\/" (St %)) ~ *"Z = F({1,...,n}) = F".



Berechnung von Fundamentalgruppen

Satz. Seien (X, xp) und (Y, y0) punktierte Raume, wobei xg € X
und yp € Y jeweils zusammenziehbare Umgebungen haben. Dann
ist

77—1(()<’X0) Vv (Y7}/0)) = 7Tl()<7X0) *7T1(Y,y0) .



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Wir betrachten das Anheften von Zellen iiber den Rand.
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Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Wir betrachten das Anheften von Zellen iiber den Rand.

Es sei dazu f : S"1 — X. Wir erhalten:

Y =XUr D" = (D" X)/(a~ f(a) fiirac S"1)

(auch: X Ur e)



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Wir betrachten das Anheften von Zellen iiber den Rand.
Es sei dazu f : S"1 — X. Wir erhalten:
Y =XUr D" = (D" X)/(a~ f(a) fiirac S"1)

(auch: X Ur e")

Wir haben das kokartesische Diagramm

5n—1( D"

| |

X——=XUsrD"=Y.



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Wir betrachten das Anheften von Zellen iiber den Rand.
Es sei dazu f : S"1 — X. Wir erhalten:
Y =XUr D" =(D"UX)/(a~ f(a) fiirac S"1)

(auch: X Ur e")
Wir haben das kokartesische Diagramm fiir py € S*

(5"*1“00)( (DnaPO)

| |

(X, f(po)) — (X Ur D", f(po)) = (Y, f(po)) -

Idee. Hierauf wenden wir 71 an.



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Wir betrachten das Anheften von Zellen iiber den Rand.
Es sei dazu f : S"1 — X. Wir erhalten:
Y =XUr D" =(D"UX)/(a~ f(a) fiirac S"1)

(auch: X Ur e")
Wir haben das kokartesische Diagramm fiir py € S*

(5"*1“00)( (Dn7p0)

| |

(X, f(po)) — (X Ur D", f(po)) = (Y, f(po)) -

Idee. Hierauf wenden wir 71 an.

Aber: f muss nicht injektiv sein und X ist abgeschlossen in Y.



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Trotzdem mal versuchen:



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Trotzdem mal versuchen:

Wir haben das kokartesische Diagramm

(Sn_lvp())( (DnaPO)

| |

(X, f(po)) — (X Ur D", f(po)) = (Y, f(po)) -



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Trotzdem mal versuchen:

Wir haben das kekartesisehe-Diagramm kommutative Diagramm

(Sn_lvp())( (DnaPO)

| |

(X, f(po)) — (X Ur D", f(po)) = (Y, f(po)) -




Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Trotzdem mal versuchen:

Wir haben das kekartesisehe-Diagramm kommutative Diagramm

(Sn_lap())C (DnaPO)

| |

(X, f(po)) — (X Ur D", f(po)) = (Y, f(po)) -

und damit:

m1(S™ 1, po) — m1(D", po)

‘| |

m1(X, f(po)) ——=m1(Y, f(po)) -



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Trotzdem mal versuchen:

Wir haben das kekartesisehe-Diagramm kommutative Diagramm

(Sn_lap())C (DnaPO)

| |

(X, f(po)) — (X Ur D", f(po)) = (Y, f(po)) -

und damit:
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Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

n>3

m1(5"1, po) = 071 (D", po) = 0

‘| |

m1(X, f(po)) m1(Y, f(po))

erstmal keine Aussage ...



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

n=2



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

n=2
1 A 0
. |
[id] m1(S*, po) — m1(D?, po)

b l

[f] m1(X, f(po)) — (Y, f(po)) -



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

n=2
1 z 0
L |
[id] 71(S, po) —— m1(D?, po)
I |
[] m1(X, f(po)) —=m1 (Y, f(po)) -

Damit: Wir haben einen induzierten Gruppenhomomorphismus

m1(X, £(po))/{[FITCFP0D) —— 71 (Y, F(po)) -



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

n=2
1 z 0
L |
[id] 71(S, po) —— m1(D?, po)
[ |
[] m1(X, f(po)) —=m1 (Y, f(po)) -

Damit: Wir haben einen induzierten Gruppenhomomorphismus
71 (X, £ (po)) /([ P0)) —— 1 (Y, f(po)) -

Klar! ts1.,p2 in (D", po) ist zusammenziehbar, also auch f in



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Sn—l( D"

| |

X——=DUsrD"=Y.
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Sn—l( D"

| |

X——=DUsrD"=Y.

Offene Uberdeckung von Y:

> Vi=e"=B"C D"
» U := Komplement des Zentrums der Zelle = X Us (D™\{0}).



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Sn—l( D"

| |

X——=DUsrD"=Y.

Offene Uberdeckung von Y:

> Vi=e"=B"C D"
» U := Komplement des Zentrums der Zelle = X Us (D™\{0}).

D™\ {0} = (0;1] x S"1



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

5n—1( D"

| |

X——=DUsrD"=Y.

Offene Uberdeckung von Y:

> Vi=e"=B"C D"
» U := Komplement des Zentrums der Zelle = X Us (D™\{0}).

D™\{0} = (0;1] x S"7%, U ist homotopiedquivalent zu X.



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

5n—1( D"

| |

X——=DUsrD"=Y.

Offene Uberdeckung von Y:

> Vi=e"=B"C D"
» U := Komplement des Zentrums der Zelle = X Us (D™\{0}).

D™\{0} = (0;1] x S"7%, U ist homotopiedquivalent zu X.

D"~ cs" 1



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Sn—l( D"

| |

X——=DUsrD"=Y.

Offene Uberdeckung von Y:

> Vi=e"=B"CD"
» U := Komplement des Zentrums der Zelle = X Us (D™\{0}).

D™\{0} = (0;1] x S"7%, U ist homotopiedquivalent zu X.

D" 22 €1 = (I x S"1) / ({0} x S"1)



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Sn—l( D"

| |

X——=DUsrD"=Y.

Offene Uberdeckung von Y:

> Vi=e"=B"CD"
» U := Komplement des Zentrums der Zelle = X Us (D™\{0}).

D™\{0} = (0;1] x S"7%, U ist homotopiedquivalent zu X.
D" = CS" 1= (I x S" 1)/ ({0} x S"°1)
Y = (XUCS"™ 1Y) /((1,a) ~ f(a) fiir ac S"1)



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Sn—l( D"

| |

X——=DUsrD"=Y.

Offene Uberdeckung von Y:

> Vi=e"=B"CD"
» U := Komplement des Zentrums der Zelle = X Us (D™\{0}).

D™\{0} = (0;1] x S"7%, U ist homotopiedquivalent zu X.
D" = CS" 1= (I x S" 1)/ ({0} x S"°1)
Y 2 (XUCS" 1Y) /((1,a) ~ f(a) firae S 1) =: Cr,

der Abbildungskegel zu f : S"1 — X,



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Das Diagramm von offenen Einbettungen

e™\{0}¢ e”

X Ur (D™\{0})—= X Us D" = Y

ist kokartesisch.



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Das Diagramm von offenen Einbettungen

e™\{0}¢ e’

X Us (D {0})—= XU D" = Y .

ist kokartesisch.

Somit auch mit pg € S™1:

m1(e™\{0}, 3p0) —— mi(e”, 3p0)

L |

m1(X Ur (D"\{0}), 3p0) —=m1(Y’, 3p0) -



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Fiir po € S"~1: Das Diagramm

7'[']_(6"\{0}, %PO) - ﬂ-l(ena %pO) =0

| |

m1(X Ur (D"\{0}), 3p0) m1 (Y, 3P0)

ist kokartesisch.




Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Fiir po € S"~1: Das Diagramm

7'[']_(6"\{0}, %PO) - ﬂ-l(ena %pO) =0

| |

m1(X Ur (D"\{0}), 3p0) m1 (Y, 3P0)

ist kokartesisch.

e™\ {0} = (0,1) x S"*



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Fiir po € S"~1: Das Diagramm

7'[']_(6"\{0}, %PO) - ﬂ-l(ena %pO) =0

| |

m1(X Ur (D"\{0}), 3p0) m1 (Y, 3P0)

ist kokartesisch.

e™\ {0} = (0,1) x S"*



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Fiir pg € S"~!: Das Diagramm

m1(e™\{0}, 1pg) ———— mi(e", 3po) =0

| |

m(X Ur (D"\{0}), 2pv) m(Y. $o)

ist kokartesisch.

e™\ {0} = (0,1) x S"*

n>3
Die Inklusion (X Uf (D"\{0}), %po)C—> (Y, %po) induziert

einen Isomorphismus

m(X Ur (D"\{0}), 3po) —~=mi(¥. 3po)



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

n>3

m1(X Ur (D"\{0}), 3p0) — = m1(Y, 3p0)

5 |

m1(X Ur (D™\{0}), f(po)) ——=m1(Y', f(po))

E

m1(X, f(po))




Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

n>3

m1(X Ur (D"\{0}), 3p0) — = m1(Y, 3p0)

5 |

m1(X Ur (D™\{0}), f(po)) ——=m1(Y', f(po))

I~

m1(X, f(po))

Satz. Wenn man fiir n > 3 eine n-Zelle an einen Raum anheftet,
dndert sich die Fundamentalgruppe nicht.



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

n>3

m1(X Ur (D"\{0}), 3p0) — = m1(Y, 3p0)

5 |

m1(X Ur (D™\{0}), f(po)) ——=m1(Y', f(po))

I-

m1(X, f(po))

Satz. Wenn man fiir n > 3 eine n-Zelle punktiert an einen
punktierten Raum anheftet, dndert sich die Fundamentalgruppe
nicht.



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen
n=2

Fiir po € S! und ¢ : S' < D?: Das Diagramm

[f m1(€*\{0}, 3p0) —— m1(e?, 3po) =0
54 m1(X Ur (D*\{0}), 3p0) ——=m1(Y, 3p0)

ist kokartesisch.



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen
n=2

Fiir po € S! und ¢ : S' < D?: Das Diagramm

[f m1(€*\{0}, 3p0) ————0
54 m1(X Ur (D*\{0}), 3p0) —m1(Y, 3p0)

ist kokartesisch.



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen
n=2

Fiir po € S! und ¢ : S' < D?: Das Diagramm

[id] m1(S, po) 0
[34] m1(X Ur (D*\{0}), 3p0) —= m1(Y, 3p0)

ist kokartesisch.



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen
n=2

Fiir po € S! und ¢ : S' < D?: Das Diagramm

[id] m1(S, po) 0
[34] m1(X Ur (D*\{0}), 3p0) —= m1(Y, 3p0)

ist kokartesisch.

T (X Ur (D*\{0}), 3p0)/{[5]™ ) == m1(Y, 3p0)



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen
n=2

Fiir po € S! und ¢ : S' < D?: Das Diagramm

[if] m1(S", po) T
[34] m1 (X Ur (D?\{0}), 3po) —= m1(Y, 3p0)

ist kokartesisch.

[34] (X Ur (D*\{0}), 30)

| |

[] m1(X Ur (D*\{0}), f(po))



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen
n=2

Fiir po € S! und ¢ : S' < D?: Das Diagramm

[id] m1(S, po) 0
[34] m1(X Ur (D*\{0}), 3p0) —= m1(Y, 3p0)

ist kokartesisch.

T (X Ur (D*\{0}), 3p0)/{[5]™ ) == m1(Y, 3p0)



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen
n=2

Fiir pp € S und ¢ : S! < D?: Das Diagramm

[id] m1(S%, po) ])
54 m1(X Ur (D*\{0}), 3p0) —=m1(Y, 3p0)

ist kokartesisch.

m(X Ur (D2\{0}), $po)/{[5]™ ) —= (¥ po)

L~ L~

m1(X Ur (D\{0}), f(po)) /{[F]™)) === m1(Y, F(po))



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

n=2
Fiir pp € S und ¢+ : S! < D?: Das Diagramm
[d] 71(S%, po) T
[34 m1(X Ur (D*\{0}), 3p0) —m1(Y, 3p0)

ist kokartesisch.
m1(X Ur (D*\{0} ,% po)/([3™ ) —=—m (Y, 3po)

LN

)
m(X Ur (DQ\{ODT? F(po))/ (™))~ m1(Y, F(po))

m1(X, f(po))



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Satz. Wenn man an einen Raum X mittels einer stetigen
Abbildung f : St — X eine 2-Zelle anheftet, ist fiir den
resultierenden Raum Y und py € S*:

m (Y, f(po)) = mi(X, f(po)) / ([ ))



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen
Nochmal von vorne . . ..

Wir betrachten das Anheften von Zellen iiber den Rand.
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Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen
Nochmal von vorne . . ..

Wir betrachten das Anheften von Zellen iiber den Rand.

Es sei dazu f : S"1 — X. Wir erhalten:

Y =XUfD"=(D"UX)/(a~ f(a) fiirac S"1)



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen
Nochmal von vorne ... ..

Wir betrachten das Anheften von Zellen iiber den Rand.

Es sei dazu f : S"1 — X. Wir erhalten:

Y =XUr D" =(D"UX)/(a~ f(a) fiirac S"1)

Wir haben fiir pg € S! das kokartesische Diagramm

(Sn_lap())c (DnaPO)

| l

(X, f(po)) —= (X Ur D", f(po)) = (Y, f(po)) -



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen
Nochmal von vorne ... ..

Wir betrachten das Anheften von Zellen iiber den Rand.

Es sei dazu f : S"1 — X. Wir erhalten:

Y =XUr D" =(D"UX)/(a~ f(a) fiirac S"1)

Wir haben fiir pg € S! das kokartesische Diagramm

(Sn_lap())c (DnaPO)

| l

(X, f(po)) —= (X Ur D", f(po)) = (Y, f(po)) -

Idee. Hierauf wenden wir m; an.



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Nicht nur Intuitiv plausibel, sondern in der Tat auch richtig:

Das Diagramm

ﬂ'l(sn_la PO) - ﬂ-l(Dna PO) =0

‘| |

m(X, f(po)) ——=m1(Y, f(po)) -

ist kokartesisch.



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Nicht nur Intuitiv plausibel, sondern in der Tat auch richtig:

Das Diagramm

7r1(5‘”717 PO) —_— ﬂl(Dnu pO) - O

‘| |

7T1(X7 f(PO)) —_— ﬂ-l(Y? f(po)) .
ist kokartesisch.

» n>3:m(S" 1 pp) = 0 — Isomorphismus
» n=2:1(St, po) =2 Z — "[f] rausteilen”



Berechnung von Fundamentalgr. — Anheften von Zellen

Satz. Wenn man an einen Raum X mittels einer stetigen
Abbildung f : St — X eine 2-Zelle anheftet, ist fiir den
resultierenden Raum Y und py € S*:

(Y, f(po)) = mi(X, f(po)) / ([ P0D)

Satz. Wenn man fiir n > 3 eine n-Zelle an einen punktierten Raum
punktiert anheftet, andert sich die Fundamentalgruppe nicht.



