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Ruckblick - Zum Mitdenken

Auflosung ,,Zum Mitdenken“ vom Mittwoch.

(1) M={1—%:n€N}={O, )

b b

W | N
Blw

N | =

* mnM = iInfM = 0: O=1—%€M, undl—lefUraIIeneN.

n

* sSUpM = 1: 1 ist obere Schranke. Zu ¢ > 0 gibt es nach Lemma 2.5.9 ein n mit L < g, also 1 — Is1—¢ (e-Kriterium).
n n

. max M existiert nicht: 1 — ~ < 1 fir alle n, alsosupM =1 & M.
n

(2) Falla>b: |a—b|=a—b, also %(a+b+a—b)=a. Falla < b: |a—b|=b—a, also %(a+b+b—a)=b. v/
Analog: min(a,b) = é(a + b — |a — b|). (Mittelounkt + halber Abstand.)

(3) Seiena < b. NaChSat22.5.11gibtesre@mita—ﬁ<r<b—\/§. Dannista<r+\/§<b,
undr+\/§§£@, dennsonstwére\/_=(r+\/§)—re@.

Heute prazisieren wir: Was heif3t ,,1 — * kommt der 1 beliebig nahe®“? Antwort: Konvergenz.
n




3.1 Folgen

Definition 3.1.1. Eine Folge mit Werten in R ist eine Abbildung a: N — R.
Man schreibt a,, statt a(n) und nennt a,, a,, ... die Folgenglieder. Schreibweisen: (a,),en, (@), (ai,a,,as,...).

Beispiele 3.1.2.
- konstante Folge a, = a: (a,q,aq,...) ° o
e q. = - (1111 ) R 3———'—5—'——.——‘—5-
mnt V273747 T e ° ¢
e a, =(-D" (-1,1,-1,1,...)
g =_"*. (1233 0+—@ > n
“n =T 2’3’4’5’"') 1 5 10
+ anderer Startindex: (%)n>2 a, =1+ "2 als Graph n  a,, als Punkte auf
_ > n
« rekursiv: Fibonacci fy =0, fi =1, fo1 = fo+ for: der Zahlengeraden (rote Striche).

0,1,1,2,3,5,8,13,...)
n(n+1)

. (Beispiel

- Quadratzahlen n?, Dreieckszahlen1+2+ -4+ n=
1.5.1)

Eine Folge ist mehr als die Menge ihrer Glieder: Reihenfolge und Wiederholungen zéhlen. ((—1)”) hat die Wertemenge
{—1, 1}, ist aber eine unendliche Folge.



3.1 Konvergenz - \Vas heil3t ,,sich annahern™?

Was soll ,,a,, nahert sich a an“ bedeuten? Drei Versuche:

Versuch 1: ,Der Abstand |a,, — a| wird immer kleiner.”

» Zu schwach: Fir a, L wird auch la, —(-1)| =1+ L immer kleiner — aber ~ néhert sich nicht der —1.
n

n n

» Zu streng: (1,0, § 0, % 0,...) ndhert sich der 0, der Abstand wird aber nicht immer kleiner.

Versuch 2: ,Die Folge kommt a beliebig nahe” — zu jedem ¢ > 0 gibtesein n mit |a,, — a| < &.
- ZU schwach: (0,5,0,5,0,5,...) trifft die 5 sogar exakt — entfernt sich aber immer wieder.

Versuch 3: ,Fur jede Genauigkeit ¢ > 0 liegen ab einem gewissen Index alle Folgenglieder e-nah bei a.* v
Das ist die richtige Idee. Préazise Fassung auf der ndchsten Folie.

Physik: Ein Messgeréat zeigt nach dem Einschalten Werte aq, a,, as, ... an. ,,Der Wert hat sich auf a eingependelt” heipt:
Welche Genauigkeit € Sie auch verlangen — nach einer gewissen Wartezeit n, weichen alle weiteren Anzeigen um weniger als
£ von a ab.



3.1 Konvergenz - Definition

Definition 3.1.3 (Konvergenz). Eine Folge (a,),cn reeller Zahlen heiB3t konvergent gegen a € R, wenn es
ZzU jedem € > 0 ein ny € N gibt, so dass
la, —al <e flr jedes n > n,.

Schreibweise: a,, — a (,a, konvergiert gegen a”).

*la,—a|l<e &= a—¢ec<a, <a+g, R
d.h. a, liegt in der e-Umgebung (a — ¢, a + ¢).
* In Worten: In jeder e-Umgebung von a liegen fast alle a+e ° I e—
Folgenglieder (alle bis auf endlich viele). i I P S ) ® o -
a—=c¢ O
* ny darf (und wird meist) von ¢ abhangen: kleineres ¢ w
groBeres ny. o .

Ab n, bleiben alle Punkte im e-Streifen.



3.1 Konvergenz - Quantoren lesen

Die Definition in Quantoren:
a,—a <& Ve>0dnyeNVn>ny: |a,—al<ec.
Als Spiel: Ein Gegner nennt eine Genauigkeit € > 0 (so klein er will). Sie mussen ein n, liefern, ab dem alle Glieder ¢-nah bei
a liegen. ,a,, — a“ hei3t: Sie gewinnen immer.
Verneinung (Regeln aus Kapitel 1: ¥V « 3 tauschen, innere Aussage verneinen):.
a,»a < 3Je>0VnyeN In>ny: |a,—al>c.
D. h. es gibt eine Genauigkeit ¢, die unendlich oft verletzt wird.

Typische Fehler:

» Quantoren vertauscht: ,,dny Ve >0Vn > ny“ erzwingt a, = a fur alle n > ny (,am Ende konstant®).

¢ fest gewahlt, z.B. ¢ = ﬁ: Das zeigt nur Genauigkeit ﬁ, nicht Konvergenz.

- Harmlos ist dagegen ,,< ¢“ statt ,,< £“ oder ,n > n," statt ,n > ny“ (ersetze ¢ durch % bzw. ny durch ny + 1).



3.1 Konvergenz - Beispiele

Beispiele 3.1.4.

- Konstante Folge a,, = a: |a, —a| =0<¢eflrallen (n, =1 frjedes ¢).

* Am Ende konstante Folgen: Gibt es n; mit a,, = a,, flr alle n > n,, sogilta, — a,, (ny =ny).

+ 2 5 0: Seie>0. Nach Lemma 2.5.9 (Archimedes) gibt es n, € N mit L <& Firn > ng Ist

n no
1 1 1
‘——O(=—§—<£.
n n - ng

n n—n+1 1 . . .
. = S 1: ( 1|_| ( )‘_ —. Wahle n, mit — < ¢ wie eben.
n+1 n+1 n+1 n no
Konkret. Fira,= — unde= —: — < — <= n>99. Alson, = 100 (oder jedes gréBere).
n+1 100 n+1 100

Flir e = 10° braucht man ny, = 10°. Man muss nicht das kleinste n, finden - irgendeines geniigt.

Das Archimedische Prinzip ist der Motor fast aller Konvergenzbeweise: Es liefert oo
n



3.1 Konvergenz - £in divergentes Beispiel

Definition 3.1.9 (Teil 1). Eine Folge, die nicht konvergiert, hei3t divergent.
Beispiel. Die Folge a,, = (—1)" ist divergent.

Beweis. Angenommen, (—1)" - afireina € R. Zue =1 gibt es ny mit |(-1)" — a| < 1 far alle n > n,.
Mit einem geraden und einem ungeraden n > n, folgt |1 —a| <1 und |-1 —a| < 1. Dreiecksungleichung:

2=1-(-D|=|0-a)+@+D|<|1—a|+|la+1|<1+1=2.
Widerspruch (2 < 2).

®
Qe
— @
v

Anschaulich: Ein offenes Intervall (a — 1,a + 1) der Lange 2 kann nicht beide Punkte —1 und 1 enthalten.

Rezept fur Divergenzbeweise: Annehmen, a,, — a; ein passendes ¢ wahlen; Folgenglieder finden, die nicht gleichzeitig
e-nah bei a sein konnen.




3.1 Konvergenz - \Vie findet man ng,"

Strategie fur c-n,-Beweise (Schmierzettel — Reinschrift). 1. Grenzwert raten. 2. |a,, — a| vereinfachen. 3. Grob nach

oben abschétzen, z. B. durch % 4. ny wahlen.

Beispiel. a, = 2n° + 1
piei. " 24 n

2n?

= 2. Vermutung: a = 2.
n2

1. FUrgroBenista, ~

2n* +1—-2n*—-2n; 2n-1
n2+n - n2+n

2. |a, —2| =] (firn > 1ist 2n — 1 > 0).

2n—1 2 2 . . .
n < “n = —. Nicht exakt nach n auflosen — abschatzen!
n+n n2 n

3. Zahler vergroBBern, Nenner verkleinern:

2 2 . : 2 .
4. - <eg¢ < n>-. Wahlealson, € Nmit ny > = (Archimedes).
n ) &

Reinschrift: Seic> 0. Wahle n, € N mit n, > f Fir alle n > n, gilt

Mit den Rechenregeln (Satz 3.1.16, 3.1.23) geht das gleich viel schneller — aber diese Regeln beweist man genau so.




3.1 Konvergenz - Ubung

Ubung: Konvergenz mit der Definition. (5-7 Minuten)

(1) Zeigen Sie mit der Definition: n— 1 > 3.
n-+2

: : . 1
Geben Sie ein konkretes n flr ¢ = — an.

(2) Zeigen Sie mit der Definition: = > 0.
n

(3) Wahr oder falsch? Begrinden Sie oder geben Sie ein Gegenbeispiel.
(@) Aus a,, — afolgt |a,| — |al.
(b) Aus |a,| — |a| folgt a,, — a.

(c) a, - 0 < |a,| — 0.

Tipp zu (3a): umgekehrte Dreiecksungleichung ||x| — |y|| < |x —y| (Lemma 2.3.8).



3.1 Konvergenz - Auflosung der Ubung

3n—1 3n—1—-3n—-6 7 7 . . .
(1) ‘ 3|=| ! & ‘= < —. Zug>0wahlen0>z; furnZnolstdannZ§l<s.
n-+ 2 n-+ 2 n+2 n 3 n - ng
Flr e = %: % <% < n+2>70 < n> 68, alsony, =69. (Mit der Abschatzung iy nog = 71 — auch richtig.)
n n

1

(2) Seie> 0. Wahle n, € Nmit ny > >

1

. Firnxngistn> <, alsoy/n> = (furx,y > 0giltx <y < x* <y,

= — < E¢.

1
also ‘\/ﬁ 0( \/ﬁ
(8a) Wahr. ||a,|—lal| L |a, —a| <eflrn>ny. (Dasist Lemma 3.1.317 im Buch.)
(3b) Falsch. a,=(-1)",a=1: |a,|=1—-1=|al|, aber (a,) divergiert.
(8c) Wahr. |a, —0| = |a,| =||a,| — 0| — beide Aussagen sind wortlich gleich.

Merke: a, > a < a,—a—>0 < |a,—a|l—> 0. Jede Konvergenzfrage lasst sich auf eine Folge nichtnegativer Zahlen
mit Grenzwert 0 zurtckfihren.



3.1 Konvergenz - tindeutigkeit des Limes

Satz 3.1.5 (Eindeutigkeit des Limes). Konvergiert (a,) gegen a und gegen b, so ist a = b.

€

Beweis. Seie > 0. Es gibt n; mit |a,, — a| < g frn > ny, und n, mit |a,, — b| < >

fr n > n,. FUr n = max(n,n,) gilt beides, also

& &
la — b| =|(a—-a,)+(a, —b) §|an—a|+|an—b|<5+5=5.

Also 0 < |a — b| < ¢ fur jedes € > 0. Daherist |a — b| =0 (sonst wahle ¢ = |a — b|),

d.h. a = b.

e-Umgebungen

— e - e —
a b
Far e < 9= sind diie Umgebungen

2
disjunkt — fast alle a,, kbnnen nicht

In beiden liegen.

Definition 3.1.6. Ist a,, — a, so hei3t a der Limes oder Grenzwert der Folge, und man schreibt

a= lim a,.

n—oo

- Der =-Trick: Man verlangt von jedem der zwei Terme nur =, damit die Summe < ¢ wird. Den brauchen wir standig.

2 2

- ,max(ny, n,)*“: Endlich viele Bedingungen der Form ,,ab n;“ gelten gemeinsam ab dem gréBten n;.

- Achtung: ,lima,"” hinschreiben darf man erst, wenn die Konvergenz feststeht!



3.1 EinschlieBungskriterium

Satz 3.1.7 (EinschlieBungskriterium, ,,Sandwich®). Seien a, —» aund b,, — a (derselbe Limes!).
Ist (c,,) eine Folge mit a,, <c¢, <b, furallen > ny, so giltauchc, — «a.

Beweis. Seie¢ > 0. Es gibt n; > ng, so dass fur n > n, beide gelten:

la, —al <e und |b, —al <e. Dann ist .
n
—<c<a,—a<c,—a<lb,—a<e Cn
— — ‘ —o—
) o — 00—
also |c,, — a| < ¢ fUr alle n > n,. //#+++ ¢
al’l

> N
Beispiele.
—1)\)1 _1\n
,_ls(l) Sl N (-1) 0
n n n n

1 1 - 1
0L —<L-=-furkeN = —->0.

nk n nk

- Haufigste Form: lIst|c, — a| < b, mit b, — 0, so folgtc, —» a. (Sandwich mita—b,, <c, <a+b,.)

Typische Anwendung: c, lasst sich nicht direkt ausrechnen, aber geschickt nach oben und unten abschatzen.



3.1 Konvergenz - Rationale Naherungen

Satz 3.1.8.

(@) T C R ist genau dann dicht in R, wenn es zu jedem x € R eine Folge (t,,) in T gibt mit ¢, — x.
(b) Zu jedem x € R gibt es eine Folge rationaler Zahlen (r,) mit r,, — x.

Beweis. (a) ,=>“ ZuneNwahlet, e Tn(x,x+ l) (T dicht). Dannist |t, — x| < % also t, —» x (Sandwich).

, <" Seien a < b, x—Lbundt —-xinT. Zue—b—glbtesnm|t|t — x| <eg, d.h.t, €(a,b)nT.

(b) folgt aus (a), da Q dlcht INn R ist (Satz2.5.11).

[lloonX] eQ mito<x-d,<10™".

Wegen 10" > n (Bernoulli: 10" =(1+9)" >1+4+9n) ist0<x—d, < l, alsod, — x.
n
Firx =+2: 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ... — /2.

Dezimalnaherungen (letzte Woche). Flr x € Rist d, =

- Damit ist gerechtfertigt, was \/5 = 1,41421356 ... mit unendlich vielen Stellen” bedeutet: Die Folge der abgebrochenen
Dezimalbrlche konvergiert gegen \/5

- Eine Folge in Q kann einen Grenzwert auBerhalb von Q haben.

» Physik: Gemessene und berechnete Werte sind immer rational. Eine reelle GroBe ,,kennen® heiBt: eine Folge rationaler
Naherungen angeben konnen, die gegen sie konvergiert,




3.1 Bestimmte Divergenz

Definition 3.1.9 (Teil 2). (a,) divergiert bestimmt gegen +oo, falls es zu jedem T > 0 ein n,y gibt mit
a,>T fUr jedes n > n,.

(a,) divergiert bestimmt gegen —oo, falls (—a,,) bestimmt gegen +oo divergiert. Schreibweise: a,, —» *o0, lima, = 0.
Man sagt auch ,,konvergiert gegen +oo in |—oo,+o00| = RU{—00,+00}“. Aber: +oo sind keine reellen Zahlen — in R jst so eine
Folge divergent!

Beispiele.

* a, =n— +oo (zu T wéhle n, > T: Archimedes); wegen n?> > n auch n> - +c0; —/n - —co.
* a, =(-1)"n: (—-1,2,-3,4,...) ist unbeschrankt, aber nicht bestimmt divergent (,unbestimmt divergent®).

Rechnen mit 00 (Konventionen): Fura e Rista+ 0o =00, co+ 00 =00, a-oc0o =oco flUra >0, oo - 00 = 0o USW.
Nicht definiert: co — 00 und 0-c0. Warum? Mit a, —» oo kann alles Mogliche passieren:
1

(n+1)—n-1, 2N —n — oo, (n+(—1)”)—ndivergent; l-n—>1, - . n? - oo.
n n

=, 2 muss man im Einzelfall genauer untersuchen (spéter: Regeln von de

00 0

S,Unbestimmte Ausdricke® oo — oo, 0 - oo,
I’Hospital, Abschnitt 5.3).



3.1 Nulifolgen

Definition 3.1.10. Eine Folge mit a,, — 0 hei3t Nullfolge.

1

Satz 3.1.11. Seiaq, > 0flralle n. Danngilt: a, >0 < . +00.
n

Beweis. ,=“ SeiT >0. Zue= % gibtesnymit0 < a, < % fir n > ny. Inversenbildung (Lemma 2.3.3 (h)): ST

(087)

, = Sele > 0. ZuT=lgibtesnO miti>1fUrnznO, also0<aqa, <e.
)

an 3
Beispiele. — — 0, dan® —> 0. — —0, dayn— oo (vgl. Ubung). Lo,
n2 ’ \Vn ’ n2+5n
 Die Voraussetzung a,, > 0 ist notig: a, = (_;)n > 0, aber ai = (—1)"n divergiert nicht bestimmt.

Allgemein gilt fir a,, # 0: a, - 0 < | 1 | & +c0.
n

« Merkregel in [—o0, oo ]: ,,i = 400,

1
o+ o0

= 0" — als Aussage Uber Folgen ist das genau Satz 3.1.11.

Physik: GréBen wie % (Coulomb-Potential) werden beliebig groBB, wenn der Abstand r, — 0 geht — und beliebig klein flr

7, — 0.




3.1 Beschrankte Folgen

Definition 3.1.12. (a,) heiBt nach oben beschrédnkt, fallses S € R gibt mita,, < Sflrallen € N (d. h. die Menge {a,, a,, ... }
st nach oben beschrénkt); analog nach unten beschrankt. (a,) heiBt beschrankt, falls beides gilt — aquivalent: es gibt S

mit |a,| < S fur alle n.
Satz 3.1.13. Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis. Seia,, » a. Zue=1gibtesny, mit |a, —al <1flirn > ny, also
_endlich viele

lan| < lap —al+faf <1+]a] (1= ng). T e
Fur die endlich vielen Ubrigen Glieder sei M = max(|ay|, ..., |ap,_1|). Dann ®e
gilt fir alle n: a__________‘___0___0___.___
< max(M, 1 . o © ¢ ¢
ay| < ( + |al) . .
> n

Beispiel 3.1.14. Die Umkehrung gilt nicht: (—1)" ist beschrankt, aber divergent.

- Kontraposition: Unbeschrénkte Folgen divergieren. Z.B. (—=1)"n, n* Fibonacci-Zahlen.
- Beweismuster: ,Ab n, kontrolliert die Konvergenz, davor sind es nur endlich viele Glieder.”



3.1 Konvergenz - Quiz

Quiz: Beschrankt? Konvergent? Bestimmt divergent? (Grenzwert angeben, falls vorhanden)

Folge (a,),en beschrankt? konvergent?  Grenzwert bzw. +c

(-1)"
@ =
B D"+ =

n

n°+1

c)
n

(

d) (1+ (—1)”) n
1

(e) ——n

(

(

n
f) a, = 1, falls n eine Primzahl ist, sonsta,, =0
Q) [nr/lz] (GauB-Klammer)

Tipp: Schreiben Sie jewelils die ersten funf Glieder auf.



3.1 Konvergenz - Auflosung des Quiz

Folge beschr. konv. Grenzwert Begrindung
(a) (_:l)n ja ja 0 Sandwich: —% <a, < %
(b) (—1)"+ % ja nein - 0, 2 —g, Z, ... springt zwischen Nahe von 1 und —1
(C) "2:1 =n+ % nein nein  +oo a, >n
d) A+-1)")n nein nein - 0,4,0,8,0,12,... unbeschrédnkt, aber immer wieder 0
(e) % —n nein nein —oo —a, =n-— % >n—1
(f)  Primzahl-Indikator ja nein - unendlich viele Primzahlen und Nicht-Primzahlen
(9) [n:] ja ja é g ~1< [g] < g also % - % <a, < é

- (b), (d), (f) Divergenz zeigt man wie bei (—1)": Es gibt zwei Werte, denen die Folge immer wieder nahekommt. (Am
Mittwoch eleganter mit Teilfolgen.)

- (f) Euklid: Es gibt unendlich viele Primzahlen. Also ist a,, = 1 fur unendlich viele n und a,, = 0 fur unendlich viele n (z. B.

alle geraden n > 4).

* (g) Typischer Einsatz der GauB-Klammer: x —1 < |[x] < x und dann Sandwich.



3.1 Die geometrische Folge "

Satz 3.1.15. (a)Istg> 1, so gilt ¢" - + . (b) Ist |g| < 1, so qilt g" — 0.

Beweis. (a) Schreibe g =1+ h mit h > 0. Bernoulli (letzte Woche): q* = (1 + h)" > 1+ nh.
Zu T > 0 wahle n, > Z (Archimedes) FUr n>nyg. q">1+nh>nh>nyh>T.

(b) FUr g = 0 Klar. Sonst ist m > 1, also W = (Iql) oo nach (a), also |g"| = |g|™® — 0 nach Satz 3.1.11.
Alle Falle: T .

qg>1 q" - 400 ‘.2208

®
q = "=1-1 ) *eees
—1<g<1 q"->0 ® ¢ °
: .. ® — —0.8
= -1 divergent, beschrankt o 1
qg<-—1 divergent, unbeschrankt,

nicht bestimmt divergent

Wie schnell? (%)10 ~ 1073, (%)20 ~ 107°: Jeder Schritt halbiert den Abstand - ,exponentiell schnell®, viel schneller als %




3.1 Geometrische Folge - Physik

Physik: Radioaktiver Zerfall. Nach jeder Halbwertszeit T;/, ist die Halfte der Kerne Ubrig: N,, = N, - (é)" nach n

Halbwertszeiten, also N,, — 0.

Wann ist weniger als 1 % Ubrig? (%)” < ﬁ — 2">100 < n>7 (2° =64, 27 =128).

lod-131 (Ty,, =~ 8 Tage): nach etwa 8 Wochen ist weniger als 1 % ubrig.

Physik: Springender Ball. Bei jedem Aufprall bleibt der Anteil g € (0,1) der H6he erhalten: h, = h,q" — 0.

Die Dauer des n-ten Sprungs ist proportional zu A/ h,, = 1/ hg (\/ﬁ)” — wieder geometrisch. Ob die Gesamtdauer unendlich

vieler Springe endlich ist, klaren die Reihen (Abschnitt 3.4, ndchste Woche).

Physik: Gedampfte Schwingung. Amplitude nach jeder Periode: A, =Ayqg" mit0 < g < 1.

Das logarithmische Dekrement A = In AA” = —Inqg (Logarithmus: Kapitel 4) misst die Dampfung.
n+1

Vergleich der Geschwindigkeiten: Fur ¢ = 107° braucht
S <1070 ng=10°+1, (%)” <107%: nyg=20 (2%° =1048576).

n



3.1 Rechenregeln

Satz 3.1.16 (Summe und Produkt). Seien a,, - aund b,, —» b. Dann qilt
(@ a,+ b, - a+ b, (b) a,b,, — ab.

Insbesondere: Aa, + ub, - Aa+ ub furA,u € R. Kurz: lim(a, +b,)=Ilima, +limb,, lim(a,b,) =Ilima, -limb,,.
Lineare Algebra: Die konvergenten Folgen bilden einen Untervektorraum von Abb(N, R), und lim ist eine lineare Abbildung

nach R.

Beispiel 3.1.17. — =-...2 50..0=0, also co+ 2 +2 +...4+% ¢,

nk n n n n2 ns

Definition 3.1.18. Eine Polynomfunktion ist f(x) = ag + a;x + --- + a;x° mit ag, ..., a, € R.

Korollar 3.1.19. Ist f eine Polynomfunktion und x,, — a, so qilt f(x,,) — f(a). (Wiederholte Anwendung von (a), (b).)
Polynome sind also ,,folgenstetig® — ein Vorbote der Stetigkeit in Kapitel 4.

Achtung: Die Regeln setzen voraus, dass beide Grenzwerte existieren!
*a,=n,b,=-n. a,+b,=0-0, aber ,lima, + limb,” ist sinnlos.
* a, =b, =(-1)* a,b, =1- 1, obwohl (a,) und (b,) divergieren.
* |Ist (a,) konvergent und (b,,) divergent, so ist (a,, + b,,) divergent (sonst wéare b,, = (a,, + b,,) — a,, konvergent).




3.1 Rechenregeln - Bewels

Beweis von Satz 3.1.16. (a) Sei ¢ > 0. Wahle n, so, dass |a,, —al| < g und |b, — b| < g far alle n > ny. Dann qilt
(@, +bp) = (@+b)| <la,—al+|b,—b| < - +- ==

(b) Trick: eine geschickte Null addieren.
anb, —ab = ayb, — ayb+ayb—ab = a,(b, —b)+ (a, —a)b.

A\

v

=0
Konvergente Folgen sind beschrankt (Satz 3.7.13): Es gibt M > 0 mit |a,,| < M fur alle n und |b| < M. Also

|anbn o Clb| < |an| |bn o b| + |an —da |b| < M(|bn o b| + |an o a|)

Zu ¢ > 0 wahle ny mit |a,, — a| < j und |b,, — b| < ﬁ fiir n > ny,. Dannist |a,b, — ab| < «.

- Beide Beweise folgen dem Muster: Differenz zum Grenzwert durch bekannte Nullfolgen abschéatzen.

» Der Trick ,—a, b + a,,b” ist derselbe wie bei der Fehlerfortpflanzung letzte Woche (xy — Xy): Konvergenz eines Produkts ist
Fehlerfortpflanzung mit Fehlern — 0.



3.1 Rechenregeln - Quotienten

Lemma 3.1.22. Konvergente Folgen a,, — a und b,, — b haben genau dann denselben Grenzwert, wenn a,, — b,, — 0.
(Denn a — b =lim(a, — b,).)

Satz 3.1.23 (Quotient). Seiena, - aund b,, - b mit b # 0. Dann gibt es ny mit b,, # 0 fir n > n,y, und
al’l
by,

a
> E (I’l Z I’lO).

% gibt es ny, mit |b,, — b| < % fur n > ny. Umgekehrte Dreiecksungleichung:

[bpl 2 [b] = |b—Dby| > [b] -

Beweils. Zu ¢ =

% — |—l2’| > 0 (die b,, bleiben von 0 weg).

Damit gilt fUr n > ny:
1 1, |b—Db,] 2

LI < =_|b,—b| — O,
by, " bl = Topp] = R P TP

also bi - % (Sandwich). Mit der Produktregel: Z—” =a, - bi —>aq- % . %.

. . . . . 1 1 1/n? 1 0, . .
Fur b = 0 ist keine allgemeine Aussage moglich: 1;" > 1, U/—”z =N — 00, 1/7" =-->0 (”5 Ist unbestimmt).
n n n n




3.1 Rechenregeln - Bruche von Polynomen

2
Beispiel 3.1.24. q, = 322 -—|I: Zn

Trick: Mit iz erweitern (héchste Potenz des Nenners ausklammern):.
n

. Zahler und Nenner divergieren — Satz 3.1.23 ist nicht direkt anwendbar.

3 7
oo 2Ta 340
"4 2 140

n2

3.

Allgemein: FUr f(x) = a,xP +--- +ay, und g(x) = byx? + --- + by mit a,,b, # 0 gilt (nachrechnen)):

0, p <q,
. f(n) ap
Iim —= = { —, p=q,
n—oo g(n) bq

+o00 bzw. — oo (Vorzeichen von a,/b;), p > q.

,Fur groBe n gewinnt die héchste Potenz.

3 4 3 3
. n°—1 1 5n+ 2 1—n 2n+1) 1
Beispiele. > — > 0 - =2+ — 8.

cISpIele n3d+n 4° n2-3 ' o2n2+1 =0 n3 ( n) ~
Physik: Grenzverhalten far groBe Parameter (,fihrende Ordnung®) bestimmt man genau so, z.B. far groBe Abstande oder

hohe Energien.




3.1 Rechenregeln - Ubung

Ubung: Grenzwerte berechnen. (5-7 Minuten) Bestimmen Sie die Grenzwerte und begriinden Sie mit den Rechenregeln.

(n+1)(2n - 3) 1\ n°+(—=1)"n 1+2+--+n
a b (1 —) C d
@) n? + 4n () +n ) ns+1 (@) n2
Wo steckt der Fehler?
. 1 . .1
(e) Ilm(n-—)z imn- lim — =00-0=0.
n— oo n n— oo n—->oo N
. 1 1 1 .1 .1 1
(f) I|m(—+—+---+—)=I|m—+I|m—+---+I|m—=O+O+---+O=O.
n—oo\11 n n n n n

n Summanden



3.1 Rechenregeln - Auflosung der Ubung

1 3
@) m+¢mm-s%=mﬂ—n—3=2—;—;z 2,
n2 + 4n n2 + 4n 14+ 2 1

(b) 1+ -1, alsonach Korollar 3.1.19 mit f(x) = x* (1+=) —»15=1.
n
Aber Vorsicht: (1 + %)n — Exponent wachst mit! Dort ist die Antwort nicht 1 (Mittwoch, Zum Mitdenken).

(D"

24 (-1)"n 17 1 L (=1)" ] o
(c) ! :;2(__ 1) n T > 3 18 =1 (mit ( :l) > 0 aus dem Sandwich-Beispiel).
1+ —
. o n(n+1)/2 1 1 1
(d) Dreieckszahlen: — = 5(1 + ﬁ) - 5
(e) Die Produktregel gilt nur, wenn beide Grenzwerte in R existieren; (n) divergiert. Richtig: n - 11501,

n
,00 - 0“ Ist ein unbestimmter Ausdruck.

(f) Die Summenregel qilt fur eine feste Anzahl von Summanden. Hier wachst die Anzahl mit n.

Richtig: n - % =1 — 1. Bei solchen Summen hilft oft Abschéatzen jedes Summanden nach oben und unten — und dann

Sandwich.



Zusammenfassung - Viontag

Das sollten Sie nach heute konnen:

 Die Definition der Konvergenz aufschreiben, in Worten erklaren (,fast alle Glieder in jeder e-Umgebung®) und verneinen.
- Konvergenz mit € und ny, nachweisen (raten — vereinfachen — abschéatzen — n, wéahlen); Divergenz beweisen.
 Eindeutigkeit des Limes, EinschlieBungskriterium, Beschranktheit konvergenter Folgen; g—Trick.

- Bestimmte Divergenz; erklaren, warum co — oo und 0 - co nicht definiert sind.

- q" in allen Fallen; Rechenregeln fur Summe, Produkt, Quotient — und ihre Voraussetzungen.

Zum Mitdenken bis Mittwoch:

(1) Finden Sie Folgen a,, - 400 und b,, - 0 mit (i) a,,b,, — 5, (ii) a,,b,, — 400, (iii) (a,b,) beschréankt, aber divergent.
(2) Zeigen Sie: Ist (a,) beschrankt und b,, — 0, so qilt a,,b,, — 0. (Warum hilft die Produktregel hier nicht?)
(3) Wahr oder falsch: Ist a,, > 0 fur alle nund a,, - a, soista > 0.

Néchstes Mal: Monotone Folgen, Cauchy-Folgen, Intervallschachtelung, Abzéhlbarkeit, Teilfolgen, Bolzano—Weierstral.



UNIVERSITAT
LEIPZIG

Kapitel 3: Folgen und Reihen

Monotone Folgen - Cauchy-Folgen : Intervallschachtelung -
Abzahlbarkeit - Teilfolgen - Bolzano-Weierstraf3

Mittwoch, 4. November 2026 - A. Deitmar, Analysis, Kapitel 3



Ruckblick - Zum Mitdenken

Auflosung ,,Zum Mitdenken“ vom Montag.
(1) () ap=n by==1 apby=5-5 (i) ay=n’ by==: apby=n- +oo.
(=",

n
(i) a, =n, b, = . a,b, = (—1)" — beschrankt, aber divergent.
n
,00 - 0“ kann also alles sein — deshalb ist es nicht definiert.

(2) Sei|a,| < S fur alle n. Dann qilt
_Slbnl < anbn < Slbnla
und £S|b,,| = 0 (Produktregel mit der konstanten Folge S). Sandwich: a,b,, — 0.

Die Produktregel ist nicht anwendbar, weil (a,,) nicht konvergieren muss. Beispiel: (—-1)" - % — 0.
Merke: beschrankt mal Nullfolge ist Nullfolge.

(3) Falsch: q, = LS 0, aberlima, = 0. Richtigist nura > 0 - das ist der erste Satz heute.
n




3.1 Monotonie des Limes

Satz 3.1.25 (Monotonie des Limes). Seien a, —» aund b,, - b, und es gebe ny, mit a, < b, fur alle n > ny,. Dann qilt
a <b.

Beweis. Seie¢ > 0. Furn groBB genug (n > ny, und |a, —al, |b,, — b| < g) gilt
a=a,+(a—a,)<b,+(a—a,)=b+(b,—b)+(a—a,) <b+ec.

Ware a > b, so ergabe ¢ = a — b den Widersprucha < b+ (a—b) = a. Alsoista < b.

- Spezialfélle: a, < Sfurallen = lima, <S; a, >0flrallen = lima, > 0.

. Achtung: Aus a, < b, folgt nur a < b, nicht a <b: 0 < % aber im0 = 0 = lim %
»,Beim Grenzlubergang werden strikte Ungleichungen zu <.“
* Ist a,, € |c,d] fur alle n, soist auch lima, € [c,d]|: Abgeschlossene Intervalle sind ,,grenzwertstabil®,
offene nicht (l € (0,1) furn > 2, aber der Limes 0 & (0,1)).
n

Physik: Erfallt jede Messung a,, < S (z. B. eine Energie unterhalb einer Schranke), so auch der Grenzwert — aber eine echte
Ungleichung kann im Limes zur Gleichheit werden.



3.1 Rechenregeln - \Wurzeln

Lemma (Wurzel und Limes). Seien a,, > 0 und a,, — a. Dann gilt \/a,, = +/a.
(Nach Satz 3.1.25 ist a > 0, also +/a definiert.)

Beweis. Fall a > 0: Mit (\/x —+/y)(4/x ++/y) = x —y (dritte binomische Formel) ist

a, —\a g — dl a, —a .
Va, —a| = T ive \/_I | = 0

Fall a = 0: Zu e > 0 gibt es ny mit a,, < & fir n > n,, also +/a, <.

Erweitern mit der ,,Konjugierten“. /n+1—1/n ist vom Typ ,.00 — 0. Aber

- (Wn+1—-yn/n+1+4/n) 1
L O Vn+1++/n n+l+n \/_

Beispiel: 4/a — 1 fiir jedes a > 0. Sei zuerst a > 1. Dannist 4/a > 1; setze h, = %/a—1 > 0. Bernoulli:

a—1
a=01+h)">1+nh, = 0<h,< - > 0.

FurO<a<1ist L > 1, also ”\/E = 1/”\/1/a — % =1 (Quotientenregel).
a




3.1 Monotone Folgen

Definition 3.1.26. (a,) hei3t monoton wachsend, falls a,, < a,,,; fur alle n € N, und monoton fallend, falls a,, > a,,., fur alle
n. Monoton hei3t: monoton wachsend oder monoton fallend. (Mit < bzw. >: streng monoton.)

Wie pruft man Monotonie?

- Differenz: a,,, —a, >0 = wachsend.
n n+1 n _ (n+l)’—n(n+2) _ 1

Bsp.: a,=—: a —a, = —
P-- Gn =77 ntl TR T 0 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)

+ Quotient (nur fir a, > 0); = <1 = fallend.

37)
! a (n+1)! n" n" n \n
Bsp.: a, = —:; -l — = =(—) <1.
P f nn an (n+1)n+1 p| (n+1)n (n+1 ) _

* Induktion, v.a. bei rekursiv definierten Folgen (gleich: Heron-Verfahren).

Beispiele. wachsend: n?, 1-— % Fibonacci f,, (f,41— J, = [n—1 = 0); fallend: % q" fur0 < q < 1;
(="
n

nicht monoton: (—1)", (obwohl konvergent).

Monotonie muss nicht ab n = 1 gelten: ,monoton ab n,* gentigt fir Konvergenzfragen — endlich viele Glieder andern nichts
an Konvergenz und Grenzwert.



3.1 Monotone Konvergenz

Satz 3.1.27 (Monotone Konvergenz). Sei (a,,) monoton. Ist (a,) beschrankt, so konvergiert (a,) in R.
Ist (a,,) unbeschrankt, so divergiert (a,,) bestimmt gegen +oco oder —co.
Genauer: (a,) wachsend und beschrankt = lima, = sup{a, : n € N}.

Beweis. O.B.d.A. ist (a,,) wachsend (sonst betrachte —a,,).

Unbeschrénkt: Zu T gibt es ny mit a,,, > T, wegen der Monotonie also . T
a, > a,, > T fUr alle n > ny. _a_z e ¢ 00000000
. . - O
Beschrankt: Nach dem Supremumsaxiom existiert a = sup{ay, a,, ... }. o
Sei¢ > 0. a—cist keine obere Schranke, also gibt es ny mit a,,, > a —c«. o
FUI’ l’l Z nO: no > n

a—e<au, <a,<aq,

also |a, — a| < e.

 Erster Konvergenzsatz, der Konvergenz liefert, ohne den Grenzwert vorher zu kennen.

- Hier steckt die Vollstandigkeit von R: In Q ist der Satz falsch - 1; 1,4; 1,41; 1,414; ... ist wachsend und beschrankt, hat
aber keinen Limes in Q.



3.1 Monotone Konvergenz - Heron-\Verfahren

, 1 2
Heron-Verfahren fur \/5 X =2, Xpe1 = §(x” + x_)
n

Idee: Ist x > \/5 So ist % <12 — der Mittelwert der beiden ist eine bessere Naherung. (Babylonier, ca. 1700 v. Chr.)

1. Wohldefiniert, x,, > 0: Induktion: x;, =2>0, und x, > 0= x,,,; > 0.

2. x2 > 2 fiuralle n: x? =4, und

1 2 \?2 1 4
X%H_I—Z:Z(xn-FX—) —2=Z(X%—4+x—2)
n n

1
- |
—

e
>

|
|
S
~—

\%

-

2
— 2
3. Monoton fallend: x, —x,,; = %(xn — i) = x;’x >0 (nach 1. und 2.).
n

4. Konvergenz: (x,) ist fallend und durch 0 nach unten beschrankt = x, - x (Satz 3.1.27).

5. Grenzwert: Aus x2 > 2 folgt x> > 2 (Satz 3.1.25), also x > \/5 > 0. Mit x,,,; — x und den Rechenregeln:

1 2
x=§(x+;) = X =x4+2 &= x*=2 & x=\/§ (da x > 0).



3.1 Heron-Verfahren - Numerik

- Alle x,, sind rational, der Grenzwert nicht.
Die ersten Glieder: "

» Fehlerformel (nachrechnen)).
n o X, X, — \/E \/_
_ (x,, —\2)?
— 10-2 n
2 32=15 3,610 Quadratische Konvergenz: Die Zahl der richtigen
3 17/12 =1,416666... 2,5-107° Stellen verdoppelt sich in jedem Schritt.
4 577/408 = 1,414215 686 ... 2,1-107° » Heron ist das Newton-Verfahren fir f(x) = x* — 2
5 665857/470832 = 1,414213562374 ... 1,6 - 10~12 (Kapitel 5). So berechnen Taschenrechner
’ B 0.0.10-25 Wurzeln.

Vorsicht beim ,Fixpunkt-Trick®“ (Grenziubergang in der Rekursion): Er setzt voraus, dass der Grenzwert existiert!
a; =1, a,4; =2a,. ,a=2a, alsoa=0“ - falsch, denna, =2""! - +.
Reihenfolge also immer: erst Konvergenz zeigen (z. B. monoton + beschrankt), dann Grenzwert aus der Fixpunktgleichung.



3.1 Monotone Konvergenz - Ubung

Ubung: Monotone Konvergenz. (5-7 Minuten)

. 1 .
(1) Seia; =0 und a,,,; = ~an + 1. Berechnen Sie a,, as, a,.

Zeigen Sie: a, <2 fur alle n, und (a,) ist monoton wachsend. Bestimmen Sie lima,,.

n
(2) Sei s, = 1;1 % =1+ % + % + -+ % Zeigen Sie, dass (s,,) konvergiert.

. . L1 1 1 1
© Fir k > — < = =
Tipp: Far k > 2 ist Z S WD &

(3) Wahr oder falsch? (a) Jede konvergente Folge ist monoton.
(b) Ist (a,,) wachsend und a,, — a, soist a, < a fur alle n.



3.1 Monotone Konvergenz - Auflosung der Ubung

(1) a,=1, a3 = Z Ay = 2. Schranke (Induktion): a; =0 <2; aus a, <2folgt a,,; < % -2+ 1=2.
Monotonie: a,,; —a, =1-— éan = %(2 —a,) > 0. Also konvergiert a,, - a, und a = %a +1 < a=2.

Explizit: a, = 2 —2°~" (Induktion) — der Abstand zum Grenzwert halbiert sich in jedem Schritt.
1

(2) (s,)istwachsend (s,,,; — s, = oy > 0). Beschrankt mit der Teleskopsumme:
n
1 1 1 1 1 1 1 1
< — ) = — — — - = —)|=2—- = .
S"—1+kZ::2(k—1 k) 1+(1 2)+(2 3)+ +(n—1 n) fm =

2

Nach Satz 3.1.27 konvergiert (s,,), mit Grenzwert < 2. (Euler: Der Grenzwert ist % ~ 1,645 — Fourier-Reihen, Kapitel 7.)

(3a) Falsch: (_:l)n > 0, aber nicht monoton.

(B3b) Wahr: Nach dem Beweis von Satz 3.1.27 ist a = sup{a,}. Oder: Fur festes mist a,, < a, furalle n > m, also
a,, <lm,a, =a (Satz3.1.25).

(2) ist unsere erste Reihe ZZOZI % eine Folge von Partialsummen. Darum geht es nachste Woche.



3.1 Monotone Konvergenz - Physik

Physik: Annaherung an ein Gleichgewicht. Viele Prozesse, in festen Zeitschritten betrachtet, folgen einer Rekursion

A,41 =qa, +c¢ mit0 < g < 1.

» Abkihlung (Newton): Pro Minute verringert sich der Abstand zur Raumtemperatur T;; um einen festen Anteil:
Ty — 1y = Q(Tn - TU)a also Tyyr =q1, + (1— q)TU-
- Kondensator laden: Spannung nach jeweils einer Zeitkonstante U,,; =e 1 U, + (1 —e™ 1) U,.

- Die Ubung (1) eben: g = % c=1.

Losung: Der Fixpunkt a* = qga™ +c ist a* = é. Subtrahieren gibt a,,.; —a* =q(a,, — a*), also

a,—a*=qg"1(aq; —a*) - 0 (Satz 3.1.15).
Also a,, — a* = é fUr jeden Startwert a; — monoton von unten (a; < a*) oder von oben (a; > a%).
Der Abstand zum Gleichgewicht ist eine geometrische Folge — das ist der diskrete Vorldufer der Exponentialfunktion e~
(Kapitel 4 und Differentialgleichungen, Kapitel 11).



