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Ruckblick - Zum Mitdenken

Auflosung ,,Zum Mitdenken®“ vom Mittwoch.

(1) f:(,1)—(1,3), f(x) =2x+1 ist wohldefiniert: 0 <x<1=>1<2x+1<3.
Kandidat fur die Umkehrabbildung: g: (1,3) - (0,1), g(y) = y7—1 Prufe beide Gleichungen:

(2x+1)-1

g(f) =" =x fla)=2-Z+1=y.
Also ist f bijektiv mit f~! =g (Satz 1.3.5).
2) f:1->2, 21 (Vertauschung) und g =1 (konstant). Dann ist
feg=2  gof=1l  also fog#gof.

(3) f(x)=x>+1ist bijektivmit f~1(y) =3/y — 1, denn
FE o) =-D+1=y, f(f(x)=Vx3=x

Dass jede reelle Zahl eine dritte Wurzel besitzt, ist gar nicht selbstverstandlich: Es beruht auf der Vollstandigkeit von R — dem
Ziel dieser Woche (Kapitel 2).



1.4 Kartesisches Produkt

Kartesisches Produkt. FuUr Mengen X,Y ist

XxY={xy) :xeX, yeY} .
die Menge aller geordneten Paare. Dabei gilt 5 e e
(6,y)=K,y") & x=x"undy=)" 41 o e (2,4)
Beispiele 1.4.1. ; ..
« {1,2} X {3,4,5} ={(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4), (2, 5)}.
- R X R = R? ist die kartesische Ebene. ——+—— X

2 -3 = 6 Punkte

» Reihenfolge zahit: (1,3) # (3,1), und im Allgemeinenist X XY #Y X X.
- Sind X, Y endlich, so gilt | X xXY|=|X]-|Y]|.
- Genauso: X XY XZ={(x,y,z) : xeX,yeY,ze Z}, z.B. der Ortsraum R?.

Physik: Ein Ereignis ist ein Punkt (t,x) € R x R®> (Raumzeit); der Zustand eines Teilchens ist ein Punkt (x, p) € R3 x R?
(Phasenraum).



1.4 Relationen

Definition 1.4.2. Sei X eine Menge. Eine Relation auf X ist eine Teilmenge R C X X X.
Man schreibt x ~p y oder einfach x ~ y, falls (x,y) € R.

Eine Relation legt also fest, welche Paare ,,in Beziehung stehen”.

Beispiele 1.4.3. y 5 e o o
 Auf der Menge aller Menschen: T 4 o o
X ~y < xist Vetter von y. = _— . .
- Auf R die , kleiner-gleich-Relation*: r X 3 o o
X~y & x<). 1] e o o
- Auf Z die Paritét: L2 3 45
X ~y < x—yist gerade. RCRXR Paritdt auf {1, ..., 5}

- Auf jeder Menge die Gleichheit:
R ={(x,x) : x € X} (die ,,Diagonale®).



1.4 Aquivalenzrelationen

Definition 1.4.4. Eine Relation ~ auf X heiBt Aquivalenzrelation, falls fiir alle x, y,z € X qilt:

X~ X Reflexivitat
X~y => y~X Symmetrie
X~Y,y~Z = X~2Z Transitivitat

Gilt x ~ y, so sagt man: x ist dquivalent zu y. Idee: ,gleich bis auf Unterschiede, die uns nicht interessieren”.

Beispiele 1.4.5.

- Die Vetter-Relation ist keine Aquivalenzrelation: Niemand ist sein eigener Vetter (nicht reflexiv); und ist x Vetter von y und
y Vetter von z, muss x nicht Vetter von z sein.

- < auf R ist keine Aquivalenzrelation: 0 <1, aber 1 £ 0 (nicht symmetrisch).

- Die Paritat auf Z ist eine Aquivalenzrelation:
reflexiv: x — x = 0ist gerade; symmetrisch: y — x = —(x — y) ist gerade, wenn x — y es ist;

transitiv.: x —z = (x —y) + (y — z) ist als Summe gerader Zahlen gerade.




1.4 Aquivalenzrelationen - Quiz

Quiz: Reflexiv? Symmetrisch? Transitiv?

Relation reflexiv. symm. transitiv  Aqg.-Rel.?

a x~y << x<y aufR

b) x~y < x—yezZ aufR

) x~y < |x—y| <1 aufR (,ungeféhr gleich®)

d x~y < x-y>0 aufR

) g~h < g|| h aufderMenge der Geraden in der Ebene
(f) R=¢@ aufeinerMenge X # @&

Tipp: Zum Widerlegen geniugt jeweils ein Gegenbeispiel — bei der Transitivitat also drei Elemente x,y,z mit x ~y, y ~ z, aber
X Z.



1.4 Aquivalenzrelationen - Auflosung des Quiz

Relation ref. symm. trans. Begrindung
@ x<y nein nein ja 040, 0<1, aberl <£0
b) x—-yeZ ja ja ja wie bei der Paritdt: x—z=(x—y)+ (y — z)
) |x—y|l<1 ja ja nein 0~0,6, 0,6 ~1,2, aber0 ~ 1,2
d xy>0 nein ja ja 0-0=0;, xy >0, yz> 0= gleiche Vorzeichen
e gl h ja ja ja Klassen = Richtungen
f) R=@Q nein ja ja Voraussetzung nie erfillt — ,leer wahr*

Aquivalenzrelationen sind also genau (b) und (e).

 (¢) ,Ungefahr gleich® ist nicht transitiv: Viele kleine Abweichungen summieren sich zu einer groBen. Physik: Messwerte,
die jewelils iIm Rahmen der Messgenauigkeit Ubereinstimmen, kbnnen insgesamt weit auseinanderliegen.

- (d) Auf R\ {0} ist xy > 0 eine Aquivalenzrelation (,gleiches Vorzeichen®). Die Grundmenge z&hlt!
- (f) Symmetrie und Transitivitat sind ,,Wenn—-dann“-Aussagen - sie sind wahr, wenn das ,,Wenn“ nie eintritt.



1.4 Aquivalenzklassen

Definition 1.4.6. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Fiir x € X heiBt
[x]=yeX 1 y~xj
die Aquivalenzklasse von x. Jedes y € [x] nennt man einen Reprdsentanten der Klasse.

Paritat auf 7. [0]={...,—4,-2,0,2,4,...} (gerade Zahlen), 1] ={...,-3,—-1,1,3,...} (ungerade Zahlen).
Dabeiist |[0] = [2] =|—-4] = ... und [1] =|3] =[-1] = ... — es gibt nur zwei verschiedene Klassen.

Reste modulo 3. AufZsei x ~y < x— yistdurch 3 teilbar. Drei Klassen |0],[1],[2]:

-

Alltag: Uhrzeiten rechnen ,modulo 12° bzw. ,,modulo 24“: 3 Uhr und 15 Uhr zeigen dieselbe Zeigerstellung.



1.4 Aquivalenzklassen - Zerlegung in Klassen

Proposition 1.4.7. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf X, so zerfallt X in
paarweise disjunkte Aquivalenzklassen.
Ist umgekehrt eine disjunkte Zerlegung

x=||x

el

gegeben, so definiert

X~y < xundy liegen in derselben Menge X;

eine Aquivalenzrelation, deren Klassen genau die X; sind.

Merke: Eine Aquivalenzrelation auf X ist dasselbe wie eine Zerlegung von X in disjunkte Teilmengen.

 Paritat: Z = {gerade Zahlen} L {ungerade Zahlen}.
- Parallelitdt: Menge der Geraden = | | (Geraden mit fester Richtung).

Die Menge aller Aquivalenzklassen bezeichnet man mit X/~ (,X modulo ~*).



1.4 Aquivalenzklassen - Beweis von Proposition 1.4.7

Beweis. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X.

Schritt 1. Jedes x € X liegt in einer Klasse, namlich x € [x] — wegen der Reflexivitat x ~ x.

Schritt2. Firx,y e X qilt: ye[x] = [y]=[x].

,C“ Seiuel|y],alsou~y. Mity~ xfolgtu~ x (Transitivitédt), also u € [x].
,D“ Aus y ~ xfolgt x ~y (Symmetrie), also x € |y]. Nach ,c* mit vertauschten Rollen folgt [x] C [y].

Schritt 3. Fir x,y € X qilt entweder |x| = [y] oder |[x]|n|y| = @.
Ist [x] N [y] # @, so gibt es ein u mit u € [x] und u € [y]. Nach Schritt 2 ist [u] = [x] und [u] = [y], also [x] = [y].

Nach Schritt 1 und 3 bilden die Aquivalenzklassen eine disjunkte Zerlegung von X.
Die Umkehrung (Zerlegung = Aquivalenzrelation) ist eine gute Ubung.

Folgerung: |x]|=|y| < x~y. Man darf also mit beliebigen Représentanten einer Klasse rechnen.




1.4 Aquivalenzklassen - Beispicle

Beispiel 1.4.8. AufRsei x ~y < x—y € Z. (Aquivalenzrelation, siehe Quiz (b).)
Die Klassevon xist [x]={...,x—2, x—1, x, x+ 1, x+ 2,...}. Man schreibt R/Z flr die Menge der Klassen.

- Jede Klasse hat genau einen Reprasentanten in [0,1) (den

,INachkommaanteil*). | ﬁ . IX;LI . Ix;rZ. |
« Die Projektion R - R/Z, x — [x], ,wickelt die Gerade auf einen Kreis 0 1 2 3
auf“: x und x + 1 landen auf demselben Punkt. l
[0]
Physik: Winkel und Phasen. Die Winkel ¢ und ¢ + 27 beschreiben
dieselbe Stellung eines Zeigers. Eigentlich lebt ein Winkel also in R/277Z -
ebenso die Phase einer Schwingung cos(wt + ). R/Z

Briiche sind Aquivalenzklassen. AufZ x (Z\ {0}) sei (p,q) ~ (p',q)) < pq = p'q.
Dannist z.B. (1,2) ~ (2,4) ~ (—=3,—6), und der Bruch % ist die Klasse [(1,2)]. So kann man Q aus Z konstruieren.

Transitivitat: Aus pq’ = p'qund p'q” = p"q’ folgt q'(pq” — p"q) = 0, und wegen q’ # 0 dann pq" = p”q.



1.4 Rechnen mit Restklassen - //n/

Restklassen modulon. SeineN,n>2. AufZsei a~b < nteilt a—b. (Aquivalenzrelation wie die Paritét.)
Die Klassen |a] ={...,a—n, a, a+ n, a+ 2n,...} heiBen Restklassen modulo n; es gibt genau n davon:

Z/nZ .=1{0],|1],...,[n—1]}L
Rechnen mit Klassen. Man definiert |a|+ |[b] :=|a + b], la] - |b] :=|ab].

Problem: Ist das Uberhaupt eine Definition? Eine Klasse hat viele Reprasentanten — hangt das Ergebnis von der Wahl ab?

Lemma. Die Verknipfungen sind wohldefiniert: Aus |a] = [a’] und |b] = [b’] folgt [a + b] = |[a’ + b'| und [ab] = [a'b’].

Beweis. Esista’' =a+knund b’ =b+Inmitk,l € Z. Dann gilt
a+b =(a+Db)+ (k+ Dn, a’'b’ = ab + (al + bk + kln) n.

Also teilt n die Differenzen (a’ + b’) — (a + b) und a’b’ — ab.

Beispiel n = 12 (Uhr). [9] + [5] = [14] = [2]: 5 Stunden nach 9 Uhristes 2 Uhr. Kurz: 9+ 5 =2 (mod 12).



1.4 Wohldefiniertheit - \/ektoren als Klassen

Wohldefiniertheit kann schiefgehen.

Gegenbeispiel 1. ,Z/6Z - 7Z/4Z, |als — |al,“ ist keine Abbildung: [0]s = [6]s, aber [0], # [6], = [2]4.

Gegenbeispiel 2. ,0 — Z, g — p+ g“ ist nicht wohldefiniert:

. r S+r
Dagegen ist £ + - ;= 221
q s gs

L-Z2 aber1+2#2+4.
2 4

wohldefiniert — das ist der eigentliche Grund, warum die Bruchrechnung funktioniert.

Physik: Vektoren als Aquivalenzklassen. Zwei Pfeile in der Ebene (oder
im Raum) heilBen dquivalent, wenn sie durch eine Parallelverschiebung /
ineinander Ubergehen (gleiche Lange, gleiche Richtung). | Preil |

- Ein Vektor v ist eine Klasse von Pfeilen; jeder Pfeil ist ein Reprasentant.
- Krafte, Geschwindigkeiten, ... sind Vektoren: Es kommt nur auf Betrag

und Richtung an, nicht auf den Angriffspunkt. / /
8/7\

- Die Addition ,,Pfeil an Pfeil*” ist wohldefiniert: Verschiebt man die
Reprasentanten, so verschiebt sich auch das Ergebnis nur parallel.




1.4 Restklassen - Ubung

Ubung: Rechnen in Z/57 und Z/6Z. (5 Minuten, gern zu zweit)
(1) Berechnen Sie in Z/57: [3]+[4], [3]-[4], [2]* [-7] (@ls[r]mit0<r <4).
(2) Finden Sie in Z/57 zu jedem |a] # [0] ein |b] mit |a] - [b] = [1].
(3)
(4)

3) Finden Sie in Z/6Z zwei Klassen [a],|b] # [0] mit [a] - [b] = [0].
4) Gibt es in Z/6Z eine Klasse |b] mit [2] - [b] = [1]?

Tipp: Stellen Sie eine Multiplikationstabelle auf. Bei (4): Welche Reste kann 2b modulo 6 Uberhaupt haben?

Zur Einordnung: Gleich definieren wir den Begriff Kéroer. Die Ubung zeigt schon den Unterschied:
In Z/57 kann man durch jede Klasse # |0] ,teilen®, in Z/6Z nicht.



1.4 Restklassen - Auflosung der Ubung

Multiplikation in Z/5Z7: Multiplikation in Z/6Z:
0O 1 2 3 4 01 2 3 4 5
0O/]0 0O 0O 0 O 0|0 O 0 O 0 O
110 1 2 3 4 110 1 2 3 4 5
210 2 4 1 3 210 2 4 0 2 4
3|0 3 1 4 2 310 3 0 3 0 3
410 4 3 2 1 410 4 2 0 4 2
Jede Zeile # 0 enthalt genau eine 1. 5|0 5§ 4 3 2 1

(1) Bl +[4]=[71=1[2], [3]-[4]=[12] =[2], [2]*=[16]=[1], [-7]=[-7+10]=[3].

2) [1]7' =[1], [2]7' =13], [3]7' =[2], [4]7 ' =[4] (denn2-3 =6, 4 -4 =16).

3) [2]-[3] =1[6] =[0] oder [3]-[4] =[12] = [0].

(4) Nein: 2b ist gerade, und 2b — 1 ist ungerade, also nie durch 6 teilbar. (Zeile 2 enthélt keine 1.)

In 7/6Z gibt es ,,Nullteiler”: [2]-[3] =|0], obwohl beide Faktoren # |0| sind. Wir werden sehen: In einem Korper geht das
nicht.
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2.1 Zahlbereiche

Warum immer groBBere Zahlbereiche? Jede Erweiterung macht eine Rechenoperation uneingeschrankt moglich.

Zahlbereich neu moglich noch unlosbar
N=1{1,2,3,...} Zahlen, +, - x+5=3
zZ=4{...,-2,-1,0,1,2,... } Subtraktion 3x =1

Q= {S : p,q € Z, q>0, pund q teilerfremd] Division (durch q # 0) X% =2

R ,Licken geschlossen® (Mittwoch) x* = -1 — C, Abschnitt 4.5

Proposition 2.1.1. Es gibt keine rationale Zahl r mit r* = 2.
Beweis. Angenommen doch, r = g mit p,q € Z, g # 0. Kurzen wir alle Faktoren 2, so sind p und g nicht beide gerade.
2
Aus 2 = r? = % folgt p* = 2g*. Also ist p? gerade, damit auch p (denn ungerade - ungerade ist ungerade), etwa p = 2k.

Dann ist 2¢g* = p* = 4k?, also g* = 2k?, und genauso ist g gerade. Widerspruch!

Die Diagonale d eines Quadrats mit Seitenldnge 1 erfillt d* =1+ 1 = 2 (Pythagoras). In Q hat diese Ldnge keinen Platz.




2.1 Zahlbereiche - \Veitere irrationale Zahlen

Wie weit tragt der Beweis von Proposition 2.1.1?

V3 & Q. Angenommen £ gekiirzt mit p? = 3g2. Dann teilt 3 die Zahl p2.
q
Ist p = 3k +r mit r € {1, 2}, so ist p? = 9k? + 6kr + r* und r* € {1,4} — also lasst p* den Rest 1 bei Division durch 3.

Folglich ist 3 | p, etwa p = 3k, also 9k* = 3g*, g* = 3k?, und ebenso 3 | g. Widerspruch zur Kirzung.

Das ist Rechnen in z/37: [1]* =[1], [2]* =[4] =[1]. Also: [p]* =[0] = [p] = [0].
Warum klappt das bei \/Z nicht? Aus ,4 teilt p* folgt nicht 4 teilt p“ (Beispiel p = 2). Natirlich, denn \/Z =2 € Q.

Allgemein gilt (ohne Beweis): Firr n € Nist y/n rational <= n ist eine Quadratzanhl.
Also sind \'2,1/3,5,46,\7,7/8,/10, ... irrational.
—> € Q. Widerspruch.

Noch eins. \/§+\/§¢Q: Sonstwérerzx/a+\/§€@undr2=5+2\/E, a|so\/6= -

Irrationale Zahlen sind keine Ausnahme: Wir werden sehen, dass es ,,viel mehr* irrationale als rationale Zahlen gibt (Kapitel 3).

2




2.1 Zahlbereiche - \Varum Axiome?

Was ist eigentlich eine reelle Zahl?
Schule: Dezimalzahlen mit eventuell unendlich vielen Nachkommastellen, etwa \/5 = 1,41421356..., w = 3,14159265...

Tucken: Die Darstellung ist nicht eindeutig, 0,999... = 1. Und wie multipliziert man zwei unendliche Dezimalzahlen, wenn
man ,,von hinten* nicht anfangen kann?

Mathematik: Man beschreibt R durch die Rechengesetze, die in R gelten — moglichst wenige, aus denen sich alle anderen
herleiten lassen. Diese Grundgesetze heiBen Axiome.

Axiome regeln
Korper K1-K3 +, —, -, Abschnitt 2.2 - heute
angeordnet 01-04 <, <, Betrage Abschnitt 2.3 — Mittwoch
Dedekind-vollstandig Supremumsaxiom ,keine Lucken” Abschnitt 2.5 — Mittwoch

Fakt (Appendix A): Es gibt bis auf Isomorphie genau einen vollstandigen angeordneten Korper — das ist R.
Ab jetzt wird jede Aussage (iber reelle Zahlen aus diesen Axiomen bewiesen. Ahnlich wie in der Mechanik: Aus wenigen
Grundgesetzen (Newton) folgt alles Weitere.



2.2 Korper

Definition 2.2.1. Ein Kbrper ist ein Tripel (K, +, -) aus einer Menge K und zwei Abbildungen
KXxK — K, (a,b)~ a+b (Addition), KxK—K, (a,b)~ ab (Multiplikation),

so dass fur alle a, b, c € K die folgenden Axiome gelten:

K1 Addition K2 Multiplikation
(K1.1) a+(b+c)=(a+b)+c Assozativitat (K2.1) a(bc) = (ab)c Assoziativitat
(K1.2) J0€K: a+0=a neutrales El. (K2.2) J1e€K\{0}: al=a neutrales El.
(K1.3) db€K: a+b=0 inverses El. (K2.3) a#0=3Ib#0: ab=1 inverses El
(K1.4) a+b=b+a Kommutativitat (K2.4) ab = ba Kommutativitat
(K, +) ist eine abelsche Gruppe. (K \ {0}, -) ist eine abelsche Gruppe.

K3 Distributivgesetz a(b+c¢)=ab+ ac. (Das einzige Axiom, das + und - verbindet!)

Bemerkung: In (K2.2) steckt1 #0. Wédre1 =0,sofolgtea=a-1=a-0=0Tfuralle a € K (Lemma 2.2.4f), also K = {0}.
Diese Menge erfullt alle tbrigen Axiome (K2.3 sogatr trivial), ist aber nur ein Ring, der Nullring — kein Kérper. (Ring: K1, K3
und K2 ohne (K2.3), z.B. 7, Z/nZ.)

Achtung bei (K1.3) und (K2.3): Das Inverse b hdangt von a ab. Die Quantoren lauten ,,Ya 3b“, nicht ,,db Va*.




2.2 Exkurs - Gruppen

Exkurs: Gruppen. Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Abbildung G X G — G, (g,h) — g * h, so dass

(G1) gx(hxk)=(g*h)=*k (Assoziativitat), (G2) esgibteinee Gmitgxe =exg =g (neutrales Element),
(G3) zu jedem ggibtesg ! e Gmitgxg™! =gl x g =e (inverses Element).

Gilt zusatzlich g « h = h « g fUr alle g, h, so hei3t die Gruppe abelsch (nach N. H. Abel).

Ein Korper besteht also aus zwei abelschen Gruppen (K,+) und (K \ {0},-), verbunden durch das Distributivgesetz.

Gruppe VerknUpfung neutral abelsch?

Z,+), (Q,+), (Z/nZ,+) Addition 0 ja

@\ {0},9), (Ryy,") Multiplikation 1 ja

Per(M) (Permutationen, letzte Woche) Komposition o [o] ¥ nein, falls |M| > 3
Galilei-Transformationen G, Komposition o Gy ja

Drehungen im Raum Komposition o keine Drehung nein

Physik: Symmetrien eines Systems bilden immer eine Gruppe (Hintereinanderausfihren zweier Symmetrien ist wieder eine).
Gruppentheorie ist die Sprache der Symmetrien — von der Kristallographie bis zur Teilchenphysik.



2.2 Korper - Beispiele

Beispiele 2.2.2.

* Q und R sind mit der Ublichen Addition und Multiplikation Korper.
» Keine Korper: N (es fehlt die 0 und additive Inverse), Z (2 - b = 1 hat keine Lésung b € Z, verletzt K2.3).
» Jeder Korper hat mindestens zwei Elemente, 0 und 1 (hach K2.2 ist 1 # 0). Das genugt schon:

Der Korper |, = {0, 1}: Woher kennen wir das?
- Lies 0 = ,,gerade”, 1 = ,ungerade”.: gerade + ungerade =
+ | 0 1 0O 1
ungerade, ungerade + ungerade = gerade, ...
010 1 010 0 F, besteht aus den beiden Paritatsklassen [0],[1] in Z!
1110 110 1 + Informatik: Bits, + = XOR, - = AND.

InF, gilt 1+1=0, also —-1=1.

Weitere Kérper: {a + b\/a . a,b € Q} (ein Unterkdrper von R), die komplexen Zahlen C (Abschnitt 4.5), endliche Kérper [,
fur jede Primzahl p (Reste modulo p).



2.2 Korper - Der Korper ©Q(,/2)

Beispiel. @(\/E) ={a+ b\/E . a,b € Q} c R ist mit der Addition und Multiplikation von R ein Korper.

Beweis. Da R ein Korper ist, gelten Assoziativitat, Kommutativitat und Distributivitat automatisch. Zu zeigen ist nur, dass
man nicht aus @(\/5) herausféllt:

* 0=0+ O\/E und 1 =1+ O\/E liegen in @(\/5); mit x liegt auch —x darin.

« (a+bV2)+(c+dV2)=(a+c)+(b+dN2, (a + b\/2)(c + dV2) = (ac + 2bd) + (ad + be)\/ 2.
 Inverse: Seix =a+ b\/E # 0. Dannist a®* —2b* # 0 (sonst wédre a = b = 0 oder V2 = la/b| € Q) und

1 a—b\/E a b \/EEQ(\/E)

a+b\/§_ (a + b\V2)(a—by/2) - a2-2b2 a2 -2b2

1_\/§=—1+\/§, ! —3_2\/5=3—2\/§.

1
1442 172 34242 98

Der Trick ,mit a — b\/E erweitern® macht den Nenner rational — genauso wird man bei den komplexen Zahlen mit z erweitern
(Abschnitt 4.5). Beachte, wo \/5 & Q benutzt wurde!

Beispiele.



2.2 Korper - Eindeutigkeit von Neutralen und Inversen

Lemma 2.2.3. In einem Korper K sind die neutralen Elemente 0 und 1 eindeutig bestimmt. Ferner sind zu a € K das additive
Inverse und, falls a # 0, das multiplikative Inverse eindeutig bestimmt.

Schreibweise: —a flr das additive, a=! flr das multiplikative Inverse; a—b :=a+ (-=b), % =ab™1l.

Beweis. Sei 0’ ein weiteres neutrales Element. Seien b und ¢ zwei additive Inverse zu a.
0'=0"+0 (0istneutral c=c+0 (O ist neutral)
=0+ 0" (Kommutativitat) =c+ (a+b) (b ist invers zu a)
=0 (0’ ist neutral) =(c+a)+b (Assoziativitat)
=(a+c)+b (Kommutativitat)
=0+4+b = b+0 = b (cinvers, Komm., O neutral)

FUr die Multiplikation geht alles genauso (Ubung: einfach + — -, 0 — 1 ersetzen).

Jeder Schritt ist durch ein Axiom begrindet — so sieht ein Beweis ,,aus den Axiomen* aus.



2.2 Folgerungen aus den Korperaxiomen

Lemma 2.2.4 (Folgerungen aus den Korperaxiomen). Sei K ein Korper und a, b, c € K.

a) a+ x=b hat genau eine Losung x € K, namlich x = b — a.

b) —(—a)=a.

c) —(a+b)=—-a-b.

d) Ista #0,sohat ax =b genau eine Losung, namlich x = ba™!.

e) (a+b)c=ac+ bc.

) a-0=0. = 0 hat kein multiplikatives Inverses
g ab=0 = a=0o0derb=0. (Nullteilerfreiheit)

h) (—=1)a = —a.

)  (—1)(-1)=1. ~Minus mal Minus gibt Plus“

Alle diese ,,Schulregeln” sind Satze, keine Axiome: Sie gelten in jedem Kbérper — auch in [F,.
ad+bc

a C ac a C ‘e
Ebenso folgen P und st o= far b,d # 0 (Aufgabe 2.1).




2.2 Folgerungen aus den Korperaxiomen - Beweise

Beweis. (a) Existenz: a+(b—a)=a+ ((—a)+b)=(a+(—a))+b=0+Db=0b.
Eindeutigkeit: Ista+ x =b,sofolgt x =0+ x = ((—a) + a) +x=(—a)+(@a+x)=(—a)+b=>b—a.

(f) Esist a-0=a(0+0)=a-0+a-0. Also lésen sowohl x = 0 als auch x = a - 0 die Gleichung
a-0+x=a-0.
Nach (a) ist die Losung eindeutig, alsoa-0 = 0.

(g) Seiab =0und a # 0. Dann existiert a=!, und

b=1-b=(ala)b=a(ab)=a'1-0 2.

(i) Mit dem Distributivgesetz und (f):

EDED+HED =EDED+(ED - 1= ED((-D+1) =(=1)-0=0.
Also ist (—1)(—1) ein additives Inverses von —1. Eindeutigkeit (Lemma 2.2.3) und (b): (-1)(-1) = —(-1) = 1.
Nach (f)ist 0-b =0 # 1 far alle b: Durch 0 kann man in keinem Korper teilen. Deshalb verlangt K2.3 nur a # 0.




2.2 Korper - \Wann ist //n/ ein Korper?

Wann ist Z/nZ ein Korper?

Die Rechenregeln (Assoziativitat, Kommutativitat, Distributivitat, [0] und [1]| neutral, —|a] = [—a])
Ubertragen sich von Z auf Z/nz. Offen ist nur (K2.3): Hat jedes |a] # |0] ein multiplikatives Inverses?

. 7/5Z ist ein Kérper: Inverse haben wir in der Ubung gefunden. Ebenso Z/2Z = F, und Z/3Z.

« 7/6Z ist kein Korper: Esist [2]-[3] = [0], aber [2] # [0] # [3].
Das widerspricht der Nullteilerfreiheit, Lemma 2.2.4 (g), die in jedem Korper gilt.

« 7/47 ist kein Korper: [2]-[2] = [4] = [0].

Satz (ohne Beweis der Riuckrichtung). Z/nZ ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.
Man schreibt dann [, := Z/pZ.

Beweis von ,=" Istn=a-bmit1l <a,b < n, soist [a]| #|0], |[b] # [0], aber |a]|b| = [n] =[0]. Nach 2.2.4 (g) kein Kbrper.

So sieht man den Nutzen der ,,Folgerungen aus den Axiomen*: Eine einzige Rechnung [2]|3] = |0] beweist, dass Z/6Z kein

Korper sein kann — ohne alle Axiome einzeln zu prifen.
Endliche Kérper sind tbrigens in der Praxis wichtig: Fehlerkorrigierende Codes (QR-Codes, CDs) und Kryptographie rechnen

n [Fp.



2.2 Potenzen

Definition 2.2.5 (Potenzen). Fir x € K definiert man rekursiv

2 3

x0 =1, x"l=x".x (neNy), also x!'=x, x?=xx, x3=xxx, ...

Insbesondere ist 0° = 1. Rekursive Definition und vollstandige Induktion gehéren zusammen.

Lemma 2.2.6. FUr x,y € Kund m,n € N, gilt

xn+m — xnxm, (xn)m — xnm, xl’lyl’l — (xy)l’l.

Beweis der ersten Regel durch Induktion nach m (n fest).

Induktionsanfang m = 0: x"*t9% = x" = x" . 1 = x"x°.
Induktionsschritt m — m + 1.

Def. IV K2.1 Def.
xht(m+l) — .(n+m)+1 =7 yn+m 5 = (x"x™)-x = x"(x"x) = X ym+1

Die anderen beiden Regeln gehen ahnlich (Aufgabe 2.2).

Fir x # 0 setzt man x™" := (x~')". Dann gelten die Regeln sogar fiir alle m,n € Z — etwa beim Rechnen mit
Zehnerpotenzen: 103 -1073 = 10° = 1.




1.5 Binomialkoeffizienten

Ruckgriff auf Abschnitt 1.5: Binomialkoeffizienten.

Definition 1.5.8. Furn,k € N, ist Pascalsches Dreieck

(”) = Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge. 1

k 1 1
Proposition 1.5.10. Fir 0 < k < n gilt T 2 1
1 (3 _3) 1
(n)_ n! _nn—=1)---(n—k+1) .4 @ 4
k) kl(n—k) £ 1 51010 5 1
Idee: k Elemente mit Reihenfolge auswéhlen: n(n—1)---(n—k+1) 1 6 152015 6 1
Mdéglichkeiten; jede Teilmenge wird dabei k!-mal gezahit. H+C)=0C)

Proposition 1.5.11 (Pascal). Flurk,n > 1 qilt

()= 62) %)

Teilmengen von {1,...,n} mitder1 + Teilmengen ohne die 1.

Jede Zahl ist die Summe der beiden dartiber.



1.5 Der binomische Lehrsatz

Satz 1.5.12 (Binomischer Lehrsatz). In jedem Korper K qilt fur x,y € K und n € Ny:

(x+y)"= ), (Z)xky”"‘-

k=0

Dabei ist (Z) e N, als (Z)—fache Summe 1+ ---+1inKzulesen. z.B. (x+y)=x3+3x%y+3xy% + 3.

Beweis. Induktionnachn. n=0: (x+y)° =1 = (g)xoyo. Schritt n - n+ 1: Mit der Induktionsvoraussetzung ist

n n
(x+ )"l =(x+y)(x+y) = Z (Z)xk+1yn—k n Z (Z)xkyn+1—k
k=0

k=0
< ( n k.,n+l1—k - (n k. n+l—k - -
= Z k1 X"y + Z K X"y (Indexverschiebung k — k — 1 links)
k=1 k=0
U Zn:[ no\, [n ] kyntl=k 4 yn+l Pascal ril n+1 xkyn+i=k
= k—1 k = k '

Benutzt wurden nur die Kérperaxiome (Distributivitat, Kommutativitat, ...) und die Potenzregeln — deshalb gilt der Satz in
iedem Kérper, auch in Q(\2) oder F).




1.5 Binomischer Lehrsatz - Ubung

Ubung: Binomischer Lehrsatz. (5 Minuten)
(1) Multiplizieren Sie (x + y)* und (1 ++/2)* aus.
(2) Zeigen Sie mit dem binomischen Lehrsatz (geschickt x und y wahlen)):

Zn: (Z) =", Zn:(—nk(Z) -0 (n>1).
k=0

k=0
Was bedeutet die erste Formel flr Teilmengen einer n-elementigen Menge?

(3) Zeigen Sie: InF, gilt (x + y)* = x> + y* fur alle x, y.
Gilt in F5 auch (x + y)® = x> + y>?

Zu (3): Schauen Sie, welche Binomialkoeffizienten in [, zu 0 werden.



1.5 Binomischer Lehrsatz - Auflosung der Ubung

(1) Mit der Zeile 1,4,6,4,1 des Pascalschen Dreiecks:

(x + y)* = x* + 4x3y + 6x%y? + 4xy° + y*,

(1+\/§)4=1+4\/§+6-2+4-2\/§+4=17+12\/§.
Probe: (1+\/§)2=3+2\/§, und (3+2\/§)2=9+12\/§+8. e
2 x=y=12"=0+1D"=2, (). x=-1,y=1 0=0"=3, (F)(-D.

Deutung: Eine n-elementige Menge hat insgesamt 2" Teilmengen (vgl. |P(X)| = 2" aus Woche 1) — sortiert nach ihrer GréBe
k. Die zweite Formel sagt: Es gibt gleich viele Teilmengen gerader wie ungerader Grébe.

(B) (x+y)P?=x>4+2xy+y% undinF,ist2=141=0. Also (x +y)? = x? + ).
INF;: (x+y)P =x>+3xy+3xy? +y°=x>+y>, da3=0inF;. v

Allgemein gilt in F,: (x +y)? = xP + yP, well p alle (i ) mit 0 < k < p teilt (,Freshman’s dream®). In R ist das nattirlich falsch!



Zusammenfassung - Viontag

Das sollten Sie nach heute konnen:

- Mit kartesischen Produkten umgehen; eine Relation als Teilmenge R C X X X verstehen.

 Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat nachweisen — und mit einem Gegenbeisp

lel widerlegen.

- Aquivalenzklassen bestimmen; Aquivalenzrelation = Zerlegung in disjunkte Klassen.

* In Z/nZ rechnen — und verstehen, warum man Wohldefiniertheit prifen muss.
» Die Korperaxiome kennen und erkennen, ob eine Menge mit +, - ein Korper ist (Q,
- Einfache Rechenregeln aus den Axiomen herleiten (jeden Schritt begrinden!); Nul

* Den binomischen Lehrsatz anwenden (er gilt in jedem Korper).

Zum Mitdenken bis Mittwoch:

R, [, ja; N,Z nein).

teller erkennen.

(1) Ist x ~y < x? =y? eine Aquivalenzrelation auf R? Wie sehen die Klassen aus?

(2) Zeigen Sie in einem beliebigen Kérper: (—a)b = —(ab) und (—a)(—b) = ab.

(3) Kann es auf [, eine Relation < geben mit: genau einesvon0 <1, 1< 0 gilt, und

a<b=>a+c<b+c?

Néchstes Mal: Anordnung, Betrag und Dreiecksungleichung, Supremum und Infimum, Vollstandigkeit von R.
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Ruckblick - Zum Mitdenken

Auflosung ,,Zum Mitdenken“ vom Montag.

(1) x~y < x?=y? isteine Aquivalenzrelation: x?> =x?; x*? =y?=> y?> =x?; x? =)?, y? =22 x? = z°.
Klassen: [x| = {x,—x} (zwei Elemente fir x # 0), |0] = {0}.

Allgemein: Fiir jede Abbildung f: X = Yist x ~y < f(x) = f(y) eine Aquivalenzrelation; ihre Klassen sind die Fasern
f~1{y}) (letzte Woche). Hier: f(x) = x>.

(2) Mit Lemma 2.2.4 (h), (i) und den Axiomen:

(=a)b = ((~Da)b = (-1)(ab) = —(ab),  (=a)(~=b) = (~Da(-1)b = (-1)(~1) ab = ab.
(3) Nein. Gilt 0 < 1, so folgt durch Additionvon1l: 1<14+1=0 - alsogalten0<1und1 <0.
Gilt1 < 0, so folgt genauso 0=1+1<0+1 = 1. Beides ist ein Widerspruch.

Auf [, gibt es also keine ,,vernunftige“ Anordnung. Genau diese Vertraglichkeit von < mit + und - ist das Thema von heute.



2.3 Angeordnete Korper

Definition 2.3.1. Ein angeordneter Kbrper ist ein Korper K zusammen mit einer Relation < auf K, so dass fur alle a,b,c € K

gilt:

(O1) genaueinerderFalle a<b, a=b, b<a trittein Vergleichbarkeit

(O2) a<b,b<c=> a<c Transitivitat

(O3) a<b = a+c<b+c Additivitidt: Verschieben erhéalt <

(O4) a<b,0<c = ac<bc Multiplikativitat: Strecken mit ¢ > 0 erhéalt <

Schreibweisen: a >b : < b<a, a<b: <= a<bodera=nh.
a heil3t positiv, falls a > 0, negativ, falls a < 0; semi-positiv, falls a > 0.
Aus (O1) folgt: a<bundb<a = a=0>.

Beispiele 2.3.2. Q und R mit der gewohnlichen Kleiner-Relation sind angeordnete Korper.
F, lasst sich nicht anordnen (Zum Mitdenken (3)).

Vergleich mit Montag: < ist reflexiv und transitiv, aber antisymmetrisch statt symmetrisch — eine Ordnungsrelation, keine
Aquivalenzrelation.



2.3 Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen

Lemma 2.3.3 (Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen). Seien a,b, x,y € K, K angeordneter Korper.

a x<y &< 0<y-—x.

b) a<b,x<y = a+x<b+y. Ungleichungen addieren

c) 0<a<b 0<x<y = ax<by. bedingt multiplizieren

d x<y & —x> —y. Vlorzeichenwechsel dreht um

e) a<b, x<0 = ax > bx. mit Negativem multiplizieren dreht um

) x#0 = x?>>0. Insbesondereist1 > 0.
g x>0 < x!>0.

h) 0<x<y= x>y Kehrwert dreht um

Vorsicht bei ¢): Ohne ,> 0“falsch, z.B. —3 <1 und -3 < 1, aber (— 3)( 3)=9> 1.

Vorsicht bei h): Ohne ,0 <“falsch, z.B. =1 < 2, aber (1)} = -1 < 5



2.3 Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen - Beweise

Beweis. (a) Aus x < y folgt mit (O3),c=—x: 0=x—x <y—x. Umgekehrt addiere x.

03 03
(b) a<b=>a+x<b+x,und x<y=b+x<b+y. Mit(O2) folgta+x <b+y.
(a) (a)
d) x<y = 0<y—-x=(—x)—(—y) & —y<—x.
(d) 04

() x<0=> —x>0= a(—x) < b(—x), also —ax < —bx, also ax > bx nach (d).

(f) Ist x > 0, so folgt mit (O4): 0=0-x < x-x = x°.

Ist x < 0, so ist —x > 0 und daher x? = (—x)(—=x) > 0 (Montag, Zum Mitdenken (2)).

Mit x =1: 1=1%>0.

Beispiel 2.3.4. Auf C gibt es keine Anordnung: Dort gibt es ein i mit i* = —1. Nach (f) ware dann
—1=i*>0 und 1>0, alsonach(p) 0=-1+1>0. Widerspruch!




2.3 Angeordnete Korper - Unendlich viele Elemente

Satz 2.3.5. Ein angeordneter Korper K hat stets unendlich viele Elemente.
Genauer: Die AbbildungN = K, n—ng :=14+14 .-+ 1 istinjektiv.

n Summanden

Beweis. Nach Lemma 2.3.3 (f) ist 0 < 1. Addiert man ny (03), so folgt ngy <ng +1=(Mm+1)r. Mit (0O2) also

0<1p <2 <3g <dg < -

FUr m < n folgt my < ng, insbesondere my # ng.

Folgerungen.

» Endliche Korper (I, [, ...) lassen sich nicht anordnen. S

7~ X /N N N

- Jeder angeordnete Korper enthalt eine ,Kopie® von N, damit 8 1:{ 2:{ 3; 4‘K > K

auch von Z und Q (Differenzen und Quotienten).

Ist K ein angeordneter Kérper, so ist also Q C K. Die Anordnungsaxiome allein legen R aber noch nicht fest — Q erfullt sie ja
auch. Es fehlt die Vollstandigkeit (Abschnitt 2.5).



2.3 Bernoullische Ungleichung

Satz (Bernoullische Ungleichung). Sei K ein angeordneter Korper, x € K mit x > —1 und n € Ny. Dann gilt
(1+x)" > 1+ nx.

Beweis. Induktionnachn. n=0: 1>1.

Schrittn - n+1: Wegen x > —1ist 1+ x > 0. Multiplikation der 1k 2
Induktionsvoraussetzung mit 1 + x > 0 erhalt ,,>* (O4):

A+x)"*"'=0Q+x)"A+x) > 1+nx)1+ x) 1+ 4x

=1+(n+Dx+nx2 > 1+(n+1)x.
>0 1
> X
—1

Ohne x > —1falsch: x= -3, n=5gibt (-2’ = -32< =14 =1+ 5-(=3). /

Die Gerade 1 + nx ist die Tangente an
(1+ x)" bei x = 0.

Anwendungen. (1 + ) >14+n--=2. Zinseszins: 1,01'° >14+100-0,01 = 2 (tatsdchlich ~ 2,70).
FGrb > 1istb" = (1 + (b —1)">1+ n(b —1): b™ wird beliebig gro3 (Archimedes — brauchen wir in Kapitel 3).



2.3 Absolutbetrag

Definition 2.3.6. Das Maximum zweier Zahlen a,b € K ist die groBere der beiden, der Absolutbetrag von x € K ist

a fallsa > b, X falls x > 0,
max(a, b) = | x| = max(x,—x) =
b falls a < b, —x falls x < 0.

Anschauung: |x|ist der Abstand von x zu 0, und |x — y| ist der Abstand
von x und y auf der Zahlengeraden.

x =y =]y — x|

y
®

—1 0] 1 2 3 4

X

O —
5 6
Nutzlich: FUrc>0qilt |x| <c¢c &< —-c<x<cq,

denn max(x,—x) <c¢c < x<cund —x<c.

Beispiel. |x—-2|<1 & -1<x-2<1 & 1<x<3.



2.3 Absolutbetrag - Dreiecksungleichuno

Satz 2.3.7. FUr x, y in einem angeordneten Korper K gilt |x| > 0 und

x| =0 < x =0 (Definitheit), Ixy| = |x||y| (Multiplikativitat), x+y| <|x|+|y|| (Dreiecksungleichung).

Beweis. |x|>0: FUurx>0ist|x|=x2>0; furx <O0ist |[x| = —x > 0.

Definitheit: Ist |x| =0, so ist x = 0 oder —x = 0, in beiden Fallen x = 0. ,<" ist klar.

Multiplikativitat: Schreibe x = +x,, y = xy, mit x5,y > 0. Dannist |xy| = | £ xgy0| = X0y0 = |X]| |-
Dreiecksungleichung: Esist x < |x| und y < |y|, also nach Addition x +y < |x| + |y|.

Ebenso —x < |x|und —y < |y|, also —(x +y) < |x| + [y|. Zusammen: |x +y| = max(x +y,—(x +y)) < |x| + [y].

Abstandsform: Mit x — y und y — z statt x und y:
x —z| < [x =yl + ]y -zl

,EIn Umwegq Uber y ist nie kurzer als der direkte Weg.” Daher der Name: Im
Dreieck ist jede Seite hdchstens so lang wie die Summe der beiden anderen (flr
Langen von Vektoren in der Ebene gilt dasselbe).




2.3 Absolutbetrag - Umgekehrie Dreiecksungleichung

Lemma 2.3.8 (Umgekehrte Dreiecksungleichung). Fur a, b in einem angeordneten Korper K gilt
| la| = |b]| < |a - bl.

Beweis. Mit der Dreiecksungleichungist |a| = |b+ (a—b)| < |b| + |a —b|, also |a| —|b| < |a — b|.
Vertauscht man die Rollen von aund b: |b| —|a| £ |b—a| = |a—b|. Also

[lal — |b|| = max(|a| — [b], |b| —|al) < |a - b].
Wozu? Um Betrage nach unten abzuschatzen: |a| > |b| — |a — b|.
Beispiel. Ist|x—-3| <1, sogqilt |x|>|3|—|x—3>3—-1=2, undnachLemma2.3.3 (h) — <
Solche Abschéatzungen sind das tagliche Brot der Analysis (z. B. beim Nachweis der Stetigkeit von x — i ).

Physik: Messfehler. Weicht ein Messwert X um hochstens 6 vom wahren Wert x ab, |X — x| < J, so gilt auch
||%| — |x| | < &: Der Betrag ist mindestens so genau bekannt wie der Wert selbst.




2.3 Ungleichungen losen - Beispiele

Ungleichungen losen: Fallunterscheidung ist das Werkzeug.

Beispiel1l. M={xeR:|x—-1|+|x+ 2| <5}
Abstand 3
x > 1: x—1D+(x+2)=2x+1<5 — x<2 K 1

\
/4

—2<x<1l: 1I—-x)+(x+2)=3<5 immer wahr -3 -2 -1 0 1 2
X < =2 (1-%)—(x+2)=-2x—1<5 < x> -3 Geometrisch: Summe der Abstande zu 1 und
N N - —2ist < 5. Zwischen den Punkten ist sie
soM=|[1,2|]u[-2,1)U|-3,-2) =[-3,2]. konstant 3.
x+1

Beispiel 2. > 2 fur x # 1. Vorsicht: Beim Multiplizieren mit x — 1 kommt es auf das Vorzeichen an!

x—1
e x>1. x+1>2(x—1) < x < 3. Lo6sungen: (1,3).
- x < 1: Multiplikation mit x — 1 < 0drehtum (Lemma 2.3.3 (e)): x+1<2(x—1) < x> 3. Widerspruch zu x < 1.

1

Also ist die Losungsmenge (1,3). Probe: x = 2: % =3>2 V; x=0 — = -1 %2 V.

Haufiger Fehler: o >2=>x+1>2x— 2" ohne Fallunterscheidung.



2.3 Ungleichungen lésen - Ubung

Ubung: L6sungsmengen bestimmen. (5-7 Minuten) Schreiben Sie jeweils als Intervall bzw. Vereinigung von Intervallen:
(1) {(xeR : |2x —3| < x}

2) (xeR : x* < |x]|}

(3) {x € R\ {0} : i < x)

4) ixe R : |x—=2| < |x|} (Tipp: Abstande!)

Hilfsmittel: |y| <c¢ < —c<y<c¢ |y|* =y% Lemma 2.3.3 (Vorzeichen beim Multiplizieren beachten)).
Machen Sie am Ende immer eine Probe mit einem Punkt innerhalb und einem aullerhalb der Lésungsmenge.



2.3 Ungleichungen lésen - Auflosung der Ubung

1) 2x-3|]<x & —x<2x—-3<x < (B3x>3undx<3) < xe€(1,3).
(Fur x < 0 ist die Ungleichung unmdaéglich, da |2x — 3| > 0 — das ist automatisch bertcksichtigt.)

(2) Mitt=|x|>0: x*=t’<t < t(t—1)<0 < 0<t<1. Also(-1,0)uU(0,1).

(8) Fall x > 0: Multiplikation mit x: 1 < x? < x> 1.
Fall x < 0: Multiplikation mit x < 0 dreht um: 11> Xt = Tl <x<1, zusammenmitx <0: -1 <x<0.

Also (—1,0) U (1,0). Probe: x = —%: —2<—- V7 x=:1 24 % /.

(4) |x—2| <|x|: ,xist ndher an 2 als an 0 (oder gleich weit)*. Also x > 1, d.h. |1, ).
Rechnerisch: beide Seiten > 0, also dquivalent zu (x —2)? < x? < —4x+4<0 < x> 1.

|

2

(1)
(2)
(3)
(4)

4




2.3 Absolutbetrag - Fehlerfortpflanzung

Physik: Fehlerfortpflanzung beim Produkt. Gemessen werden X und y statt der wahren Werte x, y, mit
x—-% <8,  Ily—JI<§,
Wie genau kennt man dann das Produkt xy (z.B. eine Flache, oder Leistung P = U - I)?

Abschatzung. Esgilt |xy—xy| < |X|J, + [J|dx + 6x0,,.

Beweis. Man schreibt die Differenz geschickt um (nachrechnen!):
Xy —Xy =%y —y)+3yx—x)+ (x -3y - J)
Dreiecksungleichung und Multiplikativitat des Betrags liefern die Behauptung.
Relative Fehler addieren sich: Division durch |xXy| gibt
E9 ) ) T
%] B ERE

meist vernachlassigbar

Zahlenbeispiel. Rechteck mita =2,00+0,01m, b =3,00+0,02m: |A—6,00m?| <2-0,02+ 30,01 + 0,0002 ~ 0,07 M.
Relativ: 0,5% + 0,67 % ~ 1,2%. Im Praktikum lernen Sie die statistische Variante (GauBBsche Fehlerfortpflanzung) — die obige
Ist die ,,worst-case“-Abschatzung.




2.4 Intervalle

Definition 2.4.1 / 2.4.2. Sei K ein angeordneter Korper und a < b in K. Die Intervalle von a bis b sind

la,b] ={x €K : a <x <b} —;—;— abgeschlossen
(a,b) ={x €K : a<x<b} —g—cg— offen

la,b)={x €K :a<x<b} (a,b]={x€eK:a<x<b} ——_—  halboffen

Die Lédnge ist jeweils L=b—-a >0. Ferner |a,0)={x€K : a<x}, (—oo,b)={x €K : x <b} usw.
oo Ist kein Element von K — nur ein Symbol far ,nach rechts unbeschrankt®. Daher ist bei co die Klammer immer offen.
Intervalle und Betrage: FUrr > 0 qilt

xX—a|<r < a-r<x<a+r < xe€(a—r, a+r).

,2Alle Punkte mit Abstand < r von a“ — solche Intervalle werden uns ab Kapitel 3 als e-Umgebungen standig begegnen.



2.4 Beschrankte Mengen - Schranken

Definition 2.4.3. M C K hei3t nach oben beschréankt, wennesein S € K gibt mit x < S fur alle x € M.

Jedes solche S heil3t obere Schranke von M. Analog: nach unten beschrankt, untere Schranke.
M heil3t beschrankt, falls M nach oben und nach unten beschrankt ist.

untere Schranken M obere Schranken

S S

2\

Ist S obere Schranke und S’ > S, so ist auch S’ obere Schranke: Obere Schranken sind nie eindeutiq.

Beispiele 2.4.4. |0,1] ist beschrankt. N istin K = Q nach unten beschrankt (durch 1), aber nicht nach oben.

Lemma 2.4.5. M C K ist genau dann beschrankt, wennesein T > 0 gibt mit |x| < T fur alle x € M.

Beweis. ,=“ SeiS_ <x<S§, firalle x e M. Setze T = max(|S_|,|S+|) (ggf. vergréBern, damit T > 0). Dann
—T<—|S_| 5. <x<S,. L |S4| LT, also |x|<LT.

,<“1 Aus |x| < Tfolgt —T < x < T: —T ist untere, T obere Schranke.




2.4 Maximum und Minimum

Definition 2.4.6. M C K besitzt ein Maximum, wenn es ein m, € M gibt, das obere Schranke von M ist.
Man schreibt my; = max(M). Analog: Minimum min(M) = untere Schranke, die in M liegt.

Eindeutigkeit: Sind m,, m; beide Maxima, so ist my, < my (m obere Schranke, my € M) und ebenso my < m;, also
/
mO — mo.

- Endliche Mengen M = {a,,...,a,} # @ haben stets ein Maximum max(a,, ..., a,) und Minimum.
Beispiel 2.4.7. min(2,3,5) =2, max(2,3,5) = 5.

 [0,1] hat das Maximum 1 und das Minimum 0.

Behauptung. Das offene Intervall (0,1) hat kein Maximum (weder in Q noch in R).

Beweis. Seim € (0,1) beliebig. Dann ist auch m’ = mTH € (0,1) und

1l—m

m —m = 5 >0, also m' > m.

Also ist m keine obere Schranke von (0,1), und kein Element von (0, 1) ist ein Maximum.

Trotzdem ist die 1 ,,die naturliche Grenze* von (0,1) — nur liegt sie nicht in der Menge. Das fuhrt zum Supremum.




2.5 Supremum und Infimum

Definition 2.5.1. Sei M c K. Ein s € K heil3t Supremum von M, falls

(i) sist eine obere Schranke von M, und
(i) ist t eine obere Schranke von M, so folgt ¢t > s.

Das Supremum ist also die kleinste obere Schranke. Analog: Infimum = grote untere Schranke.

M = (a,b) obere Schranken [b, co)
M >
a=IinfM b=supM

Proposition 2.5.2. Besitzt M ein Supremum, so ist es eindeutig bestimmt. Man schreibt sup(M) bzw. inf(M).

Beweis. Seien s,t Suprema von M. Beide sind obere Schranken. Da s Supremum ist, folgt s < t (ii);
da t Supremum ist, folgt t < s. Also s =t.

Unterschied zum Maximum: Das Supremum muss nicht in M liegen.
Beispiel 2.5.3. sup|0,1] =sup(0,1) =1. Also hat (0,1) kein Maximum, aber ein Supremum.




2.5 Supremum - Das e-Kriterium

Nutzliches Kriterium. Sei s eine obere Schranke von M C K. Dann qilt
s=sup(M) < zujedeme>0gibteseinx e M mit x > s —c.
In Worten: Jede noch so kleine Verkleinerung s — ¢ ist keine obere Schranke mehr.

M hier liegtein x e M

.o e

~

S—¢& S
Beweis. ,=>“ Seie> 0. Dannists—e¢ < s, alsoist s — ¢ keine obere Schranke (s ist die kleinste).
Das hei3t: Es gibtein x € M mit x > s —&.

,<": Angenommen, t < s ware eine obere Schranke. Setze ¢ =s—t > 0. Dann gibt es x € M mit

x>s—¢=t — Widerspruch dazu, dass t obere Schranke ist. Also ist s die kleinste obere Schranke.
Anwendung: sup(0,1) = 1. 1ist obere Schranke. ZuO0<e<1lliegtx =1 — g in(0,1)und x > 1 —c¢.
(Fire>1tutesz. B. x = %.)

Analog: i =inf(M) <= iuntere Schranke und zu jedem ¢ > 0 gibtes x € M mit x < i + .




2.5 Supremum - Rechenregeln

Rechenregeln fur Suprema. Seien @ # A,B,M C R nach oben beschrankt.

(@) Monotonie: A C B = supA < supB.

(b) Streckung: Fur A > 0ist sup(AM) = Asup M, wobei AM ={Am : m € M}.
(c) Spiegelung: inf(—M) = —sup M (vgl. Proposition 2.5.6).

(d) Summe: sup(A + B) = supA + sup B (Ubungsblattl).

Beweis. (a) sup B ist obere Schranke von B, also erst recht von A C B. Die kleinste obere Schranke von A ist daher < sup B.

(b) Seis=supM. Obere Schranke: Furm e M ist m < s, also Am < As (04, 1 > 0).
Kleinste: Seie > 0. Nach dem e-Kriterium gibt es m € M mit m > s — /51 Dann ist Am € AM und

Am > As — ¢.

Also sup(AM) = As (e-Kriterium).

Fiar A < 0 wird aus dem Supremum ein Infimum: inf(AM) = AsupM - wegen (b) und (c).
Muster: ,,Obere Schranke zeigen® + ,mit dem e-Kriterium zeigen, dass es keine kleinere gibt®. Das werden Sie oft brauchen.




2.5 Supremum - Ubung

Ubung: Supremum verstehen. (5-7 Minuten)

(1) Seien @ # A, B C R nach oben beschrankt. Zeigen Sie: sup(A U B) = max(sup A, sup B).

(2) Wahr oder falsch? Begrinden Sie oder geben Sie ein Gegenbeispiel.
a) Ists =supM und s & M, so hat M unendlich viele Elemente.

(
(b) Gilt supM = infM, so hat M genau ein Element.
(

)
c) Ist A C B (echte Teilmenge), so ist sup A < sup B.
) Istt < sup M, so gibteseinx e M mit x > t.

(d

Tipp zu (1): Zeigen Sie ,,<* (obere Schranke) und ,,>" mit der Monotonie (a) von eben.



2.5 Supremum - Auflosung der Ubung

(1) Sei s = max(sup A, sup B).
<" FuUrx e AuUBist x <supA <soder x <supB <s. Alsoist s obere Schranke von AU B, d.h. sup(A U B) < s.

7)) —

,>" Wegen A C AUB und B C AU B ist nach der Monotonie sup A < sup(A U B) und sup B < sup(A U B).

(2a) Wahr. Eine endliche Menge M # @ hat ein Maximum, und dann ist supM = maxM € M (Prop. 2.5.6 (b)).
(2b) Wahr (furM # @). Furx e M gilt infM < x <supM = infM, also x = sup M. Alle Elemente sind gleich.
(2c) Falsch. A=(0,1) ¢ B=(0,1], abersupA =supB = 1.

(2d) Wahr. Sonst ware t eine obere Schranke, die kleiner als die kleinste obere Schranke ist.
Das ist genau das e-Kriterium mit ¢ = sup M — t.

Merke: Das Supremum reagiert nicht auf ,einzelne Punkte am Rand* (2c), aber jedes t < sup M wird von einem Element von
M Uberholt (2d).



2.5 Supremum und Infimum - Quiz

Quiz: Maximum, Minimum, Supremum, Infimum in R? (Falls nicht vorhanden: ,,—".)
Menge M C R max min sup Inf
a) [0,1)

b) xeR:|x—-1| <2}

(

(

(c) {%:nEN}={1,%,%,...}
(d) N

(€) IxeR : x? <2}

(f) %

Tipp: Erst eine Skizze auf der Zahlengeraden! Gibt es ein Maximum, so ist es auch das Supremum.



2.5 Supremum und Infimum - Auflosung des Quiz

Menge max min  sup inf Bemerkung
(@) [0,1) — 0 1 0 wie (0,1) eben
b) {|x—-1<2}=]-1,3] 3 —1 3 —1  abgeschlossenes Intervall
(C) {% : n €N} 1 — 1 0 inf = 0: Archimedes, gleich
(d) N — 1 — 1 nach oben unbeschrankt, gleich
€) {x?<2}=(=/2,4/2) — — \/5 —\/5 dass es \/5 € R gibt: gleich
Hh o — — — —~ jedes t € R ist obere Schranke

- (f) FUurM = @ ist ,x <t fur alle x € M“ leer wahr. Es gibt also keine kleinste obere Schranke.

Deshalb wird im Supremumsaxiom gleich M # @ verlangt.

- (e) Dieselbe Menge in Q, also {r € Q : r* < 2}, ist beschrankt — hat aber kein Supremum in Q!

Das ist genau die ,,Lucke” von Q bei \/5



2.5 Dedekind-Volistandigkeit

Proposition 2.5.2 (Fortsetzung). Es gibt nichtleere, beschrankte Teilmengen von Q, die kein Supremum in Q besitzen, z.B.
M={reQ:r*<2}.

M V2 ¢ o
——————) — Q

obere Schranken in Q — keine kleinste

Die oberen Schranken 1,5; 1,42; 1,4143; ... kommen \/5 beliebig nahe — aber \/E selbst fehlt in Q.

Definition 2.5.4. Ein angeordneter Korper K hei3t Dedekind-vollstandig, falls jede nichtleere, nach oben beschrankte
Teilmenge M C K ein Supremum in K besitzt (Supremumsaxiom).

* Q ist nicht Dedekind-vollstandig. R ist Dedekind-vollstandig.

» Fakt (Appendix A, Bemerkung 2.5.5): Es gibt einen Dedekind-vollstandigen angeordneten Korper, und bis auf Isomorphie
nur einen: R.

R = Korper (K1-K3) + Anordnung (O1-0O4) + Supremumsaxiom.
ADb jetzt wird jede Aussage uber R aus diesen drei Axiomgruppen hergeleitet.




2.5 Dedekind-Vollstandigkeit - Die [ lcke bei /2

Warum hat M = {r € Q : r* < 2} kein Supremum in Q?
Beweis. Angenommen, s =supM € Q. Wegen1 € M ist s > 1> 0, und nach Prop.2.1.1 ist s* # 2.

Fall s?2 < 2: Firn e N ist

1\?2 28 1 2s + 1 2s +1
(s+—) =+ =4+ =<+ <2, sobald n> .
n n n2 n 2 — §2

Dann liegt s + Zin M und ist groBer als s — Widerspruch zu ,,s ist obere Schranke®.
n

28

b
s2-2

Fall s> > 2: FUr n > max( l) ist s— = > 0 und
S

n

1\2 2
(S——) ZSZ——S>2.
n n

Firre Mmitr > 0qilt r* <2 < (s — l)2, alsor < s— - (Lemma 2.3.3 (c)). Also ist s — L eine kleinere obere Schranke —
n n n
Widerspruch zu ,,s ist die kleinste”.

In R liefert dasselbe Argument: s = sup{x € R : x? < 2} existiert (Supremumsaxiom) und beide Félle sind unméglich, also
s? = 2. So folgt die Existenz von \/5 In R aus der Vollstandigkeit!




2.5 Dedekind-Vollstandigkeit - =xistenz von Wurzeln

Satz (Existenz von Wurzeln). Zujedem a > 0 und k € N gibt es genau ein x > 0 mit x* = a.
Man schreibt x = §/a, fir k = 2 einfach +/a.

Beweis. Eindeutigkeit: Fir 0 < x < yist x* < y* (Induktion mit Lemma 2.3.3 (c)). Zwei verschiedene Lésungen x # y in
|0, 00) hatten also verschiedene k-te Potenzen.

Existenz (Idee wie bei \/5): Fira> 0ist M ={y > 0 : y* < a} nichtleer (0 € M) und nach oben beschrankt (durch max(1, a)).
Nach dem Supremumsaxiom existiert s = sup M > 0. Wie far \/5 (mit dem binomischen Lehrsatz statt (s + %)2) zeigt man:

» sX < aist unméglich: dann lage noch s + = in M firr groBes n;
n

+ s > aist unméglich: dann wére schon s — = eine obere Schranke von M.
n

Also s = a.

 |In Q ist dieser Satz falsch (\/5 ¢ Q). Die Existenz von Wurzeln ist eine echte Konsequenz der VolIstandigkeit.

» Flr a,b > 0 folgt aus der Eindeutigkeit: v ab = \/E\/E denn (\/E\/E)z = ab und \/E\/E > 0.
. Achtung: Vx2 = |x|, nicht x! (Spater: Wurzelfunktion und Stetigkeit, Proposition 4.3.15.)



2.5 Infimum - Maximum und Supremurm

Proposition 2.5.6.

(@) Jede nichtleere, nach unten beschrankte Teilmenge M C R besitzt ein Infimum inf(M).
(b) Hat M Cc R ein Maximum, so hat M auch ein Supremum, und es gilt max(M) = sup(M).

Beweis. (a) Spiegle M am Nullpunkt: —M :={-m : m € M}.
Es gilt: tist untere Schranke von M <= —t ist obere Schranke von
—M (Lemma 2.3.3 (d)).

Also ist —M nichtleer und nach oben beschrankt, besitzt also ein Sup(MM
Supremum, und

inf(M) = — sup(—M).
(b) Sei s = max(M). Dann ist s obere Schranke. Ist t irgendeine obere Schranke, soistt > s, da s € M.

Also ist s die kleinste obere Schranke.

Fazit: In R hat jede nichtleere beschrankte Menge ein Supremum und ein Infimum - ein Maximum oder Minimum dagegen
nicht unbedingt (Beispiel (0,1)).



2.5 Archimedisches Prinzip

Satz 2.5.7 (Archimedisches Prinzip). N st in R nicht nach oben beschrankt, d.h. zujedem x € R gibt es ein n € N mit
n> Xx.

Beweis. Angenommen, N ware beschrankt. Nach dem Supremumsaxiom gibt es dann s =supN, unds>1 > 0.

Firjedesn e Nistauch2n € N, also2n <s, d.h. n < % Also ist % ebenfalls obere Schranke von N.

Da s die kleinste ist: s < =, also2s <s, also s < 0. Widerspruch zu s > 0.

2

Lemma 2.5.9. Zujedeme > 0gibteseinn e Nmit 0 < % < E.

Beweis. Nach Archimedes gibtesn e Nmitn > i Nach Lemma 2.3.3 (h) folgt % < E.

Folgerung (Beispiel 2.5.3). inf{% : ne N} =0 und sup{—% . n eN} =0.

Denn 0 ist untere Schranke, und zu jedem ¢ > 0 gibt es nach Lemma 2.5.9 ein L<0+e (Kriterium von vorhin).
n

Proposition 2.5.8 (GauB-Klammer). Zujedem x € R gibtesgenaueink e Zmitk < x < k+ 1. Man schreibt k = [ x].
Beispiele: [3,7] =3, [-1,2] = =2, [5] = 5. (Achtung: nicht mit der Aquivalenzklasse [x] verwechseln; oft schreibt man |x|.)

Physik: Es gibt keine ,unendlich groBen* oder ,,unendlich kleinen“ reellen Zahlen — mit genligend vielen Schritten der Lange
¢ > 0 Uberschreitet man jede Strecke.



2.5 GauBB-Klammer - Dezimalnaherungen

Zuruck zu den Dezimalzahlen. Mit der GauBB-Klammer bekommt man zu jedem x € R Dezimalnaherungen:

k
dp = [11()ka] c erfallt de <x<d, +107% (ke Ny).

Beweis. Nach Prop. 2.5.8 ist [10¥x] < 10¥x < [10¥x] + 1. Division durch 10* > 0.

» Die d;. sind die abgebrochenen
Beispiel x = /2. Dezimalentwicklungen: 1; 1,4; 1,41; 1,414; ...
ko dg Probe » Fehler < 107%: Jede reelle Zahl Iasst sich beliebig
0 1 12 <2 < 22 genau durch endliche Dezimalbriiche annahern (noch
. . . »
1 14 1.96 < 2 < 2.25 ein Beweis der Dichtheit!).
> 141 1,9881 < 2 < 2.0164 « Bei x =1 liefert das Verfahren 1,000... — nie 0,999 ...
3 1,414 1,999396 < 2 < 2,002225

Was ,,x = 1,41421356 ... mit unendlich vielen Stellen® genau bedeutet, namlich dass die Folge (d; ) gegen x konvergiert, ist
das Thema von Kapitel 3. Die Schulvorstellung der reellen Zahlen wird also nachtraglich gerechtfertigt.



2.5 Dichtheit der rationalen Zahlen

Definition 2.5.10. Eine Teilmenge T C R heiBt dicht in R, wenn fur alle a < bin R gilt: (a,b)NT # @.

Satz 2.5.11. Q liegt dicht in R: Zwischen je zwel reellen Zahlen a < b liegt eine rationale Zanhl.

Beweis. Wegen b — a > 0 gibt es nach Lemma 2.5.9 ein n € N mit

1/n<b—a, alsobn—an > 1. a b
Setze k :=[an] +1 € Z. Dann ist e |
" k-1 k R
an <k <an+1 < bn, also a<ﬁ<b. S n

Raster mit Maschenweite 1/n < b — a: Ein
Rasterounkt muss in (a, b) fallen.

- Wiederholt man das Argument mit (a, E) usw., so sieht man: In jedem Intervall (a, b) liegen unendlich viele rationale
n

Zahlen.

» Physik/Numerik: Jeder Messwert und jede Gleitkommazahl im Computer ist rational. Die Dichtheit garantiert, dass sich
jede reelle GrbBe beliebig genau durch solche Zahlen annéhern lasst, z. B. m ~ 3,14159 = 314159/100000.



Zusammenfassung - Vlittwoch

Das sollten Sie nach heute konnen:

- Mit Ungleichungen sicher rechnen und Losungsmengen bestimmen (Fallunterscheidung; Vorsicht bei negativen
Faktoren!); Bernoulli-Ungleichung.

- Betrage als Abstande lesen; Dreiecksungleichung und umgekehrte Dreiecksungleichung anwenden.
- Schranken, Maximum/Minimum und Supremum/Infimum bestimmen - und auseinanderhalten.
+ Das e-Kriterium fUr das Supremum benutzen; einfache Rechenregeln fur sup und inf beweisen.

- Erklaren, was R von Q unterscheidet (Supremumsaxiom); Existenz von Wurzeln, Archimedes, Dichtheit von Q.

Zum Mitdenken:

(1) Bestimmen Sie sup, inf, max, min von M = {1 — % : n € N} (soweit vorhanden) mit Begrundung.

(2) Zeigen Sie: max(a,b) = g(a + b+ |a — b|) far alle a,b € R. Was ist die analoge Formel fGr min(a, b)?

(3) Zeigen Sie, dass auch die irrationalen Zahlen R \ Q dicht in R liegen. (Tipp: Satz 2.5.11 fur a — \/5 <b-— \/5.)

Néachstes Mal: Kapitel 3 — Folgen und Konvergenz.



