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1 Minkowski-Raum

Das Folgende Kapitel fasst ausgewihlte Teile aus Das (1993) zusammen

Definition 1.1 (Minkowski-Raum). Der Minkowski-Raum (V4, g) ist ein vierdimensio-
naler Vektoraum mit g : R* x R* = R, (x,y) — 2% — 333_, 2¥y*. Ein physikalisches

Ereignis (z#) = (20, 21, 22, 23) = (ct, z,y, 2) ist dabei ein Vektor im Minkowski-Raum.

Dabei ergibt sich g durch die Uberlegung, dass das Aussenden eines Lichtsignals als
Ereignis (ct1,x1,x1,x1) und das Empfangen als Ereignis (cta, x2, x2, x2) den Abstand

ety — ety = \/(z2 — 1) + (32 — 11)2 + (22 — 21)2
haben sollte, und damit das verallgemeinerte Abstandsquadrat

sty = (cta — ct1)? — (w2 — 21)* — (y2 — 1) — (22 — 21)*.

Konvention (Einsteinsche-Summen-Konvention) Wann immer ein Index doppelt auf-
taucht, so ist implizit die Summe mitgemeint. Weitherhin laufen griechische Indizes
immer zwischen 0 und 3 rémische zwischen 1 und 3. So ist zum Beispiel

3 3
| Z— v
Nt z” = Z Z M
pn=0v=0

aber

3 3
Uijxil‘j = Z ijaj‘il‘j .

i=1j=1

Lemma 1.2. Das obige g ist eine symmetrische nichtausgeartete Bilinearform vom Index

(1,3,0).

Beweis:

Um die Nichtausgeartetheit nachzurechnen geniigt es, aufgrund der Symmetrie fiir jedes
x € R*\ {0} ein y € R*\ {0} zu finden, sodass g(x,y) # 0. Sei zunéchst x = (0, z!, 22, 2°)
dann ist g(x, (0,1,1,1)) # 0. Fiir x = (2°, 2!, 22, 23) mit 2% # 0 gilt g(x, (1,0,0,0)) # 0.
Der Index von 3 ist klar, da die Darstellungsmatrix von g gleich diag(1,—1,—1,—1) und
damit ist die Signatur o(g) = (1, 3,0). O

Die Bilinearform g ldsst sich auch auffassen als Wirkung des metrischen (0, 2)-Tensors
Nuw, 80 ist g(x,y) = x -y := nuaty”. Uberdies lasst sich nun das Quadrat eines Vektors
definieren.



Definition 1.3. Das Quadrat eines Vektors in V4 ist definiert durch

x? i =x-x = g(x,%) = g(ateu, 1%e,) = gley, e,)a’z” = nyata” .

Definition 1.4. Wir sagen o(v) = +/|v?| ist die Norm-/Separationszahl von v, wobei
wir beachten miissen, dass dies keine Norm im eigentlichen Sinne definiert.

Definition 1.5. Zwei Vektoren in V4 sind orthogonal, falls gilt g(x,y) = 0.

Definition 1.6. Wir sagen {eq, e1,e2,e3} ist eine Orthonormalbasis, falls diese eine
Basis fiir V4 bilden, orthogonal sind und deren Separationszahl jeweils 1 ist.

Definition 1.7. Das Wegelement ds definieren wir als
ds? = N dxt dx”
— (da")? — (da")? — (da?)? — (da?)?
= Adt? — da? — dy? — d22.

Definition 1.8. Wir konnen drei Arten von Vektoren in V4 charakterisieren.
1. v € V4 heiit raumartig (spacelike), falls gilt: v* < 0
2. v € V4 heift zeitartig (timelike), falls gilt: v? > 0
3. v € V4 heiBt Null-Vektor oder lichtartig (lightlike), falls gilt: v =0
Beispiel 1.9. Sei {eg, e1,e2,e3} eine Orthonormalbasis von V4, dann ist e zeitartig,

e, e, es sind raumartig, und eg + e; ist lichtartig. Um die Aussage zu iiberpriifen, muss
man nun einfach das Vektorquadrat ausrechnen.

e’ =m0 =1>0
e’=n1=-1<0
(eo—i—el)2:eo2+e12+e0-e1:1—1+0:0

Satz 1.10 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Seien v,w € V3 = {v € V4 : 9" = 0}, dann
gilt:

< Voulvtwlwi

v'w'

Mit Gleichheit genau dann wenn v und w linear unabhéangig sind.

Der Beweis ist klar, da es sich hier im Endeffekt einfach um die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung aus der linearen Algebra handelt. O



Lemma 1.11. Seien v,w € V, zeitartig, dann gilt v - w # 0. In anderen Worten: Zwei
zeitartige Vektoren kénnen nicht orthogonal sein.

Beweis: Seien u, v zwei zeitartige Vektoren, dann gilt:

w? = (u0)? — v >0 —= (u°)?> ‘ujuj‘

vi= ("2 =o't >0 = (°)? > |[v'’

zusammen ergibt sich dann
\/ [viviuiud | < ‘uovol.
Die CS Ungleichung 1.10 liefert uns dann aber
viuj’ </ Jviviudud| < ‘uofuo‘

und damit direkt den Widerspruch, denn angenommen u und v sind orthogonal, dann
gilt

v-u=0

also

U’u]’ = ‘uovo‘.
O

Bemerkung 1.12. Ein raumartiger Vektor kann sehr wohl orthogonal sein zu einem
Null-Vektor, zum Beispiel e; und eg + es.

Definition 1.13. Wir sagen u € V ist zukunftsgerichted (future-pointing), falls v > 0,
analog heilen sie vergangenheitsgerichtet (past-pointing) falls v% < 0.

Korollar 1.14. Fiir v, w € V4 zukunftsgerichted, zeitartig gilt

v-w>0

Beweis:

1.11

. .1 CS —
v'w'| < Vorlwiwl < ‘vow(]’:vowO

und damit dann

v-w =000 — viw® >0.
—~—~

<v0w0



Lemma 1.15. Zwei Null-Vektoren sind orthogonal genau dann, wenn sie linear abhéngig
sind.

Beweis: Seien zunéchst v,w € V4 zwei Null-Vektoren die linear abhangig sind, dann
gilt: v=Jw firein \ € Rund v-w = (\w) - w = A\w? = 0.

Seien nun v,w € V4 zwei nicht null Null-Vektoren, dann gilt

v2 =00 — it =0
w? = 0w’ — ww' =0

v-w = w2’ —wiv? =0.

Da v, w # 0 muss w” # 0,0° # 0, wir rechnen weiter

(w1?)? = (w0?)? = wouw? - 20" = wiw? - it

Wurzelziehen auf beiden Seiten liefert |w/v/| = vVwiwiv'vt. Die CS-Ungleichung sagt
aber, dass dies nur moéglich ist, wenn die “Raum-Komponenten® linear abhangig sind, es
gilt also v/ = Aw’. Mithilfe der 3. Gleichung und w° # 0 erhalten wir noch

o vw'  dww' | Adww?

0
v = = = \w".
wO w0 wO

2 Transformationen zwischen Inertialsystemen

Das folgende Kapitel fasst ausgewéhlte Teile aus FlieBbach (2006) zusammen.

Definition 2.1 (Inertialsystem IS). Ein Bezugssystem, in dem sich ein kréftefreier Kor-
per gleichférmig geradlinig bewegt, heif3t Intertialsystem.

2.1 Galilei-Transformation

Nach Galilei gilt, dass alle Naturgesetze in IS die gleiche Form haben.
Intuitiv wiirde man einen Wechsel von IS nach IS’ durch die Galilei-Transformation

beschrieben, welche definiert ist durch:

Definition 2.2 (Galilei-Transformation). Sei A = 1, o € R und R € O(3),v,a € R3
dann definieren wir die Galilei-Transformation durch

[t N\ [ M-t
T:R* =R, <r>H<r’>_<Rr—vt—a ’



Physikalisch ist diese Definition intuitiv, da eine Rotation, gleichférmige geradlinige
Relativbewegung oder Translation sowie Zeitumkehr /-verschiebung zwischen IS und IS’
keinen Einfluss auf die physikalischen Gesetze haben sollte.

Mathematisch kénnen wir mit unserer Definition 2.1 auch nachrechnen, dass T zwischen
IS und IS’ transformiert. Sei dazu

o _
dt?
Dann gilt:
d*r’  d*(Rr — vt —a) d? d?
= — A (Rr—vi—a) = \R-1 =0.
a7 AN — t0)? gz fr —vi—a) a2”

Nun stellt man aber einfach fest, dass die Galilei-Transformation nicht die Lichtge-
schwindigkeit konstant lisst, was ein Widerspruch zum Galileischen Aquivalenzprinzip
ist. Dementsprechend muss man eine Transformation finden, die mit der Konstanz ver-
traglich ist. Dies fihrt uns zur Lorentz-Transformation.

2.2 Lorentz-Transformation

Wir machen den Ansatz

x' = Ax + a bzw. 2" = A¥, 2¥ + at.

Dies ist sinnvoll, da, wie wir bereits bei der Galilei-Transformation gesehen haben, eine
Multiplikation mit Matrizen zwischen Inertialsystemen transformiert. Die Verschiebung
um vt miissen wir hier nicht explizit hinschreiben, da diese implizit mit in unserer Raum-
koordinate enthalten ist.

Wobei A = (A*,) € R¥** eine Matrix ist und a = (a*) € R* eine Raum-Zeittranslation.
Ist a = 0 so spricht man von einer homogenen Lorentz-Transformation.

Lemma 2.3. Das Wegelement ds bleibt unter unserem Ansatz invariant, A ist gegeben
durch ATnA = n und |[A%| > 1.

Beweis:

ds"* = nw,dx'“ da’”
= Nuwd(Az + a)'d(Az + a)”
= N A, dxP N 5 dx”
= NN N 5 da? dx”

= Npo dr’ dx’ = ds*



Daraus folgt, dass
NN N 5 = 1pe = ATnA =n

gelten muss. Insbesondere erhélt man fiir p = o = 0, dass

3 3
Z Z anAHpAVU = Too

pn=0v=0
3
A% = (M) =1
=0
& o

>0
— ’Aoo‘ >1.

O]

Korollar 2.4. Lorentz-Transformationen haben die Determinante 1 und lassen das
Minkowski-Pseudoskalarprodukt invariant.

Beweis: Wegen ATnA =7 und det(n) # 0 ist det(A) = £1.

g(Av, Aw) = vI ATnAw = vigw = g(v, w)

n

Wir nennen ein A mit den obigen Eigenschaften eine Lorentz-Transformation.

Ist det(A) = +1 so spricht man von einer eigentlichen Transformation. Ist A% > 1, bleibt
also die Zeitrichtung invariant, so spricht man von einer orthochronen Transformation.

Die Matrizen der Lorentz-Transformation bilden eine Gruppe, die Lorentz-Gruppe L.
Mochte man nun noch die Translation mit einbeziehen, so kann man das semidirekte
Produkt von £ mit der Gruppe aller Translationen auf V4 bilden durch (A, a)-(A;a’) :=
(A- A a+ A(a’)) und erhilt die Poincaré-Gruppe.

Die eigentlichen orthochronen Lorentz-Transformationen bilden eine Untergruppe der L,
die £1,.



2.3 Spezielle Lorentz-Transformation

Wir méchten nun die spezielle Lorentz-Transformation, den Lorentz-Boost herleiten. Die-
ser wird verwendet, um zwei zueinanderer relative Bezugssysteme ineinander umzurech-
nen und ist ein Element von [i. Dazu betrachten wir erstmal allgemeine Eigenschaften
einer Matrix in £. Seien dazu vy, .., v € R* und

Dann ist
ATnA = (g(v",0%),,, =
nA = (g(v*, ")), =n.
Es muss also v3 = 1 und v = v = v = —1 und v; ist orthogonal zu v; fiir i # j.

Betrachten wir nun erstmal nur solche Matrizen, die keine rdumliche Rotation oder
Translation mit einbeziehen, da sich diese nicht zur Galilei-Transformation unterschei-
den. Sei also 22 = 22, 23 = 2/3. IS’ bewegt sich relativ zu IS mit der Geschwindigkeit

v. Damit hat A also die Form

A% A% 0 0
Ay Ay 0 0
A= (A") = 00 01 L o
0 0 0 1

Unsere Voriiberlegungen ergeben nun

(A%)* — (A1) =1, —(A")?+ (A%)? = -1, A%A"; —AToAY =0,

Die Form der obigen Gleichungen lédsst natiirlich direkt auf den hyperbolischen Pytha-
goras schlieBen, da der sinh surjektiv auf R ist. Wir konnen o. E. sagen A'g = — sinh(v))
und A% = —sinh(y). Es folgt direkt A%y = 4 cosh(¢)) und A'y = 4 cosh(yp). Da wir
eine eigentlich Transformation wollen (det A = +1), konnen wir die negativen Vorzeichen
ausschlieflen.

Die Orthogonalititsbedingung liefert

—cosh ¢ sinh ¢ + sinh ¢ coshp =0 <= tanhy =tanhy <= ¥ = .

Es ist also

A% A%\ [ cosh(y)) —sinh())
Ay A';) — \—sinh(y) cosh(y) | -



Betrachten wir nun die folgende Grafik:

IS 4 y IS/ y'
* Ereignis (x, t)
v oder (x', 1)
X
vt X

Abbildung 1: Relativbewegung von IS zu IS’(s. Fliebach; 2006, S. 9).

Hieraus ergibt sich, dass fiir den Beobachter in IS der Koordinatenursprung von IS’ an

x! = vt ist. Da unsere Lorentz-Matrix ja genau die Koordinaten bzgl. IS’ angeben soll,

muss gelten
ct . AOO A01 ct) AO()Ct + Alel
24 T AAYy AN ) \at) T \Alget + Al )

Beziiglich IS’ muss aber gelten

Ozmll

was uns zu

0=a"= Alget + Ahat = Aget + Alyot
0 = —ctsinh v + vt cosh
t
tanhe = = = *
ct c
fiihrt.
Dadurch kénnen wir nun die Lorentz-Transformation als Funktion der Geschwindigkeit
ausdriicken. Mithilfe von Lemma 3.2 erhalten wir dann:

ol

_ v _ v
c? c?

Definition 2.5 (Rapiditét). Wir nennen ¢ = arctanh ? aus der obigen Rechnung die
Rapiditdt.



Bei der Multiplikation von zwei Matritzen eines Lorentz-Boosts erhélt man mithilfe von
Lemma 3.2

cosh(¢p1)  —sinh(¢) cosh(epg)  —sinh(vo) _ cosh(¢; + 1)  —sinh(¢1 + 1)
—sinh(¢1)  cosh(t1) —sinh(¢)  cosh(t)2) —sinh (11 +12)  cosh(¢ +12) | °

Somit erhalten wir also fiir die Geschwindigkeit v = ctanh auch wieder mithilfe von
Lemma 3.2

tanh 1)1 + tanh 19 S+ 2 U1+ v2
= ¢-tanh —c. =C Ty = '
v=c-tanh(¢1 +¢2) =c 1 + tanh 11 tanh 9o 17 U2 1+ vivg/c?

C

3 Anhang

3.1 Hyperbolische Funktionen

Bevor wir mit der Lorentz-Transformation beginnen, fithren wir noch grundlegende Ei-
genschaften von hyperbolischen Funktionen ein.

/
\_ 17/

Definition 3.1. Wir nennen

xZ —X

sinh : R — R, xw% tanx)
T —T 1 f
cosh: R — [1,00), xrﬁ%
ih /
tanh: R — (—=1,1), =~ S

cosh z /

Abbildung 2: Hyperbolische Funktionen
(eigene Darstellung)

hyperbolische Funktionen.

Lemma 3.2. Fiir hyperbolische Funktionen gelten die folgenden Eigenschaften:

i) coshx —sinhz =1

i) sinhz = —isin(iz) vi) cosh(arctanhz) = \/11_7

iii) coshz = cos(ix) vii) sinh(x 4 y) = sinh z coshy + cosh x sinh y
iv) arctanhx = log( 1z ) viii) cosh(z +y) = C?:rgifgi}ﬁg + sinh zsinhy
v) sinh(arctanhz) = ; ix) tanh(z +y) = T+tanhz tanhy "

11—z

10



Beweis:

i) Die Eigenschaft folgt direkt durch Einsetzen der Definition:

er L e % 2 et — g 2762m+2+6_2x—62w+2—6_2x71
2 2 B 4 B
ii)
1, .. .
—isin(iz) = —i - % (el(m) - e_z(m)) = sinhz
iii) Analog (ii)
iv)
tanh sinhz e —e™® e**—1 2
=tanhz = = = —1__ =
4 coshz eT+e T 2041 e2r + 1
2 1 1
— T o] e Yy g Y
1—y 1—y 1—y
1
= arctanh(y) = log< 14—7‘@/ )
-y

v) Da %f—i fir —1 < z < 1 immer positiv ist, konnen wir die Betrége ignorieren und

rechnen:
sinh(arctanh(z)) = sinh (105%( 1 - i ))
exp (o8 /B2 ) — exp (082 ))
1<w+xwi> :1(\/<1+x>2 \/<1—w>2)
2\V1-2z Vi+z) 2|V 1-42 b

x
V1= a2
vi) Analog zu (iii)
vii)

(47)

sinh(xz +y) = —isin(iz + iy)
= —isin(ix) cos(iy) — i sin(iy) cos(ix)

U Sinh () cosh(y) + sinh(y) cosh(z)

11



viii) Analog (vii)
ix)
sinh(z + y)

cosh(z + y)
sinh z cosh y + cosh x sinh y

tanh(zx 4+ y) =

cosh z cosh y 4 sinh x sinh y
1 sinh x cosh ¢y + cosh x sinh y
cosh z cosh y 1+ tanh x tanh y
tanh z + tanh y
1 + tanh x tanh y

12
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