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Allgemeine Hinweise

e Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen und Thre Matrikelnummer.

e Nutzen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt.

e Weder elektronische Rechenmaschinen noch Aufzeichungen sind als Hilfsmittel zugelassen.
e Fir die Bearbeitung der Aufgaben haben Sie insgesamt 120 Minuten Zeit.

e Samtliche Losungswege sind in fachlich korrekter Form zu dokumentieren.

Daten

e Name, Vorname:

e Matrikelnummer:

Bewertung

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 Gesamt

Punkte

Note:

VIEL ERFOLG.



S. Hintze 20.02.2019

Aufgabe 1 - Rechnen in verschiedenen Stellenwertsystemen

Losen Sie die Teilaufgaben a) bis ¢) schriftlich und ohne in das Dezimalsystem umzurechnen.
a) (25341)7 — (6456)r
b) (342)5 - (43)5
c) Ermitteln Sie den Rest, den die Zahl (321042)¢ bei der Division durch (45)¢ lasst.

d) Im Stellenwertsystem zur Basis b mit b € N mit b > 2 hat Kurt die folgende Rechenaufgabe

korrekt gelost:
(33)p - (11)p = (403)y.

Bestimmen Sie den Wert fir b.

erreichbare Punktanzahl: 10

Aufgabe 2 - Beweis durch vollstiandige Induktion

Zeigen Sie mit Hilfe eines Beweises durch vollstandige Induktion, dass

E": 1 _on
= (2k— 1) (2k+1) C2n+1

fiir alle n € N gilt.

Hinweis:

3

1 1 1 1

@h—1)-2k+D) 1.3 35 T @n-D-@ntD)

k=1

erreichbare Punktanzahl: 10
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Aufgabe 3 - lineare Kongruenzen

In der methodisch geordneten Aufgabensammlung aus dem Jahr 1880 befindet sich folgende Auf-
gabe:

Die Zahl 444 ist in zwei Teile zu zerlegen, so dass der erste um 4 vermehrt durch 11 und

der zweite um 7 vermindert durch 17 teilbar ist.

Um diese Aufgabe zu l6sen, stellt Kurt folgende Gleichung auf:
444 = (11z —4) + (17y + 7)

wobei x,y € Z gelten soll.

a) Begriinden Sie, dass die von Kurt aufgestellte Gleichung einen sinnvollen Ansatz zur Losung
der urspriinglichen Aufgabe darstellt.

Zeigen Sie, dass diese Gleichung in die lineare Kongruenz
441 =17y (mod 11)

umgeformt werden kann.

Weisen Sie nach, dass diese Kongruenz losbar ist.

b) Ermitteln Sie alle y € Z, welche diese Kongruenz erfiillen.

Bestimmen Sie alle Paare von natiirlichen Zahlen, welche die urspriingliche Aufgabe 16sen.

erreichbare Punktanzahl: 10

Aufgabe 4 - Abbildungen

Durch
fZXZ—ZXxZ, (a,b) = (a+b,a—10)

ist eine Abbildung definiert.
a) Geben Sie f((5,13)) und f((—3,—41))an.
b) Ermitteln Sie (a,b) € Z x Z mit f((a,b)) = (3,—17).

¢) Kurt mochte priifen, ob f surjektiv ist und er sucht ein (a,b) € Z x Z mit

f((a7 b)) = (0,3).

Zeigen Sie, dass es kein (a,b) € Z x Z mit f((a,b)) = (0,3) gibt. Erkldaren Sie, was dies fiir
die Surjektivitat von f bedeutet.

d) Beweisen Sie, dass f injektiv ist.

erreichbare Punktanzahl: 10
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Aufgabe 5 - Relationen

Durch

R={(a,b) e NxN|3keN:ba+2b=T7k}

ist auf der Menge N eine Relation definiert.

2)
b)
)
Q)

Entscheiden Sie, ob (9,2) € R gilt. Begriinden Sie Thre Entscheidung,.
Bestimmen Sie ein n € N, so dass (n,2n+ 1) € R gilt.
Zeigen Sie, dass diese Relation eine Aquivalenzrelation ist.

Geben Sie die kleinste natiirliche Zahl an, die in der Aquivalenzklasse [100] liegt.

erreichbare Punktanzahl: 10

Aufgabe 6 - der euklidische Algorithmus

Es soll untersucht werden, ob die Zahlen 5n 4+ 2 und 5n — 3 fiir alle n € N teilerfremd sind.

a)

Zunichst wird der Fall n = 7 betrachtet.
Zeigen Sie mit Hilfe des euklidischen Alogrithmus, dass die beiden dadurch entstehenden
Zahlen teilerfremd sind. Stellen Sie mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus die

Zahl 1 als Linearkombination der beiden Zahlen dar.

Kurt hat weitere Fille untersucht und dabei folgende korrekte Rechnungen dokumentiert:

n=4: ggT(22,17) =1 denn 22.74+17-(-9) =1
n=>5: ggT(27,22) =1 denn 27-9+422-(—-11) =1
n==~06: geT(32,27) =1 denn 32-11427-(-13) =1

Stellen Sie mit Hilfe dieser Rechnungen eine Linearkombination von 5n + 2 und 5n — 3 auf,
die den Wert 1 hat. Weisen Sie nach, dass die von Thnen aufgestellte Linearkombination die

geforderte Eigenschaft hat.

Kurt will nun den euklidischen Algorithmus mit den Termen 5n 4+ 2 und 5n — 3 durchfiihren.

Dafiir notiert er folgende erste Zeile:
Sn+2=1-(5n—3)+5.

Setzen Sie den euklidischen Algorithmus bis zum Ende fort. Begriinden Sie mit Hilfe Threr
Rechnung, dass 5n + 2 und 5n — 3 fiir alle n € N teilerfremd sind.

Begriinden Sie ohne Verweis auf die Linearkombination oder den euklidischen Algorithmus,
dass 5n + 2 und 5n — 3 fiir alle n € N teilerfremd sind.

erreichbare Punktanzahl: 10
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