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Bewei,s. Wir betrachten die Teilmetge M ,: {, € Q I :x' < Z}.Würden wir
die entsprechende Teilmenge von lR betrachten, so wäie r/2 sowohl Maximum als

auch Supremum dieser Menge. Da J2 wegen Lemma 4.1.4 jedoch keine rationale
ZahL ist, besitzt Il[ kein Supremum. Denn angenommen r € Q wäre Supremum
von M.Ist r ( 1/2, dann gibt es nach Lemma4.l.5 ein r/ € M rlrrit r' > r,, so

dass r keine obere Schranke ist. Folgiich ist r > Jr. Dann gibt es aber wiederum
nach Lemm a 4.L.5 eil r" € Q mit \/, < r" < r. Folglich ist r" eine obere Schranke

und r kann folglich nicht die kleinste obere Schranke sein. n

Im Gegensatz dant ist der Körper der reellen Zahlen iR vollständig, was eine

ausgezeichnete Eigenschaft von IR. darstellt. Wir geben den folgenden Satz ohne

Beweis an.

Satz 4.1.7. Der Körper der reellen Zahlen IR ist der einzi,ge uollstrindi,ge a,nge-

ord,nete Körper.

4.L.2 Folgen

Definition 4.1.8 (Folgen). Es sei M eine beliebige Menge. Eine Folge in Il,[ ist
eine Abbildung tp : NI * M mit

rL++ an: g@) e M für n € N.

Wir bezeichnen eine soiche Folge mit (a,),,ery oder einfach nur mit (o,,)'

Manchmai beginnen Foigen nicht bei n : l sondern bei n : 0 oder einer

anderen Zahl n € Z. Dann haben wir aiso streng genommen eine Abbildung
von {n € V, I n } n6]1 nach M. Wir schreiben die Folge dann a1s (o,),.*o
beziehungsweise (on)n nr.

Beispiele.

(i) Ist cln: a für alle n € N, so sprechen wir von der konstanten Folge (a").

(ii) Für i€C ist ('i"),ero die Folge: i, -L, -i,l,i, -1,-i,1,...
(iii) (*)"€N ist die Folge: 1,i,*, 1,+,*,+,...
(i") (#)".ru ist die Folge: t, 1,, 

Ln, *, #, ää, ä,. . .

(v) Die Folge der Fibonacci-Zahlen (siehe auch Kapitel2, Abschnitt 2.1.3) ist
rekursiv definiert durch as t:0, 01 :: 1 und an t: an-r * an-2 {it n ) 2,

also: 0, L,, L, 2,3, 5, 8, 73,27, 34, 55,, 89, 144," . .

(vi) Wir betrachten die rekursiv definierte Folge (a,),ex mit q:: 1 und an+t i:
? + * für n € N, also: 1, 1.5, 1.416666...,1'.414215...,1.4142L3...,
. . . Auflrund der angegebenen Folgenglieder liegt der Verdacht nahe, dass

sich diese Folge dem Wert v4 annähert.
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Definition 4.L.9 (Konvergerlz von Folgen). Es sei (o,),.^ eine Folge von kom-
plexen (oder reellen) Zahlen an € C. Die Folge konueigi,ert gegen d,en Grenz-

wert a € C, in Zeichen limr*- ün : a, wenn gilt:

Ve>03n6e NlVrzlns: lo"-ol < €

Die Folge (a,) heißt konuergent (man sagt dann auch, dass die Folge konuergier't),

falls es einen Grenzwert gibt, gegen den sie konvergiert. FaJIs die Folge (a") nicht
konvergiert, dann di,uergiert sie und heißt di,uergent.

Bemerkung.

(i) Eine Folge, die gegen den Grenzwert 0 konvergiert, heißt arch Nullfolge.

(ii) Eine Folge komplexer Zahlen (a,,),ex ist nach Definition genau dann eine

Nullfolge, wenn die relle Folge (la"l)"ew eine Nulifolge ist.

(iii) Eine Folge (o,),,.x konvergiert genau dann gegen den Grenzwert o, wenn

die Folge (on - o)",ex eine Nullfolge ist.

(iv) Konvergiert die Folge (ar) gegen den Grenzwert o : lirrln*co an) so schreiben

wir auch

an + a, für n ---+ @

(v) Füre >0unda €CnennenwirdieMenge {z e C llo- rl<e} e C auch

e-[Jmgebung vorl a (analog in 1R). Konvergiert eine Folge (4,,) gegen den

Grenzwert o, so bedeutet das also, dass in jeder e-Umgebung (mit 6 > 0)

von o fast alle Foigenglieder von (4") liegen. Dabei bedeutet ,,fast alle"
genau gesagt ,,alle außer endlich vielen".

Beispiele.

(i) Die Folge (*),.* konvergiert gegen den Grenzwert 0, denn: Wähle zu einem

beliebigen J > O die Zahl 
"o 

: []-|, so dass ftir n ] ns gilt:

1

ET

(ii) Man kann leicht zeigen, dass die Folge (;f1),.* gegen den Grenzwert 1

konvergiert.

(iii) Die komplexe Folge (2"),ex divergiert.
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