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Beweis. Wir betrachten die Teilmenge M := {z € Q | z? < 2}. Wiirden wir
die entsprechende Teilmenge von R betrachten, so wére v/2 sowohl Maximum als
auch Supremum dieser Menge. Da /2 wegen Lemma 4.1.4 jedoch keine rationale
Zahl ist, besitzt M kein Supremum. Denn angenommen r € Q wére Supremum
von M. Ist r < v/2, dann gibt es nach Lemma 4.1.5 ein 7/ € M mit v’ > r, so
dass  keine obere Schranke ist. Folglich ist 7 > +/2. Dann gibt es aber wiederum
nach Lemma 4.1.5 ein ” € Q mit v/2 < 7 < r. Folglich ist 7" eine obere Schranke
und r kann folglich nicht die kleinste obere Schranke sein. O

Im Gegensatz dazu ist der Kérper der reellen Zahlen R vollstindig, was eine
ausgezeichnete Eigenschaft von R darstellt. Wir geben den folgenden Satz ohne
Beweis an.

Satz 4.1.7. Der Kérper der reellen Zahlen R ist der einzige vollstindige ange-
ordnete Karper.

4.1.2 Folgen

Definition 4.1.8 (Folgen). Es sei M eine beliebige Menge. Eine Folge in M ist
eine Abbildung ¢ : N — M mit

n—a,=pn)eM firneN.
Wir bezeichnen eine solche Folge mit (a,)nen oder einfach nur mit (ay).

Manchmal beginnen Folgen nicht bei n = 1 sondern bei n = 0 oder einer
anderen Zahl n € Z. Dann haben wir also streng genommen eine Abbildung
von {n € Z | n > no} nach M. Wir schreiben die Folge dann als (an)nen,
beziehungsweise (an)n>n,-

Beispiele.

(i) Ist a, = a fiir alle n € N, so sprechen wir von der konstanten Folge (an).

(ii) Fiir i € C ist (¢")nen die Folge: 4, —1, —i, 1,4, =1, —1, 1, ...

i)
(iii) ( Jnen ist die Folge: 1, 4 §, i., é_’ é, %’
(iv) ( 5 )nen ist die Folge: 1,3 1, §7 %7 515’ 3_16’ é: N
)

(v) Die Folge der Fibonacci-Zahlen (siehe auch Kapitel 2, Abschnitt 2.1.3) ist
rekursiv definiert durch ag := 0, a; := 1 und a,, ;= ap_1 + an_o fiir n > 2,
also: 0,1, 1,2, 3, 5, 8 13, 21, 34, 55, 89, 144,. ..

(vi) Wir betrachten die rekursiv definierte Folge (a,)neny mit a1 := 1 und an4q =
2 4 L fiir n € N, also: 1, 1.5, 1.416666 ..., 1.414215..., 1.414213.
Aufgrund der angegebenen Folgenglieder hegt der Verdacht nahe, dass
smh diese Folge dem Wert /2 annéhert.
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Definition 4.1.9 (Konvergenz von Folgen). Es sei (a,)nen eine Folge von kom-
plexen (oder reellen) Zahlen a, € C. Die Folge konvergiert gegen den Grenz-
wert a € C, in Zeichen lim,,_,» a, = a, wenn gilt:

Ve>03dng e NVn>ng: |a,—a| < €.

Die Folge (a,) heiBt konvergent (man sagt dann auch, dass die Folge konvergiert),
falls es einen Grenzwert gibt, gegen den sie konvergiert. Falls die Folge (a,) nicht
konvergiert, dann divergiert sie und heifit divergent.

Bemerkung.
(i) Eine Folge, die gegen den Grenzwert 0 konvergiert, heifit auch Nullfolge.

(ii) Eine Folge komplexer Zahlen (an)nen ist nach Definition genau dann eine
Nullfolge, wenn die relle Folge (|a,|)nen eine Nullfolge ist.

(iii) Eine Folge (an)nen konvergiert genau dann gegen den Grenzwert a, wenn
die Folge (a, — a)nen eine Nullfolge ist.

(iv) Konvergiert die Folge (a,) gegen den Grenzwert a = lim,,_, an, S0 schreiben
wir auch

a, —a fir n—oo .

(v) Fiir ¢ > 0 und a € C nennen wir die Menge {z € C | |a — x| < e} C C auch
e-Umgebung von a (analog in R). Konvergiert eine Folge (a,) gegen den
Grenzwert a, so bedeutet das also, dass in jeder e-Umgebung (mit ¢ > 0)
von a fast alle Folgenglieder von (a,) liegen. Dabei bedeutet ,fast alle”
genau gesagt ,alle aufier endlich vielen®.

Beispiele.

(i) Die Folge (%)neN konvergiert gegen den Grenzwert 0, denn: Wihle zu einem
beliebigen ¢ > 0 die Zahl ny = E—], so dass fiir n > ny gilt:

|~

an<an0: S

- [

(ii) Man kann leicht zeigen, dass die Folge (;57)nen gegen den Gremzwert 1
konvergiert.

0 =] =
Il
m

M =
PR

(iii) Die komplexe Folge (i")nen divergiert.



