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Aufgabe 1

(i) Definiere das Bessel-Potential durch

(z) = ey (1)
fir x € R™. Zeigen Sie, dass B € L!(R") mit
BO = 1 2
L dAm2gR”
(ii) Finden Sie eine formale Losung fiir
—Au+u=fin R". (3)

Hinweis: Fouriertransformieren Sie die PDE und nutzen Sie Teil (i).

(iii)* Zeigen Sie, dass die formale Losung aus (ii) fir f € S(R™) eine klassische Losung ist.

Solution:
(i) Wir erinnern uns an die Definition G(z) = e~"#* und, dass G(y) = G(y) fiir alle y € R"
und deshalb

G(z)dr = G(0) = G(0) = 1.
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Definiere
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x,t) = cetTar = =G firz e R™",t>0.
f,t) (4mt)2 (4mt)= <\/47rt>

Dann ist f(z,t) > 0 und somit folgt mit dem Satz von Tonelli

/n B(x)dx = /]R"X]O,oo[f(x7t) d(z,t) = /0 . flx,t)dadt

= Ooe_t/ Amt) "2 G x dmdt:/me_t G(z)dxdt=1.
/ () 6 ) e[ o

Also ist B € L*(R™). Da ausserdem | f(z,t)e~2"%¢| € L1(R™x]0, oo) kénnen wir Fubini anwen-
den und finden

B(f) = B(a:)e*Q’”'ﬂ"'g do = / f(z, t)e*%”c'E dx dt
R™ 0 Rn
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(ii) Sei u eine Losung von (3). Dann nehmen wir die Fouriertransformierte der Gleichung und
finden X
Am?€l*a(€) + a(8) = f(€),

also .
PN £ (9 By
a(§) = m = f(§)B(&)-
Formal folgt dann mit Lemma 3.19, dass
u=Bxf.

(iii) Sei nun f € S und u = B  f. Dann ist u € C°° N L' mit D% = B * D*f. Also gilt mit
Lemma 3.19 - o o .
Doy =B+« Def = BDof = (2mi§)*Bf .

Betrachte nun
E(z)= —Au+u—f=Bx(-Af+f)— feL¥ .

Dann folgt wieder mit Hilfe von Lemma 3.19 und Teil (i), dass
k=B+4n’lg)f ~f=F-F=0.

Somit folgt (da k,k € L")
k(z)= [ k(&e*™™¢de=0.

Rn

Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass keine nicht-triviale integrierbare Funktion f € L'(R"™) existiert, so dass f und f
kompakten Tréager haben.

Hinweis: Beweisen Sie die Aussage zuerst fiir n = 1, indem Sie zeigen, dass die Funktion F': C — C
definiert durch F(z) = [, f(x)e™?™** dz holomorph ist, falls f kompakten Tréiger hat. Folgern Sie
nun die Aussage.

Solution: Sei f € L'(R) mit kompakten Triger, und R > 0 mit spt(f) C Bg(0). Die Funktion
z — f(z)e~?™®% ist holomorph fiir jedes x € R und

/le(x)e—Qwimz|dx < e27rR|Im(z)|||f||L1

ist lokal beschriankt. Damit ist F'(z) ebenfalls holomorph. Es gilt nun aber F/(§ +i-0) = f(£).
Falls also f auch kompakten Trager hat, so hat die holomorphe Funktion F' einen Hiufungspunkt
von Nullstellen in C und ist deshalb F' = 0, womit auch f = 0 und deshalb f = 0. Die allgemeine
Aussage folgt jetzt mit Hilfe des eindimensionalen Falls und Fubini.

Aufgabe 3* (Temperierte Distributionen)

Wir definieren eine temperierte Distribution T € S’(R™) durch die folgenden Eigenschaften:

(a) f — T(f) ist eine lineare Abbildung auf S(R™), also T'(af + bg) = aT(f) + bT(g) fiir alle
a,b€ Cund f,g € S(R");

(b) T(fx) — T(f) wenn fr — f in S(R™). Hierbei gilt fr — f in S(R™) genau dann, wenn
limg o0 |27 D*(fr — f)||, = 0 fiir alle Multiindizes , 5.

(i) Zeigen Sie die folgenden Inklusionen:
(a) S'(R™) C Z2'(R™).
(b) LP(R™) C S'(R™) fiir alle 1 < p < oc.
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(c) Sei p ein signiertes Maff auf R™ mit endlicher Masse, so ist u € S'(R™).

(ii) Definiere nun die Fouriertransformation auf &’ durch

T(f) = T(f), (4)
und analog die inverse Fouriertransformation. Zeigen Sie:
(a) 7, sind lineare Operatoren von S’'(R™) nach &’ (R™).
(b) T =T fiir alle T € S'(R").

(¢) T=6p und & = 1.

Solution: (i) Es gilt D(R™) C S(R™), d.h. wenn T linear auf S(R™) ist, dann ist 7" insbesondere
linear auf D(R™). Falls nun {fx} € D(R™) mit fr — f in D(R™), dann gibt es per Definition
eine kompakte Menge K C R™ mit spt(f) C K fiir alle k£ und

Lim [|D*(fr = Fllz= =0,
fiir alle Multiindizes a. Falls nun R > 0 so gross ist, dass K C Bpg, dann finden wir
Jim (@D (fi = f)lloe < RV Jim [ID*(fi = f)llee =0,
also fr — f in S(R™) und deshalb
T(fr) = T(f) fir k — .

Somit ist 7' € S(R™) und Inklusion (a) ist gezeigt.

Fir die Inklusion (b) wird die Funktion f € LP(R™) mit der Distribution Ty : S(R*) — R
mit T¢(g) = fRn fgdz identifiziert. Dies ist trivialerweise eine lineare Funktion, jedoch miissen
wir zeigen, dass sie wohldefiniert ist. Dafiir bemerken wir, dass S(R™) — L%(R") stetig fiir alle
1 < g < o0. Dann folgt fiir ¢ mit 1% + % = 1 mit der Hoderungleichung, dass

Tr()] < I fllzrllgllze < Cllfllzr,

und Ty ist wohldefiniert. Aus der stetigen Einbettung folgt dann auch g, — ¢ in L9 falls g, — g
in &, und deshalb mit derselben Abschétzung T¢(gx) — Tr(g). Wir miissen also blo8 zeigen,
dass S(R™) — L1(R™). Sei dafiir 1 < ¢ < oo fixiert und g € S(R™). Wir haben dann

[ laltde= [ (@ loP) 0 ) gl de
R™ Rn

3 s
I+ B Tl [ B e se Y eyl <0,
" la|<[(n+2)/q]

Ff ein signiertes Mafip mit pu(R™) < oo gilt, dass

u(9) = /ngdu,

wohldefiniert ist mit |7),(g)| < u(R™)[|g|| L. Aus dieser Abschitzung folgt die Konvergenzeigen-
schaft (b) (die Linearitét von T), ist klar).

(ii) Seien a,b € C, T,T" € S'(R™) und f € S(R™). Dann gilt

(T +5T7)(f) = (aT + bT")(f) = aT(f) + bT'(f) = aT(f) + 0T’ (f),

also ist " linear, analog fiir . Wir miissen noch zeigen, dass 7' € S'(R") fiir T € S(R™). Fiir die
Linearitét seien a,b € C und f,g € S(R™). Dann ist

T(af +bg) = T(af +bj) = aT(f) +bT(§) = aT'(f) + bT(g).
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Falls nun fx — f in S(R™), dann gilt f, — f in S(R™), da nach Lemma 3.19

(2mi€)P D fi, = DPgy ((—2mi-) fi) ,
mit gy = (—27i-)® fr. Da DPgy, — DPg = DP(—27i-)*f in S(R™) per Annahme, folgt

I2mi€)? D (fi — Pz~ = 1D (gk — 9)llz~ < 1D (gr — 9|12 — 0,

mit Hilfe der stetigen Inklusion S < L' aus (ib). Also gilt
T(fi =) =T(fs =) =>0.

(b) Es gilt 7(f) = T(f) = T(f) = T(f) fiir alle f € S(R), also T =T in S
(c) Sei f € S. Dann ist

1N =1f)= | fdr=F0)=b(f).
Auflerdem gilt

dof =do(f) = f(0)= [ fdz=1(f).

R
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