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Aufgabe 1
Sei U ein beschrinktes, zusammenhingendes, C?-reguliires Gebiet und xo € OU. Zeigen Sie, dass U
in xg die duBere Sphérenbedingung erfiillt. Folgern Sie, dass das Dirichlet Problem
—Au=0inU
u = g auf OU

fiir jedes g € C(OU) eine eindeutige, klassische Losung (also u € C2(U) N C(U)) hat.

Solution: OBdA nehmen wir an, dass o = 0 und dass
UNB,={(2',2,) € By : 2, < f(2')}

fiir ein f € C*(R"™!) mit £(0) = 0 und Df(0) = 0. Es gilt somit fiir alle (y,z,) € UN B,
1 T2 1 2
o < f(y) = ™D f(sy)y < SMIyl",

fiir ein s € [0,1] und M > supy, <, [[D*f(y)]|. Sei s < + und betrachte den Ball B(se,). Wir
behaupten, dass Bs(se,) N (U N B,.) = 0. Sei dafiir (y,z,) € UN B,.. Dann gilt

|(y, 2n) — sen|* = y|* + 22 — 252, + 5% > 22 + 52 > 52,

da 2sz,, < 2sf(y) < |y|* aufgrund der Wahl von s. Damit gilt Bs(se,) N (U N B,.) = 0. Es ist
auerdem OU N B, = {(y,z,) € By : &, = f(y)}. Mit derselben Abschétzung wie oben folgt

somit - -
By(sen) N (UNB,) ={0}.
Aufgabe 2
Sei U ein beschrinktes, zusammenhingendes, C2-regulires Gebiet. Zeigen Sie, dass das Problem
—Au=finU
u = g auf OU

fiir alle f € CY(U), g € C(0U) eine eindeutige klassische Losung besitzt.

Solution: Wir erweitern f zu f € C}(R") und setzen v = ®* f, wobei ® die Fundamentallssung
ist. Dann ist v € C*(R™) mit —Av = f in R™. Nach Aufgabe 1 gibt es eine Eindeutige Losung
@€ C%(U)NC(U) zum Dirichlet Problem

mit §:= g —v|sy € C(OU). Wir schlieen den Beweis, indem wir u = @ 4 v|g setzen.




Aufgabe 3* B
Sei b € R™ fixiert, U C R" offen und beschriinkt, und u € C?(U) N C(U) eine Funktion mit

—Au+b-Du=0 inU. (1)

Zeigen Sie, dass u das starke Maximumsprinzip erfiillt, d.h. falls U zusétzlich zusammenhéngend
ist und z¢g € U existiert mit zp = maxg u, dann ist u konstant. Zeigen Sie dafiir zuerst, dass
nichtnegative Losungen von (1) die Harnack-Ungleichung erfiillen, d.h. dass es fiir jedes V' € U eine
Konstante C = C(U, V,n,b) > 0 gibt, sodass

supu < Cinfu (2)
\% \4
fiir alle nichtnegativen Losungen v von (1).

Hinweis: Betrachten Sie, fiir eine nichtnegative Losung « und ein zg € U, die Funktion g(t) :=
fa Bu(ao) U dS und zeigen Sie, dass es eine nur von b abhéngige Konstante C' > 0 gibt, so dass fiir alle

0 <7< s <dist(zg,dU)

e g(s) < glr) < ey(s). (3)
SchlieBen Sie daraus, dass fiir alle 0 < r < s < dist(x, U)
e_cs][ udr < ][ uwdr < eCS][ udzx (4)
Bs(x0) By (wo) B;(zo)

und folgern Sie damit die Harnack-Ungleichung.

Solution: Wir zeigen zuerst die Ungleichungen (3). Sei also u € C?(U)NC(U) eine nichtnegative
Losung von (1), o € v und g(t) = faBt(wo) udS. Der Notation zu liebe schreiben wir B; anstatt

Bt (). Wir berechnen

1 1 1
g =—- [ g1 Audyzi/ b.Dudy:][ ub-vdS,
nwpt™ =t Jop, OV nwnt™ 1 Jp, nwpt™t /g, 0B,

da b Du = div(ub). Da u > 0, kénnen wir letztes Integral folgendermaflen abschitzen
—[blg(t) < g'(t) < [blg(t).
Sei nun 0 < r < s < dist(xg, OU) und definiere
() = e Mg (t)

Da
7(t) = ~lole M g(e) + g (1) < 0,

ist v monoton fallend und deshalb
e g(s) < e g(s) = (s) < 4(r) = g(r).

Wenden wir dasselbe Argument auf v(t) = e®l(*=")g(#) an und beniitzen ¢'(t) > —|b|g(t), so
folgt die Behauptung (3) mit C' = |b|.

Fiir 0 < r < s < dist(zg,0U) schreiben wir

1 T 1 T 1 S
][ udy = / (/ udS) dpz—/ p"ilg(p)dpz—/ t"lg (Lﬁ) dt .
B, nwpr™ Jo 4B, ™ Jo s™ Jo S

Nun gilt nach (3) g (£t) < e““g(t). Somit haben wir

1 S
f udy < —ecs/ t"lg(t)dt = BCS][ udy .
B s" 0 B

T s
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Die Ungleichung (4) folgt dann aus g (£t) > e~ %!g(t) und e~ > C~ fiir t € [0, r].

Sei nun V€ U und z1,22 € V mit |x1 — x| < 7 := idis‘c(‘/7 OU) und u eine nichtnegative
Losung von (1). Insbesondere gilt B,.(x1) C Ba,(z2) C U und mit (4) folgt

u(wl) = lim Udy < eCTf Udy < 2”607‘][ Udy < 2n63C7~f Udy
P=0JB, (z0) Br(x0) Bar(w1) B.(z1)

fir alle 0 < s < 2r. Mit dem Limes s — 0 folgt sodann
u(:v1) < 2"6307"114({)32) < 2ne3Cdiam(U)u(x2) )

Vertauschen von x; und z2 im Argument ergibt
. -1 .
(2n63Cd1am(U)> U(CUQ) < u(ml) < 2n€3Cd1am(U)u(x2) ,
woraus die Harnack-Ungleichung wie in der Vorlesung folgt.

Sei nun schlussendlich u € C? N C°(U) eine Funktion, welche die Gleichung (1) 18st und sei
2o € U mit u(zg) = M := maxg u. Dann ist v := M —u € C?(U) N C°(U) eine nichtnegative
Losung von (1). Es gibt also zu jedem V' € U mit 29 € V eine Konstante C' > 0 mit

0 <supwv < Cinfv < Cv(zp) =0.
\% \%4

Mit V 1 U folgt dann v = M auf U.
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