
Wahrscheinlichkeitstheorie II Blatt 8

Abgabe des Blattes während der Vorlesung am Mittwoch, den 11.12.

Neu: Sprechstunde bei Victor Marx (A328) jeden Freitag, 15:30 Uhr bis 17:00 Uhr.
Anstatt der Vorlesung am Dienstag, den 10. Dezember, sollen alle Studen-

ten bitte in den Vortrag von Mikhail Belkin gehen (siehe Ankündigung).

Aufgabe 1: 8 Punkte

i) Sei das folgende statistische Modell ({0, 1}n,P({0, 1}n),P⊗nν , ν ∈ [0, 1]), wobei Pν
die Bernoulli-Verteilung mit Parameter ν ist. Man möchte Konfidenzbereichen für
die Schätzung von ν zum Niveau α = 0.05 definieren. Wir benutzen den Schätzer
T (X) = 1

n

∑n
i=1Xi.

Sei n = 20. Wir beobachten die folgende Stichprobe:

0 0 0 1 1
0 1 0 0 1
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1

Mit der Methode der Tschebyschev-Abschätzung ein Konfidenzintervall zum Niveau
α = 0.05 definieren. Erwartet werden eine Formel für dieses Intervall mit einer
Rechtfertigung dafür, dass es ein angemessenes Konfidenzintervall ist, und auch die
numerische Berechnung dieses Intervall in diesem konkreten Fall. Kommentieren Sie
auch das Ergebnis dieser numerischen Berechnung.

ii) Nach n = 100 Wiederholungen beobachtet man 67 Mal die Zahl 0 und 33 Mal die
Zahl 1. Das Konfidenzintervall zum Niveau α = 0.05 neu berechnen.

iii) Gleiche Frage mit n = 1000 und 692 Mal die Zahl 0 und 308 Mal die Zahl 1.
Vergleichen Sie und kommentieren Sie diese drei numerische Ergebnisse.

iv) Man betrachtet den gleichen Fall wie in iii). Jetzt ein Konfidenzintervall zum Niveau
α = 0.01 berechnen. Kommentieren Sie das Ergebnis.

v) Man betrachtet noch den gleichen Fall wie in iii). Jetzt die Methode des Zentralen
Grenzwertsatzes anwenden, um ein Konfidenzintervall zum Niveau α = 0.05 und
zum Niveau α = 0.01 zu berechnen. Abbildung 1 ist dafür zur Verfügung. Erwartet
wird neben der numerischen Berechnung auch eine Rechtfertigung für das erhaltene
Intervall. Kommentieren Sie das Ergebnis.

Aufgabe 2: 3 Punkte

Seien X1, . . . , Xn i.i.d. Zufallsvariablen, gleich verteilt auf [0, θ] mit unbekanntem Para-
meter θ > 0. Sei X(n) := max(X1, . . . , Xn) und sei c > 1 fest. Zu welchem Niveau α ist
[X(n), cX(n)] ein Konfidenzintervall für den Parameter θ?
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Aufgabe 3: 2+2+2+2 Punkte

Sei (Xn)n>0 eine Folge von Zufallsvariablen auf (Ω,F ,P), sodass X0 = 0 P-fast sicher gilt
und für alle n > 0, für alle a ∈ Z gilt:

P[Xn+1 = a+ 1|Xn = a] =
1

2
; P[Xn+1 = a− 1|Xn = a] =

1

2
.

i) Die Verteilungen von X1, X2 und X3 bestimmen.

ii) Man möchte E[Xn+1|Xn] (auch E[Xn+1|σ(Xn)] genannt) berechnen. Sei a ∈ Z. Be-
weisen Sie, dass

E[Xn+11{Xn=a}] = aP[Xn = a].

iii) Beweisen Sie, dass für alle A ∈ σ(Xn) gilt:

E[Xn+11A] = E[Xn1A].

iv) E[Xn+1|Xn] bestimmen.
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Abbildung 1: Tabelle der Verteilung von N (0, 1): φ(z) = 1√
2π

∫ z
−∞ e

−t2/2dt. Die Tabelle
liest man so: φ(0.06) = 0.5239, φ(2.83) = 0.9977.
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