Mathematisches Institut der Universitit Leipzig Wintersemester 2019/2020
Dr. Tobias Ried 16. Januar 2020

Klausur zur Vorlesung
Mathematik fiir Physiker 3

Name:

Vorname:

Matrikelnummer:

Zusatzlich abgegebene Losungsblitter: [ONein [dJa (Anzahl___ )

Aufgabe 12,3456 7 z
Gesamtpunkte | 4 | 4 | 4 | 4 | 5|5 |5 [26(+45)
Erzielte Punkte

Note

Hinweise:
1. Diese Klausur besteht aus 7 Aufgaben auf 13 nummerierten Seiten (inklusive Deckblatt).
2. Uberpriifen Sie die Angabe auf Vollstindigkeit.

3. Die Klausur hat 2 Teile: im ersten Teil (Aufgaben 1-4) sind alle Aufgaben zu bearbeiten,
im zweiten Teil (Aufgaben 5-7) sollen zwei von drei Aufgaben ausgewihlt und bearbeitet
werden, die dritte Aufgabe kann als Zusatzaufgabe fiir Bonuspunkte bearbeitet werden.

4. Bitte verwenden Sie zur Bearbeitung der Aufgaben den dafiir vorgesehenen Platz. Sollten
Sie zusitzliches Papier benotigen, wenden Sie sich an die Aufsicht. Die Verwendung von
mitgebrachtem Papier ist nicht zuléssig.

5. Beschriften Sie jede Seite mit Namen und Matrikelnummer.

6. Das einzige zugelassene Hilfsmittel ist ein handgeschriebenes DIN A4 Blatt als Gedicht-
nisstiitze. Aufler diesem Blatt sind keine weiteren Hilfsmittel (z.B. Taschenrechner) erlaubt.

7. Die Bearbeitungszeit betrigt 120 Minuten.

Viel Erfolg!
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Teil 1 [16 Punkte]

Aus diesem Teil sind alle Aufgaben zu bearbeiten.

1. Fluss durch eine Oberfliche [4 Punkte]

Gegeben sei die Menge B = {(x, 1,2) €ER3:\x2+y2 <z, 1<x2+)?+22 < 4}, der Schnitt aus einem
(nach oben gedffneten) Kegel und einer Kugelschale, sowie die Vektorfelder

F(x,y,2)=| x|, G(x,y,z) = (rotF)(x,y,z) =(0].
yz 2

(a) Bestimmen Sie den Fluss g3 von G durch den Rand 6B von B.

(b) Bestimmen Sie den Fluss gs von G durch das Flichenstiick

5= {(x’y’z) R :VX2+y2=2,1<x*+y*+2° < 4}
mit von der z-Achse wegzeigender Flichennormalen.

(c) Es bezeichne f, = /y F - ds das Kurvenintegral von F entlang der Kurve y : [0,27] — R3,
y(t) = %(cos t,sint, 1), und ggx den Fluss von G durch das Flidchenstiick

K= {(x’y’z) €R’:yx?+y2 Sz,x2+y2+z2=1},

wobei die Flichennormale von Ursprung weg zeigt. Zeigen Sie, dass gx = f,.

LOSUNG:

(a) Nach dem Integralsatz von Gauf ist

goB = / rotF -do = /divrotF da’ = o,
4B B

da divrotF = 0.
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(b) Eine Parametrisierung von S ist gegeben durch ¥ : (%, V2) x (0, 27) — R3,

rcos @
(r,@) = ¥(r,p) =|rsing
r
Das vektorielle Flichenelement
cos @ —rsing —rCcosQ
ou(r,p) =0, ¥ X 9,¥(r,p) =|sing | x| rcose |=|-rsing
1 0 r

ist zur z-Achse hin, also nach innen orientiert; damit erhalten wir

V2 pom V2 pom [T\ [—FCOSQ
gg=/G-do=—/ / G(‘P(r,go))-mp(r,qo)dgodr=—/ / 0]-|-rsing | dpdr
S % 0 %rz 0 2 r

L V2

\/E 2w \E \/E 1
—/1 (2r —r?cos @) dpdr = —271/ 2rdr= -2z [P’] ) =27 (2 -~ 5) = -37.
w U0 v

(c) y ist eine Parametrisierung des Randes von K mit mathematisch positiver Durchlaufrichtung beziig-
lich der Flaichennormalen. Nach dem Satz von Stokes ist

gK:/G'dGZ/F-dSny.
K 4
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MATRIKELNUMMER:
2. Residuensatz [4 Punkte]
Gegeben sei die Funktion f : C\ {el3, e713, €7} - C,
b4
f(Z) = TZ3

(a) Berechnen Sie das Residuum von f in z; = els.

[ZUR KONTROLLE: Res,, f = 1e7i5

(b) Die Kurve y; g beschreibe die gerade Verbindungslinie von 0 nach Rel¥. Zeigen Sie, dass

/m f(z)dz =€ /ORf(t) dt.

(c) Sei y,r die Kurve entlang des Kreisbogens zwischen R und ReizT”, parametrisiert durch
Y2k 1 [0, 2] — C,y2,r(t) = Re". Zeigen Sie, dass

f(z)dz

— 0 flirR — oo.
Y2,R

HINWEIS: |1 + R3e3| > |R3 - 1].

(d) Berechnen Sie das Integral

C X
/ dx.
o 1+x3

HINWEIS: el 5 —#. Sie miissen das Resultat nicht vollstidndig vereinfachen.

LOSUNG:

(a) Der Nenner 1 + z3 besitzt jeweils eine einfache Nullstelle bei

—iZ

iz T
3, Z2=e 3

Z1=¢€ , zz=¢e",
also

fz) = &

(z-z21)(z-22)(z2—23)

Da der Zihler fiir z € {z1, 22, 23} nicht verschwindet, besitzt die Funktion f also in diesen Punkten
Polstellen erster Ordnung. Damit ist

. 21 1 1
Res,, f = lim(z-2z1)f(z) = =—
ol = e @ = @z w(-B-B)
st e e
(1-e5)(1-¢e'7) 2(1-cos %) 3

(b) Wir parametrisieren y1 g : [0,R] — C, y1r(t) = tei¥. Dann folgt aus der Definition komplexer
Wegintegrale

22

K , R teds a Rt
f(z)dz = / FOLR()) rr(t) de = / e ¥ et / _
Y1.R 0 0 0

1+ (tel)3

R R
;47T t 3 4T
:e143/ dt:e143/ f(t)de,
0 1+183 0

dae?™i=1.
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(c) Nach Definition von komplexen Wegintegralen gilt

T Relt "
_ : 1
= ‘/0 iR iRe" dt

2w
» 3 R? 2T R?
< — dt==———— 50,
o |R3-1] 3 |R3-1]

fiir R — oo, wobei in () der Hinweis |1 + R3¢*| > |R? — 1| verwendet wurde.

27

f(z)dz

Y2,R

3 R?
S/ ———dt
o |1+ R3e3|

(d) Essei y die geschlossene Kurve in der komplexen Ebene, die sich aus dem Streckenstiick von 0 bis R
entlang der reellen Achse, der Kurve y, g und der Kurve y; g (riickwirts durchlaufen) zusammensetzt.

Da die Kurve y nur die Polstelle z; einschlief3t, folgt aus dem Residuensatz, dass

27i iz
/ f(z) dz = 27iRes,, f = %e_li.
Y

Mit Teilaufgabe (b) und (c) erhalten wir damit

2ri

fiir R — oco. Damit ist der Wert des gesuchten Integrals gegeben durch

Te‘ig=/yf(z)dz=/[O’RJf(Z)dZ+/y2‘Rf(Z)dZ—/yLRf(Z)dz

:(1_ei“s”)/0Rf(x)dx+ mf(z)dz—> (1—ei4§r)/0wf(x)dx

/°° X 4o 2A 'S 27il-iV3 2 27il-iV3
o 1+x3 3 1-¢% 3 2 3+iV3 3 3+iV3

_ 27 (1-iV3)(3-1V3) _ 27i (V3 _ 27

3 12 33 33
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3. Holomorphe Funktionen und Laurentreihen [4 Punkte]

(a) Seiu : R? — R, u(x,y) = y* — x. Geben Sie eine Funktion v : R? — R an, sodass

flx+iy) =u(x,y) +iv(x, y)
eine holomorphe Funktion auf C definiert.

(b) Geben Sie Haupt- und Nebenteil der Laurentreihe von

COS Z
9(z) = —
Z

um z = 0 an. Auf welchem Gebiet konvergiert die Laurentreihe?

(c) Seih:B, — C,B, ={z € C: |z| < 2}, gegeben durch

Bestimmen Sie die analytische Fortsetzung h von h auf einem grofitmoglichen Gebiet.

LOSUNG:
(a) VARIANTE 1: Man sieht, dass
Rez? = Re (x +iy)? = Re (x? — y? + 2ixy) = x* — y* = —u(x, y).
Da die Funktion z + —z2 holomorph auf ganz C ist, kénnen wir zum Beispiel
v(x,y) = -Im (z%) = —2xy

wihlen.

VARIANTE 2: Die Funktion u ist offenbar zweimal reell differenzierbar. Damit f eine holomorphe
Funktion ist, miissen wir also eine zweimal differenzierbare Funktion v finden, sodass u und v die
Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

axu(x’ y) = ayU(X, y)
ayu(X, J’) = _axv(x7 y)

erfiillen. Es muss also gelten
Oyv(x,y) = 0xu(x,y) = =2x
Oxv(x,y) = =Oyu(x,y) = 2.
Integration der ersten Gleichung nach y liefert, dass v von der Form
v(x,y) = =2xy +c1(x)

sein muss fiir eine zweimal differenzierbare Funktion c¢; : R — R. Analog erhélt man durch Integra-
tion der zweiten Gleichung beziiglich x, dass v von der Form

v(x,y) = —2xy +c2(y)
sein muss fiir eine zweimal differenzierbare Funktion ¢, : R — R.

Beide Bedingungen kénnen erfiillt werden durch die Wahl ¢;(x) = ¢;(y) = ¢ € R. Wir kdnnen also
z.B. v(x,y) = vo(x,y) = —2xy wihlen.

6/13
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NAME, VORNAME;:

Z

(b) Aus der Reihenentwicklung des cos
_ _1\k
cosz—kg (-1) 20!

00
Z2k

Z< - k+1
‘k;(_l) (2k +2)!

kZ 2 < k
kz(_ ) (2k)! ‘kz(_ ) (2k)!

erhalten wir sofort

1 k Z
9(2) = Z(—) e

k=0

1 - k ZZk
=—+ ) (-t ——=—.
z? ;( ) (2k +2)!

Es ist also der Hauptteil der Laurentreihe von g um z = 0 gegeben durch
1
H(Z) = _2’

mit Konvergenzgebiet C \ {0}, der Nebenteil durch die auf ganz C konvergente Potenzreihe

N(z) = § (D=
pard (2k+2)'
={ze€C:0<|z| < oo}

Das Konvergenzgebiet der Laurentreihe ist damit der ,,Kreisring“ Ko o (0)
(3)" konvergiert absolut und gleichmé@fig auf B, und hat fiir z € B,

(c) Die geometrische Reihe }},"

den Wert
o [Z\" 1 2
h(z):Z(z) T1+% 24z

n=0

2

Die Funktion z — 52 besitzt bei z = —2 eine Polstelle (erster Ordnung). Definiert man also
h(z) = ——
@) 24z

h:C\{-2}>C,

h(z) fiir alle z € Bs, also ist h eine holomorphe Fortsetzung von h auf C \ {-2}. Wegen

so gilt h(z) = i i
der Polstelle bei —2 kann es keine holomorphe Fortsetzung auf ein grofieres Gebiet geben. Aufgrund
des Identititssatzes (h und h stimmen auf der offenen Menge B, {iberein) ist die Fortsetzung eindeutig
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4. Differentialgleichungssysteme [4 Punkte]

. 1 2 . . . . ..
(a) Sei A = ( 0 1) . Bestimmen Sie das Matrixexponential e’/ fiir t € R.

(b) Sei B € R%“ und v ein Eigenvektor von B zum Eigenwert A # 0. Berechnen Sie die Losung des
Anfangswertproblems

%(t) = Bx(t) +v, x(0) =0 € R,

LOSUNG:

(a) Man beachte, dass die Matrix A nicht diagonalisierbar ist: A besitzt den Eigenwert A = 1 mit algebrai-
scher Vielfachheit 2 und Eigenraum

EA(1) = ker (A — Al) = ker (8 3) = span {((1))}

der Dimension eins, d.h. die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 1 ist 1 < 2, und damit ist A
nicht diagonalisierbar.

VARIANTE 1: Die Matrix A ist von der Form

A=I+N

. 0 2 . . . . .. . . .
mit N = 0 0). Da die Matrizen [ und N miteinander kommutieren, ldsst sich das Matrixexponential
von A berechnen iiber

tA _ ot (#N) _ ofIoIN _ ol elN _ oltN

e e e'le™N =ele

Nun gilt
, (0 2){0 2} (0 0
N ‘(0 o/\o o) " \o o)’
und damit auch N* = 0 fiir k > 2. Wir erhalten also

N\ =tk k
e :kZ;)HN :kZ;HN —I+¢N.

Es folgt

t t
et =e'eN = (I+(N) = (% 2;6 )

VARIANTE 2: Durch explizites Ausmultiplizieren kommt man schnell zu der Vermutung, dass

1 2k
Ak:(o 1) (%)

fiir alle k > 1. Dies ldsst sich per Induktion schnell nachweisen: fiir k = 1 ist dies gerade die Definition
von A; gilt die Gleichung (%) fiir ein k € N, so folgt

k1 _ Ak a4 _ 1 2k\(1 2 _ 1 2k+2 _ 1 2(k+1)
A _AA_(O 1)(0 1)‘(0 1 ] \o 1)
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die Gleichung gilt also auch fiir k + 1, per Induktion damit fiir alle k € N.

Aus der Definition des Matrixexponentials folgt dann

0 00 o tk o tk
eld — Z ﬁAk - Z ﬁ (1 2k) _ (Zkzo % 22k %k'k) _ (et
P k! par kl\o 1 0 hpa % 0

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass
k=0

(b) Die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

=) [ tk
=t =t _:tet.
(k—1)! ;(k—m kzz;)k!

k =

00
k=1

=

!

%(t) = Bx(t) +v, x(0) = xo € R¢

ist allgemein gegeben durch
t
x(t) = eBxg + / e=98y ds.
0

Da v ein Eigenvektor von B zum Eigenwert A # 0 ist, gilt

eBu=eMy fiirallet € R.

Wegen x, = 0 folgt also

t t t 1
x(t) =ePxy+ / e=9Byds = / ey ds = / e Mdsetv = 3 (1 - e‘/“)
0 0 0

2tet

)
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Teil 2 [10 + 5 Punkte]
Von den folgenden Aufgaben sollen zwei ausgewdhlt und bearbeitet werden. Die dritte Aufgabe kann als
[5 Punkte]

Zusatzaufgabe bearbeitet werden.

5. Eigenschaften der Fouriertransformation

(a) Sei f € C™(R), m € N,und f) e L'(R) fiir alle 0 < j < m. Zeigen Sie, dass
1[I

|ke|™

lf () < Nors

fiiralle k # 0.

(b) Seien f, g € L'(R%). Begriinden Sie, dass die Fouriertransformierte von f * g wohldefiniert ist

und zeigen Sie, dass
Frgk) = 2m)ifk)g(k) fiiralle k € RY.

LOSUNG:
(a) Mit dem Satz iiber die Algebraisierung der Ableitung erhalten wir
Fm (k) = (ik)™ f (k)

1 LI ldx 1 rmy,
- [k|m

|ke|™ V2

fiir alle k € R. Daraus folgt direkt fiir alle k # 0

\/%7 fRf(m)(x) etkx qx
= <
|k|™ 27

£ (k)

|k|™

1f (k)| =

transformierte von f * g wohldefiniert.
Mit dem Satz von Fubini, der anwendbar ist da
1/pd d
< [fx =g € L (Ry X RY),

|G- g () e

! f ( / f(x—y)g(y)dy)e‘“"xdx
Rd Rd

folgt dann
Frato=—— [ (fromenax-—
(2m)$ Jra (27)
1
(2m)%

/ f(x=y)g(y)e**dxdy =
]Rd Rd

d

(27)2

1 : / (/ F(z) e k@) dz) g(y)dy =
Rd Rd
/R L9y dy)

Frgl)=——
(2m)*

d

:(27[)'%’( 1 d/f(z)e—“"zdz)( !
(2)2 Jrd (27)2

= (2m)% F(k) (k).

(b) Die Faltung f * g zweier L'-Funktionen f, g € L'(R%) liegt wieder in L' (R%), damit ist die Fourier-

/ ( flx—y)e k> dX) g(y)dy
Rd Rd

(27m)*
Substituiert man nun z = x — y im inneren Integral, so erhilt man mit Fubini, dass
/ f(z)e™g(y)e ¥ dzdy
Rd JRd
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6. Satz von Liouville [5 Punkte]

Sei f : C — C holomorph und beschrinkt. Zeigen Sie, dass f konstant sein muss.

HINWEIS: Abschitzung an die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung von f.

LOSUNG: Da f auf ganz C holomorph ist, besitzt sie die auf ganz C konvergente Darstellung als Potenzreihe
f2)=)" end”
n=0

mit Koeffizienten

Cp = 1 JACY dz

n= < -
27Ti Iz|=r Zn+1

fiir jedes r > 0. Da f beschrinkt ist, folgt mit der Standardabschétzung fiir komplexe Wegintegrale, dass

1 1 1 F—oo
Ccn| £ — su - (27rr) = —su — 0
lenl < o et SUPF (2)1 - (277) = o sup £ (2)]

fiir n > 1. Fiir n = 0 erhilt man keine Einschrinkung. Damit muss f(z) = ¢y gelten, d.h. f konstant.
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7. Cauchy’scher Hauptwert [5 Punkte]

(a) Seip € S(R) eine Schwartz-Funktion. Zeigen Sie, dass

lim @dx:/ de
e—0 R\[-&.¢] X 0 X

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung T : S(R) — C,

(g [ ERECN) g,

eine temperierte Distribution definiert (Stetigkeit braucht nicht gezeigt zu werden).
(c) Zeigen Sie, dass x - T = 1in 8’(R), wobei die Distribution x - T definiert ist {iber

(x-T,p):=(T,xp) fiirallep € S(R).

LOSUNG:

(a) Esist

/R\[—s,s]@ x:.[;E@dx-k‘/Em@dx:‘/sm@(_;X)dx+/gm@dx

_[Tewoen
€ X

Die Funktion x — w dx ist wegen ¢ € S(R) integrierbar auf (e, co) fiir jedes € > 0 und
beschridnkt in jeder Umgebung von x = 0, denn

< ‘@(X) - ¢(0) ‘ N ‘@(0) - p(—x)
X

X

<2 sup |p(§)] < co.

‘GD(X) —¢(=x)
gel01]

X

Damit existiert der Limes

lim [P —e(=x) /°° Px) —p(=x)
0 X

e—0 /. X
und liefert die Behauptung.

(b) Nach Teilaufgabe (a) ist (T, ¢) fiir ¢ € S(R) wohldefiniert. Da Stetigkeit nicht gezeigt werden soll,
geniigt es T auf Linearitit zu iiberpriifen. Seien dazu ¢, ¢ € S(R) und 4 € C. Dann gilt

(T.g+19) = /0 P09+ () ~ (G0 + 1)

Z/“(go(x)—qo(—x) ¢(X)—¢(—x)))
0 X

_/ p(x) - §0( X) 4 / lp(x) P(=X) 4
0

=(T.9) +/1(T, ¥),

wobei die Linearitit des Integrals verwendet wurde. Man beachte, dass man beim Zerlegen die Terme
p(x) — p(—x) sowie P (x) — P (—x) zusammen lassen muss, da ansonsten die resultierenden Integrale
nicht konvergieren wiirden.
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Alternativ kann man tiber Teilaufgabe (a) argumentieren: da fiir jedes ¢ € S(R) der Limes existiert,

gilt
o p(x)+AP(x) . . (x) P(x)
(T,p+ ) = ll_l’)% -/R\[—a,:—:] — dx —ll_l‘)% (/R\[_&E] x dx+/1/R\[_E,E] : dx)
—ll_rg (] X dx+A£1_r)r5 i) X dx = (T, p) + (T, ).
(c) Seip € S(R) beliebig. Dann gilt
o [T xp(0) - (0p(=x) [ B
(e To9) = (T.x¢) = [ . ax= [ o0 +o(-x) dx
00 o ] 0

:/0 ¢>(x)dx+/0 go(—x)dx:/O go(x)dx+/_ooqo(x)dx:/R§o(x)dx

= (19 gp)e

und somit x - T = 1 im Sinne von temperierten Distributionen.
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