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Aufgabe 1
* Sei u eine glatte Losung der Wirmeleitungsleichung in C7(0, 1) d.h.

ug — Au=01in C1(0,1).
Zeigen Sie, dass eine nur von der Dimension abhingige Konstante C' > 0 gibt mit

sup |Du| < C sup |u]. (1)
€1 (0.1) C1(0,1)

Gehen Sie dazu wie folgt vor. Sei ¢ eine glatte Funktion mit ¢ =1 in C} (0,1) und ¢(z,t) = 0 falls
(z,t) ¢ C1(0,1), t < 1 und betrachten Sie fiir 4 > 0 die Funktion

w(zx,t) = o(x,t)?|Dul?(x,t) + plul?
Zeigen Sie, dass w fiir gentigend grofles p eine Sub-Losung ist, d.h.
wy — Aw <0 in C1(0,1)

und benutzen Sie dann das Maximumsprinzip um (1) zu folgern. Hinweis: Die Ungleichung ab <
“7? + b2 fiir a,b > 0 konnte hilfreich sein.

Aufgabe 2
Sei U C R"™ offen und beschrinkt und sei u € L!(Ur) eine distributionelle Losung der Wirmeleitungsgleichung
d.h.

(O —Au=0€ 9'(Ur) & — (pr + Ap)udrdt =0V € C°(Ur). (2)
Ur

Zeigen Sie, dass u selbst eine glatte Funktion ist. Gehen Sie dazu z.B. wie folgt vor: Sei p.(z,t) :=
e " 1po(£, L) ein Glittungskern in R™+.
1. Zeigen Sie, dass uf(z,t) := (pe * u)(z,t) fiir € > 0 geniigend klein auf V' € U wohl-definiert ist.
2. Lost u€ eine PDG?

3. Zeigen Sie, dass € — u€ fir jedes V € U und alle k,I € N eine Cauchyfolge in C,i(V) ist.
Hinweis: Nutzen Sie die lokalen Regularitdtsabschitzungen.

4. Schliefen Sie die Behauptung.

Aufgabe 3
Sei T = R/Z der eindimensionale Torus und 7' > 0. Wie iiblich setzen wir Ty := T x (0,7] und
definieren fiir k,! € N den Raum

CF(Tr) :={veCF (R x(0,T]): 0!dv(x+1,t) = 9idlv(x, t)Vz € Rt € (0,T],0 <4 <1,0<j <k}

Sei F': (0,7] x R — R eine Funktion, sodass z ~— F'(t, z) fiir jedes ¢ lokal Lipschitz stetig ist mit
einer von ¢ unabhingigen Lipschitzkonstante. Seien nun u,v € C{(Tr) N C(T7) mit

ug — Au < F(t,u), ve—Av > F(t,v) in Tp.

Zeigen Sie, dass
u<vauf Tx {0} =u<wvin Tp.

aDiese Aufgabe gibt einen alternativen Beweis zu den lokalen Abschitzungen fiir die Warmeleitungsgleichung.




Aufgabe 4* (Maximumprinzip in Geometrischer Analysis/ Ricci Fluss)
Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine C! Familie ¢ — g(t) von glatten Metriken auf M
ist eine Losung des Ricci Flusses, falls

0g(t) = —2Ric(t) auf M.

Diese Gleichung impliziert fiir die Skalarkriimmung R(t)

2
O R(t) = Ay R(t) + 2|Ric(t)|* > Ay R(t) + ERQ(t).

Dies wiederum gibt uns folgende Abschétzung: R(t) > 1_571“ wobei Ryin = minys R(0).

Motiviert von diesem Zusammenhang betrachten Sie T = R/Z und eine Losung u € CZ(T7)NC(Tr)
von

3)

8tu2 Au—l—%uQ in TT
u=g auf T x {0}.

1. Zeigen Sie, dass fiir alle (z,t) € Tr

-
(e, ) = — 2
ngmm

wobel gmin = ming, 0} g-
Hinweis: Vergleichen Sie u(x,t) mit einer Losung einer gewdhnlichen Differentialgleichung in ¢
und beniitzen Sie Aufgabe 3.

2. Kann die Losung von (3) fiir alle Zeiten existieren, falls gpi, > 07
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