I’Hospitalsche Regel

Seien a < b reell und die Funktionen f,g : (a,b) — R differenzierbar. Unter Benutzung

der Notation lim = hm nehmen wir an, dass
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(= lim f(x)und ¢, = lim g(z) existieren, wobei (¢¢,¢,) € {(0,0), (£oo, £00)}.
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Dann impliziert lim,_,,, z:g; = ( € [—00,00] auch lim,_,,, ’gc(—g =/( (Und3Je>0:a<
r<a+e=g(x)#0.)
Beweis: Der ("Haupt”)Fall ¢/; = ¢, = 0 wurde in der Vorlesung vollstandig bewiesen, die
4 anderen Fille benutzen die gleiche Idee, den unten in ii) nochmals hergeleiteten Fakt
aber auch mehr Schreibarbeit als in der VL. moglich war. Die dort ausgelassenen Details
deshalb hier nun recht ausfiihrlich.

Wir betrachten also die verbleibenden Situationen, wenn ¢; und ¢, unendlich sind, und
machen zunéchst folgende Beobachtungen.
I'(x)
g'(z)
lim, ,, £ ,( ) fiir jedes @ € (a,a+ n) definiert und also ¢(z) ungleich Null ist. Da

i) Da hmx_,aJr = ( € [—o00,00] exisitiert, gibt es ein n € (0,b — a), so dass

lim,, |g| = +oo konnen wir annehmen, dass 7 auch so klein gewéhlt wurde, dass
lg(x)| > 1, d.h. g(z) # 0 und analog f(x) # 0 in jedem x € (a,a +n) gilt.

ii) Seinun c € (a,a+n) beliebig aber fixiert. Dann gibt es aus den selben Griinden wie
zuvor ein d € (a,c), so dass fiir jedes z € (a,d) die Ungleichungen |f(z)| > |f(c)|
und |g(z)| > |g(c)| gelten. Also
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da lim,, |f| = lim,, |g| = oco. Insbesondere,

flx)  fx) = f(c)
g(x)  g(x) = g(c)
Nach diesen (einfachen, aber niitzlichen) Vorbereitungen unterscheiden wir zwei Falle.

Zuerst sei ¢ € R. Fiir ein beliebig gegebenes ¢ € (0,1) wahlen wir zunéchst mittels i)
ein ¢ € (a,a+n), so dass

Ve > 03d = d(e,¢) € (a,c)Vzx € (a,d) :
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Vr € (a,c) : ]chllg; - < g <1

und dann geméaf (x) das d = d( |€\+1)’ ¢) € (a,c). Somit gilt fiir alle x € (a,d), dass wegen
des verallgemeinerten MWS ein &, € (z,¢) C (a,c) existiert mit
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Da ¢ > 0 beliebig klein sein kann, folgt lim,, f/g = ¢.
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Zum Schlufl betrachten wir nur noch den Fall / = +o00, da ¢ = —oo analog behandelt
werden kann. Fiir beliebiges positives 7' € R wéhlen wir ein ¢ € (a,a 4 n), so dass

f'(x)
g'(x)
und dann geméB (x) das d = d(3,¢) € (a,c). Somit gilt fiir alle x € (a,d), dass wegen des
verallgemeinerten MWS ein &, € (x,¢) C (a, ¢) existiert mit

f@) = fle) _ f'(&)

g(x) —glc) — g'(&)
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Also haben wir wiederum, und wie behauptet, lim,, f/g = (= +00) gezeigt.

Vo € (a,c) :

> 2T,

> 27 > 0.




