1 Grundlagen und Notation



1.1 Logik

Das Hauptziel dieses Abschnitts ist es, Notation einzufiihren, die wir in den kommenden
Semestern sténdig benutzen werden. Es handelt sich also um einen Art ,,Vokabelteil“ der
Vorlesung. Es gibt in (mathematischer) Logik und Mengenlehre tiefe und tiberraschende
Resultate, mit denen wir uns jedoch — zumindest zundchst — nicht befassen werden.

Da wir keinen vollstédndigen Kurs in Logik und Beweistheorie absolvieren wollen, wird
dieser Abschnitt mehr Ungenauigkeiten und Halbwahrheiten enthalten als wir uns tibli-
cherweise erlauben wollen. Einige Definitionen in diesem Abschnitt werden notgedrungen
etwas unscharf bleiben. So zum Beispiel der folgende Begriff der Aussage: Eine Aussage
ist ein Satz (mathematisch oder anderweitig), der (im Prinzip) wahr oder falsch sein
kann. Dabei geht es zunéchst nicht darum, ob der Satz tatsdchlich wahr oder falsch ist
(was je nach Kontext unterschiedlich sein kann), sondern nur darum, dass es prinzipell
moglich ist ihm einen Wahrheitswert zuzuschreiben.

Beispiel 1.1. Aussagen:

e Morgen ist Montag.

x > 1 (fur eine natiirliche Zahl x)

Bei Vollmond sprieflen griine Hasen im Meer.

Wenn es den Weihnachtsmann gibt, dann versteckt er zu Ostern die Eier.
keine Aussagen:

e Was ist eine Aussage?

e x + 20y (fir nattrliche Zahlen x und y)

e Dieser Satz ist falsch.

Bemerkung 1.2. (i) Im folgenden wollen wir vorwiegend mathematische Beispielaus-
sagen verwenden, dummerweise stehen uns aber zu diesem Zeitpunkt noch keine
mathematischen Inhalte zur Verfiigung. Wir werden daher bis auf Weiteres wie
oben geschehen die natirlichen Zahlen N = {1,2,...} mit den iiblichen arithme-
tischen Operationen under der iiblichen Ordnungsrelation fiir Beispiele verwenden
auch wenn wir streng genommen noch nicht wissen was das sein soll.

(ii) Aussagen (sowohl alltagssprachliche als auch mathematische) kénnen unsinnig sein
(und zwar selbst dann wenn sie wahr sind).

(iii) Aussagen (und damit deren Wahrheitswert) konnen von Variablen abhéngen.

Wir kénnen nur mittels logischer Operationen (sogenannter Junktoren) aus einfachen
Aussagen neue, komplexere Aussagen bilden:



Definition 1.3. Seien & und ¥ Aussagen, dann sind auch die folgenden Ausdriicke
Aussagen (in Klammern die alltagssprachliche Umschreibung):

(i) =® (nicht ®),
(ii) @AW (P und V),
)
)

OV U (P oder ¥),

(iii
(iv) ® — U (aus @ folgt V),
(v) ® «+— ¥ (P genau dann wenn V).

Thre Bedeutung erhalten diese logischen Operationen durch die folgenden Wahrheits-
werttabellen, die den Wahrheitswert des zusammengesetzten Ausdrucks in Abhéngigkeit
des Wahrheitswertes der einzelnen Bestandteile wiedergeben:

d | O

w | f
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f w f w w f
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Bemerkung 1.4. Oben verwenden wir ® und ¥ als Variablen so wie zuvor bereits in
den Beispielen z und y. Variablen sind Platzhalter fiir Objekte eines ganz bestimmten
Typs (das ist wiederum etwas ungenau, soll aber hier geniigen). Wir verwenden meist
lateinische oder griechische Buchstaben dafiir. Fiir welches Objekt eine Variable steht
bleibt haufig wirend des gesammten Arguments unbestimmt (es interessiert uns oben
nicht welche Aussagen sich genau hinter ® und ¥ verbergen), es ist jedoch stets not-
wendig den Typ des Objektes zu kennen (es ist entscheidend, dass ® und ¥ Aussagen
sind, andernfalls ergeben die Wahrheitswerttabellen keinen Sinn) da es vom Typ der
Variablen abhéingt, ob ein mathematischer Ausdruck sinnvoll ist oder nicht. Ahnlich wie
in vielen Programmiersprachen sollten Variablen in mathematischen Argumenten daher
stets ,,deklariert* — also ihr Typ festgelegt — werden.

Einige weitere Bemerkungen zu obiger Tabelle:

Bemerkung 1.5. (i) Das mathematische ,oder* V wird stets als ,inclusives oder® in-
terpretiert (® V¥ ist wahr auch dann, wenn ®, ¥ beide wahr sind) welches alltags-
sprachlich manchmal als ,,und/oder* geschrieben wird. Das gilt auch dann wenn
wir es in Alltagssprache aufschreiben. Ein mathematischer Satz ,Aus Vorausset-
zung A folgt B oder C* bedeutet also stets, dass falls A erfiillt is, auch B oder C
oder beide erfiillt sind.



(ii) Die Wahrheitswerttabellen fir & — ¥, ¥ — & und ® +— ¥ unterscheiden
sich. Das wird an sehr einfachen Beispielen offensichtlich:

z>1—zxz4+y>1
ist fiir alle natiirlichen Zahlen x und y wahr, die Umkehrung
z+y>1—ax>1

jedoch falsch falls z = 1 ist.

Entsprechende Fehler treten jedoch sehr hdufig auf es wir also statt ,,Aus A folgt
B der Satz ,Aus B folgt A bewiesen oder in einem mathematischen Argument
statt des bekannten Satzes ,,Aus C folgt D der (moglicherweise falsche) Satz ,,Aus
D folgt C'F verwendet.

(iii) Ist die Voraussetzung ® einer Implikation falsch, dann ist die Implikation & — ¥
unabhéngig von ¥ wahr. (,,Aus Falschem folgt Beliebiges.“) Nimmt man auch nur
eine einzige falsche Aussage als wahr an, dann kann damit jede beliebige Aussage
als wahr bewiesen werden, was natiirliche jeden Versuch sinnvoller Mathematik ad
absurdum fiihren wiirde. Diese Darstellung ist extrem verkiirzt. Das sich dahin-
ter verbergende Problem ist die Konsistenz mathematischer Theorien, worauf wir
jedoch hier nicht nédher eingehen.

Mit Hilfe der logischen Operationen kénnen nun beliebig komplexe logische Ausdriicke
zusammengesetzt werden. Dabei wird es haufig notig sein Klammern zu setzen, um
Ausdriicke eindeutig interpretieren zu konnen (die Wahrheitswerttabellen fur (-®) —
¥ und —~(® — ¥) zum Beispiel unterscheiden sich). Um die Zahl der Klammern in einem
ertraglichen Maf§ zu halten fithren wir eine Rangfolge der entsprechenden Operationen
ein, dhnlich der Regel ,,Punktrechnung vor Strichrechnung®. Wir sagen, dass — stérker
bindet als A und V und diese wiederum stéarker als — und <—.

Beispiel 1.6. Die unten stehenden Ausdriicke werden also folgendermafien interpretiert:

P AW (—-P) AT

- — U (=®) — ¥

DAV — T (PAT) «— U

~PV-V — U AT (=) V (=¥)) — ((-P) AW).

Wir fithren keine Reihenfolge zwischen A und V beziehungsweise — und <— ein, das
heifit wir wollen Ausdriicke wie ® A ¥ V ® vermeiden.
Sehen wir uns die Wahrheitswerttabellen fiir einige komplexere Ausdriicke an.

® V| -V—-P (&@—UNA(V—P) &—PVY &—V P+— T
w W w w w w w
w f f f w f f
f w w f w w f
f f A4 w w A4 w



Die 3. und die vorletzte Spalte der Tabelle stimmen {iberein (genau wie die 4. und die
letzte Spalte). Das heifit die Wahrheitswerte der entsprechenden Aussagen stimmen fiir
beliebige der Wahrheitswerte von ® und ¥ {iberein. Man nennt solche Aussagen logisch
dquivalent. Die Aussage & — ® A W ist, unabhingig von ® und ¥ immer wahr. Sol-
che Aussagen bezeichnen wir als Tautologien. Wir werden logische Aquivalenzen hiufig
verwenden ohne explizit darauf hinzuweisen. So kann zum Beispiel die Aussage ,aus A
folgt B“ bewiesen werden, indem gezeigt wird ,,gilt B nicht, so gilt auch A nicht“. Man
kann stets einen logischen (Teil-) Ausdruck durch einen dquivalenten Ausdruck ersetzten,
wir konnen logische Aquivalenzen also als ,,Rechenregeln® fiir die logischen Operationen
ansehen.

Es folgen einige dieser Rechenregeln (Ubung). Zunichst kénnen wir alle logischen
Operationen durch lediglich = und A ausdriicken:

(& — U) A (¥ — @) dquivalent ¢ «— ¥
-® VvV ¥ dquivalent & — U
—(=® A =) dquivalent &V .

Es gelten die de Morganschen Gesetze:

—(® A ¥) aquivalent - vV -
—(® Vv ¥) aquivalent -® A -

Sowohl A als auch Vv verhalten sich kommutativ

® AV dquivalent U A @
® vV ¥ dquivalent ¥V @

und assoziativ

® A (U AO) dquivalent (PAY)AO
¢ Vv (¥ V0O) dquivalent (¢ V )V 6.

auflerdem gelten die Distributivgesetze

O A (P V0O) dquivalent (P A W)V (PAO)
OV (U AO) dquivalent (O V U) A (P V 0O).

Wie wir oben gesehen haben, kénnen Aussagen von Variablen abhéngen. Damit eroff-
net sich eine weitere Moglichkeit komplexere Aussagen zu erhalten mittels sogenannter
Quantoren.

Definition 1.7 (Quantoren). Sei ®(z) eine von x abhéngige Aussage. Dann sind Vx®(x)
und Jz®(x) ebenfalls Aussagen. Wir interpretieren sie als ,fiir jedes x gilt ®(z)“ bezie-
hungsweise ,es gibt ein z, so dass ®(x)“. Wir bezeichnen V als ,,Allquantor® und 3 als
»Existenzquantor®. Manchmal wird 3! fir ,es existiert genau ein x“ verwendet.



Bemerkung 1.8. (i) Der Wahrheitswert einer Aussage mit Quantoren hangt davon ab,

(iii)

(iv)

was die moglichen Werte fiir die Variable x sind (wir sprechen vom Wertebereich
oder Universum). Die Aussage Vz x > 0 zum Beispiel ist fir die natiirlichen
Zahlen wahr, fiir die ganzen Zahlen jedoch falsch. In den meisten Féllen werden
wir den Wertebereich explizit angeben wie wir spater sehen werden.

Fiir ein unendliches Universum kann man nicht mehr algorithmisch iiberpriifen ob
Aussagen mit Quantoren wahr sind. Um Vz®(z) zu verifizieren, miissten wir ja alle
(unendlich vielen) moglichen Werte von x durchprobieren, was in endlicher Zeit
nicht mdéglich ist. Ob solche Aussagen wahr oder falsch sind, kénnen wir also im
Allgemeinen nur mit Hilfe von Beweisen feststellen.

Der Name der Variablen im ,Wirkungsbereich® eines Quantors (einer sogenannten
gebundenen Variablen) spielt keine Rolle. Die Aussagen Vz®(z) und Yy®(y) sind
dquivalent. Aussagen koénnen natiirlich auch von mehreren Variablen abhingen.
Um Mehrdeutigkeiten im Ausdruck Vz®(x) zu vermeiden, muss darauf geachtet
werden, dass in ®(x) nicht bereits iiber x quantifiziert wird (wir sagen x ist eine
freie Variable in ®(x). Ausdriicke wie

daVr x>z

sind also nicht erlaubt. Dadurch werden die mdoglichen Ausdriicke nicht einge-
schréankt, da wir gebundene Variablen im Zweifel stets umbenennen kénnen.

Quantoren gleicher Art kénnen vertauscht werden ohne den logischen Inhalt der
Aussage zu dndern, wir diirfen jedoch nicht ¥V und 3 vertauschen. Die Aussagen
VaVy = >y und YyVe x > y sind gleich, die Aussagen

Vxdy y > x und
Jyvz y>«x

unterscheiden sich.
Fiir die Natiirlichen Zahlen beispielsweise ist die erste Aussage wahr, die zweite
falsch.

Im Prinzip gentigt einer der Quantoren, da die Aussagen Va  ®(z) und -3z —P(x)
den gleichen Sachverhalt ausdriicken (analog fir 3z ®(z) und Vo -®(x)).



1.2 Mengen und Abbildungen

Definition 1.9. Eine Menge ist ein gedanklicher ,Behélter” fiir beliebige (mathemati-
sche) Objekte. Fiir eine Menge A interpretieren wir die Aussage z € A als ,x ist ein
Element von A oder z ist enthalten in A“ Fiir —x € A schreiben wir abkiirzend = ¢ A.

Ahnlich wie ,Zahl“ ist auch ,Menge“ ein abstraktes Konzept. Mengen besitzen also
keine ,natiirlichen“ Eigenschaften. Vielmehr legen wir fest, welche Eigenschaften Men-
gen unserer Meinung nach haben sollten und untersuchen dann, welche logischen Kon-
sequenzen daraus folgen. Das kann vollstandig formal mittels gewisser Axiomensysteme
der Mengenlehre geschehen, wir werden Mengen hier jedoch nur informell beschreiben.
Grofle Teile der Mathematik (insbesondere alles was wir in diesem Kurs besprechen wer-
den) konnen formuliert werden indem man ausschliefilich die Sprache der Mengenlehre
verwendet. Das heifit alle mathematischen Objekte sind spezielle Mengen, alle Elemente
von Mengen sind selbst Mengen und alle Eigenschaften und Beziehungen von mathe-
matischen Objekten untereinander werden mittels der €-Relation ausgedriickt. Diese
Darstellung ist jedoch weder besonders intuitiv noch erhellend und wir werden sie daher
nur am Rande erwahnen.

Die obige Definition ist genaugenommen nicht korrekt. Mengen kénnen nicht beliebige
Objekte zusammenfassen, die Betrachtung der Menge aller Mengen zum Beispiel fiihrt
unweigerlich zu Widerspriichen. Entscheidend ist jedoch, dass Mengen unendlich viele
Objekte enthalten konnen (was fiir tatsichliche physische Behélter unmoglich ist).

Wir spezifizieren Mengen tiblicherweise auf die folgende Art:

(i) @ bezeichnet die leere Menge, also die Menge ohne Elemente. Es gibt genau ein
solches Objekt und x € @ ist falsch fiir beliebiges z. (Die Existenz eines solchen
Objektes muss in der formalen Darstellung durch ein Axiom sichergestellt werden:

dr Vy yé¢x)

(ii) Endliche Mengen kénnen wir durch Aufzihlung der Elemente angeben, z. B.

{1,3,7,20} .

(iii) Haufig wollen wir aus einer bereits bekannten Menge A diejenigen Elemente aus-
wihlen die eine bestimmte Eigenschaft besitzen (die x, so dass ®(x) wahr ist).
Dazu verwenden wir die Notation

(x € A ®(2)}.

Dabei muss ®(z) eine Aussage mit einer einzigen freien Variablen x sein (fiir je-
de Wahl von z ist damit ®(z) entweder wahr oder falsch). Die folgende Menge
bezeichnet beispielsweise die geraden Zahlen:

{xeN‘geN}.

Zwischen Mengen A und B gibt es die folgenden Relationen:



(i)

(i)

A ist eine Teilmenge von B oder B ist eine Obermenge von A, geschrieben A C B
falls B alle Elemente von A enthélt, falls also gilt

Vr z€A—x€B.

Daraus folgt insbesondere, dass die leere Menge Teilmenge jeder anderen Menge
ist.

A und B sind identisch, geschrieben A = B falls A genau die selben Elemente wie
B enthélt, falls also gilt

Ve xz€ A+ x¢c B.

Aus dieser Aussage folgt direkt, dass Mengen Elemente nicht ,,mehrfach* enthalten
kénnen. Die Elemente einer Menge stehen auch nicht in einer festen Reihenfolge
(auch wenn wir sie natiirlich in irgendeiner Reihenfolge aufschreiben). Beispiels-
weise sind die Mengen

{1,3,3,7} und {3,1,7}
gleich.

Daritiber hinaus gibt es einige Operationen auf Mengen. Seien A, B wiederum Mengen.

(i)

Die Menge A U B heifit Vereinigung von A und B und enthélt genau die Elemente
die in A oder B vorkommen also

rcAUB+—x € AVzxc B.

Wir kénnen auch Vereinigungen von mehr als zwei (AU BUC') oder sogar beliebig
vielen Mengen betrachten. Sei dazu A eine Menge (von Mengen), dann ist

Jc
CeA

die Menge, deren Elemente genau die Elemente von mindestens einem x € A
sind. Formal als Axiom aufgeschrieben kénnen wir die Existenz dieses Objektes
folgendermaflen ausdriicken:

VAIB z€B+— (3C ze€CACeA).
Die Menge AN B heifit Durchschnitt von A und B. Sie enthilt genau die Elemente,
die sowohl in A als auch in B enthalten sind:
rcANB+—zxzec ANz € B.

Analog wie oben kénnen wir auch Durchschnitte iiber mehr als zwei Mengen bilden:
e
CeA

(Ubung: Schreibe eine formale Aussage auf, die die Existenz des obigen Objektes
postuliert.)



(iii) Die Menge A\B heifit Differenz von A und B. Sie enthélt genau die Elemente, die
in A aber nicht in B enthalten sind:

reA\B+—zec ANz ¢ B.

(iv) Die Potenzmenge P (A) ist die Menge aller Teilmengen von A. Fiir endliche Mengen
kénnen wir die Potenzmenge explizit aufschreiben:

P({x+}) =12, {x} . {+}, {x +}}

Fiir unendliche Mengen (z.B. N) existiert die Potenzmenge ebenfalls, wir konnen
sie aber nicht mehr explizit aufschreiben und ihre Existenz ist weniger selbstver-
stindlich. (Ubung: Schreibe einen formalen Ausdruck auf, der die Existenz der
Potenzmenge postuliert.)

Auch fiir die Mengenoperationen gibt es wieder einige ,,Rechenregeln®.

Satz 1.10. Seien A, B,C Mengen. Dann gelten die folgenden Gleichheiten:

A\(BUC) = (A\B) N (A\C)
A\(BNC) = (A\B)U (A\C)
(BNC)=(AUB)N(AUC)
)= (

AU
AN(BUC) =

ANB)U(AUCQ)

Beweis. Man kann sich relativ einfach mittels Venn-Diagrammen von der Giiltigkeit
dieser Gleichheiten {iberzeugen. Das ist jedoch kein Beweis sondern lediglich eine Ge-
déchtnisstiitze. Wir werden hier nur die letzte Gleichheit formal beweisen, die anderen
Beweise sind sehr &hnlich. Seien also A, B, C beliebige Mengen. Dann gilt

r€AN(BUC) <=z ANz e BUC
< reAN(zreBVvzel)
< (€ ANz eB)V(zxe ANz ()
—=rxecANBVze ANC
<~ € (ANB)U(ANB).

Dabei haben wir in den ersten beiden Zeilen die Definitionen von Durchschnitt und
Vereinigung verwendet, in der dritten Zeile eines der Distributivgesetze der Logik aus
dem vorhergehenden Kapitel und schlieBlich wieder die Definitionen von Durchschnitt
und Vereinigung verwendet. Wir haben also gesehen, dass € AN (B U () ist, genau
dann wenn z € (AN B)U (AN C). Da zwei Mengen gleich sind, wenn sie die gleichen
Elemente enthalten muss die gesuchte Gleichheit gelten. 0

Definition 1.11. Seien A, B Mengen und = € A,y € B. Dann bezeichnet (z,y) das ge-
ordnete Paar aus x und y. Die einzelnen Eintrége z, y werden in diesem Fall Koordinaten
des Paares (z,y) genannt.



Die Menge aller moglichen geordneten Paare wird als das kartesische Produkt A x B
von A und B bezeichnet:

Ax B=A{(z,y)|r € ANy € B}.

Bemerkung 1.12. (i) Das Paar (z,y) und die Menge {x,y} sind unterschiedliche Ob-

(iii)

jekte. Ersteres ist geordnet, letzteres ungeordnet. (Wir kénnen jedoch geordnete
Paare — so wie alle mathematischen Objekte — als Mengen darstellen zum Beispiel
durch (z,y) = {{z},{z,y}}.) Im Paar (z,y) gibt es ein erstes und ein zweites
Element, was fiir die Menge {z,y} keinen Sinn ergibt.

Die entscheidende Eigenschaft von Paaren ist

(z,y) = (a,b) <= x=aAy=hb.

Analog zu Paaren konnen wir auch Tripel, Quadrupel und allgemeinere n-tupel
von Objekten definieren. Zum Beispiel fiir A, B, C' Mengen:

Ax BxC:={(v,y,2)]r€c ANye BAze C}.
Fiir das Kartesische Produkt einer Menge mit sich selbst schreiben wir abkiirzend
A2=AxA AP =AxAxA
und so weiter.

Im Beispiel R? (R die reellen Zahlen) kénnen wir das Paar (x,y) als Koordina-
ten eines Punktes in der Ebene interpretieren und uns das kartesische Produkt
entsprechend als diese Ebene vorstellen. Wir kénnen jedoch kartesische Produkte
beliebiger Mengen bilden und im Allgemeinen wird es keine gute bildliche Darstel-
lung fiir diese geben.

Definition 1.13. Seien A und B Mengen. Eine Abbildung f ist eine Zuordnung, die
jedem Element x € A eindeutig ein Element von B zuordnet, das wir als f(z) schreiben.
Die Menge A bezeichnen wir als Definitionsbereich, die Menge B als Wertebereich der
Abbildung. Haufig geben wir Definitions- und Wertebereich an indem wir schreiben: Sei
f : A — B eine Abbildung. Abbildungen deren Wertebereich Zahlen sind (N, R, C)

nennen wir Funktionen.

Beispiel 1.14. (i) Fir endlichen Definitionsbereich konnen wir Abbildungen in Tabel-

lenform angeben. Die folgende Tabelle beispielsweise ordnet einigen Katzen ihre
Besitzer zu:

Katze | Besitzer

Mimi Klara
Kitti Klara
Paul Paul
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(ii) Fiir unendlichen Definitionsbereich ist das natiirlich nicht méglich und wir geben
Abbildungen héufig durch Angabe von , Formeln* an.

f:N—=N
n— 2n + 1.

Genaugenommen fithren wir hier die Abbildung f auf bereits bekannte Abbildun-
gen (Addition und Multiplikation) zuriick.

(iii) Funktionen miissen nicht immer so ,schon® sein wie im vorhergehenden Beispiel:

fR—>R

0 x rational
T . .
1 x irrational.

(iv) Die Addition natiirlicher Zahlen ist eine Abbildung von N? — N. Anstatt f(n,m)
schreiben wir in diesem Falle jedoch meist n + m.

(v) Fiir jede Menge A gibt es die Identitdtsabbildung

idyg:A— A

Bemerkung 1.15. (i) Auch eine Abbildung f : A — B kann als spezielle Menge dar-
gestellt werden. Sie ordnet allen Elementen des Definitionsbereichs eindeutig Ele-
mente des Wertebereichs zu, die Abbildung wird also duch eine Teilmenge F' von
Paaren in A x B gegeben. Es repréisentiert jedoch nicht jede mogliche Teilmenge
von A x B eine Abbildung sondern es muss gelten:

Vee AVye BVze€ B (z,y) e FA(z,2) e F —y==z
Vee Adye B (x,y) € F.

Die erste Zeile formalisiert die Eindeutigkeit der Zuordnung, die zweite Zeile sagt
aus, dass jedem x € A ein Element zugeordnet wird.

Die Aussage y = f(x) ist in dieser Darstellung abkiirzende Schreibweise fiir (z,y) €
F'. Haufig bezeichnet man die Menge F' als den Graphen der Abbildung.

(ii) Definitions- und Wertebereich sind integraler Bestandteil einer Abbildung. Die
meisten Eigenschaften einer Abbildung hidngen davon ab und nicht nur von der
Abbildungsvorschrift. ,Betrachte die Funktion f(z) = 22 ..* ist also nicht hin-
reichend prézise da hier viele verschiedene Definitions und Wertebereiche moglich
sind.

(iii) Wir missen unterscheiden zwischen der Abbildung f, welche die gesamte Zuord-
nungsvorschrift beschreibt und f(x) welches lediglich ein Element in B ist.
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(iv) Zwei Funktionen f,g: A — B sind gleich, genau dann wenn f(x) = g(x) fur alle
xz €A

Beliebige Abbildungen koénnen die folgenden Eigenschaften besitzen:

Definition 1.16. Eine Abbildung f : A — B heif3t injektiv, falls jedes Element von B
Bild héchstens eines Elementes von A ist, falls also gilt

Ve, 2 € A f(x)=f(Z) —z=12.

Eine Abbildung heifit surjektiv, falls jedes Element von B Bild mindestens eines Ele-
mentes von A ist, falls also gilt

Vye Blx € A f(x)=y.
Eine Abbildung heifit bijektiv, falls sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Beispiel 1.17. (i) Die Funktion

f:N—>N
n v n?
ist injektiv, aber nicht surjektiv.
(ii) Die Funktion
f:Z—-N
n — n’
ist weder injektiv noch surjektiv.
(iii) Die Funktion
f:N—>N

n gerade

3 N3

1

x

ist surjektiv aber nicht injektiv.

n ungerade

¥ ‘

Definition 1.18 (Verkettung). Seien A, B,C Mengen und f : A— Bund g: B — C
Abbildungen, dann ist die Verkettung oder Hintereinanderausfithrung go f von f und g
die Abbildung

gof:A—=>C
z = g(f(z)).
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Bemerkung 1.19. Die Verkettung von Abbildungen ist assoziativ (Warum?), daher kon-
nen wir Verkettungen von mehr als zwei Abbildungen ohne Klammern aufschreiben

(fogoh).

Fir f: A— Bund g: B — C ergibt die Verkettung in umgekehrter Reihenfolge nur
Sinn, falls C' = A ist, aber selbst im Fall A = B = C' ist die Verkettung im Allgemeinen
nicht kommutativ. Fir f, g : N — N gegeben durch f(n) = 2n und g(n) = n+ 3 erhalten
wir fog(n) =2n+6 aber go f(n) =2n + 3.

Satz 1.20. Sei f : A — B eine bijektive Abbildung, dann existiert genau eine Abbildung
f~': B = A, die sogenannte Umkehrabbildung, so dass

foft=idp und f~'o f=ida.

Satz 1.21. Sei y € B beliebig. Da f surjektiv ist, existiert x € A so, dass f(z) = y.
Dieses x ist eindeutig bestimmt denn falls f(z) =y fir ein & € A, dann gilt

flz) =y = f(Z)

und wegen der Injektivitit v = .
Wir definieren nun f~'(y) = z. Es folgt dann einerseits

Fof™'y) = f(f7' () = f(z) =y = idp(y).
Da das fiir alle y € B gilt, ist fo f~! =idp.
Ist andererseits x € A beliebig, dann gilt offensichtlich f(x) = f(x) und damit nach
Definition von f~!
flof@) =1 (f(z) = = = ida().
Da x wiederum beliebig ist folgt f~ o f =id4.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt ebenfalls (Ubung).
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1.3 Zahlen

Ziel dieses Abschnitts ist es, die reellen Zahlen formal einzufiihren. Sie bilden die Grund-
lage fiir alles Folgende. Es geht hier nicht darum neue Geheimnisse iiber die rellen Zahlen
zu enthiillen, sondern darum festzulegen, was wir iiber die reellen Zahlen voraussetzen
— und was nicht. Das geschieht, indem wir eine Reihe von Forderungen — sogenannten
Axiomen — aufschreiben, die die rellen Zahlen erfiillen sollen.
Die Rellen Zahlen sind eine Menge R mit den folgenden Strukturen:
(i) Addition
Mit + wird eine Abbildung von R x R — R bezeichnet. Abweichend von der
iiblichen Notation fiir Abbildungen schreiben wir a + b statt +(a, b).
(ii) Multiplikation
Mit - wird eine weitere Abbildung von R x R — R bezeichnet. Wir schreiben a - b
oder auch ab statt -(a,b).
(iii) Ordnungsrelation

Mit < wird eine Relation auf R bezeichnet, das heifit < y ist eine Aussage die
— in Abhéngigkeit von x und y — wahr oder falsch sein kann. (Genau genommen
handelt es sich um eine Teilmenge M C R x R und wir verwenden z < y als
abkiirzende Schreibweise fiir (x,y) € M.)

An die Strukturen stellen wir nun eine Reihe von Anforderungen die wir Axiome
nennen.

A1l Assoziativitat
Fiir alle x,y, z € R gilt

(x+y)+z=2+ (y+2).

A2 Existenz eines neutralen Elements (der Addition)

Es gibt ein Element 0, so dass fiir alle x € R gilt z + 0 = «.

A3 Existenz eines inversen Elements (der Addition)

Fiir jedes = € R existiert —x € R, so dass x + (—x) = 0 gilt.

A4 Kommutativitat
Firallez,y e Rgilt xt +y =y + x.

Aus diesen Axiomen kénnen wir nun bereits die ersten Schlussfolgerungen ziehen.
Da es sich hierbei um sehr einfache Aussagen handelt, die uns seit langem bekannt
sind, liegt die Schwierigkeit bei diesen Beweisen darin, tatséichlich lediglich die Axiome
zu verwenden und nicht irgendwelche weiteren Informationen die uns iiber die reellen
Zahlen bekannt sind.
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Satz 1.22. Seien x,y € R.
(i) Das neutrale Element ist eindeutig bestimmit.
(ii) Fir jedes x € R ist das neutrale Element eindeutig bestimmdt.
(iii) Es gilt (—(—z)) = x.
(v) Es gilt —(x +y) = —x + (—y).

Beweis. (i) Seien a,b € R zwei neutrale Elemente, das heifit es gilt z+a = = = z+b fir
jedes x € R. Dann gilt insbesondere b+a = b und a+b = a. Mit der Kommutativitait
folgt dann a = b.

(ii) Seien nun ¢, d inverse Elemente zu z, das heit = + ¢ = 0 = z 4 d. Es folgt
c=0+c=zx+d+c=z+c+d=0+d=d.
(iii) Ubung.
(iv) Es gilt
r+y+(—z+(~y)=z+y+(2)+(~y) =2+ (-2)+y+(~y)=0+0=0.

Da das inverse Element eindeutig bestimmt ist folgt daraus —(z+y) = —z+ (—y).
O

Ublicherweise schreiben wir z — y statt « + (—y). Die Existenz de inversen Elements
erlaubt es uns, Summanden von einer Seite einer Gleichung auf die andere zu schreiben
wie im Beispiel
r+4=3
r+4+(—4) =3+ (—4)
z+0=3+(—4)
r =3+ (—4).
Analoge Axiome fordern wir auch fiir die Multiplikation.
M1 Assoziativitét
Fir alle z,y,z € R gilt

(zy)z = z(yz).

M2 Existenz eines neutralen Elements (der Multiplikation)

Es gibt ein Element 1, so dass fiir alle z € R gilt - 1 = z.

M3 Existenz eines inversen Elements (der Multiplikation)

Fiir jedes x € R\ {0} existiert 7! € R, so dass zz~! = 1.
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M4 Kommutativitét
Fiir alle z,y € R gilt xy = yz.

Ubung: Formuliere und beweise die zu Satz dquivalenten Aussagen fiir die Multi-
plikation.
Die Addition und die Multiplikation sollen auf die folgende Art kompatibel sein.

R1 Distributivitét
Fir alle x,y, z € R gilt

x(y + 2) = xy + x2.
R2 R ist nicht trivial
0#1
Satz 1.23. Seien z,y € R. Es gilt
(i) x-0=0,
(i) —(z-y) = (-z) -y =2 (-y),
(iir) (—z)(=y) =y,
(iv) (—2)~h = -2,
(v) aus xy =0 folgt x =0 oder y = 0.
Beweis. (i) Sei x € R. Es gilt
z-0=2-(0+0)=x-0+x-0.
Ziehen wir auf beiden Seiten x - 0 ab, so folgt 0 =z - 0.
(ii) Weiter erhalten wir
zy+(—(zy) =0=2-0=a(y + (-y)) = 2y + z(—y).
Ziehen wir auf beiden Seiten xy ab (wie genau?) erhalten wir —(zy) = z(—y).
(iii) Ubung.
(iv) Aus dem Vorhergehenden folgt
A=) = () (a) =1 =g
-1

Multiplizieren wir beide Seiten mit =1 so erhalten wir —(—z)~! = 2=! oder (wie

genau?) (—z)~ ! = -z~
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1

(v) Falls y = 0 ist, ist nichts zu zeigen. Fall y # 0 gilt existiert y~" und wir erhalten

r=zyy 1=0-y 1 =0. O

Fir z,y € R, y # 0 schreiben wir hiufig % statt zy~!. Das multiplikative Inverse von y

kann dann auch als £ geschrieben werden.

Bis hierher haben wir die Ordnungrelation nicht verwendet. Eine Menge mit Operatio-
nen + und - die die bisherigen Axiome erfiillen heifit Kérper. Neben den reellen Zahlen
gibt es viele weitere Beispiele fiir Korper (die fiir uns relevanten werden die rationalen
Zahlen Q und die komplexen Zahlen C sein).

Fiir die Ordnungsrelation fordern wir:

O1 Reflexivitét
Fir jedes x € R gilt = < x.

02 Transitivitét
Fiir alle x,y, z € R folgt aus ¢ < y und y < z auch =z < z.

03 Antisymmetrie
Fir alle z,y € R folgt aus x < y und y < z, dass z = y ist.

04 Totalitat
Fiir alle z,y € R gilt x <y oder y < x.

Dariiber hinaus fordern wir auch hier gewisse Kompatibilitdt mit Addition und Mul-
tiplikation.

O5 Fiir alle z,y,z € R folgt aus x <y auch x + z < y + z.

06 Fiir z,y € R mit 0 < x und 0 < y folgt 0 < xy.
Wir verwenden z < y als Abkiirzung fir x <y Ax # y.
Satz 1.24. Sei x,y € R es gelten

(i) aus x <y folgt —y < —x,

(ii) aus 0 < x und y <0 folgt zy <0,

(iii) aus x <0 und y <0 folgt 0 < xy,

(iv) es gilt 0 <1,

(v) aus 0 <z folgt 0 < z71,

(vi) aus 0 <z <y folgt y~' <z~ 1.
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Beweis. (i) Wir addieren —z + (—y) zur Ungleichung = < y und erhalten
=2t () + (<) Sy -+ (o) + () = o

(ii) Nach dem vorhergehenden Punkt folgt aus y < 0 die Ungleichung 0 < —y (Warum
ist —0 = 07) und damit 0 < z(—y) = —xy. Wir nutzen erneut den vorhergehenden
Punkt und erhalten zy < 0.

(iii) In diesem Fall gilt 0 < —x und 0 < —y und damit 0 < (—x)(—y) = xy.

(iv) Angenommen es gilt nicht 0 < 1, dann muss 1 < 0 gelten. Dann folgt aus dem
vorhergehenden Punkt 0 < 1-1 =1 im Widerspruch zur Voraussetzung.

(v) Ubung.

(vi) BEsgilt 0 < z7!'und 0 < y~! und damit auch 0 < 27 'y~ Aus 2 < y folgt 0 < y—u=.
Multiplizieren wir das mit 2~ 1y~!, so erhalten wir 0 < yz~ly~! — zax~ly~! =
2~ —y~! und damit schlieBlich y~* < 271, O

Definition 1.25. Seien x,y € R. Wir verwenden die folgende Notation

r<yfirz<yAz#uy,
x>y firy <w,
x>y fur y < x.

Unser Axiomensystem ist nun fast vollstdndig. Eine Struktur die alle bisher erwéhnten
Axiome erfiillt heifit angeordneter Korper. Auch fiir angeordnete Korper gibt es viele
Beispiele (Q ...).

Das letzte Axiom ist nicht so selbstverstdndlich wie die vorhergehenden. Es ist ei-
ne Formalisierung der Aussage, dass die reellen Zahlen ,keine Liicken“ lassen. Um es
formulieren zu kénnen benétigen wir etwas Vorbereitung.

Definition 1.26. Sei A C R und z € R.
(i) z heifit obere Schranke fiir A, falls fiir jedes y € A gilt y < z,
(ii) z heifit Maximum von A, falls es eine obere Schranke ist und z € A gilt,

(iii) 2 heifit Supremum von A, falls es eine obere Schranke von A ist und fir jede weitere
obere Schranke y gilt « < y, falls x also die kleinste obere Schranke ist.

Die Menge A heifit nach oben beschriankt, falls sie eine obere Schranke besitzt.

Analog sind die Begriffe untere Schranke, nach unten beschriankt, Minimum und Infi-
mum (das heifit grofite untere Schranke definiert).

Supremum und Infimum von A sind — so sie existieren — eindeutig bestimmt (Warum?)
und wir bezeichnen sie mit sup A und inf A.
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Die folgenden Teilmengen von R werden héufig auftreten:
Definition 1.27. Seien a,b € R so, dass a < b. Wir definieren die folgenden Intervalle:

(a,b):={z eRla<zxANz<b}

[a,b] :={r eRla<xAzx<b}

(a,b] ={z eRla<z Az <b}

Beispiel 1.28. (i) Das Intervall (—oo, 1) ist nach oben beschrénkt (1, 2, 1000, etc. sind
obere Schranken) aber nicht nach unten beschrankt.

(ii) Das Intervall (0,1) besitzt kein Maximum, denn zu jeder Zahl z € (0,1) 14t sich
eine groflere Zahl (z. B. xTH) finden, die ebenfalls in (0, 1) liegt. Die Menge besitzt
aber ein Supremum.

Wir fordern weiter das sogenannte Vollstdndigkeitsaxiom.
V Jede nach oben beschrinkte, nichtleere Teilmenge von R besitzt ein Supremum.
Damit ist unsere axiomatische Beschreibung der reellen Zahlen abgeschlossen.

Bemerkung 1.29. Es ist fiir uns an dieser Stelle nicht ersichtlich, dass ein Objekt welches
alle oben geforderten Figenschaften erfiillt existiert, dass die Axiome konsistent sind.
Man kann mit einigem Aufwand, nur auf Grundlage der Axiome der Mengenlehre, die
reellen Zahlen konstruieren und damit ihre Existenz nachweisen.

Auflerdem wire es prinzipiell vorstellbar, dass es viele, wesentlich verschiedene Objekte
gibt, die die Axiome erfiillen. Obwohl es viele verschiedene Kérper und angeordnete
Korper gibt, kann man zeigen, dass die reellen Zahlen durch die oben stehenden Axiome
»im Wesentlichen“ eindeutig bestimmt sind. Es ist daher gerechtfertigt von den reellen
Zahlen zu sprechen.

Wir wollen nun in R die anderen Zahlbereiche wiederfinden.

Definition 1.30. Eine Menge A heifit induktiv, wenn gilt
leAundVe z€A—ax+1€A

Lemma 1.31. Sei I eine (mdglicherweise unendliche) Indexmenge und A; fir jedes
i € I eine induktive Menge, dann ist
(4

el

ebenfalls eine induktive Menge.
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Beweis. Da A; fir jedes ¢ € I induktiv ist, gilt 1 € A; fir jedes ¢ € I und es folgt nach
Definition des Durchschnitts
1e ﬂ A;.

el
Sei nun
T e ﬂ A;,
i€l
das heifit fiir jedes i € I gilt © € A;. Da jedes A; induktiv ist gilt dann auch z 4+ 1 € A4;
fir jedes ¢ € I und damit

el

Definition 1.32. Die natiirlichen Zahlen N sind die kleinste induktive Menge, das heifit

N= () A

A induktiv
Wir schreiben Ny fiir N U {0}.

Satz 1.33 (Induktionsprinzip). Sei ®(x) eine Aussage mit einer freien Variablen
(Pradikat) und es gelte ®(1) und ®(z) — ®(x + 1), dann gilt ®(n) fir jedes n € N.

Beweis. Wir definieren die Menge
A={z eR| ®(z)}.

Die Voraussetzungen des Satzes bedeuten genau, dass A eine induktive Menge ist. Nach
Definition sind die natiirlichen Zahlen die kleinste induktive Menge also folgt N C A, es
gilt also ®(n) fiir jedes n € N. O

Korollar 1.34. Seien n,m € N. Dann gelten
(i) n+meN,
(i) n-m €N,

(i) 1 < n fir jedes n € N.

Beweis. (i) Sei n € N. Wir beweisen die Aussage mittels Induktion iiber m oder, mit
anderen Worten wir zeigen, dass die Menge

A={meN|n+meN}

eine induktive Menge ist. Da die natiirlichen Zahlen eine induktive Menge sind,
gilt 1 € A. Angenommen es gilt m € A, also n +m € N. Dann folgt, wiederum da
N eine induktive Menge ist, dass n +m + 1 € N ist, also m + 1 € A. Damit ist A
induktiv und enthélt somit mindestens die natiirlichen Zahlen N.
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(ii) Ubung.
(iii) Ubung. O

Satz 1.35. Sein € N. Zwischen n und n + 1 liegen keine weiteren natirlichen Zahlen.

Beweisidee. Zeige zunéchst, dass fir z € (1,2) die Menge N\ {z} induktiv ist. Da N die
kleinste induktive Menge ist muss gelten = ¢ N.

Zeige dann, dass falls NN (n,n + 1) = @ fir ein n € N gilt und = € (n + 1,n + 2) ist,
die Menge N\ {z} induktiv ist und wiederum = ¢ N gelten muss. O

Satz 1.36 (Archimedisches Prinzip). Fir jedes x € R existiert n € N so, dass x <
n.

Beweis. Falls © < 1 ist, ist nichts zu zeigen. Es gelte also 1 < z. Wir definieren
A={neN|n<zx}.

Da A nach Voraussetzung nicht leer und durch x nach oben beschréinkt ist, existiert nach
dem Vollstandigkeitsaxiom s = sup A. Nach Definition des Supremums ist s — 1 keine
obere Schranke von A, das heifit es existiert m € A so, dass s—1 < m also s <m+1. Da
m € A, also eine natiirliche Zahl ist, ist auch m + 1 € N und da s eine obere Schranke
von A ist, muss m + 1 ¢ A gelten. Das bedeutet aber m + 1 > z. O]

Korollar 1.37. Jede nichtleere Teilmenge der natiirlichen Zahlen besitzt ein Minimum.
Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge der natiirlichen Zahlen besitzt ein Ma-
TEmum.

Beweis. Sei A C N. Angenommen A besitzt kein Minimum. Wir definieren die Menge
A:={neN|VYmeA n<m}.

Die Zahl 1 ist untere Schranke fiir N und damit fiir A, da 1 aber kein Minimum ist, muss
1 € A gelten. Sei nun n € A, also n < m fiir jedes m € A. Wegen Satz ist n+1
untere Schranke fiir A und da n + 1 kein Minimum ist, muss n + 1 € A gelten. Damit
ist A = N. Die Mengen A und A sind aber disjunkt (das heifit AN A = @), da n < n fiir
kein n € N erfiillt sein kann Damit folgt A = &.

Der zweite Aussage kann als Ubung bewiesen werden. O

Definition 1.38. Wir definieren die ganzen Zahlen
Z={zxeR|zeNyV—xeNy}

und die rationalen Zahlen

Q:{ﬂpﬂGZAQ#O}
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Bemerkung 1.39. Als Ubung beweise man die folgenden Aussagen. Fiir ,y € Z sind
auch z+y, -y und —x in Z.

Fiir z,y € Q sind auch z+vy, z-y, —x in Q sowie z ! falls = # 0. Mit anderen Worten:
Q ist ein Korper.
Korollar 1.40 (Dichtheit der rationalen Zahlen). Seienx,y € R und xz < y. Dann

existiert eine rationale Zahle v so, dass x <r < y.

Beweis. Nach dem Archimedischen Prinzip existiert ¢ € N so, dass y_% <q.SeipeZ
die grofite ganze Zahl kleiner als yg (deren Existenz folgt aus Korollar [1.37)). Daraus
folgt unmittelbar % < y. AuBlerdem gilt p + 1 > yq also

1

Daraus folgt schlieflich z < %. O
Definition 1.41 (Betragsfunktion). Die Betragsfunktion wird folgendermafen defi-

niert:
|-[: R — [0, 00]

x 0<zx
€T +— .
—x 0>z

Beweis. Ubung. 0
Satz 1.42. Fir xz,y € R gilt |zy| = |x| |y|.

Definition 1.43 (Komplexe Zahlen). Auf der Menge C = R? definieren wir die Ad-
dition und Multiplikation als Abbildungen von C x C — C. Fiir (z,y), (Z,9) € C defi-
nieren wir

(xvy) + (jvg) = (x—l—i,y—l—g])
Den so entstehenden Koérper bezeichnen wir als die komplexen Zahlen.

Die Koordinaten von z = (z,y) € C bezeichnen wir als Real- beziehungsweise Imagi-
nérteil von z und schreiben

Rez=zund Imz =y.

Bemerkung 1.44. (i) Das die oben beschriebene Struktur tatsdchlich einen Koérper
darstellt, muss natiirlich erst gezeigt werden. Fiihre zur Ubung die entsprechenden
Beweise durch. Dazu kénnen die folgenden Hinweise genutzt werden:

neutrales Element der Addition:(0,0)
additives Inverses zu (z,y):(—z, —y)

neutrales Element der Multiplikation:(1,0)

multiplikatives Inverses zu (x,y) # (0,0): ( 5 j_ 5~ Zi 2) .
€ ) T Y
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(ii) Zahlen mit verschwindendem Imaginérteil nennen wir reell. In diesem Fall redu-
zieren sich die neuen Rechenoperationen auf die Addition und Multiplikation von
reellen Zahlen:

(,0) + (2,0) = (z + Z,0) und (z,0) - (Z,0) = (zz,0).

Wir kénnen dann die reelle Zahl x mit der komplexen Zahl (z,0) identifizieren und
so die reelen Zahlen in den komplexen Zahlen ,wiederfinden*.

(iii) Wir definieren die imagindre Einheit i = (0,1). Dann gilt fur alle z,y € R, dass
i(x,y) = (—y, ). Insbesondere ist i = —(1,0). Es gilt dann

(z,y) = (,0) +i(y,0).
Wie oben bemerkt schreiben wir statt (z,0) lediglich « und erhalten so x + iy als
die tibliche Schreibweise fiir die komplexe Zahl (z,y).

Damit benotigen wir lediglich die iiblichen Rechenregeln (Kommutativitéit, Asso-
ziativitit und Distributivitiit), sowie die Formel i> = —1 um uns die Formel fiir
die Multiplikation komplexer Zahlen

(x +iy)(T +17) = 2% + izy + izy — 27 = (zy — 29) + i(z7 + TYy)
sowie das multiplikative Inverse

1 T — iy x 7]

= = — 1
rt+iy  (z+iy)(z—iy)  2?+y? 2P +y?

einzupragen.

(iv) Die komplexen Zahlen haben einerseits schlechtere Eigenschaften als die reellen
Zahlen, sie lassen sich z.B. nicht mehr mit den arithmetischen Operationen ver-
traglich anordnen. Andererseits haben sie auch bessere Eigenschaften, so gibt es
zum Beispiel ein Element z mit 22 = —1.

Theorem 1.45 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante, kompleze
Polynom besitzt eine Nullstelle. Mit anderen Worten, sein € N und seien aq, . ..,a, € C
mit an # 0 dann existiert ein x so, dass

n
E izt = ap+ a1+ agx? + -+ apz™ = 0.
i=0

Ohne Beweis.
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2 Analysis Teil |
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2.1 Einige elementare Ungleichungen

Grofle Teile der Analysis beruhen darauf, dass wir Ergebnisse, die wir nicht explizit ,,aus-
rechnen® kénnen — was immer das im Einzelfall bedeuten mag — zumindest abschétzen
konnen, also zeigen koénnen, dass sie nicht ,,zu gro3* oder ,,zu klein“ sind. Dazu werden
wir einige Ungleichungen immer wieder verwenden.

Beispiel 2.1. Fiir jede reelle Zahl  gilt 0 < z?. Aus dieser einfachen Erkenntnis kénnen
wir bereits die ersten interessanten Ungleichungen ableiten, denn es gilt fiir beliebige
z,y €R

a? —2zy+y° = (x—y)* >0,
und daher auch 2?2 + 32 > 2zy.

Fiir a,b € [0, 00) ergibt sich, wenn wir z = \/a und y = v/b einsetzen die Ungleichung
zwischen arithmetischen und geometrischen Mittel:

%(Hb)zx/%.

(Die genaue Definition der hier auftauchenden Wurzelfunktion werden wir spéter nach-
reichen.)

Satz 2.2. Seiz € R und c € [0,00). Es gelten
() —lol <z < Jal,
(ii) |x| <c<= —c<z<cg,
(iii) |x| > c<=x>cVz < —c,
(iv) |z| =0<= 2z =0.
Beweis. Ubung. O
Satz 2.3 (Dreiecksungleichung). Seien z,y € R. Dann gilt |z + y| < |z| + |y|.

Beweis. Wegen x < |z| und y < |y| gilt auch x+y < |z|+ |y|. Analog folgt aus — |z| <z
und — |y| < y die Ungleichung —(|z| + |y|) < 2 + y und damit aus dem vorhergehenden
Satz

|z +y| < x|+ |yl O

Korollar 2.4. Sein € N und x1,...,x, € R. Dann gilt

n n
>l <Ykl
i=1 i=1
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Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n. Fir n = 1 ist sie trivial
erfillt. Sei nun m € N, m < n und es gelte

m m
I ED M)
1=1 1=1

Dann folgt aus der Dreiecksungleichung sowie der Induktionsannahme

m m
g Ti+ Tm+1 g x;
i=1 =1

m+1

> wi
i=1

m m+1
+lem| <Dl + Em = Y el O
i=1 =1

<

Satz 2.5 (Bernoulliungleichung). Sei x € [—1,00] und n € N. Dann gilt
(1+2)">14nx
falls x > —1.

Beweis. Wir fithren einen Induktionsbeweis iiber n. Fiir n = 1 ist die Ungleichung trivial
erfiillt.

Angenommen es gilt (1 + )" > 14 nx fiir ein n € N. Dann ist, da (1 + z) und damit
(1 + )™ nichtnegative Zahlen sind,

142"t =0+2)"04+2)>1+nz)(l+z)=14+nz+z+nz®>>1+(n+1=z.

Im letzten Schritt wurde benutzt, dass 22 > 0 fiir jedes = € R gilt. O
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2.2 Folgen und Grenzwerte

Definition 2.6. Sei M eine Menge (hier zunichst meist R oder C). Eine Folge in M ist
eine Abbildung von N — M. Abweichend von der iiblichen Notation fiir Abbildungen
schreiben wir (z,,)neny C M oder lediglich (x,,) C M um eine Folge aus M zu bezeichnen.
Dann ist x,, die Auswertung — das sogenannte Folgenglied — der Folge an der Stelle n € N.

Beispiel 2.7. Einige Beispiele fiir reelle Folgen:

1 Q11
xn_n ’2’3747"‘
n
on=Y k  (1,3,6,10,15,21,...)
k=1

2, = kleinster Primfaktor von n (%,2,3,2,5,2,7,2,3,2,11,2,---).

Wie wir am ersten Beispiel sehen, konnen sich reelle Folgen einem Wert annéhern ohne
ihn jemals zu erreichen.

Definition 2.8. Sei (z,,) C R eine Folge und x € R. Wir sagen, dass (z,) gegen x
konvergiert und schreiben x,, — = oder lim, . x, = z falls fiir jedes € > 0 ein N € N
existiert so, dass |z, — z| < € fir jedes n > N.

Wir sagen eine Folge (z,) C C konvergiert gegen z € C falls gilt

Rez, > Rez und Imz, — Imz.

Die Zahl x (beziehungsweise z) heifit Grenzwert der Folge.

Eine Folge heifit konvergent falls sie einen Grenzwert besitzt, andernfalls heifit sie
divergent.

Eine gegen 0 konvergente Folge heifit Nullfolge.

Beispiel 2.9. (i) Sei z € R und (x,) C R die konstante Zahlenfolge x;,, = x. Dann gilt
limy, 00 ©, = x, denn fiir € > 0, N = 1 und jedes n > N gilt

|z, — x| =0<e.

(ii) Die reelle Folge x,, = % konvergiert gegen 0. Sei dazu € > 0. Nach dem archimedi-
schen Prinzip existiert N € N so, dass % < N ist und damit gilt fiir n > N:

1

< —<e€
NS

Ty —

S|

und damit |z, — 0| =z, <e.

(iii) Die Folge

1 n gerade
Ty =
—1 n ungerade
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ist divergent. Wir sehen beispielsweise, dass sie nicht gegen 1 konvergiert, denn fiir
e = 1 und fir N € N gilt stets |zoy — 1| = 2 > €. (Zeige als Ubung, dass auch
keine andere Zahl Grenzwert der Folge sein kann.)

Bemerkung 2.10. Wir sagen, dass eine Eigenschaft fiir fast alle Folgenglieder gilt, falls
sie lediglich fiir endlich viele von ihnen nicht gilt. Eine Folge ist also konvergent, falls
fiir jedes € > 0 fiir fast alle n € N gilt |z, — z| < ¢, falls also fast alle Folgenglieder im
Intervall (x — €,z + €) liegen.

Satz 2.11. Eine Folge (x,) C R (oder C) hat stets hiochstens einen Grenzwert.

Beweis. Angenommen = und Z sind verschiedene Grenzwerte von (x,) € R. Sei ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit 2 < Z, dann ist € = (Z — ) > 0. Da (z,,) gegen

konvergiert, muss x,, fiir fast alle n € N in

(x—ex+e) = (m—e,x;—$>

liegen. Da (z,,) auch gegen & konvergiert, liegt x,, auch fiir fast alle n € N in

- - T+IT
(a:—e,:v+e):< 5 ,x—I—e)
liegen. Das ist jedoch nicht mdéglich, da die beiden Intervalle disjunkt sind. O

Satz 2.12. Sei (x,) C R (oder C) eine Folge mit Grenzwert x € R. Sei m € N, dann
gilt

nh_)rglo Tntm = T.
Beweis. Ubung. O

Definition 2.13. Eine Folge (z,) C R heifit nach oben (nach unten) beschriankt falls
{zn| n € N} die entsprechende Eigenschaft hat.

Eine Folge heifit beschrénkt, wenn sie sowohl nach oben, als auch nach unten be-
schrankt ist, falls also K € (0, 00) existiert so, dass fiir alle n € N gilt

|z, < K.
Satz 2.14. Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis. Sei (z,) C R eine Folge die gegen = € R konvergiert. Das heifit insbesondere,
es existiert N € N so, dass |z, — z| < 1 fiir alle n > N. Dann gilt fiir

K = max {|x1|,...,|zn]|,|z| + 1},

dass |z,| < K fiir jedes n € N (das Maximum existiert, da die Menge lediglich endlich
viele Elemente enthélt. Das ist offensichtlich fir n < N und fiir n > N gilt mit der
Dreiecksungleichung

p| = |zn — 2+ 2| < |zn — 2|+ 2| < |2| +1 < K. 0
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Satz 2.15. Sei (z,) C R beschrankt und (yn) C R Nullfolge, dann ist auch (xnyn) eine
Nullfolge.

Beweis. Sei € > 0. Da (x,) beschriankt ist, existiert K € (0,00) so, dass |z,| < K. Da
y eine Nullfolge ist, gilt fiir fast alle n € N, dass |y,| < 7. Damit ist aber fiir fast alle
neN

€
|Znyn| = [zn| lyn| < K? =¢

Damit ist (x,y,) eine Nullfolge. O

Die Definition der Konvergenz ist fiir praktische Belange etwas unhandlich. Wir werden
daher im Folgenden einige Satze — gewissermaflen Rechenregeln — zusammenstellen, die
uns das Bestimmen und die Arbeit mit Grenzwerten erleichtern.

Man beachte, dass haufig die Konvergenz der Folgen als Voraussetzung auftaucht. Eine
hiufige Fehlerquelle in Ubungsaufgaben und Beweisen ist es, Aussagen iiber konvergente
Folgen fiir divergente Folgen — oder Folgen deren Konvergenz noch nicht klar ist — zu
benutzen.

Satz 2.16 (EinschlieBungssatz, Sandwichkriterium). Seien (z,), (yn), (2n) C R Fol-
gen und es gelte

T < Yn < 2p

fiir fast alle n € N, sowie x, — x und z, — x. Dann ist (y,) konvergent mit y, — x.

Beweis. Sei € > 0. Nach Voraussetzung existieren N1, No, N3 € N so, dass x,, < y, < 2z,
fir alle n > Ny, |z, — x| < € fiir alle n > Ny sowie |z, — x| < € fiir alle n > N3 gilt.
Setze N = max { N, Ny, N3} dann gilt fir jedes n > N

—€e<zp—T<yYyp—x <z, —x <€
also |y, — x| < e. Damit ist die Konvergenz gegen z bewiesen. ]

Beispiel 2.17. Fiir alle n € N gilt n < n? (Warum?) und damit auch

S

0< =

<

3|

n

Mit dem EinschlieBungssatz folgt also, dass n% gegen 0 konvergiert.

Satz 2.18. Seien (xy,), (yn) C R konvergente Folgen so, dass fir fast alle n € N gilt
Ty < Yn. Dann gilt auch
lim z, < lim y,.
n—oo

n—oo

Beweis. Der Beweis ist sehr dhnlich dem von Satz und sollte als Ubung durchgefiihrt
werden. O
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Bemerkung 2.19. Man beachte, dass selbst dann, wenn z,, < y,, fiir (fast) alle n € N gilt,
lediglich limy,, oo 2 < limy oo Yn geschlussfolgert werden kann. Als Beispiel betrachte
fir n € N:

T, =0
1
Yn = —.
n

Lemma 2.20. Sei(x,) C R und x € R. Die Folge (z,,) konvergiert gegen = genau dann,
wenn (|x, — x|) eine Nullfolge ist.
Insbesondere ist (xy,) eine Nullfolge, genau dann wenn (|z,|) eine Nullfolge ist.

Beweis. Es gilt fir jedes n € N
lzn — 2| = 0] = |zn — xf.

Die Folge (z,,) konvergiert gegen z, falls fiir jedes e > 0 fiir fast alle n € N gilt |z, — z| <
e. Die Folge (|, — x|) ist eine Nullfolge, falls fiir jedes € > 0 fiir fast alle n € N gilt
||zn, — x| — 0] <e.

Die letzte Aussage folgt unmittelbar fiir x = 0. O

Satz 2.21. Seien (zy,), (yn) C R (oder C) Folgen mit x, — = und y, — y. Dann gelten

lim (zp, +yn) =2+y
n—oo
lim x,y, = xy
n—oo
und falls y # 0 ist auch
. Xn X
lim — = —.

Beweis. Sei ¢ > 0. Nach Definition der Konvergenz existieren N1, No € N so, dass
|z, — x| < § fir n > Ny und |y, —y| < § fiir n > Ny. Setze N = max {N1, Na}. Dann
gilt fiir n > N mit der Dreiecksungleichung

€ €
|xn+yn—(:v+y)|:|xn—x+yn—y|§|xn—x|+|yn—y|<§+§:e.

Damit ist die Konvergenz z,, + yn, — x + y gezeigt.
Wir benutzen erneut die Dreiecksungleichung um die folgende Ungleichungskette zu
erhalten.
0 < [zayn — 2yl = [TnYn — Tny + Ty — Y| < [Tnyn — Tuy| + [0y — Y]
= |znl lyn =yl + 20 — 2| [y].

Nach Voraussetzung und Lemma sind (|yn, —y|) und (|a,, — x|) Nullfolgen. Nach
Satz und Satz sind dann auch (|x,| |y, — y|) sowie (|z, — z||y|) Nullfolgen und
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nach der soeben bewiesenen Aussage iiber Summen konvergenter Folgen konvergiert die
rechte Seite gegen 0. Dann muss nach dem EinschlieBungssatz auch |z,y, — zy| eine
Nullfolge sein und aus Lemma folgt xpyn — zy.

Es sei nun y # 0 also |y| > 0. Wir miissen noch zeigen, dass y% — i gilt. Nach

Definition der Konvergenz existiert N € N so, dass |y, — y| < Lg' fiir alle n > N gilt.
Daraus folgt (Warum?)

0<’y2‘§yn|

fir alle n > N. Damit ist fiir diese N erstens yin wohldefiniert (wir teilen nicht durch 0)

und zweitens ist die Folge yin beschrénkt

1] 1
Yn|  lynl = 1Yl
Dann gilt
1 1 1 1 1 1
SRNEN AT
Yn Y Yn Y Yn Yy

Nach dem bereits bewiesenen konvergiert iyn gegen 1. Damit ist ‘1 — %yn eine Nullfolge

und nach Satz auch die rechte Seite der obigen Gleichung. Wir verwenden erneut
Satz um daraus auf yin — % zu schlieflen. O

Bemerkung 2.22. Selbst fiir y # 0 kann y, = 0 fiir einzelne n gelten. Die Folge (y%)
ist also nicht fiir alle n € N definiert, aber — wie wir oben gesehen haben — fiir fast alle
n € N. Wir werden ofter auf Folgen treffen, die lediglich fiir fast alle n € N definiert
sind. Solange wir uns lediglich fiir das Konvergenzverhalten solcher Folgen interessieren,
miissen wir darauf nicht weiter eingehen, da dafiir das Verhalten der Folge an lediglich
endlich vielen Stellen irrelevant ist.

Korollar 2.23. Sei K € N und ag,...,ax,by,...,bx € R und sei bxg # 0. Dann gilt

i a0+a1n+a2n2+---+aK,1nK_1+aKnK ax
im = )
n—N bo—l—b1n+b2n2 —|—---+bK,1nK_1 —|—bKnK b

Beweis. Wir erweitern den Bruch mit nLK und erhalten

1 1 1 1
1 1 1 1 :

Wir wissen, dass % eine Nullfolge ist und damit — nach dem vorhergehenden Satz — auch
# fiir beliebiges k € N. Der Zéhler des Ausdrucks konvergiert also gegen ax und der
Nenner gegen by . Das Ergebnis folgt dann aus dem vorhergehenden Satz. O
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Beispiel 2.24. Sei xz € (—1,1). Dann gilt lim,, o 2™ = 0.

Beweis. Fiir x = 0 ist die Aussage trivial, es sei also z # 0. Dann gilt |z| € (0,1)

und damit ﬁ € (1,00). Wir setzen s := \71| — 1 € (0,00) und benutzen die Bernoulli

Ungleichung:
(I1+s)">1+ sn.

Daraus folgt

1 1 14+0- 0
0<|z|" = < _0n 0,
(I+s)» ~ 1+sn 1+ sn s
Nach dem Sandwichkriterium ist also |z|™ = [2"| eine Nullfolge und damit auch x”
Lemma [2.20) O

Definition 2.25. Eine Folge (z,,) C R heifit monoton wachsend (fallend) falls fiir alle
n €N gilt 11 > Ty (Tpp1 < xy).

Satz 2.26 (Monotoniekriterium). Sei (z,) C R eine monoton wachsende, nach oben
beschrankte (oder monoton fallende, nach unten beschrankte) Folge, dann ist (x,) kon-
vergent.

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir monoton wachsende, nach oben beschriankte Folgen
(zn) C R. Setze

A =sup{z,|neN} und z =sup A

Sei nun € > 0. Nach der Definition des Supremums ist  — € keine obere Schranke von A
und daher existiert N € N so, dass xy > = — €. Wegen der Monotonie der Folge und da
x obere Schranke von A ist gilt damit fiir n > N

—e<ay—zrz<z,—2<0<e,
also |z, — z| < e. Damit ist die Konvergenz gegen x gezeigt. O

Man beachte, dass der Satz auch den Grenzwert bestimmt. Wegen Satz [2.12]ist es aus-
reichend, dass die Folge ab einem Indes N € N monoton wachsend ist.

Bemerkung 2.27. Um die Monotonie einer positiven Folge ((x,) C (0,00)) zu iiberprii-
fen, ist es manchmal einfacher Quotienten statt Differenzen zu betrachten. Man iiber-
zeugt sich leicht, dass gilt

x

(5,) monoton wachsend < "l > 1 VneN
Tn

(z5,) monoton fallend <= ol <1 VneN.
Tn
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Beispiel 2.28. Sei a € [0, 00). Betrachte die rekursiv definierte Folge

IL’1:1

1 a
l’n+1:§ l’n—|—; .
n

Wir wollen mittels des Monotoniekriteriums die Konvergenz dieser Folge nachweisen.
Zunéchst zeigt ein einfacher Induktionsbeweis (Wie?), dass 0 < z,, fur alle n € N gilt,
die Folge also insbesondere nach unten beschrénkt ist.

Wir betrachten fiir n € N

1 a? 1 a’ 1 a\?
xi+1—4<xi+2a+x2)—4<x%—2a+ﬂ>+a—4<xn—x) +a > a.
n n n

Es gilt also 22 > a fiir alle n € N\ {1}. Daraus folgt aber fiir jedes solche n auch - <y
und somit

1 a 1
xn+1:§ xn""a Sg(fljn"’_an):xn

Damit ist die Folge monoton fallend (fir » > 2) und nach dem Monotonierkriterium
konvergent.

Satz und Definition 2.29. Sei a € [0,00). Dann existiert genau eine Zahl x € [0, c0)
so, dass 22 = a gilt. Wir nennen sie die Quadratwurzel (oder nur Wurzel) aus a und
schreiben = = /a.

Beweis. Zunichst kann es hochstens eine solche Zahl geben, denn falls 2% = a = y? fiir
x,y € [0,00) gilt, dann folgt

0=2’—y*=(z+y)(z—y),

also z +y = 0, was lediglich fiir z = y = 0 moglich ist, oder x — y = 0. In jedem Fall gilt
also z = y.

Wir miissen nun noch zeigen, dass es iiberhaupt eine solche Zahl gibt. Dazu betrachten
wir die Folge aus dem vorangegangenen Beispiel. Wir haben bereits gezeigt, dass sie
konvergiert. Da alle Folgenglieder positiv sind, ist ihr Grenzwert = > 0 (Satz [2.18)).
Stellen wir die Rekursionsformel um, so erhalten wir

2Tp12y = x% + a.
Nach Satz[2.2TJund Satz[2.12]konvergieren beide Seiten dieser Gleichung und wir erhalten
2t -z =12°4a

oder z° = a. O
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Bemerkung 2.30. Die Folge die wir zur Definition der Wurzel verwendet haben liefert
auch einen recht schnell konvergierenden Algorithmus zu ihrer Berechnung. Mit analogen
Methoden — und etwas mehr Rechenaufwand — kann man auch zeigen, dass es fiir jedes
a € [0,00) und jedes ¢ € N ein eindeutig bestimmtes = € [0,00) gibt so, dass 27 = a.
Wir nennen diese Zahl die ¢g-te Wurzel aus a und schreiben

1
x = Va oder x = aq.

Es gilt dann fiir beliebiges p € Z und ¢ € N:

() = (@) =t s

(a%>p = (ap)% )

Wir schreiben fiir die letzten beiden Ausdriicke a4 .

Diese Notation ist deshalb sinnvoll, weil sich die Potenzgesetze — die wir bisher fiir
ganzzahlige Exponenten bewiesen haben — jetzt fiir rationale Exponenten verallgemei-
nern lassen. Seien z,y € [0,00) und u,v € Q, dann gelten (Ubung)

(ry)" = a"y"

w,.v u+v)

2z’ = a
($u)v _ :L,(uv)
Wir stellen noch einige wichtige Eigenschaften der Wurzelfunktionen zusammen.

Satz 2.31. Es gilt fir jedes n € N, falls x <y dann ist {/x < /y.
Seien n,m € N und n < m dann gilt fir x € (1,00) und y € (0,1)

V< Yz und Wy > .
Satz 2.32. Seia € (0,00), dann gelten

lim {/n=1

n—oo
lim /a = 1.
n—o0

Beweis. Sei € > 0. Dann gilt (Blatt 4 Aufgabe 4)

n

—— —0,
(1+¢)m
es existiert also N € N so, dass fiir n > N gilt

n

— <1
(L+e)m
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Fiir solche n gilt dann n < (1 + €)™ und es folgt aus der Monotonie der Wurzelfunktion
1< {Yn<l+e

also | {/n — 1] < e. Damit ist die erste Konvergenz gezeigt.

Die zweite Konvergenz ist klar fiir @ = 1. Sei nun zunéchst a € (1, 00), dann ist wegen
des archimedischen Prinzips a < n fiir fast alle n € N und wegen der Monotonie der
Wurzel gilt

1< {a< Y.

Dann folgt die gesuchte Konvergenz aus dem Sandwichkriterium.
Falls schlieflich a € (0,1), dann ist 1 € (1,00) und es gilt

lim a = lim

n—00 n—00 ,/1

Definition 2.33. Seien z,y € R.Damit muss gelten f(z() = y. Der Betrag der komple-
xen Zahl z = x + iy ist definiert durch

2| = Vz -z = Va2 + 12

Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Definition fiir reelle Zahlen mit der alten {iberein-
stimmt und das gilt |2| = 0 genau dann wenn z = 0.

Satz 2.34. Seien u,v € C, dann gelten

uv| = |ul [v]
1 1
’ = — fallsu #0

o] < fuf + o]
Die Ungleichung ist die Dreiecksungleichung fiir komplere Zahlen.
Beweis. Die erste Gleichung folgt unmittelbar aus der Definition des Betrages
lw| = Vuvaw = Vvt = Vuavuo.
Wenden wir das soeben gezeigt auf das folgende Produkt an, erhalten wir

1

U

1

\u|:'u =1
U

und damit die zweite Gleichung.
Um die Dreiecksungleichung zu zeigen betrachte zunachst eine beliebige komplexe Zahl
z = x + iy. Fiir jede komplexe Zahl gelten die Ungleichungen (Ubung)

Rez < |Rez| <|z| und Imz < |Imz| < |z|.
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Wir wenden diese Ungleichung auf uv an und erhalten

lu+v|* = (u+v)(T+70) = wi + VT + uv 4 Vo
= [uf® + 2 Re(uv) + [ < Jul* + 2 [ul [o] + [o]* = (|u] + [v])?

woraus — mittels der Monotonie der Wurzel — die gesuchte Ungleichung folgt. O

Lemma 2.35. Sei (z,) C C eine Folge und z € C. Dann konvergiert (z,) gegen z,
genau dann wenn |z, — z| eine Nullfolge ist. Insbesondere ist (z,) Nullfolge genau dann
wenn (|z,|) Nullfolge ist.

Beweis. Wir setzten
z, = Rezp,yn =Imz,,x = Rez und y = Im 2.
Sei zunéchst |z, — z| eine Nullfolge, dann gilt
0 < |z, —z| =|Re(zn, — 2)| < |2, — 2| = 0.

Damit folgt aus dem Sandwichkriterium die Konvergenz x,, — z. Mit einem analogen
Argument folgt auch y,, — y. Damit ist die Konvergenz von (z,,) gegen z gezeigt.

Konvergiere andererseits (z,) gegen z, gelte also x,, — = und y,, — y. Mit der Drei-
ecksungleichung fir komplexe Zahlen folgt

0<[zn — 2] =[(@n —2) +i(yn — Y)| < |20 — [+ |yn —y| = 0.
Die gesuchte Aussage folgt damit wieder aus dem Sandwichkriterium. O

Bemerkung 2.36. Mit dem obigen Lemma kann man nun Satz und Korollar [2.23]
auf komplexe Zahlen verallgemeinern (Ubung).

Definition 2.37. Eine Folge (z,) C R (oder C) heifit Cauchy-Folge wenn fiir jedes € > 0
ein N € N existiert so, dass fiir n,m € N mit m > N und n > N gilt

|Tn — Tm| < €.

Satz 2.38 (Cauchy-Kriterium). Sei (z,) C R (oder C) eine Folge. Dann ist ()
konvergent genau dann wenn es eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. Es sei zunéchst (z,,) konvergent gegen x € R. Das heifit es gibt NV € N so, dass
|z, — x| < § fiir alle n > N. Dann gilt fiir n,m > N:

|Tn, — T | = |2n — 2+ 2 — | < |z — 2] + |20 — 2] <€

Damit ist (x,) Cauchy-Folge.
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Sei andererseits (z,,) eine Cauchy-Folge. Wir betrachten zunéchst den Fall einer reellen
Folge. Wir zeigen zunéchst, dass (x,,) beschrankt ist. Nach Voraussetzung existiert N € N
so, dass fiir n,m > N gilt |z, — z,,| < 1. Damit folgt fiir jedes n € N

|n| < 2 — an|+ |lzn] < 1+ |zn].
Wir definieren nun Hilfsfolgen
Yn = sup{zy,| m > n} und
zp, = inf {x,,| m > n}.
Diese sind ebenfalls beschrankt. Fir n < n gilt
{zm| m >n} D {xym| m>n}

und daher y;; > y,. Die Folge (y,,) ist also monoton fallend. Da sie auch beschrénkt ist,
konvergiert sie gegen ein y € R. Mit einem analogen Argument folgt, dass (z;,) monoton
wachsend ist und damit gegen ein z € R konvergiert.

Offenbar gilt fiir alle n € N

Zn < Tp < Yn-

Falls also z = y gilt, folgt aus dem Sandwichkriterium die Konvergenz der Folge z,,.
Wir nehmen nun an es sei z < y. Wir setzen € := 2= > 0. Fiir N € N grof§ genug,
gilt auf Grund der Konvergenz von (y,) und (zy)

sup {z| k= N} =yy >y — € und
inf{xp| k> N} =2y <z+e

Fiir jedes N € N finden wir also ein k,1 > N so, dass
xp >y —2¢und ; < 2 + 2e.

Fir diese Elemente gilt

y—=z

— > —
|z — 2] > € :

was jedoch im Widerspruch zur Cauchy-Bedingung steht. Es muss also z = y gelten
womit der Beweis beendet ist.
Sei schlieBlich (z,) C C eine Cauchy-Folge und z,, := Re z,, y,, := Im z,,. Wegen

[Tn — Tm| <20 — 2m| und |y — ym| < |20 — 2m]

sind dann auch (z,) und (y,) (reelle) Cauchy-Folgen und damit nach dem soeben ge-
zeigten konvergent. O
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Bemerkung 2.39. (i) Fiir konkrete Folgen ist es héufig schwierig die Cauchy-Bedingung
nachzupriifen, der Satz ist aber ein wichtiges Werkzeug in Beweisen. Auflierdem lie-
fert er ein gutes Kriterium um zu zeigen, dass eine Folge nicht konvergiert.

(ii) Fiir die Cauchy-Bedingung ist es nicht ausreichend zu iiberpriifen, dass der Abstand
aufeinanderfolgender Folgenglieder beliebig klein wird. Die Folge (1/n) beispiels-
weise erfiillt

B B n\/n—|—1+\/ﬁ_ n+1l-—n
e v vy s oy il

ist aber offensichtlich nicht konvergent.

(iii) Die im Beweis benutzen Konstruktionen
lim z, = lim sup {zx| K > n} (limes superior) und
n—oo n— o0
lim z, = lim inf {zx| £k > n} (limes inferior)
n—00 n—00
sind auch in anderen Zusammenhéngen niitzlich.

Es gilt stets
lim z, < lim z,
n—00 n—00

und die Folge ist genau dann konvergent falls Gleichheit gilt.

Der Vorteil ist, dass lim und lim fiir jede beschriankte Folge existieren. Der Nachteil
ist, dass sie sich schlechter mit den arithmetischen Operationen vertragen.

Definition 2.40. Eine Folge (z,,) C R heifit bestimmt divergent gegen +oo (—oo) falls
fiir jedes K € (0,00) ein N € N existiert so, dass x, > K (x, < —K) fir allen > N
gilt. Wir schreiben auch

lim x, = oo beziehungsweise lim x, = —o0.
n—oo n—oo

Bemerkung 2.41. Es ist wichtig sich bewusst zu machen, das +o0o und —oo oben keine
Grenzwerte sind (es sind ja nicht einmal Zahlen). Nichtsdestotrotz wird die Formulierung
»(Tn) konvergiert gegen unendlich“ hiufig verwendet.

Satz 2.42. Sei (z,) C R eine Folge mit |x,| — 0o, dann gilt ﬁ — 0.
Sei umgekehrt (y,) C (0,00) eine Nullfolge dann gilt y% — 00.

Beweis. Sei € > 0. Dann existiert nach Voraussetzung ein N € N so, das fiir n > N gilt
|z,,| > L. Fiir solche n gilt dann auch

Damit ist gezeigt, dass (‘ﬁ‘) eine Nullfolge ist und damit auch (Lemma [2.20 <i>

Der Beweis der zweiten Aussage kann als Ubung durchgefiihrt werden. O
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Bemerkung 2.43. Die Aussage des obigen Satzes wird hdufig mittels der folgenden ,Re-
chenregeln“ — Merkregeln wére wohl das passendere Wort — ausgedriickt:

—— =0und — = oc.
Too un 10 o0

Es gibt eine Reihe dhnlicher Sitze, die sich mit den Regeln (a € R, b € (0,00), ¢ € (1, 00),
d e (0,1))

a—+ 00 =00 a—00=—00
00 4 00 = 00 —00 — 00 = —00
b- 0o = oo b (—o0) =—00
00 - 00 = 00 00 - (—00) = —00
¢ =00 c>*=0
d>* =0 d > =00

merken lassen. Zu beachten ist, dass es fiir Ausdriicke der Form
oo—oo,@,O-oound 1%
%)
keine allgemeingiiltigen Regeln gibt.

Satz 2.44. Sei (z,,) eine gegen x konvergente Folge und (k) C N erfille lim, oo ky =
0. Dann gilt

lim z, = .
n—oo

Beweis. Sei € > 0, dann existiert K € N so, dass |z — x| < € fiir alle k£ > K. Weiter
existiert N € N so, dass k, > K fiir jedes n > N. Fir solche n gilt also |z, — x| < €
womit die gesuchte Konvergenz gezeigt ist. O

Beispiel 2.45. Wir moéchten den Grenzwert
oonTgyopn—n
lim ——————
n—oo non —nn

1
y 0 nach den Regeln aus Bemerkung

nnfl(n?ﬂ_l
Den anderen Teil konnen wir mittels der Potenzgesetze wie folgt umschreiben

n?n +2nn _ (nn)Q +2nn

bestimmen. Zunéchst gilt -5 =
n

n3n — pn - (nn)?) —nn
Wir wissen bereits, dass
k% + 2k
lm ——— =0
Fooe kB — k

ist und es gilt n™ — oo (Warum?). Damit folgt aus dem Satz (sowie den Rechenregeln

fur Grenzwerte
n2" 420" —n

lim ————— =0
n—o00 nont — nn
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2.3 Konvergenz von Reihen

Definition 2.46. Sei (z;) C R (oder C) eine Folge. Die Reihe
oo
Do
k=1

ist die Partialsummenfolge (s,)

Sie heifit konvergent falls (s,) konvergent ist und andernfalls divergent.
Fiir konvergente Reihen bezeichnen wir auch den Grenzwert mit

o n

E T = lim E Tk
n—oo

k=1 k=1

Bemerkung 2.47. Das Symbol "7 | x), steht also sowohl fiir die Folge (s,,) als auch fir
ihren Grenzwert falls dieser existiert. Diese Notation ist etwas ungliicklich, aber weit
verbreitet. Es ist jedoch wichtig sich bewusst zu machen, dass man mit » ;- ; x5 nur
wie mit jeder beliebigen Zahl rechnen kann, wenn man die Konvergenz der Reihe bereits
gezeigt hat.

Satz 2.48. Sei Y .~ x) eine konvergente (reelle oder komplexe) Reihe, dann ist (xy,)
eine Nullfolge.

Beweis. Da die Reihe konvergent ist, ist die Partialsummenfolge (s,) eine Cauchy-Folge.
Insbesondere existiert also fiir jedes e > 0 ein N € N so, dass fiir jedes n > N gilt

n+1 n
€> [Spt1 — Sp| = Zxk — Zwk = |Tpt1]-
k=1 k=1
Damit ist (|x,|) eine Nullfolge und somit auch (z,). O

Beispiel 2.49 (Geometrische Reihe). Sei x € R (oder C). Die Reihe
[e.e]
D>
k=0
ist divergent falls |z| > 1 und konvergent falls |z| < 1. Im Falle der Konvergenz gilt

> 1
ka: 1—z

k=0
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Beweis. Falls |z| > 1 so gilt auch || = |z|" > 1 und (2") ist somit keine Nullfolge.
Fiir jedes x # 1 gilt (Aufgabe 2 vom Blatt 3)

1 —antl
Z:c 1—z

Falls |z| < 1 ist, ist 2™ eine Nullfolge (Beispiel [2.24)) und es folgt die gesuchte Konver-
genz. O

Beispiel 2.50 (Harmonische Reihe). Die Umkehrung der Aussage gilt nicht. Die harmo-
nische Reihe Y 27, % beispielsweise ist nicht konvergent, obwohl (%) eine Nullfolge ist.
Um das zu sehen betrachte die endliche Summe

2m
m1+1

Fiir die Partialsummenfolge

| =

2m
1 11
2 ), =@ -NgE=3
k=2m—-141

gilt also fiir beliebiges m € N

1
m — Som— > —
|52 52 1+4|._ 9

sie ist also keine Cauchy-Folge und somit nicht konvergent.
Mit dhnlichen Methoden (Cauchy’scher Verdichtungssatz) kann man zeigen, dass

1
>
k=1

konvergiert genau dann, wenn r > 1 ist.

Lemma 2.51. Die Reihe Y ;2 | x,, konvergiert genau dann, wenn es ein N € N gibt so,
dass Y po n Tn konvergiert.

Beweis. Ubung. O

Auf Grund dieses Lemmas ist es ausreichend, wenn die Voraussetzungen der im Folgen-
den zu beweisenden Konvergenzkriterien fiir fast alle n € N erfiillt sind.

Satz 2.52 (Leibnitz-Kriterium). Sei (z,,) C [0,00) eine monoton fallende Nullfolge
Dann konvergiert die Reihe Y oo, (—1)Fzy und es gilt

00 N
> (=DFae =Y (—DFay| < ey (2.1)
k=1 k=1



Beweis. Sei (s,) die Partialsummenfolge

n

Sp = Z(—l)kxk

k=1

und betrachte die Folgen a,, = so,, und b, = son41. Es gilt

Ant1 = Son — (Tant1 — Tant2) < Sop,

die Folge ist also monoton fallend (analog ist b, monoton wachsend). Dann ist fiir alle
m,n €N, n>m

bm < bn = Qp — T2n+1 < ap < ap.

Insbesondere sind beide Folgen beschrdankt und nach dem Monotoniekriterium kon-
vergent gegen a beziehungsweise b. Schliellich stimmen die Grenzwerte iiberein, da
bn — ap = —Top4+1 — 0.

Aus der obigen Ungleichungskette folgt dann auch b,, < b = a < a,,. Damit erhalten
wir

|son —a| = an —a < a, — by, = x9p41 und

‘3271—&-1 - OL| =b— bn < an+1 — bn = T2n+2-

Zusammen ergeben diese Ungleichungen die gesuchte Abschitzung (2.1]) sowie die Kon-
vergenz von (sp). O

Bemerkung 2.53. (i) Die Monotonie ist notwendig.

(ii) Die Fehlerabschitzung ([2.1]) erlaubt es uns zu wissen, wann wir die gewiinschte
Genauigkeit bei der Berechnung von > 3%, (—1)¥z;, erreicht haben. Alternierende
Reihen eignen sich daher besonders gut fiir numerische Berechnungen.

Beispiel 2.5/ (Alternierende Harmonische Reihe). Nach dem obigen Satz konvergiert die
Reihe

gegen einen Grenzwert s € [%, 1} (den konkreten Wert s = In2 kénnen wir an dieser
Stelle noch nicht bestimmen).
Wir betrachten nun die folgende tiberraschende Rechnung. Anstatt positive und nega-

tive Summanden im Wechsel schreiben wir nun einen positiven und dann zwei negative
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auf:

Fir s scheint also s =

%s zu gelten, was aber unméglich ist, da s # 0. Das ist jedoch

nur scheinbar ein Widerspruch. Tatséchlich zeigt es, dass die umgeordnete Reihe einen
anderen Grenzwert als die urspriingliche besitzt.

Bemerkung 2.55. (i) Das Konvergenzverhalten und der Wert einer Reihe &ndert sich

(i)

(iii)

nicht, wenn nur endlich viele Summanden umgeordnet werden (Warum?).

Man kann sich auch davon iiberzeugen (Wie?) dass das Assoziativgesetz uneinge-
schrankt giiltig bleibt. Es gilt also zum Beispiel fiir jede Folge (z,,), dass

oo
> _an
k=1

genau dann konvergiert, wenn

oo
E (x2,+1 + T2n)
k=0

konvergiert und im Falle der Konvergenz stimmen die Grenzwerte iiberein.

Wie wir oben gesehen haben gilt fiir Reihen das Kommutativgesetz nicht mehr un-
eingeschriankt. Eine Reihe ist eben nicht ,nur“ eine Summe, sondern ein Grenzwert
einer Summenfolge. Das Umordnen der Reihe &ndert die Folge der Partialsummen
und kann damit — vielleicht etwas unerwartet — auch deren Grenzwert verdndern.

Haufig ist die Situation folgendermaflen: gegeben ist eine Indexmenge I und zu
jedem i € I eine Zahl a; (also eine Abbildung I — R, ¢ — a;) und wir mochten die
Summe

>
1€l

bestimmen. Fiir endliches [ ist das kein Problem. Falls die Indexmenge unendlich
ist, kann natiirlich der Fall auftreten, dass das Ergebnis ebenfalls unendlich ist.
Es kann aber auch — wie oben gesehen — vorkommen, dass das Ergebnis von der
Reihenfolge der Summation abhéngt.
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Definition 2.56. Sei (z,,) C R (oder C). Die Reihe »_77, zj heifit absolut konvergent,
wenn - |xx| konvergent ist.

Bemerkung 2.57 (Konvergenz von nichtnegativen Reihen). Sei (zy) C [0,00). Dann ist
die zur Reihe > 7| x, gehorige Partialsummenfolge (s,) monoton wachsend. Es gibt
also lediglich zwei Moglichkeiten: entweder sie ist beschrankt und konvergiert damit

gegen (Satz [2.20)
n e N} ,

oder sie ist unbeschriankt und divergiert bestimmt gegen 4o0o0. Wir schreiben fiir den
zweiten Fall auch manchmal

k=1

sup {sp| n € N} = sup { Zxk

oo
E T, = 00.
k=1

Entsprechend schreiben wir die absolute Konvergenz haufig als

o
Z |xg| < oo.
k=1

Lemma 2.58. Sei ) ., x) eine Reihe. Dann sind dquivalent
(i) > pey @k ist absolut konvergent,
(ii) { > rerlwrl| I C N endlich} ist beschrinkt,

(iii) fiir jedes € > 0 existiert ein endliches I C N so, dass fir jedes endliche J C N gilt

Z lzg| < e.

keJ\I

Beweis. Es gelte|(i)| also
D Jarl = K €[0,00).
k=1

Sei I C N endlich und n = max I. Dann gilt (Monotonie)

n oo
D lel <D lanl <3 fonl = K
k=1 k=1

kel

also
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Es gelte nun also sei

K :=sup { Z |z

kel

IcN endlich} €1[0,00).

Sei € > 0. Nach der Definition des Supremums existiert ein endliches I C N so, dass
Z |zg| > K —e.
kel
Dann gilt fiir jedes endliche J C N
K—e<) |ul < ) |ml <K
kel keluJ

also

S lakl= D0 Jal =) lmkl <

keJ\I keluJ kel

Schliefllich gelte Es sei I C N endlich so, dass fiir alle endlichen J C N gilt

> lakl < L.

keJ\I

Dann ist fiir jedes endliche J C N

Dolal < D7 el + Y fanl <D lwal + 1.

keJ keJ\I kel kel

Damit ist die Partialsummenfolge
n
> lax|
k=1
beschrénkt und, da sie auch monoton ist, konvergent. ]

Satz 2.59. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent und der Grenzwert dndert sich
nicht bei Umordnungen.

Beweis. Sei Yy~ xj absolut konvergent und e > 0. Nach dem obigen Lemma existiert
ein endliches I C N so, dass fiir jedes endliche J C N gilt

> ] <

keJ\I

Setze N = max [ und seien n > m > N. Fir die Partialsummenfolge

n
=k
k=1
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gilt dann

n

|sn = sm| < Z k| < Z |zk| < e

k=m-+1 ke{1,...n}\I

Damit ist die Folge der Partialsummen eine Cauchy-Folge und somit konvergent.

Sei nun ¢ : N — N eine bijektive Abbildung. Aus Bedingung ist ersichtlich, dass
dann auch die umgeordnete Reihe > 72, Ty(n) absolut konvergent und nach dem eben
gezeigten konvergent ist. Sei ¢ > 0 und sei I C N endlich so, dass fiir jedes endliche
J C N gilt

Z ]xk]<§

keJ\I

Wiéhle N € N so, dass

IC{p(1),9(2),...,0(N)} 0 {1,...,N}.

Das ist moglich, da ¢ surjektiv ist. Dann gilt fiir n > N

DT =D Tem|=| D wm— ), wm
k=1 k=1

ke{l,...,n}\I ke{p(1),...,0(n)}\I
< D) > k] < €.
Kefl, kelp(1), e

Damit ist gezeigt, dass

n n
A (Z i~ Zfﬂw(k)) =0
k=1 k=1
gilt, also beide Grenzwerte iibereinstimmen. O

Satz 2.60. Sei Y .-, x) eine konvergente Reihe. Dann gilt

) oo
> an| < el
k=1 k=1

Beweis. Ubung. O

Satz 2.61 (Majoranten-/Minorantenkriterium). Sei) °, z}, eine Reihe. Die Rei-
he konvergiert absolut, falls es eine konvergente Reihe Y po, yr mit |x,| < yi fir alle
k € N — eine sogenannte Majorante — gibt. Gibt es eine divergente Reihe Y po i zp mit
0 < zp < x fiir alle K € N — eine sogenannte Minorante — so divergiert die Reihe

D het Tk
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Bemerkung 2.62. Konvergenz und Divergenz einer Reihee hangen nicht von endlich vie-
len ihrer Terme ab. Es ist also ausreichend, wenn die geforderten Ungleichungen fiir fast
alle k£ € N gelten.

Korollar 2.63 (Quotientenkriterium). Sei (x,) eine Folge. Gibt es ein — von k un-
abhdngiges — q € (0,1) so, dass fiir fast alle k € N gilt

Tn+1
Tn

<q

i )

so konvergiert die Reihe Y oo | x) absolut, gilt fir fast alle k € N

Tn+1
In

>1

— 9

so divergiert sie.
Beweis. Es sei ¢ € (0,1) und es gelte fiir fast alle k € N

Tl+1
T

<

— )

das heifit fiir £ > N fiir ein N € N. Insbesondere muss also |zj| # 0 fiir solche £k gelten
Dann folgt mittels eines einfachen Induktionsbeweises

lenil < ol g lengel < lanl @ vl < lznlq",
und damit
fe’e) N 00
Z|xk|:Z|xk|+ Z lzn| N < 0.
k=1 k=1 k=N+1

Dabei haben wir benutzt, dass die oben auftretende geometrische Reihe konvergent ist.
Falls andererseits fiir fast alle k € N gilt

Tk+1
Tk

>1

— I

so folgt, analog wie oben fiir ein hinreichend grofies N € N und fiir alle n € N
[ZN4n| > [zN]
Die Folge (z,) ist also keine Nullfolge woraus die Divergenz der Reihe folgt. O

Korollar 2.64 (Wurzelkriterium). Sei (x,) eine Folge. Gibt es ein g € (0,1) so, dass
fir fast alle k € N gilt

Vl0zal < q

dann ist die Reihe Y po xy absolut konvergent. Gilt fir unendlich viele n € N

@‘$n‘2 1,

dann ist die Reihe divergent.
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Beweis. Ubung. O

Bemerkung 2.65. (i) Die Voraussetzungen fiir die obigen Kriterien sind insbesondere
erfiillt, falls fiir Konvergenz

Tn+1
Tn

lim /|z,| <1

n—oo

lim

n—oo

<1

oder fiir Divergenz

Tn+1
In

lim {/|z,| > 1

n—oo

lim > 1
n—oo

gilt.

(ii) Es gibt Reihen, fiir die beide Kriterien keine Konvergenzaussage treffen, z. B.

1.
Yoy
x n \"
n+1 _ 1
Tn, n-+1

1

Dieses Beispiel (fiir r = 1) zeigt auch, dass < 1 fiir Konvergenz nicht ausreichend
ist. Es muss < ¢ fiir ein ¢ < 1 gefordert werden.

Beispiel 2.66. Sei z € C. Dann ist die folgende Reihe konvergent

denn

BB - 0.
(m+D!z" n+1

Die so definierte Funktion exp : C — C nennen wir Exponentialfunktion.

Bemerkung 2.67. Um die entscheidende Eigenschaft der Exponentialfunktion nachwei-
sen zu kénnen, benétigen wir einige Fakten iiber Binomialkoeffizienten, die wir hier kurz
zusammenstellen, sie jedoch aus Zeitgriinden nicht beweisen. Wir definieren rekursiv fiir
n,k € Np:
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Man zeigt nun durch mehr oder weniger gradlinige Induktionsbeweise nacheinander die
folgenden Eigenschaften:

(i) () =0 falls k > n,

(i) falls k& <n gilt

(iii)

(iv) fiir z,y € C gilt

Satz 2.68. FEs gilt fiir alle u,v € C
exp(u + v) = exp(u) exp(v).

Beweisskizze. Als Vorbetrachtung wollen wir alle Zahlen im folgenden Schema aufsum-
mieren

11 12 13 ... Tim
T21 T22 23 ... Tam

Tnl Tnp2 Tn3d --- Tnm

Es gibt dazu verschiedene Moglichkeiten, z. B. kann man zuerst entlang der Zeilen sum-
mieren und anschlieflend diese aufsummieren

0o 00
> D Tam
n=1m=1

oder zunéchst entlang der Diagonalen (Summe der Indizes ist konstant) summieren und
anschliefend diese Zwischensummen aufsummieren

o~

1

o0
E Thl—k-

=2 1

e
Il



Im Allgemeinen werden diese Summen, falls sie iiberhaupt konvergieren, verschieden
sein. Falls die Zahlen jedoch absolut summierbar sind, falls also

> lzrgl| T € N x N endlich
(keI

beschréinkt ist, dann fiithren alle Summationsmethoden zum selben Ergebnis (Grofler
Umordnungssatz).
Wir wenden dieses Ergebnis nun auf
uko!

RS T
an. Fir jedes endliche I C Ng gibt es N, M € N so, dass

k.l € Ny

Ic{0,1,...,N}x{0,1,..., M)}

und es gilt

sl ol (Sl (e
> = 303 M - (S0 ()
(k1)el k=1 1=1 k=1 =1

o0

k o l
< Z'Z'.) (2 ’l,') = exp(|ul) exp(Jo]) < oo.
k =1

=1

Damit haben wir die absolute Summierbarkeit gezeigt.
Wir berechnen nun fiir ein [ € Ny die Diagonalensumme

l ! l
_ uvt " A (O
];)xk’l_k_kzok!(lk)!_llz<k>uv T

Damit erhalten wir

exp(u) exp(v) = (Z 1::)

Bemerkung 2.69. Die Zahl e = exp(1) heiit Eulersche Zahl. Zunéchst gilt fiir jedes x € C

1 = exp(0) = exp(x) exp(—x)

1

s = exp(z) !, Weiter folgt

also exp(—z) =

exp(nz) =exp(z+z+ -+ x) = exp(z)".
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Wir setzen x = £, ziehen die n-te Wurzel (wir zeigen gleich noch dass exp(x) > 0) und

n
erhalten
Yy 1
exp (*) = exp(y)n.
n
Zusammen erhalten wir, dass fiir rationale Zahlen ¢ € Q gilt

exp(q) = e.

Aus diesem Grund schreiben wir hufig statt exp(z) auch e” obwohl letzterer Ausdruck
fiir irrationale und echt komplexe Zahlen keinen Sinn ergibt.

Satz 2.70. FEs gelten die folgenden Figenschaften fiir die reelle Exponentialfunktion exp
(i)
x <y = exp(z) < exp(y)
fiir alle x,y € R, die Fxponentialfunktion ist also streng monoton wachsend,
(7i) exp(z) > 0 fir alle x € R,
(iii) exp(z) > 1+ x fir alle v € R,
(iv)

d
lim ——— =0
n—o0 exp(n)

fiir jedes d € N, die Exponentialfunktion wdchst also schneller als jede Potenz von
n.

Beweis. (i) Ubung.

(ii) Fir nichtnegative z € R folgt exp(z) > 0 direkt aus der Definition. Fiir negative
T ist
1

exp(z) = oxp(—2) > 0.

(iii) Die Ungleichung exp(z) > 1 + «x folgt fiir positive = direkt aus der Definition. Fiir
negative x ist die Reihe

k

OOJ')
2

alternierend und exp(z) > 1 4 z folgt aus Satz (Wie?).
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(iv)

Sei d € N. Dann gilt fiir alle n € N

d d
n n
0< < 0. O
expn K1 T

Definition 2.71. Wir definieren Funktionen sin, cos : R — R durch

sin(z) := Imexp(iz)

cos(z) := Reexp(ix).

Bemerkung 2.72. (i) Es gilt automatisch die Eulersche Formel exp(iz) = cos(z) +

(i)

(iii)

isin(x).

Direkt aus der Definition der Exponentialfunktion folgt exp(z) = exp(Z) fiir jedes
z € C. Insbesondere gilt also fiir jedes x € R

lexp(iz)|? = exp(iz)exp(iz) = exp(iz) exp(—iz) = 1,

die Zahlen exp(iz) liegen also alle auf dem Einheitskreis um den Koordinatenur-
sprung der komplexen Zahleneben.

Weiterhin folgt unmittelbar die wichtige Gleichung
lexp(iz)|* = cos(z)? + sin(z)? = 1.

Auch die Symmetrieeigenschaften der Trigonometrischen Funktionen lassen sich so
ableiten:

cos(—xz) +isin(—x) = exp(—iz) = exp(iz) = exp(izr) = cos(x) — isin(z).
Durch Vergleich von Real- und Imaginérteil folgt
cos(—x) = cos(z) und sin(—z) = —sin(z).

An der Reihendarstellung

S @)
exp(lm)—z o
k=0

konnen wir erkennen, dass die aufsummierten Terme im Wechsel reell und rein
imaginér sind. Wir erhalten

) B © (_1)kx2k+1
SID(ZU) = kz:o W
B 0 (—1)k$2k
cos(zx) = kz Rl
=0

Beide Reihendarstellungen (sowie die Reihendarstellung fiir exp(z) fir x < 0)
erfiillen (ab einem gewissen Index) die Voraussetzungen des Leibnitzkriteriums.

92



(iv)

Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion eignet sich gut, um viele Glei-
chungen iiber trigonometrische Funktionen zu beweisen. So gilt zum Beispiel fiir
alle x € R einerseits

exp(i2z) = cos(2z) + isin(2z)
und andererseits

exp(i2z) = exp(ir)? = (cos(z) + isin(z))? = cos(z)? — sin(z)? + 2isin(x) cos(z).
Vergleichen wir wieder Real- und Imaginérteil, so folgt

cos(2x) = cos(z)? — sin(x)?

sin(2z) = 2sin(x) cos(x).

Wir werden spater beweisen, dass die Cosinusfunktion genau eine Nullstelle im
Intervall [0, 2] besitzt. Wir definieren nun 7 als diejenige Zahl in [0, 4], die

cos (g) =0

T
in (=) ==+l
Sll’l(2>

gelten (tatséchlich +1 aus der Reihendarstellung).

erfillt. Dann muss

Zusammen ergibt sich

(13) = o () s (3) =
exXp 12 — COS 9 1811 9 =1

und somit exp(27i) = 1.

Damit erhalten wir nun die 27i Periodizitdt der Exponentialfunktion:
exp(z + 27i) = exp(z) exp(27i) = exp(z).

Daraus ergibt sich auch, dass sin und cos 27-periodisch sind.

Satz 2.73. Fliir jedes z € C gilt

lim (1 + %)n = lim (1 — %) o exp(z).

n—o0 n—oo

Ohne Beweis.
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3 Lineare Algebra
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3.1 Vektorraume

Im folgenden Kapitel bezeichnet K stets einen der Korper R oder C. Die meisten Aussa-
gen sind auch fiir allgemeinere Korper giiltig, was fiir uns jedoch nicht unmittelbar von
Belang ist.

Definition 3.1. Ein Vektorraum iiber dem Koérper K ist eine Menge V' mit den Opera-
tionen Addition

VxV-—=sV
(z,y) = x+y

und skalare Multiplikation

KxV =V

(,2) » -z = ar.
Dabei sollen fiir die folgenden Vektorraumaxiome gelten

(i) es existiert ein neutrales Element 0 € V' so, dass fiir alle x € V
z+ 0=z,
(i) fir jedes x € V existiert ein inverses Element —z € V' so, dass
x4+ (—z) =0,
(iii) fur alle z,y € V gilt
T+y=y+uz,
(iv) fir alle z,y,z € V gilt
(x4+y)+z=2+(y+2),
(v) fir alle « € Kund z,y € V gilt
alz +y) = oz + oy,
(vi) fiir alle o, 8 € Kund z € V gilt
(a + B)x = ax + Pz,

(vii) fiur alle a, 8 € Kund x € V gilt

(aB)z = a(fz),
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(viii) fiir alle z € V' gilt

l-z=u=x.

Die Elemente eines Vektorraums bezeichnen wir als Vektoren, die Elemente von K in
diesem Kontext als Skalare.

Bemerkung 3.2. Im Kontext von Vektorrdumen gibt es stets zwei Additionsoperationen,
die im Allgemeinen beide mit dem Symbol + bezeichnet werden. Eine ist eine Abbildung
von Vektoren V' x V' — V, die andere eine von Skalaren (Zahlen) K x K — K. Im
Distributivgesetz

(a+ B)x = ax + fx

taucht links die Addition von Skalaren und rechts die von Vektoren auf.

Analog gibt es auf K eine Multiplikation K x K — K und die skalare Multiplikation
KxV —=V.

Es gibt auch zwei neutrale Elemente, die {iblicherweise beide mit 0 bezeichnet werden.
Eines in K und ein weiteres in V.

Diese Mehrdeutigkeiten in der Notation konnen wir uns erlauben, da stets aus dem
Kontext klar wir, welche Operation gemeint ist. Wir werden zur besseren Unterscheidung
versuchen, Skalare stets mit griechischen und Vektoren stets mit lateinischen Buchstaben
zu bezeichnen.

Beispiel 3.3. (i) Der Koérper K = K! selbst ist mit den Korperoperationen ein Vek-
torraum.

(ii) Betrachte nun die Menge V' = K? und definiere fiir o € K und (x1, x2), (71,7m2) € V
(x1x2) + (1m0, m2) := (1 + 11, x2 + 72)
- (X1, x2) = (@x1, ax2).

Diese Operationen erfiillen alle oben genannten Axiome. Das neutrale Element ist
(0,0) und das Inverse zu (x1, x2) ist (—x1, —Xx2).

Analog kénnen wir fiir jedes n € N auf der Menge K" eine Vektorraumstruktur de-
finieren. Ob wir die Elemente dieses Vektorraums als Zeilen oder Spalten schreiben
spielt hier noch keine Rolle. Wir werden sie aus Platzgriinden meist als Spalten
schreiben.

(iii) Wir kénnen auf der Menge aller K-wertigen Folgen
V = {(xn)nen| an, € K fiir alle n € N}

mittels der Operationen

(Xn)neN + (Mn)neN = (Xn + Mn)nen
a - (Xn)neN = (aXn)neN

eine Vektorraumstruktur definieren.
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(iv)

Sei M eine Menge, dann ist die Menge aller K-wertigen Funktionen auf M ein
Vektorraum

{f1f:M—K}

wenn wir die Addition und skalare Multiplikation wie folgt definieren (fiir z € M)

(f +9)(x) = f(x) + g(z)
(af)(z) == af(x).
Das neutrale Element ist dabei die Funktion « — 0 und das Inverse zur Funktion

fist & +— —f(x). Das vorhergehende Beispiel ist ein Spezialfall von diesem Raum
(M =N).

Definition 3.4. Sei V ein Vektorraum und z,z1,...,2, € V und M C V.

(1)

(i)

(iii)

Wir sagen dass x eine Linearkombination von x1, ..., x, ist, wenn es Koeffizienten
ai, ... ,a, € K gibt so, dass

n
T = Z QLTE.
k=1

Die Menge aller Linearkombinationen die sich aus Elementen von M bilden lésst,
bezeichnen wir als den Spann oder die lineare Hille von M:

lin M = {zn:akxk

k=1

neN,xl,...,wneM,al,...,anEK}.

Wir sagen M ist (oder die Elemente von M sind) linear unabhéngig, wenn fur alle
at,...,oa, € Kund z1,...,z, € M gilt

n
0220%3% — ap=ag=---=a, =0.
k=1

Andernfalls heiflen die Elemente von M linear abhéngig.
Die Teilmenge M heifit Erzeugendensystem, wenn lin M =V gilt.

Die Teilmenge M heifit Basis von V falls sie ein linear unabhéngiges Erzeugenden-
system ist.

Der Raum V heifit endlichdimensional, falls es ein endliches Erzeugendensystem
gibt andernfalls heifit er unendlichdimensional.
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Beispiel 3.5. (i) Sei V = R2. Die Elemente z = (1,0) und y = (1,1) sind linear

(iii)

unabhéngig, denn aus
az + By = (0,0) (3.1)

folgen die Gleichungen a4 = 0 und 5 = 0, die ausschliellich die Lésung o = 8 =0
haben.

Das Element (0, 2) ist eine Linearkombination von z und y denn

(0,2) = —2(1,0) + 2(1,1).

Tatséchlich ist lin {z,y} = R?, jedes Element von V lisst sich also als Linearkom-
bination von x und y schreiben:

(057/3) = (04 - ,8)$ + By
Insbesondere ist damit R? endlichdimensional.

Die Elemente x = (1,—-1,2),y = (2,—1,0) und z = (4,—3,4) aus V = R3 sind
linear abhéngig da gilt

2z +y—2=1(0,0,0).

Sei
V=A{flf:R—>R}.
Betrachte fiir n € Ny die Funktionen

fn:R—=R

z— "

Dann sind diese Funktionen linear unabhéngig, denn falls

N
0= Zanfn
k=1

gilt, also falls

N
0= E apz”
k=1

fiir alle x € R gilt folgt a1 = a9 = --- = ;. Das gilt daher, dass Polynome vom
Grad n > 1 hochsten n verschiedene Nullstellen haben.
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Die lineare Hiille

lin {fo, ey fn}

ist dann der Raum aller polynomialen Funktionen vom Grad hochstens n.

Die Funktion z + (2 — 1)3 ist eine Linearkombination der f,, denn es gilt fiir jedes
reR

(x—1P =2 322+ 32— 1

Bemerkung 3.6. Uns geht es hier zunichst fast ausschlieSlich um endlichdimensionale
Vektorrdume. Das klassische — und in gewissem Sinne einzige — Beispiel fiir einen end-
lichdimensionalen Vektorraum ist K”.

Spéter werden auch unendlichdimensionale Vektorrdume (meist Funktionenrdume) ei-
ne wichtige Rolle spielen. So werden in der {iblichen Darstellung der Quantenmechanik
Hilbertrdume — spezielle unendlichdimensionale Rdume — benutzt.

Fiir unendlichdimensionale Rdume (und bereits fiir endlichdimensionale Rdume mit
Dimension > 3) versagt unser geometrisches Vorstellungsvermogen, wir kénnen diese
Objekte dennoch untersuchen.

Bemerkung 3.7. Sei V' ein Vektorraum, y eine Linearkombination von yi,...,y, € V
und jedes dieser Elemente sei eine Linearkomination von x1, ..., Zy,. Es gibt also Skalare
ai,...,an und By fir (k1) € {1,...,n} x {1,...m} so, dass

n
Y= aryk
k=1

und fiir jedes k € {1,...,n}

m
vk =Y Brai.
=1

Dann gilt auch

n m m n
y = Brar = Z < Bk,z> 7
k k=1

=1 1=1 =1

also ist y eine Linearkombination von z1, ..., x,,. Insbesondere gilt fiir jedes M C V

linlin M = lin M.

Satz 3.8. Sei V ein (endlichdimensionaler) Vektorraum und x1,...,z, € V. Dann sind
dquivalent
(i) x1,...,xy ist eine Basis von V,
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(ii) x1,...,xy ist ein minimales Erzeugendensystem von V', das heifst es ist ein Erzeu-
gendensystem und jede echte Teilmenge ist kein Erzeugendensystem mehr,

(iii) x1,...,x, ist ein maximales linear unabhdingiges System, das heifit es ist linear
unabhdngig und fiir jedes y € V ist x1,...,xn,y linear abhdngig,

(iv) fir jedes x € V' existieren eindeutig bestimmte Skalare a, ...,y so, dass

n
Tr = E (077 ¥
k=1

Beweis. — Sei x1,...,x, eine Basis von V. Angenommen es gibt ein echt

kleineres Erzeugendensystem, also (gegebenenfalls umnummerieren) o, ..., x, ist auch
noch ein Erzeugendensystem also lin {x9,...,2,} = V. Dann existieren insbesondere
g, ...,an € K so, dass

n
T = Z QT
k=2

Damit sind aber die Elemente x1,...,z, linear abhingig, was jedoch nicht moglich ist,
da sie eine Basis sind.

— Sei z1,...,x, ein minimales Erzeugendensystem. Seien aq, ..., q;, So,
das

n
0= E QL.
k=1

Angenommen mindestens ein Koeffizient sei ungleich 0 (durch umnummerieren kénnen
wir annehmen «; # 0). Dann gilt

Da x1,...,x, ein Erzeugendensystem ist, existieren fiir x € V Koeffizienten g1,..., 3,
so, dass

n n o n
k
T = E Brry = E —;$k+ E BrTr,
k=1 k=2 1 =2

also ist € lin{xy,...,z,}. Da & € V beliebig war folgt V' = lin{xs,...,z,} was im
Widerspruch zur Minimalitdt des Erzeugendensystems steht. Also war die Annahme,
einer der Koeffizienten sei ungleich 0 falsch, es muss also a; = as = -+, a;, = 0 gelten
und damit sind x1,...,z, linear unabhéngig. Sei nun y € V. Dann existieren 7y, ..., v,
so, dass

n

Y= YTk

k=1

60



also sind z1,...,zy,,y linear abhéngig.
== Sei x1,..., T, ein maximales linear unabhéngiges System und y € V.
Dann existieren oq, ..., a,, 8 € K so, dass

n
> gz + By =0
k=1
und mindestens einer der Koeffizienten # 0 ist. Falls § = 0 wére, dann wére

n
E AL — 0,
k=1

was jedoch nur fiir a; = as = - - a, = 0 moglich ist, da z1,...,x, linear unabhingig
sind. Es muss also 8 # 0 gelten und damit

1873
y=) —— Tk
k=1 B
Die Eindeutigkeit der Darstellung von y als Linearkombination von z1, ..., x, sollte als

Ubung gezeigt werden.
(iv)] = Nach Voraussetzung kann jedes x € V als Linearkombination von

Z1,...,2, geschrieben werden, also gilt lin {z1,...,z,} = V. Falls
n
0= Z AT
k=1
gilt, dann folgt aus der Eindeutigkeit der Darstellung a3 = a9 = --- = a,, = 0, die
Elemente sind also linear unabhéngig. O

Korollar 3.9. Jeder (endlichdimensionale) Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fiir endlichdimensionale Rdume. Da V' endlichdi-

mensional ist, existiert ein endliches Erzeugendensystem x1,...,x,. Wir entfernen nun
so lange Elemente, bis wir ein minimales Erzeugendensystem erhalten und dieses ist nach
dem vorhergehenden Satz eine Basis. 0

Lemma 3.10. Sei V ein Vektorraum, xi,...,x, € V linear unabhdingig und y € V.
Dann ist x1,...,%n,y genau dann linear unabhdingig, wenn

y ¢lin{zy,...,zn}.

Beweis. Die Richtung = ist klar.
Sei andererseits

y ¢ lin{zy,...,zn}
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und

n
0="> apzp+ By
k=1

fiir Koeffizienten oy, ..., ay,, 8 € K. Dann muss 8 = 0 gelten — andernfalls kénnten wir
nach y auflésen. Da die Elemente x1,...,x, linear unabhéngig sind, kénnen wir nun
auch a; = a9 = - -+ = a,, = 0 schlussfolgern. ]

Satz 3.11 (Basisaustauschsatz). SeiV ein endlichdimensionaler Vektorraum, x1, ..., Ty,
ein Erzeugendensystem und y1,...,Yn seien linear unabhdngig. Dann gilt m > n. Insbe-
sondere folgt m = n falls beide Systeme Basen sind.

Beweis. Wir zeigen, dass wir die Elemente y1,...,y, stiickweise durch die x; ersetzen
kénnen, ohne die lineare Unabhéngigkeit zu zerstoren. Sei dazu k € {0,...,min{m,n} — 1}
und sei x1,...,Tk, Yk+1, - - -, Yn linear unabhingig.

Angenommen es gilt

Tht1y-oosTm €n{T1, .. Thy Yka2y - oy Yn} -

Dann gilt, da die z; ein Erzeugendensystem sind

Yp+1 € lin{xy, ..., 2} Clin{z, ..., 2p, Ykt - - Uk}

was jedoch im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von x4, ..., Tk, Yxt1, - - - Yn steht.
Es muss also eines der Elements x1, ..., Zy, nicht in lin {x1, ..., 2k, Yk12, .- ., Yn} liegen
und wir kénnen durch Umnummerieren annehmen xyq1 ¢ lin{x1,..., Tk, Yp+2, - -, Yn}-
Das System 21, ..., Zg+1, Yk+2, - - - Ym ist nun nach dem obigen Lemma linear unabhingig.

Wir kénnen also Schritt fiir Schritt die y; durch x; austauschen solange bis entweder
die z; oder die y; aufgebraucht sind. Falls n > m wére, erhielten wir auf diesem We-
ge ein linear unabhingiges System x1,...,Zm, Ym+1,-- -, Yn. Das ist jedoch unmoglich,
da z1,...,z, ein Erzeugendensystem ist und daher y,,+1 als Linearkombination dieser
Elemente geschrieben werden kann.

Sind schliefflich beide Systeme Basen, so so kénnen wir die Rollen von z; und y;
vertauschen und erhalten so auch m < n. ]

Definition 3.12. Sei V ein Vektorraum. Die Anzahl dimV der Elemente einer Basis
von V heif3t die Dimension von V.

Beispiel 3.13. (i) In R™ oder C™ kénnen wir fir k € {1,...,n} die Elemente e; be-
trachten, deren k-ter Eintrag 1 und alle anderen Eintrdge 0 sind.

Dann sind ey, ..., e, ein Erzeugendensystem denn es gilt fur aq,...,a,

n
(a1y...,0p) = Zakek.
k=1
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Das Erzeugendensystem ist minimal, denn falls wir ey entfernen, haben alle Line-
arkominationen der verbliebenen Elemente den Eintrag 0 in der k-ten Koordinate.

Die Elemente ey, ..., e, sind also eine Basis die wir die Standardbasis von R oder
C nennen.

(ii) Der Vektorraum aller Polynome

{f:R—)R

In € No, Jaq,...,an € R, f(z) = Zak$k fur alle x € R}
k=0

besitzt die Basis
{z— 2" neNp}.
Diese ist jedoch unendlich, der Vektorraum daher unendlichdimensional.

Korollar 3.14. In einem Vektorraum der Dimension n hat jedes Erzeugendensystem
mindesten n Elemente und jedes linear unabhdngige System héchsten n Elemente.

Korollar 3.15 (Basisergénzungssatz). SeiV ein (endlichdimensionaler) Vektorraum,

T1,..., Ty linear unabhdngig und M C 'V ein Erzeugendensytem. Dann existierten yYpyi,- .., Yntm €
M so, dass x1,...,Tn,Yn+1s-- - Yntm €ine Basis fir V ist (der Fall m = 0 ist hier zu-
gelassen).

Beweis. Entweder es gilt
M Clin{zy,..., 2.}
und damit
V=1nM Clin{x,...,z,}.

Dann ist z1, ..., z, bereits ein Erzeugendensystem und es ist nichts zu zeigen.

Oder es existiert yp+1 € M\lin{z1,...,z,}. Dann ist z1,...,Zy, Yn+1 linear unab-
hingig (Lemma . Wir kénnen auf diese Weise schrittweise und linear unabhéngig
Elemente aus M zu z1, ..., z, hinzufiigen. Da jedes linear unabhéngige System hdéchsten
dim V' Elemente enthalten kann, muss dieser Prozess irgendwann mit einem Erzeugen-
densystem x1,...,Tn, Yntl, - - - Yntm beendet sein. O

Definition 3.16 (Untervektorraum). Sei V ein Vektorraum. Eine nichtleere Teil-
menge W C V heifit Untervektorraum wenn fiir alle z,y € W und alle a € K gilt

z+ay e W.
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Beispiel 3.17. Die Menge

W = {(x.x) € R*| x e R}

ist ein Untervektorraum von R?, denn fiir o, x,7 € R gilt

(x6x) +an,n) = (x +an,x +an) € W.

Der Einheitskreis

A={(x,n eR’| > +n° =1}

ist kein Untervektorraum denn es gilt (1,0),(0,1) € A aber

(1,0)+ (0,1) = (1,1) ¢ A.

Bemerkung 3.18. (i) Jeder Untervektorraum W C V enthélt das neutrale Element

(iv)

0=040-2z und zu jedem x € W auch das Inverse —z =0+ (—1) - z.

Geometrisch betrachtet sind Untervektorrdume von R" genau die Punkte, Geraden,
Ebenen oder Hyperebenen die den Koordinatenursprung enthalten.

Ist W ein Untervektorraum von V und x¢,...,z, € W und aq,...,a, € K dann
gilt

n
Z arry € W.
k=1

Insbesondere folgt aus M C W schon lin M C W.

FEine Menge M C V ist ein Untervektorraum, genau dann wenn lin M = M gilt. Die
Richtung ,,=—=“ erhalten wir aus dem vorhergehenden Punkt, die andere Richtung
folgt, da fir z,y € M und «a € K gilt

r+ay€linM = M.

Sei I eine Indexmenge und W; ein Untervektorraum von V fiir jedes ¢ € I. Wir
setzen

W= (W,
i€l
Fiir beliebiges z,y € W und «a € K gilt dann x,y € W; fiir jedes ¢ € I und da W;
ein Unterraum ist auch z + ay € W; fiir alle ¢ € I. Daraus folgt x + ay € W.

Wir haben gezeigt, dass Durchschnitte von Untervektorraumen wieder Untervek-
torrdume sind.
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(vi)

(vii)

Vereinigungen von Untervektorrdumen sind im Allgemeinen keine Untervektorriu-
me. Betrachte zum Beispiel die 2- und y-Achse als Untervektorrdume von R?

Wy = {(e,0) € R*| o € R}
Wa = {(0,8) € R*| B € R}.
Dann enthalt W; UW; die Punkte (1,0) und (0, 1) aber nicht (1,1) = (1,0)+(0, 1).

Sei M C V eine Teilmenge. Dann ist die lineare Hiille lin M der kleinste Untervek-
torraum von V der M enthilt, genauer gilt

lin M = N w.
W Untervektorraum von V,M CW

Die Inklusion D folgt, da lin M ein Untervektorraum ist der M enthélt. Die andere
Inklusion folgt aus

M c N W
W Untervektorraum von V.M CW

mittels |(iii)| und
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3.2 Matrizen und der GauB3-Algorithmus

Wie gehabt bezeichnet K stets einen der Korper R oder C.

Definition 3.19. Seien a;; € K fiir i € {1,...,n} und j € {1,...,m}. Das rechteckige
Zahlenschema

ailr ... A1m

(7% Anm,

heiflt n x m-Matrix. Der erste Intex 7 wird als Zeilenindex, der zweite Intex j als Spalten-
index bezeichnet. Das Paar (n,m) heifit Dimension der Matrix. Im Fall n = m nennen
wir die Matrix quadratisch.

Die Menge aller n x m-Matrizen bezeichnen wir mit K™*™. Alternativ zur obigen
Darstellung schreiben wir manchmal in Anlehnung an die Notation bei Folgen A =
(ai;) € R™™. Wir werden iiblicherweise lateinische Grofbuchstaben verwenden um
Matrizen zu bezeichnen, und die entsprechenden lateinischen Kleinbuchstaben fiir deren
Eintrage.

Wir definieren fiir Matrizen A = (a;;), B = (b;;) € K™ und C = (¢;;) € K™ und
a € K die folgenden Rechenoperationen:

(i) Addition:

a1 +bi1 ... aym +bim
A+ B .= : :
ap1 +bp1 ... apm + b,
(ii) Skalare Multiplikation:
aalr .. aQ1m,
aA =
aanp] ... QGpm

(iii) Matrixmultiplikation:
Wir definieren AC := A - C in K™"*! durch

aaiicll + a12¢21 + -+ A1mCm1 - .- QQ11C1 + A12C + -+ A1mCml

An1C11 + ap2C21 + -+ + ApmCml  ---  Gpl1C1 + Ap2C + - + ApmCmy

also

(AC)U == Z aikckj.
k=1
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(iv)

(v)

Transposition:

Die Transponierte von A ist die Matrix A7 in K™*", die entsteht indem wir aus den
Zeilen von A die Spalten von AT machen (oder an der Hauptdiagonalen spiegeln),
also

T
(A )ij = ajj.
Adjungierung:

Die Adjungierte A* von A entsteht durch Transposition und anschlieende kom-
plexe Konjugation
A =A"

Fiir reelle Matrizen (K = R) stimmt diese Operation mit der Transposition tiberein.

Bemerkung 3.20. (i) Matrizen sind eine Moglichkeit, die in den n-m Zahlen enthaltene

(i)

Information effizient zu verwalten. Die Sinnhaftigkeit und Niitzlichkeit der oben
definierten Operationen wird sich erst nach und nach erweisen.

Der Raum K™ (fiir festes n,m € N) ist mit den oben definierten Operationen
Addition und skalare Multiplikation ein Vektorraum. Tatséchlich unterscheidet er
sich von K™™ lediglich durch die visuelle Anordnung der Elemente, was jedoch auf
die mathematischen Gesetzméfigkeiten keinen Einfluss hat.

Das Produkt A x B zweier Matrizen ist nur dann definiert, wenn die Anzahl der
Spalten von A mit der Anzahl der Zeilen von B {ibereinstimmt.

Sowohl der Raum der n x 1-Matrizen (Spaltenvektoren) als auch der Raum der
1 x n-Matrizen (Zeilenvektoren) koénnen trivial mit K™ identifiziert werden. Mit
Blick auf die Matrixmultiplikation ist es jedoch entscheidend, ob wir die Vektoren
als Zeilen oder Spalten schreiben. Wir legen als Konvention fest, dass wir v € R™
stets als Spaltenvektor, also als n x 1-Matrix interpretieren.

Fiir die Multiplikation von Matrizen A, B,C, D, E und a € K gelten — passende
Dimensionen vorausgesetzt — die folgenden Rechenregeln

(A+ B)C = AC + BC
A(C+ D)= AC+ AD
A(CE) = (AC)E
a(AC) = (aA)C = A(aC)

(A+B)T = AT + BT und (A4 B)* = A* + B*
()T = aAT und (aA)" =aA*
(AC)T =T AT und (AC)* = C*A*.
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(vi)

(vii)

(viii)

Diese Regeln folgen unmittelbar aus den Definitionen. Wir beweisen hier nur die
Assoziativitit. Seien also A € K™, C € K™% und E € K*P. Dann ist AC eine
n x [-Matrix und C'E eine m x p-Matrix. Es gilt fiir jedes i € {1,...,n} und jedes

je{l,...,p}

! l m ! m
(AC)E)i; =Y (AC)ier; = > | D aicin | eri = D D @iCiners
= k=1 f—1

k=1 k=1 \ k=1
m l m l
=D <Z %%’) = a; <Z(CE);zj> = (A(CE));-
Fe1 k=1 3 k=1

Dabei haben wir lediglich die Definition des Matrixproduktes sowie die Kommu-
tativitat, Assoziativitdt und Distributivitit in K benutzt.

Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ. Zunéchst sind die Produkte AB
und BA uberhaupt nur beide definiert, wenn A eine n x m-Matrix und B eine
m x n Matrix ist (n,m € N). Doch selbst fiir quadratische Matrizen findet man
leicht Gegenbeispiele

01 00y (10 ” 00y (00 01

0 0 10/ 00 01) \10 0 0/
Fiir jedes n,m € N besitzt K"*™ genau ein neutrales Element der Addition, die
sogenannte Nullmatrix, deren Eintrége alle gleich Null sind. Man iiberzeugt sich

leicht, dass Matrixmultiplikation mit der Nullmatrix stets wieder die Nullmatrix
(moglicherweise anderer Dimension) ergibt.

Wir fiihren das Symbol

1 i=j
5w%:
0 sonst
ein. Die entsprechende Matrix I = (§;;) € K™*™ heifit n x n-Einheitsmatrix. Die
diversen Einheitsmatrizen sind die neutralen Elemente der Matrixmultiplikation,

denn man iiberzeugt sich leicht, dass — passende Dimensionen vorausgesetzt — fiir
beliebige Matrizen A und B gilt

IA = Aund BI = B.

Um die Einheitsmatrizen unterschiedlicher Dimensionen zu unterscheiden, schrei-
ben wir manchmal die Dimension in den Index: I,,.

Fiir Matrizen kann AB = 0 gelten, selbst wenn A # 0 und B # 0 ist:

(11)-(20)

Daraus folgt unmittelbar, dass es nicht in jedem Falle multiplikative Inverse zu
einer Matrix geben kann, wir kénnen also nicht ohne weiteres ,,durch A teilen.
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Beispiel 3.21. Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen in m Un-

bekannten x1,...,Ty,:

anzi + -+ amTm = b1

a1 + - + G2mTm = b2

ap1T1 + -+ AT = by
Fassen wir die Unbekannten sowie die rechte Seite zu Spaltenvektoren x = (x1, ..., 2,)"
und b = (by,...,b,)T und die Koeffizienten zu einer Matrix A = (a;;) € K™*™ zusam-

men, so kdnnen wir das Gleichungssystem nun sehr kompakt als
Ax=b

schreiben. Damit sind wir der Losung des Gleichungssystems natiirlich noch nicht nédher
gekommen, wir kénnen aber jetzt allgemeine Eigenschaften deutlich einfacher Untersu-
chen.

Wir bezeichnen das obige Gleichungssystem als homogenes System, falls by = by =
-+ = by, = 0 gilt, andernfalls als inhomogenes System.

Satz 3.22. Sei A € K" eine Matriz und b € K. Die Losungsmenge des homogenen
linearen Gleichungssystems Ax = 0, also die Menge

{z e R"| Az =0} C K"

ist ein Untervektorraum von K".
Seien © und & Losungen des inhomogenen Gleichungssystems Ax = b, dann ist x — &
Lésung des homogenen Systems Ax = 0.

Beweis. Zunéchst gilt
A-0=0,

das homogene Gleichungssystem hat also stets eine Losung. Seien z,y € K™ Losungen
des homogenen Systems, es gelte also Az = Ay = 0. Dann gilt fiir beliebiges a € K auch

Az + ay) = Az + aAy =0,

also ist auch x + ay Losung des homogenen Systems.
Falls nun z und # das inhomogene System lésen, falls also gilt Ax = A% = b, dann
folgt

Alx —Z)=Az—Az=b—-b=0

und damit ist z — Z Losung des zugehorigen homogenen Systems. O
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Bemerkung 3.23. Nach dem obigen Satz kénnen wir also die Losungsmenge eines linea-
ren Gleichungssystems angeben, indem wir eine Basis ey, ..., e fiir den Raum

{r e K"| Ax =0} C K"

sowie eine feste Losung xp des inhomogenen Systems angeben. Dann ldsst sich jede
Losung eindeutig in der Form

r=x9+ are; + -+ ageg

schreiben. Geometrisch bedeutet das, die Losungsmenge ist stets entweder leer, oder eine
Hyperebene in R™.

Beispiel 3.24. Gegeben seien

1200 1 1 3
0010 0 2 2
A=1o0001 -1| "= |3 =11
0000 0 4 0

Dann hat das Gleichungssystem Axz = b keine Losung, da in der vierten Zeile 0 = 4
steht.
Betrachten wir nun das Gleichungssystem Az = c also

x1 + 2x9 +x5 =3
T3 =2
T4 — Ty = 1.
Zunachst kénnen wir, wenn wir o = x5 = 0 setzen, unmittelbar eine Losung des Inho-
mogenen Systems gewinnen: x; = 3, x3 =2 und x4 = 1.

Sei nun (yi,...,ys) eine Losung des zugehorigen homogenen Systems, dann gilt offen-
bar

Y1 = —2Y2 — Ys

y3 =10
Ys = Ys
oder
Y1 -2 -1
Yo 1 0
ys | = 0 Yo + 0 Ys-
Y4 0 1
Y5 0 1
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Umgekehrt kénnen wir flir yo und ys beliebige Werte einsetzen und erhalten mittels
obiger Formel eine Losung des homogenen Gleichungssystems. Wir haben also gezeigt

{y € K"| Ay = 0} =1in {(-2,1,0,0,0)",(-1,0,0,1,1)"}

und kennen damit den vollstdndigen Losungsraum des linearen Gleichungssystems Az =
c:

{z € K" Az = c} = {(3,0,2,1,0)" 4+ (-2,1,0,0,0)"a + (~1,0,0,1,1)" 8| o, B € K} .

Definition 3.25. Eine Zeile einer Matrix heifit Nullzeile, wenn sie alle ihre Eintrége
null sind.

Das am weitesten links stehende, von Null verschiedene Element einer Zeile heif3t
Zeilenfiihrer.

Wir sagen eine Matrix hat Zeilenstufenform, wenn

e jede Nullzeile unter jeder Nichtnullzeile steht,

e der Zeilenfiihrer jeder Nichtnullzeile rechts vom Zeilenfiihrer jeder dariiber liegen-
den Zeile steht.

Wir sagen die Matrix hat reduzierte Zeilenstufenform, wenn zusétzlich
e jeder Zeilenfiihrer den Wert 1 hat,

e jeder Zeilenfithrer in seiner Spalte das einzige von Null verschiedene Element ist.

Bemerkung 3.26. Sei A € K™ und b € K". Falls A reduzierte Zeilenstufenform hat,
koénnen wir fiir das Gleichungssystem Az = y ganz analog zum obigen Beispiel den Raum
aller Losungen angeben. Wir 16sen dazu alle Gleichungen nach den Zeilenfiithrern auf und
behandeln die Unbekannten, die keine Zeilenfiihrer sind als freie Parameter.

Wir geben nun einen Satz von elementaren Operationen an, der es uns erlauben wird
beliebige Matrizen auf Zeilenstufenform zu bringen.

Definition 3.27 (Zeilenoperationen). Sei A eine Matrix (oder ein sonstiges rechte-
ckiges Zahlenschema. Die elementaren Zeilenoperationen sind

(i) Vertauschen der Zeilen ¢ und j,

(ii) Addition der Zeile i zur Zeile j,

(iii) Multiplikation der Zeile i mit A # 0,

(iv) Addition des A-fachen der Zeile i zur Zeile j.

Bemerkung 3.28. Die letzte Operation lisst sich aus den vorhergehenden zusammenset-
zen: zuerst multiplizieren wir die i-te Zeile mit A\, addieren dann Zeile ¢ zu Zeile j und
multiplizieren schlieflich Zeile ¢ mit A~
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Satz 3.29 (GauB3-Algorithmus). Jede Matriz A kann durch endlich viele elementare
Zeilenoperationen auf (reduzierte) Zeilenstufenform gebracht werden.

Beweisskizze. Falls A die Nullmatrix ist, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls wende den
folgenden Algorithmus an.

e Finde die erste Spalte, die ein von Null verschiedenes Element enthélt — ihr Spal-
tenindex sei j — und vertausche Zeilen so, dass dieses Element in der obersten Zeile
steht.

e Bringe durch Addition passender Vielfacher der ersten Zeile, alle weiteren Elemente
der j-ten Spalte zum Verschwinden.

e Entferne die erste Zeile und wende das Verfahren auf die verbleibende Matrix an.

Das Verfahren endet offenbar nach endlich vielen Schritten mit einer Matrix in Zeilen-
stufenform.

Ausgehend von dieser kann man nun mit weiteren Zeilenoperationen auch die redu-
zierte Zeilenstufenform erreichen (Ubung). O

Beispiel 3.80. Wir illustrieren den Algorithmus am Gleichungssystem

T1— X9+ 2x34+3x4= 3
201 —2x0+ w3+ 3x4= 3
—x1+3x0— x3—614=—-2

r1—2x9+ wx3+4dxy= 2.

Wir bringen zunéchst die Eintrdge der ersten Spalte zum Verschwinden (wir schreiben
nur noch die letzten drei Zeilen)

—3x3 — 3r4 = —3
2 x9 + r3—3xg4= 1
—To — T3+ x4 =—1.
Vertauschen und Multiplikation liefert:
o+ x3— x4= 1
rs+ x4= 1

2 x9 + r3 —3xg = 1.

Wir bringen nun die zweite Spalte zum Verschwinden (wir schreiben nur noch die letzten
beiden Zeilen):

T3+ x4= 1

—x3 — T4 = —1.
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Addition beider Zeilen liefert eine Nullzeile und wir erhalten eine Zeilenstufenform:

T1— X9+ 2x34+3x4= 3
To+ x3— 14= 1
T3+ 4= 1

0= 0.

Einige weitere Zeilenoperationen ergeben dann die reduzierte Zeilenstufenform:

I — T4 = 1
i) — 2.%4 = 0
T3+ x4= 1

Daraus kénnen wir nun die allgemeine Losung ablesen:
(x1,29,23,24) = (1 + , 20,1 —a,0) €K

Analog kann man fiir jedes lineare Gleichungssystem mittels des Gauf-Algorithmus
eine Losung bestimmen.

Bemerkung 3.31. Die elementaren Zeilenoperationen lassen sich durch elementare Zei-
lenoperationen rickgéingig machen.

Man kann sich iiberlegen, dass zwei durch elementare Zeilenoperationen auseinander
hervorgegangene lineare Gleichungssysteme die selbe Losungsmenge haben (wir werden
weiter unten noch einen Beweis fiir diese Tatsache geben). Aus diesem Grund fihrt das
obige Verfahren tatséchlich zur Losung des urspriinglichen Gleichungssystems.

Definition 3.32. Eine quadratische Matrix A € K™*™ heifit invertierbar, falls es ein
multiplikatives Inverses zu A gibt, also eine Matrix B € K™*" gibt so, dass

AB=BA=1.
Wir schreiben A~! fiir das multiplikative Inverse.

Bemerkung 3.33. Man iiberzeugt sich leicht (Ubung), dass das multiplikative Inverse
tatsdchlich eindeutig bestimmt ist.

Wir wissen bereits, dass es nichttriviale Matrizen gibt, die A2 = 0 erfiillen. Solche
Matrizen kénnen nicht invertierbar sein da Multiplikation mit A~! sonst A = 0 ergébe.

Satz 3.34. Seien A, B,C € K™"*", B invertierbar und A = BC'. Dann ist A invertierbar
genau dann wenn C invertierbar ist. Insbesondere ist das Produkt invertierbarer Matrizen
wieder invertierbar.

Beweis. Ubung. 0
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Bemerkung 3.35. Wir stellen fest, dass Matrizenmultiplikation von links mit einer Ma-

trix A die Spalten der multiplizierten Matrix nicht ,vermischt“. Das heift, um die j-te

Spalte des Produktes AB zu bestimmen, miissen wir lediglich die j-te Spalte von B ken-

nen, die anderen Eintrige haben keinen Einfluss (wir benétigen andererseits alle Eintréige

von A). In anderen Worten: wir erhalten das Produkt AB auch, indem wir die Spalten

von B einzeln mit A multiplizieren und die Ergebnisse zu einer Matrix zusammensetzen.
Die analoge Eigenschaft gilt auch fiir die elementaren Zeilenoperationen.

Satz 3.36. Sei A eine Matriz und A sei aus A durch elementare Zeilenoperationen
hervorgegangen. Dann existiert eine invertierbare Matrix T so, dass A =T A. Wir sagen,
die Zeilenoperationen auf A werden durch Linksmultiplikation mit T realisiert.

Beweisskizze. Wir betrachten zundchst die einzelnen elementaren Zeilenoperationen.
Wir geben hier nun Beispiele fiir die realisierenden Matrizen an, die sich jedoch ein-
fach verallgemeinern lassen.

Auf Grund der obigen Bemerkung miissen wir lediglich untersuchen, wie die entspre-
chenden Matrizen auf einen Spaltenvektor wirken. Es gilt

1 0 0 O I I
0 0 01 2| |74
0 010 T3 o T3 ’
01 00 T4 T2

Multiplikation von links mit der angegebenen Matrix vertauscht also die 2. und 4. Zeile.
Analog erhalten wir Addition der ersten zur dritten Zeile

1 0 0 0 T I
01 00 i) o i)
1 01 0 T3 a r1 + T3
0 0 01 T4 Ty

1 0 0O T T
0O N0 O i) . )\1‘2
0010 3| | z3
0 0 01 T4 T4
Fir die erste Matrix finden wir nun leicht
1 00O0\° /1000
00 0 1 10100
0010 oo 10|
01 00 0 0 0 1

die Matrix ist also ihr eigenes Inverses. Man iiberlege sich als Ubung die Inversen der
anderen oben stehenden Matrizen (beziehungsweise die inversen Zeilenoperationen).
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Sei nun A aus A durch elementare Zeilenoperationen hervorgegangen, dann finden
wir fiir jede einzelne dieser Operationen wie oben eine realisierende Matrix, es gibt also
T1,...,T, € K"™" invertierbar, so dass

A=T,T,1---ThA.

Da das Produkt invertierbarer Matrizen wieder invertierbar ist erfullt 7' = 1,,1,,—1 - - - 11
die Anforderungen des Satzes. O

Korollar 3.37. Sei A € K™ und b € K" und T invertierbar. Dann stimmen die
Lésungsmengen der linearen Gleichungssysteme Ax = b und T Ax = Tb 1tiberein. Insbe-
sondere haben das lineare Gleichungssystems Ax = b sowie das auf (reduzierte) Zeilen-
stufenform gebrachte Gleichungssystem Ax = b die selbe Losungsmenge.

Beweis. Sei x € K™ eine Losung, es gelte also Az = b, dann folgt offenbar auch TAx =
Tb. Falls umgekehrt T'Ay = Tb fiir ein x € K™ gilt, dann liefert Multiplikation mit der
Inversen Matrix 7!

Ay =T 'TAy=T"'Tb=0.

Insbesondere wissen wir, dass wir jede Matrix A mit dem Gaufl-Algorithmus auf (re-
duzierte) Zeilenstufenform bringen kénnen und nach dem obigen Satz kénnen wir diese
Zeilenstufenoperationen durch Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix 7' realisie-
ren (A = TA). Dabei wenden wir die selben Operationen auf b an es gilt also b = Tb
und das auf (reduzierte) Zeilenstufenform gebrachte Gleichungssystem hat die Form
TAx =Tb. O

Lemma 3.38. Eine Matriz A € K"*" in Zeilenstufenform ist invertierbar, genau dann
wenn alle Diagonaleintrage von 0 verschieden sind (genau dann wenn die letzte Zeile
von A keine Nullzeile ist). Fine Matrix in reduzierter Zeilenstufenform ist invertierbar,
genau dann wenn sie die Finheitsmatrix ist.

Beweis. Sei A invertierbar. Angenommen die letzte Zeile von A sei eine Nullzeile. Dann
gilt

00 --01-A4=(0 0 --- 0 0).

Multiplikation der oberen Gleichung von rechts mit A~! fiihrt jedoch zu einem Wider-
spruch, also miissen alle Diagonaleintrége von 0 verschieden sein.

Seien andererseits alle Diagonaleintriage von 0 verschieden. Wir kénnen A nun mit-
tels Zeilenstufentransformation — also durch Linksmultiplikation mit einer invertierbaren
Matrix T — in die Einheitsmatrix iiberfithren, es gilt also TA = I und damit ist A = T~}
invertierbar.

SchlieBlich ist die Einheitsmatrix die einzige Matrix in reduzierter Zeilenstufenform,
deren Diagonaleintrige alle von 0 verschieden sind. O
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Korollar 3.39. Sei A € K"*™ eine Matrixz. Dann ist A invertierbar genau dann, wenn
jede ihrer Zeilenstufenformen von Null verschiedene Eintrdge auf der Hauptdiagonalen
hat, genau dann wenn die reduzierte Zeilenstufenform von A die Einheitsmatriz ist.

Beweis. Wir wissen bereits, dass wir jede Matrix durch elementare Zeilenoperationen
auf (reduzierte) Zeilenstufenform bringen kénnen und dass diese Zeilenoperationen durch
Linksmultiplikation mit invertierbaren Matrizen realisiert werden. Jede Zeilenstufenform
von A hat also die Form T'A mit T invertierbar und es gibt S invertierbar so, dass SA
reduzierte Zeilenstufenform hat.

Nach Satz wissen wir, dass A invertierbar ist genau dann wenn T A invertierbar
ist genau dann wenn SA invertierbar ist. O

Bemerkung 3.40. Das obige Korollar gibt uns eine Md&glichkeit zu entscheiden, ob ei-
ne Matrix A invertierbar ist. Wir bringen dazu A mittels des GauB-Algorithmus auf
Zeilenstufenform.

Es liefert dariiber hinaus auch ein Verfahren zur Berechnung der Inversen. Gegeben
seien Matrizen A € K™ " invertierbar und B € K"*™. Dann kénnen wir A~'B fol-
gendermaflen berechnen. Wir schreiben A und B nebeneinander bringen die erweiterte
Matrix (A| B) mittels des GauB-Algorithmus auf die Form (I| B). Das ist stets moglich,
da die reduzierte Zeilenstufenform von A die Einheitsmatrix ist. Wenn T die invertier-
bare Matrix ist, die die entsprechenden Zeilenoperationen realisiert, dann gilt TA = [
und TB = B. Daraus folgt dann 7= A~! und B = A~!B.

Insbesondere erhalten wir falls wir mit B = I starten auf diesem Wege die Inverse.

Beispiel 3.41. Wir wollen die Inverse zu
1 1 1
011
0 01
bestimmen (wir wissen aus unserem Kriterium, dass diese Matrix invertierbar ist). Wir
wenden dazu den Gauf-Algorithmus auf das Schema
11 1|1 0 0
01 1({0 1 0
0 0 1{0 0 1

an bis im linken Teil die Einheitsmatrix steht.

1 1 0|1 0 -1
01 0/0 1 -1
00 1{0 0 1
1001 -1 0
01 0/0 1 -1
00 1|0 1

Nun finden wir im rechten Teil die gesuchte Inverse.
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Definition 3.42. Sei A € K™*™ eine Matrix und seien 2, ..., 2, € K™ die Zeilen
von A. Wir definieren den Zeilenraum von A als den von z1, ..., z, aufgespannten Un-
tervektorraum von K!*™ also

lin{z1,...,2n}

und nennen die Dimension dieses Raumes den Zeilenrang von A.

Analog definiert man den Spaltenraum und den Spaltenrang von A.

Man kann zeigen — was wir jedoch hier nicht tun werden — dass der Zeilenrang und
der Spaltenrang einer Matrix iibereinstimmen, daher nennt man beide Zahlen auch den
Rang der Matrix A.

Satz 3.43. Sei A eine Matrix in Zeilenstufenform. Dann bilden die von Null verschie-
denen Zeilen von A eine Basis fiir den Zeilenraum.

Beweis. Seien z1,. ..,z € KI*™ (k < n) die von Null verschiedenen Zeilen von A von
oben nach unten. Sei sind ein Erzeugendensystem fiir den Zeilenraum. Es gelte nun

o121 +agze+ -+ anzy =0

fir Koeflizienten aq,...,0p, € K. Sei a1; # 0 der Zeilenfithrer der Zeile z;. Dann gilt
(Zeilenstufenform) as; = asj = -+ = ap; = 0 und die j-te Spalte der obigen Gleichung
lautet

alalj =0

woraus a1 = 0 folgt. Induktiv folgt nun mit dem selben Argument, dass auch die anderen
Koeflizienten verschwinden miissen, die Zeilen sind also linear unabhéngig. O

Satz 3.44. Die elementaren Zeilenoperationen lassen den Zeilenraum — und damit auch
den Rang — unverdndert.

Beweis. Es ist unmittelbar ersichtlich, dass das Vertauschen von Zeilen und die Mul-
tiplikation einer Zeile mit A # 0 den Zeilenraum unveridndert lassen. Sei nun A eine
Matrix mit den Zeilen 2y, ..., z,. Addieren wir (ohne Einschrénkung der Allgemeinheit)
die zweite zur ersten Zeile. Offenbar ist jede Linearkombination von z1 + 23, 22, 23, . . . , Zn
auch eine Linearkombination von z1, 29, .. ., 2,. Andererseits gilt z; = (21 + 22) — 22 und
so lasst sich jede Linearkombination von z1, 29, ..., z, auch als Linearkombination von
z1 + 29, 29,23, ..., 2 schreiben. ]

Bemerkung 3.45. Die obigen Sétze liefern nun Verfahren zur Losung diverser Probleme
der linearen Algebra.

(i) Um den Rang einer Matrix zu bestimmen, bringen wir sie mit dem Gauf-Algorithmus
auf Zeilenstufenform und zdhlen die von Null verschiedenen Zeilen.
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(ii) Seien vy,...,v, € K™ gegeben. Wir suchen eine Basis fur
lin{vy,...,v,}

beziehungsweise wollen die Dimension dieses Raumes bestimmen. Wir schreiben
dazu vy, ..., v, als Zeilen einer Matrix und bringen diese auf Zeilenstufenform, die
von Null verschiedenen Zeilen sind dann eine Basis des Raumes.

(iii) Natiirlich lasst sich auf diese Weise auch feststellen ob ein gegebenes System
v1,...,V, linear unabhéngig ist. Das ist genau dann der Fall, wenn bei obigem
Verfahren keine Nullzeilen entstehen.
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3.3 Die Determinante

In diesem Kapitel sei stets A € K"*" und zq, ..., 2z, die Zeilenvektoren von A. Wir wer-
den unten Abbildungen det : K"*™ — K untersuchen. Fiir Zeilenvektoren z1,...,2, €
K™% sei A die Matrix, die entsteht wenn wir zq, ... z, von oben nach unten tibereinan-
derschreiben. Dann definieren wir

det(z1, 22, ..., 2pn) := det(A).

Satz und Definition 3.46. Es existiert genau eine Abbildung det : K"*"™ — K die die
folgenden Eigenschaften hat:

(i) Linearitat in der ersten Zeile, das heifit

det(z1 + Az1, 29,...,2,) = det(z1, 29, ..., 2,) + Adet(Z1, 22, ..., 2n),

(ii) falls A aus A durch Vertauschen zweier Zeilen entsteht, gilt det(A) = — det(A)
(Antisymmetrie),

(iif) det(I) = 1.
Die Abbildung heifit Determinante und wir schreiben fiir det(A) auch

[ AR A1n

an1 ... Ann
Beispiel 3.47. Fiir 2 x 2 und 3 x 3-Matrizen kann man sich iiberzeugen, dass

ail  aiz|
= a11a22 — G12021

az1  G22
beziechungsweise

ail ai2 ais
ao1 @22 (23| = (11022033 + 412023031 + Q13021032
azr as2 as3

— (31022013 — 432023011 — 433021012

solche Abbildungen sind (Ubung).
Fiir hohere Dimensionen wéchst die Anzahl der Terme in den Formeln jedoch rasant.

Wir nennen zunéchst jede Abbildung, die die obigen Eigenschaften besitzt eine De-

terminante. Wir werden nun weitere Eigenschaften zeigen, die jede Determinante erfiillt
und schliellich zeigen, dass es iberhaupt nur eine solche Abbildung geben kann.
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Bemerkung 3.48. (i) Jede Determinante ist linear beziiglich jeder Zeile (wenn die an-
deren Zeilen fest gewéhlt sind). Man sagt auch sie ist multilinear in den Zeilen von

A.
(ii) Falls zwei Zeilen iibereinstimmen, dann ist det(A4) = 0.

(iii) Falls eine Zeile (0BdA. z;) eine Linearkombination der anderen ist, falls also
21 = Q2o + ...+ apzy
fiir irgendwelche Koeffizienten o, ..., a, € K gilt, dann folgt aus der Linearitat

det(z1,...,2n) = agdet(za, 22,23, ..., 2n) + - -+ + oy det(zp, 22,23, ..., 2,) = 0.

(iv) Es folgt weiterhin

det(z1 + Az2, 22, 23, ..., 2n) = det(z1, 22, 23, . . ., 2n) + Adet(22, 22,23, ..., 2n)
= det(21, 22,23, ..., 2n).

Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen andert den Wert einer De-
terminanten nicht.

(v) Wir haben in Satz festgestellt, dass sich die elementaren Zeilenoperationen
durch Linksmultiplikation mit entsprechenden Matrizen darstellen lassen. Wir fiih-
ren die folgenden Matrizen ein

T; j vertauscht die Zeilen ¢ und j (Typ ,
M;(X) multipliziert Zeile ¢ mit A # 0 (Typ [(iii))),
L; j(\) addiert das A-fache der Zeile j zur Zeile ¢ (Typ |(iv)).

Dann folgt unmittelbar

det(T; ;A) = —det(A)
det(L; j(A)A) = det(A)
det(M;(N)A) = Adet(A).

Insbesondere gilt det(T; ;) = det(L; j(A)) = 1 und det(M;(\)) und Zeilenoperatio-
nen vom Typ [(i)| und lassen die Determinante unveréndert.

Lemma 3.49. Sei det eine Determinante, A, B € K"*"™ und A habe Zeilenstufenform,
dann gilt

det(AB) = ai1 - a2 anpn det(B)
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Beweis. Falls A nicht invertierbar ist, dann ist die letzte Zeile eine Nullzeile. Dann ist
auch die letzte Zeile von AB eine Nullzeile und damit det(AB) = 0. Andererseits ist
ann = 0 und die Gleichheit ist erfillt.

Falls A invertierbar ist, sind alle ihre Diagonalelemente von 0 verschieden (Lem-
ma . Dann ist es moglich, die Matrix durch Typ Zeilenoperationen auf Diago-
nalgestalt zu bringen ohne ihre Diagonaleintrage zu dndern. Da

det(Lij(\)AB) = det(AB)

gilt, bleiben dabei beide Seiten der zu zeigenden Gleichheit unveréndert.
Sei A also oBdA. eine Diagonalmatrix. Dann gilt

A = Mi(a11)Ma(az2) - - - Mp(ann)I
und die geforderte Gleichheit folgt. O

Bemerkung 3.50. Insbesondere erhalten wir fiir B = I eine Formel zur Berechnung der
Determinante einer Matrix in Zeilenstufenform.

Da wir jede Matrix durch elementare Zeilenoperationen vom Typ und auf
Zeilenstufenform bringen kénnen, ldsst sich der Wert jeder Determinante auf diese Weise
berechnen. Daraus folgt insbesondere, dass es hochstens eine solche Abbildung geben
kann. Das heift, falls eine Determinantenabbildung existiert, dann lasst sich ihr Wert
nur mit Hilfe der definierenden Eigenschaften und des Gauf3-Algorithmus berechnen.

Tatséchlich ist dieses Verfahren im Allgemeinen deutlich effizienter als die expliziten
Formeln zur Berechnung von Determinanten.

Satz 3.51. Seien A, B € K"*", dann g¢ilt det(AB) = det(A) det(B).
Beweis. Zunichst gilt fur alle 4,5 € {1,...,n} und alle A # 0

det(T; jAB) = — det(AB) und det(T; ;A) = —det(A)
det(L; j(A\)AB) = det(AB) und det(L; ;(A\)A) = det(A)

Wir kénnen A durch derartige Zeilenoperationen auf Zeilenstufenform bringen und an-
dern dabei lediglich das Vorzeichen von det(AB) beziehungsweise det(A). Dabei wenden
wir die selben Zeilenoperationen auf A beziehungsweise AB an, die Anzahl der Vorzei-
chenwechsel ist also auf beiden Seiten der Gleichung die selbe.

Wir koénnen also annehmen, dass A Zeilenstufenform hat, dann gilt aber mit

det(AB) = aj1a22 - - - py det B = det(A) det(B). O

Korollar 3.52. Die Matriz A ist invertierbar, genau dann wenn det(A) # 0.
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Bewets. Zeilenoperationen vom Typ|(i)|und dndern weder die Determinante (bis auf
das Vorzeichen), noch die Invertierbarkeit (Korollar , wir konnen also wieder ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass A Zeilenstufenform hat. Dann gilt aber
det(A) = ajjaz2 - - any, # 0 genau dann wenn alle Diagonaleintrage ungleich Null sind,
was genau dann der Fall ist wenn A invertierbar ist. O

Satz 3.53. Es gilt det(A) = det(AT).
Beweis. Wir berechnen zunéchst

det((T,j)") = det(Tiz) = —1 und det((Lij(A)") = det(Lij(N)) = 1.
Ist T also eine dieser Zeilenoperationsmatrizen, dann gilt

det(T'A) = det(T") det(A)
det((TA)T = det(ATTT) = det(AT) det(TT) = det(T) det(AT).

Es gilt also det(T'A) = det((T'A)T) genau dann, wenn det(A) = det(AT) gilt. Wir kénnen
also wieder ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass A Zeilenstufen-
form hat.

Falls A nicht invertierbar ist, dann ist die letzte Zeile von A eine Nullzeile (also
det(A) = 0) und damit die letzte Spalte von AT eine Nullspalte. Die Matrix A7 ist
nicht in Zeilenstufenform, kann aber durch Typ und Operationen auf Zeilen-
stufenform gebracht werden ohne die Determinante (bis auf das Vorzeichen) zu &n-
dern. Da diese Operationen spaltenweise wirken, bleibt dabei die Nullspalte erhalten.
Das (n,n)-Element der Zeilenstufenform von A” verschwindet also und damit gilt auch
det(AT) = 0.

Falls A invertierbar ist, dann kann A durch Typ und Operationen auf Dia-
gonalgestalt gebracht werden. Mit dem obigen Argument kénnen wir dann annehmen,
dass A bereits Diagonalgestalt hat. In diesem Fall gilt aber bereits A = AT O

Bemerkung 3.54. Auf Grund dieses Satzes gelten alle Aussagen iiber Zeilen von Deter-
minanten sinngeméafl auch fiir deren Spalten. In einigen Féllen kann sich dadurch der
Rechenaufwand substantiell reduzieren.

Beweisskizze fiir satz und Definition[3.46. Wir wissen bereits, dass hochstens eine De-
terminantenabbildung existieren kann.

Wir beweisen die Existenz per Induktion. Fiir n = 1 iiberpriift man leicht, dass (a) — a
eine Determinantenabbildung von K'*! — K ist. Sei nun det, die Determinantenab-
bildung auf n x n-Matrizen. Fiir eine Matrix A bezeichne A;; die Matrix die aus A
entsteht, wenn die i-te Zeile und die j-te Spalte gestrichen wird. Wir definieren fiir
A € RO+ (Entwicklung nach der ersten Spalte)

det n+1(A) = a1 det n(Al,l) — a1 det n(AQ,l) + asl det n(Agjl) R an1 det n(An,l)-
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Man iiberzeugt sich nun, dass diese Abbildung tatsdchlich die definierenden Eigen-
schaften einer Determinante erfiillt. Zunédchst héngt bereits jeder einzelne Term der
Summe linear von der ersten Zeile von A ab.

Vertauschen wir die Zeilen mit den Nummern ¢ und j (¢ < j). In allen Summanden
deren indexwechseln alle Summanden aufler dem i-ten und dem j-ten das Vorzeichen.

Schliefilich iiberezeugt man sich leich, dass det,+1(I) = 1 gilt. O

Bemerkung 3.55. Auf Grund der bereits bekannten Eigenschaften von Determinanten,
erhalten wir aus dem obigen Beweis auch den Entwicklungssatz

n

det(A) = Z(—l)iﬂ'aiin,j.

=1

Bemerkung 3.56 (Leibniz-Formel). Sein € N. Eine bijektive Abbildung o : {1,...,n} —
{1,...,n} heifit Permutation. Die Menge aller Permutationen bezeichnen wir mit S,,. Sie
enthélt n! Elemente. Es gilt die folgende Formel

det(A) = Z sgnaﬁaivg(i).
i=1

UESTL

Den Faktor sgno € {—1,1}, das sogenannte Vorzeichen der Permutation o erhilt
man dabei wie folgt. Eine Permutation die genau zwei Elemente vertauscht (z. B.
(1,2,3,4) — (3,2,1,4) bezeichnen wir als elementare Permutation. Man schreibe o als
Hintereinanderausfithrung von k elementaren Permutationen (man iiberzeugt sich leicht,
dass das stets moglich ist). Dann ist sgn o = (—1)¥. Diese Definition ist tatséchlich wohl-
definiert, obwohl die Zerlegung in elementare Permutationen nicht eindeutig ist.

Ohne Beweis.
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3.4 Skalarprodukte
Im Folgenden sei V' stets ein (endlichdimensionaler) Vektorraum iiber dem Korper K (R
oder C).

Definition 3.57. Ein Skalarprodukt ist eine Abbildung (-|-) : V. — V — K die die
folgenden Bedingungen erfiillt fiir alle v1,vo, w1, we € V und alle A, p € K.

(i) (v1|wy + pwa) = (v1|wi) + p(v1|wz) (Linearitdt im zweiten Argument),
(if) |
(iii) (v1]|v1) > 0 (Posititvitat),
(iv) (v1]v1) = 0 = v; = 0 (Definitheit).
Wir nennen die Abbildung v — ||v|| := /(v|v) die zum Skalarprodukt gehorige Norm.

vi|wy) = (wi|v1) (konjugierte Symmetrie)

Beispiel 8.58. Auf R™ kénnen wir durch

<(931,~~-,90n)T| (Y1, - 7yn)T> =21y T Toy2 + o+ T

ein Skalarprodukt (man iiberpriife, das die oben geforderten Eigenschaften erfiillt sind).
Es gilt dann der n-dimensionale Satz des Pythagoras

(1, )| = 2f + 23+ + 2.
Analog ist auf C" die Abbildung
<(u1, ... ,un)T‘ (v1,... ,vn)T> ‘= U vy + Ugva + - -+ Upvp

ein Skalarprodukt.

Diese Abbildungen werden als Standardskalarprodukt bezeichnet, die zugehoérige Norm
heifit euklidische Norm. Wir werden fiir eine Weile lediglich mit diesen Skalarprodukten
und Normen arbeiten, wir kénnen also (- | -) beziehungsweise || - || als Abkiirzungen fiir
die obigen Formeln auffassen. Man sollte jedoch im Hinterkopf behalten, dass es (selbst
auf R™) andere Skalarprodukte gibt.

Bemerkung 3.59. Mittels des Skalarprodukts und der Norm kénnen wir nun iiber geo-
metrische Konzepte wie die Lange von Vektoren v (||v]|), den Abstand von v und w

(JJlv — wl|) sowie den Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren v und w gegeben durch

(v]w)

cos(p) =
[0l flw]

sprechen.
Wir kénnen nun auch einige geometrische Objekte wie zum Beispiel die Kugel

{z e R"| [lzf| <r}
oder Sphére
{z eR"| ||zl = r}

mit Radius r € (0, 00) definieren.
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Satz 3.60. FEs gelten fiir alle v,w € V' die Ungleichungen

[(v|w)| < ||v||||w]] Cauchy-Schwarz-Ungleichung
v+ wl| <||lv|| + [|w|| Dreieicksungleichunyg.
g g

Beweis. Es gilt fiir beliebiges A € K
0 < (v —Aw|v— Aw) = (v]v) — Av|w) — Mw|v) + |A]? (w|w).
(w]v)

Falls ||w]|| # 0 ist, so folgt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung indem wir A = Tl einset-
zen:
0< ||U||2 o <’U)‘U><U"LU> _ <’LU"U><'LU”U> + ‘(w‘vﬂz ”w||2 _ ||’U”2 o ‘<’LU‘U>‘2
N ] lw]® Jw* Ju]?

Umstellen und Multiplikation mit |jwl||? ergibt
2 21,112
[{wlv)]” < [Jo]| [Jw]]

woraus mit der Monotonie der Wurzel die Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt.
Dann gilt auch

lo +w]|* = (v + wlv + w) = [[o]* + 2Re(v|w) + [[w]*
2 2 2 2
< loll* + 2 (vl w)| + [w]* < [lol* + 2ol llwl]l + [[wl* = (o]l + [lw])?
und wiederum mit der Monotonie der Wurzel folgt die Dreiecksungleichung. U

Definition 3.61. Wir nennen Vektoren v, w € V orthogonal, falls sie (v|w) = 0 erfiillen.

Die Elemente v1,...,v, € V bilden ein Orthogonalsystem, wenn sie alle von Null
verschieden und paarweise orthogonal zueinander sind, wenn also (v;|v;) = 0 fiir alle
i,7 €{1,...,n} und ¢ # j gilt.

Gilt zusatzlich ||v;|| = 1 fiir alle i € {1,...,n}, dann bilden sie ein Orthonormalsystem
(ONS).

Spannen die Vektoren den Raum V auf, sprechen wir von einer Orthonormalbasis

(ONB).
Satz 3.62. Seivy,...,v, ein Orthogonalsystem, dann sind vy, ..., vy, linear unabhdngig.
Beweis. Falls fiur aq, ..., a, € K gilt
0= ajv1 + asve + -+ + ap Uy,
dann erhalten wir, durch skalare Multiplikation mit v; von links (z € {1,...,n})
0 = (vi|l @1v1 + v + - - - + apvy) = a1 (vi|v1) + ag(vi|ve) + - - - + ap(vi|vn) = a;(vi|vi).

Da v; # 0 und damit (v;|v;) # 0 folgt a; = 0 und da 4 beliebig war, haben wir die lineare
Unabhéngigkeit gezeigt. O
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Beispiel 3.63. (i) Die Standardbasis von R™ (oder C") ist beziiglich des Standardska-
larprodukts eine Orthonormalbasis.

(ii) Sei ¢ € R. Dann bilden die Vektoren

v1 = (cos(p),sin(p))", va = (—sin(p), cos(p))"

eine Orthonormalbasis von R? denn

lor]|* = oz ]| = cos(ip)” + sin(p)® = 1 und {v1|vz) = 0.

Satz 3.64. Seiwvy,...,v, eine Orthonormalbasis von V', dann gilt
n
v = Z(vi\v>vi.
i=1
Beweis. Da wvy,...,v, eine Basis ist, existieren fiir festes v € V eindeutig bestimmte
Koeffizienten aq, ..., a, € K so, dass

n
v = E ;5.
i=1

Dann gilt
(vjlv) = a;(vj|v;) = oy
fur jedes j € {1,...,n}. O
Satz 3.65. Sei A € K™ und (-|-) das Standardskalarprodukt auf K". Dann gilt
(v|Aw) = (A*v|w) fir alle v,w € K".
Im Fall K =R gilt also (v| Aw) = <ATv’w>.
Beweis. Nach Definition des Matrizenproduktes gilt

(Aw)z = ZAijwj und

=1

(A0); =Y Ay
i=1

und damit
<’U|Aw> = vﬁ(Aw)Z = Vi Aij’w]' = Z AZ’]"LTZ"UJ]‘
i—1 i—1 =1 ij—=1
> <Z A) wy = 3 AW w; = (A ). 0
j=1 \i=1 j=1
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Definition 3.66. Eine Matrix A € K™*" heifit orthogonal, wenn

ATA=AAT =1

gilt, wenn also AT = A1 ist.
Die Menge der orthogonalen Matrizen

O(n) == {Ae R ATA=1T}

heifit orthogonale Gruppe, die Menge

SO(n) :={AeR" ATA=Tndet A=1}

heiflt spezielle orthogonale Gruppe oder Drehgruppe.

Beispiel 3.67. Fir ¢ € [0,2n] ist die Matrix

(COS(@) - Sin(sO))

sin(p)  cos(¢)

orthogonal. Betrachtet man ihre Wirkung auf die Standardbasis, so erkennst man leicht,
dass es sich um eine Drehung um den Winkel ¢ entgegen des Uhrzeigersinns handelt.

Bemerkung 3.68. (i) Fir quadratische Matrizen folgt aus BA = I bereits AB = [

(i)

(iii)

(wir werden diese Aussage spater beweisen), es reicht also aus eine der Bedingungen
AT A = I beziehungsweise AAT = I zu {iberpriifen.

Fiir eine orthogonale Matrix gilt
1 =det ] = det(ATA) = det(AT) det(A) = det(A)?
und damit det(A) € {—1,1}.

Gemaf der Definition der Matrizenmultiplikation ergibt sich die (4, 7)-Komponente
von AT A als Standardskalarprodukt der i-ten Zeile von (7 A) mit der j-ten Spalte
von A. Die Zeilen von AT sind aber gerade die Spalten von A. Seien s, ..., s, die
Spalten von A, dann ist A orthogonal genau dann, wenn gilt

(8] 85) = dij

also genau dann, wenn $q,...,s, eine Orthonormalbasis von R™ (beziiglich des
Standardskalarprodukts) ist. Daher rithrt der Name ,orthogonale Matrix*“.

Analog folgt aus der Bedingung AA”T = I, dass eine Matrix orthogonal ist genau
dann wenn ihre Zeilen eine Orthonormalbasis von R™ bilden.
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(iv)

Fiir eine orthogonale Matrix A und beliebiges =,y € R™ gelten
(Az| Ay) = (AT Az|y) = (zly),
[Az|| = /(Az[ Az) = ||z|| und
[Az — Ayll = |A(z = y)l| = [l =yl -
Geometrisch bedeutet die letzte Aussage, dass die Punkte Az und Ay den selben

Abstand haben wie x und y. Multiplikation von links mit A erhélt also die Abstén-
de (und Skalarprodukte und Winkel). Der Nullvektor bleibt ebenfalls erhalten.

Operationen die diese Eigenschaften haben, sind Drehungen um den Koordina-
tenursprung und Spiegelungen am Koordinatenursprung beziehungsweise an einer
Ebene durch den Koordinatenursprung. Die orthogonalen Matrizen sind also ei-
ne Moglichkeit um solche Operationen — sogenannte Drehspiegelungen — zu be-
schreiben. Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) enthélt dabei die Elemente,
die Drehungen im engeren Sinne sind.

Wenn A, B € O(n) orthogonale Matrizen sind, dann gilt
(ABY'(AB) = BTATAB=B'B =1,
also ist auch das Produkt AB eine orthogonale Matrix.

Offensichtlich ist die Einheitsmatrix I eine orthogonale Matrix.
Dariiber hinaus gilt fiir jedes A € O(n) auch AT = A~! also

(A HT AT =AN)TAT =44 =1
Das heifit A~! ist ebenfalls eine orthogonale Matrix.

Eine solche Struktur, also eine Menge (hier O(n)) mit einem Produkt (hier das
Matrizenprodukt) einem multiplikativen neutralen Element (hier I) und multi-
plikativen Inversen zu jedem Element (hier A~!) heit Gruppe. Gruppen sind
die mathematischen Strukturen, die wir zur Beschreibung von Symmetrieen ver-
wenden. Wir haben bereits einige weitere Beispiele von Gruppen kennengelernt:
die Gruppe GIl(n) der invertierbaren Matrizen, die Drehgruppe SO(n) sowie die
Gruppe S, der Permutationen. Die Menge K™*" aller Matrizen ist keine Gruppe
da einige Elemente kein multiplikatives Inverses besitzen.

Analoge Konstruktionen existieren fiir den komplexen Fall. Eine Matrix U heifit
unitér, falls

UUu=0U0"=1I
gilt. Wir definieren die unitdre Gruppe
U(n) := {U € (C"X”‘ U'U =1}
sowie die spezielle unitdre Gruppe

SU(n) :=={U e C”"| U*U =1 Adet(U) =1} .
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3.5 Eigenwertprobleme

Definition 3.69. Sei A € K™*™ eine Matrix. Dann heifit A € K ein Eigenwert von A,
wenn es ein v € K", v # 0 gibt so, dass

Av = .

Jedes solche v heifit Eigenvektor zum Eigenwert A.
Fiir einen Eigenwert A € K heifit die Menge

{v e K"| Av = Iv}
der zu A\ gehorige Eigenraum.

Beispiel 3.70. Fir die Matrix

2 1 -1
A=10 1 0
00 1
iiberzeugt man sich leicht, dass gilt
1 1 1 1 1 1
AlO]l=2(0),A|-1]=|-1] uwndA|[O|=1]0
0 0 0 0 1 1

Bemerkung 3.71. Der Eigenraum zum Eigenwert A ist ein Untervektorraum.
Beweis. Ubung. O

Bemerkung 3.72. Wir besitzen bereits die Techniken um das sogenannte Eigenwertpro-
blem, also das Finden von Eigenwerten und Eigenvektoren, zu l6sen. Gesucht sind A € K
und v € K" so, dass die Eigenwertgleichung Av = A\v erfiillt ist.

Wir schreiben die Eigenwertgleichung um zu

(A= A)v =0.

Falls die Matrix A — Al invertierbar ist, dann ist die einzige Losung v = 0 und A ist
kein Eigenwert. Wir suchen also die Werte von A fiir die A — AI nicht invertierbar ist.
Das ist genau dann der Fall, wenn det(A — AI) = 0 ist. Die Funktion A — det(A — AI)
ist ein Polynom vom Grad n, das charakteristische Polynom. Die Eigenwerte sind also
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms der Matrix A, welche wir (zumindest
numerisch) bestimmen konnen.

Anschliefend konnen wir fiir jeden der so bestimmten Eigenwerte das lineare Glei-
chungssystem (A — Al)v = 0 16sen um die Eigenvektoren zu diesem Eigenwert zu be-
stimmen.
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Beispiel 3.73. Wir wollen das Eigenwertproblem fiir die Matrix

(0 1 nxn
A_<_1 O)e(C

16sen. Wir bestimmen dazu zunéchst das charakteristische Polynom:

-2 1

det(A — ) = ’_1 )

‘:/\2+1

Die Nullstellen des Polynoms sind i sowie —i.
Fiir den Eigenvektor (x,y)” € C? zum Eigenwert i erhalten wir das Gleichungssystem

—irx+y=0
—rz—iy=20
welches durch = —i und y = 1 gelost wird.

Fiir den Eigenvektor zum zweiten Eigenwert —i erhalten wir

ir+y=0
—z+iy=0
mit der Losung z = 1 und y = —i.
Man beachte, dass die Eigenvektoren nicht eindeutig sind (jedes Vielfache ist ebenfalls
Eigenvektor).

Die Losungen fiir das Eigenwertproblem héngen davon ab, ob der zugrundeliegende
Korper R oder C ist. Bei dem obigen Beispiel hat das Eigenwertproblem iiber R keine
Losungen (das charakteristische Polynom hat keine Nullstellen).

Beispiel 3.74. Sei D eine Diagonalmatrix mit den Diagonaleintriagen Ay, ..., A,. Um das
Eigenwertproblem fiir D zu 16sen stellen wir fest, dass D — AI ebenfalls eine Diagonal-
matrix mit Diagonaleintragen Ay — A, A2 — X, -+ | A, — A ist. Damit erhalten wir das
charakteristische Polynom

A=Az =) (A= A)

dessen Nullstellen A1, Ao, ..., A\, wir unmittelbar ablesen kénnen.
Die zugehorigen Eigenvektoren sind dann gerade die Elemente der Standardbasis
(Warum?).

Definition 3.75. Eine Matrix A € K™*" heifit diagonalisierbar, wenn K" eine Basis
besitzt, die aus Eigenvektoren von A besteht.

Satz 3.76. FEine Matriz A € K"*" ist diagonalisierbar, wenn es eine Diagonalmatriz
D und eine invertierbare Matrix T gibt so, dass

D =T 'AT.
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Beweis. Sei eq, ..., e, die Standardbasis von K".

Es gelte zunéchst T7'AT = D und es seien A1, ..., A, die Diagonaleintrige der Matrix
D, dann gilt nach dem obigen Beispiel De; = \je; fiir i € {1,...,n}. Da T invertierbar
ist, sind auch die Vektoren Tey,...,Te, eine Basis fiir K® (Ubung) und es gilt fiir jedes
ie{l,...,n}

A(Te;) = T(T 'AT)e; = TDe; = \iTe;.

Damit ist Te; Eigenvektor von A zum Eigenwert ;.

Sei andererseits vy, . .., v, eine Basis aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay, ..., \,.
Sei D die Diagonalmatrix mit den Diagonaleintrdgen Aq, ..., A,. Wir schreiben die Ba-
sisvektoren w1, ..., v, als die Spalten einer Matrix 7. Dann gilt offensichtlich T'e; = v;
und

ATe; = T~ Av; = \jv; = \;Te; = T De;.

Es gilt also fiir i € {1,...,n} die Gleichung (AT —T'D)e; = 0. Damit sind alle Spalten der
Matrix AT —T' D Nullspalten und es muss gelten AT = T'D Da die Matrix T invertierbar
ist (Warum?), folgt daraus T-'AT = D. O

Beispiel 3.77. (i) Wir haben oben bereits das Eigenwertproblem fiir die Matrix
0 1
= (4)
gelost. Die Transformationsmatrix 7' ist hier also
—i i
(i)

Diese Matrix ist invertierbar — mit dem Gauf-Algorithmus bestimmt man die in-

verse Matrix
1 i 1
2\—-1 1/°

Man rechnet nun leicht nach (und wir wissen bereits aus den theoretischen Uber-
legungen oben) dass gilt

D= (1 0.> — T—LAT.
0 —i

(ii) Nicht alle Matrizen sind diagonalisierbar. Man iiberzeugt sich beispielsweise leicht,

dass die Matrix
01
0 0

lediglich den Eigenvektor (1,0)” besitzt.
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Bemerkung 3.78. Eine Anwendung der Diagonalisierung von Matrizen, ist das Berech-
nen hoher Potenzen oder allgemeiner Polynome von Matrizen Man tiberzeugt sich leicht,
dass fiir Diagonalmatrizen gilt

diag(A1, Aa, ..., An)F = diag(AF, A5 . 0\E),

Potenzen (und Polynome) von Diagonalmatrizen sind also substantiell einfacher zu be-
rechnen als Potenzen beliebiger Matrizen. Aus der Gleichung T-'AT = D folgt fiir jedes
keN

(T7YAT)* = 771 A*T = D*.
Wir konnen also A* als TD*T! bestimmen.

Satz 3.79. Sei A € R™ " cine symmetrische Matriz, das heifit es gilt A = AT (bezie-
hungsweise A € C" " eine selbstadjungierte Matriz also A = A*) dann besitzt A eine
Orthonormalbasis aus Figenvektoren. Insbesondere ist A diagonalisierbar.

Ohne Beweis.

Bemerkung 3.80. Wir zeigen nur einige Eigenschaften selbstadjungierter (symmetrischer)
Matrizen. Zunéchst gilt fiir einen Eigenwert A € C zum Eigenvektor v € C"

Mo|v) = (v| Av) = (A*v|v) = (Av|v) = (w|v) = Mov|v).

Es gilt also (A — A){v|v) = 0 und da v # 0 und damit auch (v|v) # 0 folgt A = X — der
Eigenwert ist also reell.

Seien nun A, p € R Eigenwerte zu den Eigenvektoren v beziechungsweise w und A\ # p.
Dann gilt

Aolw) = (o] Aw) = (A™0|w) = (Av|w) = (pv|w) = p({v|w).

Daraus folgt (A — p)(v|w) = 0 also (v|w) = 0 — die Eigenvektoren sind orthogonal.
Die hier gezeigten Aussagen gelten natiirlich insbesondere auch fiir den reellen Fall,
also fiir symmetrische Matrizen.
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4 Analysis Teil Il
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4.1 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Wir werden im Folgenden héufig mit Intervallen der Form (z — €,z + ¢€) fiir z € R und
€ > 0 arbeiten. Wir fiihren fiir solche Intervalle — sogenannte e-Umgebungen — daher die
Bezeichnung B.(z) ein. Die e-Umgebung von z ist genau die Menge aller Punkte, deren
Abstand zu x kleiner als € ist.

Definition 4.1. Sei D C R eine Teilmenge und x € R. Dann heifit  Berithrungspunkt
von D, falls fiir jedes € > 0 die Menge D N B¢(z) nicht leer ist.

Die Menge aller Berithrungspunkte von D heifit der Abschluss von D und wir bezeich-
nen sie mit D.

Beispiel 4.2. (i) Jeder Punkt x € D ist ein Berithrungspunkt von D, denn es gilt fiir
jedes € >0

x € DN Be(x).

(ii) Es gibt Berithrungspunkte, die nicht in der Menge liegen. Fiir D = (0, 1) ist bei-
spielsweise 0 (und 1) ein Berithrungspunkt, denn fiir € > 0 gilt

€ (0,1) N B(0).

DO

Es gilt (0,1) = [0,1] (Ubung).

(iii) Fir D = Q ist jedes x € R Bertthrungspunkt, denn fiir jedes ¢ > 0 enthélt das
Intervall (x — €,z 4 €) mindestens eine rationale Zahl (Korollar [1.40]).

Damit gilt
O=R.
Bemerkung 4.3. Formal aufgeschrieben bedeutet ,,x ist ein Berithrungspunkt von D*:
Ve>03yeD:|z—y|<e.
Daraus folgt die Bedeutung von ,,z ist kein Berithrungspukt von D*:
Je>0Vy e D:|z—y|>e

oder in Worten — es gibt ein € > 0 so, dass alle Punkte in D mindestens Abstand € zu x
haben.

Satz 4.4. Der Punkt x € R ist ein Berihrungspunkt von D C R genau dann, wenn es
eine Folge (x,,) C D gibt, die gegen x konvergiert.
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Beweis. Sei x Berithrungspunkt von D. Dann kénnen wir fiir jedes n € N ein

1 1
anDﬁ<x—,x+>

n n

auswéhlen. Die so entstehende Folge (x,,) liegt offenbar in D und es gilt

1
|z —xn| < —.
n

Daraus folgt fiir n — oo dass z,, gegen = konvergiert.
Sei andererseits (x,,) C D eine gegen x konvergente Folge. Sei ¢ > 0, dann existiert
ein N € N so, dass |z — zn| < € und damit gilt

zn € DN Be(x).
Da € > 0 beliebig war, folgt daraus, dass & Berlihrungspunkt von D ist. O

Definition 4.5. Sei D C R und f : D — R eine Funktion, x¢ Berlihrungspunkt von D
und y € R. Wir sagen, dass f fiir z — zg gegen y konvergiert und schreiben

Jim f(z) =y
wenn fir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert so, dass |f(z) —y| < € falls z € D und
|z — zo| < 4.

Wir sagen f(x) konvergiert fiir  — z falls es ein y € R gibt, mit

lim f(z)=y.

Tr—T0
Bemerkung 4.6. Die Menge D steht in der obigen Definition, da die Funktion f in vielen
relevanten Féllen nicht fiir alle reellen Zahlen definiert ist (weil zum Beispiel ein Aus-
druck im Nenner Nullstellen hat oder ein Ausdruck unter einer Wurzel negativ wird).
Fiir  auBerhalb des Definitionsbereiches D ergibt aber f(x) und damit der Ausdruck
|f(x) —y| < € keinen Sinn. In dem Fall, den wir am héufigsten antreffen werden, ist
D = (z¢g — a,z9 + a)\ {zo} fir ein a > 0, die obige Definition gilt aber fiir allgemeinere
Definitionsbereiche D. Sie ergibt jedoch nur fiir Bertihrungspunkte x¢ von D Sinn, denn
andernfalls enthélt Bs(xg) fir hinreichend kleine ¢ keinen Punkt mehr aus D. Dann gibt
es keine Moglichkeit mehr, festzustellen, ob f(z) ,nahe“ bei y liegt.

Beispiel 4.7. (i) Sei a € R. Fiir

fR—>R

T — ar
gilt stets

lim f(x) = 0.

z—0
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Wir betrachten den Fall a # 0 (der Fall a = 0 bleibt zur Ubung). Sei € > 0. Wir
mochten, dass gilt
[f(z) = 0] = |az| = |a| [x] < e.
Man sieht leicht, dass das der Fall ist falls |z| < ﬁ gilt. Setzen wir also § = |7i|,
dann gilt fiir jedes x, das
|z —0] = |z| < d
erfiillt, die gewiinschte Ungleichung.
(ii) Die Funktion
f:R—=R

1 x>0
T
{—1 <0

konvergiert nicht fiir x — 0 denn angenommen y wére der Grenzwert, dann gébe
es § > 0 so, dass fir |z| < ¢ gilt |f(z) — y| < 1. Dann folgt mit der Dreiecksunglei-
chung fiir jedes = € (0,9)

2=[f(z) = f(=o)[ <|f(z) =yl + |y — f(=2)[ <2
was offensichtlich ein Widerspruch ist.

Satz 4.8. Sei f: D — R, xg Beriihrungspunkt von D und y € R. Es gilt
lim f(z) =y

T—T0

genau dann, wenn fir jede Folge (x,) C D mit limy,_yo0 n, = zo gilt limy, o0 f(z) = ¥.

Beweis. Wir haben oben gesehen, dass es fiir Berihrungspunkte xg stets solche Folgen
gibt. Angenommen es gilt

lim f(z) =y,

T—T0

und die Folge (z,) C D konvergiert gegen z. Sei ¢ > 0. Dann existiert ein ¢ > 0 so, dass
|f(x) — y| < e vorausgesetzt |z — x| < 0. Auf Grund der Konvergenz von (x,,) existiert

N € N so, dass |z, — x| < 0 fiir alle n > N gilt. Fiir solche n gilt dann aber auch
|f(xn) — y| < € und damit ist die Konvergenz von (f(z,)) gegen y gezeigt.

Es gelte nun andererseits fiir jede Folge (x,,) C D mit limy, o0 ©,, = xo dass lim,, o f(x,) =

y. Angenommen lim,_,,, f(z) = y gilt nicht, das heiit es existiert ein € > 0 so, dass fiir
jedes 0 > 0 mindestens ein z € D existiert mit |z — z¢| < ¢ aber |f(xz) —y| > €. Dann
kénnen wir fiir jedes n € N aus der Menge

1 1
Dn (l’o—,wo—F)
n n

eine Element x,, auswéhlen, dass |f(z,) — y| > € erfiillt. Die so entstehende Folge (x,)
konvergiert gegen z¢ da |z, — z¢| < % ist aber (f(zy)) konvergiert nicht gegen y. Das
ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung. O
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Korollar 4.9. Seien f,g: D — R Funktionen, xo Berihrungspunkt und y,z € R. Falls
lim f(z) =y und lim g(x) = z,
T—T0
so gelten auch
lim f(z)+g(z) =y + 2,
T—T0

lim f(z)g(z) = yz

T—T0

sowie falls z # 0

A ) 2

Beweis. Wir beweisen die letzte Aussage, die Beweise der anderen beiden Aussagen sind
analog. Da g(x) Nullstellen besitzten kann, ist der Quotient % nicht tiberall definiert.
Es gilt jedoch, da lim,_,,, g(x) = z # 0 ist, dass es ein § > 0 gibt so, dass |g(z) — z| < |2|
falls |x — xg| < d. Die Funktion g kann also im Intervall (xg — d, 29 + 0) keine Nullstellen
besitzen und 5 ist (mindestens) auf D N Bs(xg) definiert.

Sei nun (z,,) C D eine gegen x( konvergente Folge. Dann gilt nach dem vorhergehenden
Satz limy, o0 f(25) = v und lim,_~ g(z,) = z und damit nach den Rechenregeln fiir

Grenzwerte von Folgen auch

fl@) _y
9

f(zn) Yy

n—r00 g(xn) N z

Da (z,,) eine beliebige Folge war, konnen wir den Satz nun in die umgekehrte Richtung
verwenden um die gewiinschte Aussage zu erhalten. O

Korollar 4.10 (EinschlieSungssatz fiir Funktionen). Seien f,g,h : D — R Funk-
tionen und xg Berihrungspunkt von D. Gilt fiir ein y € R

y= lim f(x)= lim h(x) und f(x) < g(x) < h(z)

T—T0 T—rx0

auf einer e-Umgebung von xqy so folgt

xli_}ngg g9(z) = a.
Beweis. Ubung. O
Beispiel 4.11. (i) Die Funktion
f:R\{0} >R
. exp(z) — 1

X
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konvergiert fiir  — 0 gegen 1. Zunéchst gilt fiir alle z € R (Satz [2.70)

1+ 2 <exp(z)

1 < (—x) 1
—x <exp(—z) =
=P exp(7)
und damit fiir alle z € (—o0, 1)
< exp(z) — 1< 1=—"
x < exp(x) — —1=
= P T 1l-x 1—2
beziehungsweise fiir z > 0
1<exp(az)—1< 1 ‘
- x 11—z

Das analoge Argument fiir < 0 wird als Ubung iiberlassen.
Damit folgt aus den obigen Korollaren der Grenzwert 1.

Insbesondere muss auch

lim exp(z) =1

z—0

gelten.

Man beachte, dass das Argument

exp(z) — 1 . x

lim
T—xQ X T—x0 k'

nicht stichhaltig ist, da dabei zwei Grenzwerte (die Reihe enthélt ebenfalls einen
Grenzwert) vertauscht werden. Das Vertauschen von Grenzwerten ist im Allgemei-
nen nicht zuléssig

Die Funktion

FiR\ {0} 5 R

"(2)
T —sm | —
T

konvergiert nicht fiir z — 0 denn fiir jedes 6 > 0 kénnen wir n € N so wéhlen, dass
L < §. Dann ist

2mn

[27r(n1+ 1)’ Qin] C Bs(0).

Auf diesem Intervall nimmt 1 also alle Werte in [27n,27(n+1)] an und f(z)
damit alle Werte zwischen —1 und 1 (das wissen wir streng genommen noch nicht,
werden es aber bald zeigen). Fir 0 < € < 1 kénnen diese Werte unmoglich alle in
(y — €,y + ¢€) liegen.
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(iii) Um Grenzwerte von Funktionen zu untersuchen, reicht es nicht aus einzelne spe-
zielle Folgen (z,) mit =, — z¢ zu untersuchen wie das folgende Beispiel zeigt.
Betrachte die Funktion

FiR-R
{1 reQ
T )

0 sonst

Fiir x — 0 konvergiert f nicht, denn fir jedes 6 > 0 enthilt das Intervall (=6, d)
sowohl rationale als auch irrationale Zahlen. Dennoch gilt

lim f <1> =1
n— o0 n

= (f) -

Umgekehrt reicht jedoch eine einzige Folge (x,,) mit =, — xo so, dass (f(zn))
divergiert um zu zeigen, dass f flir x — x( nicht konvergent ist. Im obigen Beispiel
kénnten wir die Nullfolge

aber eben auch

1
\/in
betrachten. Die Folge (f(z,,)) ist dann 1 fiir gerade n und 0 fiir ungerade n also
nicht konvergent.

Ty =

Wir definieren noch einige uneigentliche Grenzwerte.

Definition 4.12. Sei f : D — R und z( Berithrungspunkt von D. Wir sagen f divergiert
bestimmt gegen +oo fir x — xg und schreiben

Jim f(w) = o

falls fiir jedes K € R ein § > 0 existiert so, dass f(x) > K gilt falls |[x — 2| < 4.

Definition 4.13. Sei D C R nicht nach oben beschréankt und f : D — R. Wir sagen f
konvergiert fiir x — oo gegen y € R und schreiben

lim f(z) =y

falls fiir jedes € > 0 ein K > 0 existiert so, dass |f(z) — y| < € wenn z > K ist.

Bemerkung 4.14. Fiir das Rechnen mit solchen uneigentlichen Grenzwerten gelten Satz[4.§]
und Korollar sinngemafl wenn wir die Merkregeln aus Bemerkung hinzuziehen.
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Bemerkung 4.15. Analog zum Umgang mit Grenzwerten von Folgen, kénnen wir auch
komplexwertige Funktionen behandeln. Fiir f : D — C und einen Beriihrungspunkt xg
von D gilt

lim f(z)=yeC

T—T0

genau dann wenn

lim Re f(z) = Rey und

Tr—ITQ
lim Im f(z) =Imy

T—T0

genau dann wenn

lim |f(z) - y| = 0.

T—T0

Definition 4.16. Sei D C K, f : D — K (K = R oder K = C) eine Funktion und
zg € D. Die Funktion f heifit stetig im Punkt x¢ genau dann wenn fiir jedes € > 0 ein
0 > 0 existiert so, dass

|f(x) = f(zo)| < € falls |z — z0| < 0.

Die Funktion f heifit stetig, falls sie in jedem Punkt von D stetig ist.
Die Funktion f heifft Lipschitz-stetig falls ein L € (0,00) existiert so, dass fur alle
z,y € D gilt

[f(@) = fWI < Llz—yl.
Die Zahl L heifit Lipschitzkonstante.

Bemerkung 4.17. Ein Vergleich mit Definition zeigt, dass f : D — K in 29 € D
stetig ist, genau dann wenn

lim f(z) = f(zo).

Tr—T0

Beispiel 4.18. Wir wollen zeigen, dass die Funktion

fR—=R

z s 2
stetig ist. Sei dazu xp € R und € > 0. Wir m&chten erreichen, dass gilt
|f(z) = fwo)| = [2* — 2f| = |z — wo| |z + 20| < e.

Wir wahlen

o= min{l,e}
2|l’0| +1
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Dann gilt fiir jedes z € R mit |z — x| < ¢
£ (@) = f(0)| = & — wo| [ + xo| < &(Ja| + |wol) < d(|wo| + 6 + |o]) < 0(2]zo| +1) <e.

Die Funktion ist also stetig im Punkt x¢ und da zg beliebig war ist sie stetig.
Das Beispiel illustriert, dass die gewéhlte Zahl § von zy abhéngen darf (aber natiirlich
nicht von ).

Satz 4.19. Jede Lipschitz-stetige Funktion ist stetig.

Beweis. Sei f: D — K Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L > 0, das heift fiir alle
z,y € D gilt

[f (@) = fy)l < L]z —yl.
Sei g € R und € > 0 und setze § = . Dann folgt aus v — zg| < 6 auch

If(z) — f(zo)] < L|z—z0| < Lé =e. 0

Beispiel 4.20. (i) Die konstante Funktion = +— ¢ erfiillt die Lipschitzbedingung
[f(@) = Fy)l =lc—c =0 < |z —yl
und ist damit stetig.

(ii) Die lineare Funktion x +— czx ist Lipschitz-stetig denn es gilt
[f(@) = fW)| = lex — cy| = [e] |z —y].
(iii) Aus den Ungleichungen

[Re(z) — Re(y)| = [Re(z — y)| < [z -y
[Im(z) — Im(y)| < |z —y|
2| = lyll < |z =yl

folgt, dass die Funktionen = — Re(z), z — Im(x) und = — |z| stetig sind.

(iv) Die Lipschitzstetigkeit einer Funktion kann von ihrem Definitionsbereich abhan-
gen. So ist zum Beispiel

f:[0,1] - R

T 2’

Lipschitz-stetig, denn es gilt

f(@) = f)l = 2> =y’ =z —yllz+y| < 2|z —yl.
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Andererseits ist

f:R>R

T = 22

nicht Lipschitz-stetig denn es gilt

[f(n+1) = f(n)]

(n—i—l)—n =2n+1 — oo.

Fiir Lipschitz-stetige Funktionen mit Lipschitzkonstante L miisste aber fiir alle
z,y € R mit = # y gelten

|f(z) = f(y)l
Ty

< L.

Bemerkung 4.21. Da sich Stetigkeit in xg mittels des Grenzwertes von Funktionen aus-
driicken l&sst, erhalten wir unmittelbar die folgenden Aussagen: Die Funktion f : D — K
ist stetig in xp genau dann, wenn fiir jede Folge (x,) C D mit x,, — xo auch f(x,) —
f(o) gilt.

Falls f,g in zq stetige Funktionen sind, dann sind auch f 4+ g und f - g stetig. Falls
g(zp) # 0 dann ist auch 5 stetig.

Damit erhalten wir direkt, dass jedes Polynom stetig ist. Eine rationale Funktion
(Quotient zweier Polynome) ist stetig in allen Punkten, die nicht Nullstellen des Nenners
sind.

Verkettungen stetiger Funktionen sind stetig, genauer gilt der folgende Satz.

Satz 4.22. Sei D C K, f: D — K stetig in xo € D und g : f(D) — K stetig in f(zo),
dann ist die Verkettung g o f stetig in xzq.

Beweis. Sei € > 0. Da g stetig in f(z0) ist existiert §; > 0 so, dass |g(y) — g(f(x0))| < €
vorausgesetzt |y — f(zg)| < 01. Da f stetig ist, existiert d2 > 0 so, dass |f(z) — f(xo)| <
01 vorausgesetzt |z — xg| < 9.

Dann ist fiir solche x

[(go f)(@) = (g0 f)wo)l = lg(f(x)) — g(f(z0))| <€

und damit ist die Stetigkeit von g o f in xg gezeigt. O

Beispiel 4.23. Wir wollen zeigen, dass die Abbildung

h:R—R
1 — |z

€T —
1+ |z|
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stetig ist. Dazu betrachten wir die Abbildungen

FiRoR
x + |z| und
g:R\{-1} =R
l-y

> —,
LRy

Wir wissen bereits, dass f und g stetig sind und offensichtlich gilt h = g o f. Dann folgt
aus dem obigen Satz die Stetigkeit von h.

Beispiel 4.24. Die Funktionen exp, sin und cos sind stetig.
Wir haben in Beispiel [.11] bereits gezeigt, dass

lim exp(h) — 1 _

1.
h—0 h

Dann muss insbesondere gelten

lim (exp(h) — exp(0)) =0

also ist exp stetig im Punkt 0.

Sei nun xp € R, dann gilt

lim exp(x) = lim exp(zg + h) = lim exp(zo) exp(h) = exp(zp) lim exp(h) = exp(xo),
T—T0 h—0 h—0 h—0

also ist exp stetig in xg. Da das fiir jedes zy € R gilt, ist exp stetig.
Betrachten wir nun die Funktion = — exp(iz). Fir zg € R gilt

> (ih
>

k=1

k

lexp(i(zo + b)) — exp(izo)| = exp(izo)| [expih — 1] =

o~ 4l
<2
k=1

= exp(|h]) — 1.

Lassen wir h — 0 gehen, so konvergiert auch |h| — 0 (Stetigkeit des Betrages) und damit
gilt nach dem Einschliefungssatz

lim |exp(i(zo + h)) — exp(izg)| = 0.
h—0
Die Funktion z — exp(ix) ist also ebenfalls stetig.

Damit erhalten wir auch, dass sin(x) = Imexp(iz) und cos(z) = Reexp(iz) als Ver-
kettung stetiger Funktionen stetig sind.
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Bemerkung 4.25. Betrachte die folgenden Beispielfunktionen

f:(-,1)—>R
z — x und
g:[-1,1] =R

—14+2 <0
T
1—=x x> 0.

In beiden Féllen konnen wir mit Funktionswerten von f beziehungsweise g beliebig nah
an 1 herankommen, das heif3t

1 =sup f((-1,1)) = supg([-1,1])
aber es gibt kein x im Definitionsbereich fiir das dieser Wert tatséchlich erreicht wird.

Lemma 4.26. Seien a,b € R, a < b, f: [a,b] = R stetig und y € R. Falls die Menge

{z ela,b]] f(z) 2y}
nicht leer ist, dann besitzt sie ein kleinstes Element.

Beweis. Sei

M =A{z € [a,b]] f(z) 2y} # @

und setze z¢ := inf M. Dann ist zu zeigen, dass xy € M ist beziehungsweise dass f(xo) >
Y.

Es existiert eine Folge (x,) C M so, dass z, — xo. Wegen der Stetigkeit von f folgt
dann

Flao) = lim f(r) >y

n

also die gesuchte Ungleichung. O

Satz 4.27. Seia,b € R, a < b und f : [a,b] — R stetig. Dann nimmt die Funktion f ihr
Mazimum an, das heifst es existiert xo € [a,b] so, dass f(z) < f(xo) fir alle x € [a, b].

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass f beschrinkt ist. Angnommen f wére nicht be-
schrankt, das heif3t fur jedes n € N ist die Menge

{z € [a,b]] f(z) = n}

nicht leer und besitzt nach dem obigen Lemma ein kleinstes Element z,,. Die Folge (x,)
ist monoton wachsend (Warum?) und nach oben beschrankt durch b, sie konvergiert also
gegen ein xq € [a,b]. Nach der Definition der Folge gilt lim,_,~ f(z,) — o0, da f aber
stetig ist, muss gelten lim, o f(zn) = f(xo) was ein Widerspruch ist.
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Setze nun

y =sup{f(z)| z € [a,b]}.

Falls f konstant iberall den Wert y annimmt ist nichts zu zeigen. Andernfalls sind nach
der Definition des Supremums die Mengen

n

{oeion] s 2y-1}

fir n € N nicht leer und besitzen damit nach dem obigen Lemma ein kleinstes Element
Zn. Die Folge (x,) ist wiederum monoton wachsend und beschrénkt und konvergiert
damit gegen xg € R. Damit gilt wegen der Stetigkeit

Flao) = lim f(a) > lim y—~ =y

n—00 n

Auf Grund der Definition von y folgt daraus f(xg) = y also ist f(xo) insbesondere eine
obere Schranke fiir die Menge

{f(@)] = € [a, b}
was zu zeigen war. ]

Eine analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir das Minimum einer Funktion.

Satz 4.28 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R, a < b und f : [a,b] — R eine ste-
tige Funktion mit f(a) < f(b) (beziehungsweise f(b) < f(a)). Falls y € (f(a), f(D))
(beziehungsweise (f(b), f(a))), dann existiert xog € (a,b) so, dass f(xg) =y.

Beweis. Wir betrachten den Fall f(a) < f(b). Nach Lemma besitzt
M :={x € a,b]| f(z) >y}

ein kleinstes Element x¢, das xg > a erfillt (Warum?).
Fiir jedes n € N grof§ genug ist also zg — % € [a, b] und es gilt auf Grund der Definition

von I
1

f <I‘0 — > <.
n

Im Grenziibergang folgt dann aus der Stetigkeit
Flao) = Jim (20— - ) <
w0) = Jim f (20— ) <v

Andererseits ist g € M und daher gilt f(xg) > y, es ist also f(xg) = y. Schlieflich
konnen wir aus dem soeben Gezeigten schlussfolgern (Wie genau?), dass der Fall zo = b
nicht vorkommen kann. O
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Beispiel 4.29. Die Funktion cos besitzt im Intervall [0, 2] genau eine Nullstelle. Aus der
Reihendefinition der Cosinusfunktion

0 -1 kak
cos(z) = Z ((2)14:)'
k=0

erhalten wir unmittelbar cos(0) = 1.
Dariiber hinaus folgt aus Satz (Wie genau?)

2 22 24
—1:1—§§COS(2)§1—§+I<0.
Da cos stetig ist, muss es nach dem Zwischenwertsatz zwischen 0 (cos(0) > 0) und 2
(cos(2) < 0) mindestens eine Nullstelle geben.
Um zu zeigen, dass es tatséchlich nur eine einzige Nullstelle gibt, zeigen wir, dass cos
im betrachteten Intervall streng monoton fallen ist. Zunéchst folgt fir z € [0,2] aus

Satz (Wie genau?)

3

<sin(z) <z — z

£ BT

und damit ist sin(z) auf (0,2) positiv. Dann folgt aus einem der Additionstheoreme fiir
xz,y €1[0,2] und x >y

cos(z) — cos(y) = —2sin (3324—y> sin <:U2_y> < 0.

Wir haben diese Nullstelle in Bemerkung benutzt um die Zahl 7 zu definieren.

Korollar 4.30. Sei I ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Dann ist f(I)
ebenfalls ein Intervall.

Beweis. Ubung. O

Der folgende Satz erlaubt uns fiir viele wichtige Umkehrfunktionen die Stetigkeit zu
zeigen.

Satz 4.31. Seien I ein Intervall und f : I — R stetig. Falls f streng monoton wachsend
ist, dann existiert die Umkehrfunktion f=': f(I) — R und diese ist ebenfalls stetig und
streng monoton wachsend.

Beweisskizze. Nach dem obigen Korollar ist f(I) ein Intervall. Die Funktion f ist injek-
tiv, denn falls f(z) = f(Z) gilt, dann muss = = Z sein, andernfalls wire die Funktion
nicht streng monoton wachsend.

Es existiert also eine eindeutige Funktion g : I — R so, dass f(z) = y genau dann,
wenn g(y) = x.

Es sei nun yp € f(I) und € > 0 und wir setzen z¢ = ¢g(yo). Wir behandeln hier nur den
Fall, dass x¢ kein Randpunkt von I ist, die Beweise fiir die anderen Félle sind jedoch
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sehr dhnlich. Wenn xy kein Randpunkt von I ist, dann kénnen wir 0 < € < € so wahlen,
dass xg — €,x9 + € € I. Wir wihlen

6 = min {f(xo + €) — yo,y0 — f(zo — €)}

und stellen fest, dass wegen der Strengen Monotonie von f gilt § > 0. Falls nun y € 1
die Ungleichung |y — yo| < ¢ erfiillt, dann gilt insbesondere

f(l’o—g) §y0—6<y<y0+5§f(xo+€).
Aus der strengen Monotonie von g folgt dann
xo— €< g(y) <xo+E€

und damit

l9(y) — g9(yo)| = 19(y) — wo| < €< e

Damit ist die Stetigkeit von g im Punkt gy gezeigt und da g beliebig war, ist g stetig.[]

Eine analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir streng monoton fallende Funktionen.

Beispiel 4.32. (i) Sei n € N. Die Funktion

f:[0,00) = R

z— "

ist stetig und streng monoton wachsend. Man tiberzeugt sich leicht, dass f([0, 00) =
[0,00) gilt. Aus dem vorhergehenden Satz folgt dann die Existenz und Stetigkeit
der Umkehrfunktion v/~ : [0,00) — R.

(ii) Die Exponentialfunktion exp : R — R ist ebenfalls streng monoton wachsend und
stetig. Es gilt exp(z) > 0 fir alle x € R und lim,_,~ exp(x) = oo beziehungsweise
lim,_, o exp(x) = —oo woraus wir mit dem Zwischenwertsatz exp(R) = (0, c0)
erhalten. Dann garantiert uns der vorhergehende Satz die Existenz und Stetigkeit
der Umkehrfunktion In : (0,00) — R

(iii) Einige weitere Beispiele sind sin und tan im Intervall [—g, g] sowie cos im Intervall
[0, 7].
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4.2 Differenzialrechnung

Definition 4.33. Sei I ein offenes Intervall (also I = (a,b) mit a < b, wobei a = —o0
und b = oo zugelassen sind), f : I — K eine Funktion und z € I. Die Funktion f heift
differenzierbar in x wenn der Grenzwert

existiert. Der Ausdruck

heifit Differenzenquotient, der Wert f/(z) heifit Differenzialquotient oder Ableitung von
f im Punkt z.
Die Funktion heifit differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt von I differenzierbar ist.

Beispiel 4.34. (i) Fir die konstante Funktion x — ¢ (¢ € K) ergibt sich

C_C:O.

/ :1
fiz) = lim —

(ii) Fir n € N und die Funktion

fTR—>R

Tz

erhalten wir mit dem binomischen Satz

h—0 h h—0

)" — " n
f'(z) = lim ChalDllis = lim Z <n> R

(iii) Fir die Exponentialfunktion exp erhalten wir

f(z) = lim SPETN ZOP@) _ gy DR L

h—0 h h—0 h = exp(2).

(iv) Analog erhélt man fiir die Funktion

fR—=C

x — exp(iz)
die Ableitung (Ubung)

f'(z) = iexp(iz).
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Wegen der Stetigkeit von Re und Im gilt fiir jede komplexwertige Funktion f
flath) - fx) _ . Re(f(z+h)) —Re(f(z))
= lim
h h—0 h

und analog Im f’(z) = (Im f)’(z). Wenden wir das auf die obige Funktion an, so
erhalten wir

sin’(z) = (Im f)(x) = Im f'(z) = Im(iexp(iz)) = Im(icos(x) — sin(x)) = cos(x)

cos'(r) = —sin(z).

Re f'(x) = Re lim = (Re f)'(2)

(v) Fiir die Betragsfunktion = — |z| ist

h =1 h<O

i —10] _|n 1 h>o0
h h

Fir x = 0 existiert also keine Ableitung, die Funktion ist in diesem Punkt nicht
differenzierbar.

Satz 4.35. Sei f: I — K eine in x differenzierbare Funktion. Dann ist f in x stetig.

Beweis. Die Funktion f ist stetig in z, falls limy,_,o(f(x + h) — f(z)) = 0 gilt. Wenn f
also nicht stetig ist, dann existiert € > 0 so, dass fiir jedes § > 0 ein h € (=4, d) existiert
mit |f(z + h) — f(x)| > e. Insbesondere existiert fiir jedes n € N ein hy, € (—1,1) so,
dass | f(z + hy) — f(x)| > €. Die Folge (h,,) ist eine Nullfolge und es gilt

fx+hy) = f(2)
hn

€
1
n

= ne — oQ.

Die Funktion f kann also in x nicht differenzierbar sein, denn sonst miisste gelten

hy,

— ‘f/(x)‘ O

Bemerkung 4.36. Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, wie das Beispiel der Betrags-
funktion zeigt. Es gibt sogar stetige Funktionen von R — R, die in keinem Punkt diffe-
renzierbar sind.

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen ergeben sich die folgenden Re-
chenregeln fiir Ableitungen.

Satz 4.37. Sei I ein offenes Intervall und f,g : I — R in x differenzierbare Funktionen.
Dann sind auch die Funktionen f + g und f - g differenzierbar in x. Falls g(x) # 0 ist,
dann st auch é differenzierbar. Es gilt

(f +9)(x) = f'(z) + g'(x)
(f-9)(2) = f(z)g(x) + f(x)g' ()
()

(D =25
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Beweis. Da f und g differenzierbar sind, sind sie insbesondere Stetig und es gilt f(z +
h) — f(z) und g(x + h) — g(z). Dann folgen die Aussagen aus den Formeln

ot Mot + 1) = f@e) _ @) =5 ) gy

gz +h) —g()
h

beziehungsweise

glz+h) — g(x) _9(37 +h) — g(z) 1 O
h h g(x)g(z+h)

Satz 4.38 (Kettenregel). Seien I,J offene Intervalle, g : J — I differenzierbar in x
und f : I — K differenzierbar in g(x). Dann ist f o g differenzierbar in x und es gilt

(fog)'(z) = f(g(x))g(z).

Beweis. Wir betrachten zundchst die folgende Hilfsfunktion auf J

flg(@)+&)—f(g(x))
Ho@HO=f6@) ¢ 4
= § )
. {ﬂ@@» £=0

Da f in g(x) differenzierbar ist, gilt lime_,0 p(§) = f'(z) = ¢(£), also ist ¢ stetig im
Punkt 0. Durch Umstellen erhalten wir f(g(x) + &) — f(g(z)) = £p(€) und stellen fest,
dass diese Gleichung auch fiir £ = 0 erfiillt ist.

In dieser Gleichung setzen wir nun £ = g(z + h) — g(x) und schreiben damit den
Differenzenquotienten fiir f o g wie folgt

flg(z+n)) = flg(x)) _ flg(x) + (g(z + h) = g(z))) = f(g())
h h

= plgla + h) — gla)) 22D,

Im Grenzwert h — 0 konvergiert g(x + h) — g(x) — 0 wegen der Stetigkeit von g und
damit konvergiert der erste Faktor, wegen der Stetigkeit von ¢ gegen ¢(0) = f’(g(z)).
Auf Grund der Differenzierbarkeit von g konvergiert der zweite Faktor gegen ¢'(z) und
wir erhalten aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte die zu zeigende Gleichung

i 09+ h) — (fog)(z)

h—0 h

= f(g(2))g (x). O

Definition 4.39. Sei I ein Intervall und f : I — R. Der Punkt zy € I heifit globales
Maximum von f, falls fiir alle x € I gilt

f(x) < f(o).
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Er heifit lokales Maximum von f, falls es ein € > 0 gibt, so dass fiir alle x € (zg — €, 29 + €)
gilt

f(x) < f(wo).

Entsprechend definiert man ein globales beziehungsweise lokales Minimum.
Ist ein Punkt entweder ein (globales oder lokales) Maximum oder ein Minimum be-
zeichnen wir ihn als Extremum.

Beispiel 4.40. (i) Fir f : [-1,1] — R, f(x) = 22 liegt bei z = 0 ein lokales und
globales Minimum und bei £ = —1 beziehungsweise x = 1 ein lokales und globales
Maximum vor.

(ii) Die Funktion
fR—=R
x
x +— cos(x) + 5
besitzt unendlich viele lokale Maxima und Minima, jedoch kein globales Extremum.
(iii) Die Funktion
f:R—>R

1 z rational
€T —
0 z irrational

besitzt hat bei jeder rationalen Zahl ein lokales und globales Maximum und bei
jeder irrationalen Zahl ein lokales und globales Minimum.

Satz 4.41. Sei I ein offenes Intervall und f : I — R und sei xg ein lokales Extremum
von f. Falls f € xq differenzierbar ist, dann gilt f'(x¢) = 0.

Beweis. Fall f'(zg) > 0 gilt (andernfalls betrachte — f), dann existiert § > 0 so, dass

f(zo+h) = f(zo)

Y — ['(z0)| < f'(w0)

fir alle h € (—6,0) gilt, das heifit insbesondere

f(zo+h) — f(z0)
- .

Fiir jedes h € (0,9) gilt also f(xg) < f(xo+ h) und fiir jedes h € (—4,0) gilt f(xo+h) <
f(zo). Damit kann z weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum sein. [

0<
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Bemerkung 4.42. Dank des obigen Satzes kénnen wir zum Auffinden von Extrema ei-
ner Funktion f : I — R — Differenzierbarkeit vorausgesetzt — wie folgt vorgehen: Wir
bestimmen die Ableitung f’ : I — R sowie deren Nullstellen. Wir untersuchen diese
Nullstellen sowie die Randpunkte des Intervalls I darauf, ob es sich tatsdchlich um Ex-
trema handelt. Nur das Vorhandensein einer Nullstelle von f’ ist nicht ausreichend, wie
das Beispiel = — 22 zeigt.

Differenzierbare Funktionen auf einem offenen Intervall f : (a,b) — K sind stetig. Wir
vereinbaren, dass die Aussage ,,f : [a,b] — K ist differenzierbar” bedeutet f ist auf (a,b)
differenzierbar und auf [a, b] stetig.

Satz 4.43 (verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differenzialrechnung). Seien
a,be R, a<bundf,g: |a,b — R differenzierbare Funktionen. Dann existiert & € (a,b)
so, dass

(f(b) = f(a)g'(€) = f'(€)(g(b) — g(a)).
Bemerkung 4.44. Héaufig wird die obige Gleichung in der eingéngigeren Form
) = fla@) _ £1(©)
g(b) —g(a)  g'(§)

geschrieben, was jedoch nur fiir g(b) # g(a) Sinn ergibt.
Fiir g(x) = z erhalten wir den Mittelwertsatz der Differenzialrechnung:

f(b) — f(a)
b—a

= f'(&).

Geometrisch bedeutet das, im Intervall (a,b) existiert ein £ so, dass der Anstieg der
Tangente im Punkt & gerade dem Anstieg der Verbindungsgerade zwischen (a, f(a)) und
(b, f(b)) entspricht.

Beweis von Satz[{.43 Wir betrachten die Hilfsfunktion h : [a,b] — R gegeben durch

W) == (f(b) — f(a))g(x) — f(x)(9(b) — g(a))-

Sie ist offensichtlich stetig und differenzierbar und es gilt h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) =
h(b). Da

W(x) = (f(b) = f(a)g'(z) — f(2)(g(b) — g(a))

gilt, ist zu zeigen, dass A’ im Intervall (a,b) eine Nullstelle hat.

Fall 1: Die Funktion h ist konstant, dann ist h'(z) = 0 tiberall und es ist nichts zu
zeigen.

Fall 2: Es existiert ein € (a,b) mit h(z) > h(a). Nach Satz [4.27 besitzt f ein globales
Maximum auf [a, b], welches offensichtlich weder in a noch in b angenommen wird. Sei
also £ € (a,b) irgendein lokales Maximum von k. Dann gilt dort nach Satz[4.41]1/(£) = 0.

Fall 3: Es existiert ein « € (a,b) mit h(z) < h(a). Wende das obige Argument auf —h
an um —h'(§) = W' (§) = 0 zu erhalten. O
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Korollar 4.45. Seil ein offenes Intervall und f : I — R eine differenzierbare Funktion.
Dann gelten

(i) f/(I) C [0,00) <= f ist monoton wachsend,

(it) f'(I) C (0,00) = f ist streng monoton wachsend,
(iii) f'(I) C (—o0,0] <= f ist monoton fallend,

(iv) f'(I) C (—00,0) = f ist streng monoton fallend.

Insbesondere ist f'(x) = 0 fiir alle x € I genau dann, wenn f konstant ist.

Beweis. Wir zeigen lediglich die erste Aussage. Falls f nicht monoton wachsend ist, dann
existieren a,b € I, a < bso, dass f(a) > f(b) ist. Dann existiert nach dem Mittelwertsatz
¢ € (a,b) C I so, dass

1oy J(0) — f(a)
Die Umkehrung der gezeigten Aussage soll als Ubung gezeigt werden. O

Beispiel 4.46. Daraus das f streng monoton wachsend ist, folgt nicht f/'(z) > 0 wie das
Beispiel 2 — 3 zeigt.

Korollar 4.47 (Regel von de I’Hospital). Seien a,b,z9 € R, a < 29 < b und f, g :
(a,b) — R differenzierbar mit f(xo) = g(xo) = 0. Falls ¢'(x) # 0 fir x € (a,b)\ {zo}
und

f'(@)

)

existiert, dann gilt

lim M = lim f(z)
z—zo g(xr) =m0 g’(x)'

Beweis. Zwischen zwei Nullstellen von g liegt stets eine Nullstelle von ¢ (Warum?),
daher ist zo die einzige Nullstelle von g im Intervall (a,b). Fiir jedes = € (a, zo) existiert
dann nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz ein &, € (x, zg) so, dass

f@) _ fl@) = flzo) _ f'(&)

g(z)  glz) —g(xo)  ¢(&)

Fir @ — x¢ geht auch & — zp und damit konvergiert die Rechte Seite gegen den
Grenzwert

lim I'(z)

z=a0 g'(x)
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Was wir oben gezeigt haben, ist die Existenz des linksseitigen Grenzwertes

()

z—xd g(x)’

die Existenz des rechtsseitigen Grenzwertes kann jedoch analog gezeigt werden. O

Bemerkung 4.48. (i) Da fir die Bestimmung des Grenzwertes lediglich das Verhalten

(vi)

(vii)

der Funktionen in einer Umgebung (z¢ — 6§, xg + ) notig ist, reicht es aus, wenn ¢’
in so einer Umgebung keine Nullstellen hat.

Aus dem Beweis ist unmittelbar offensichtlich, dass die Aussage auch fiir einseitige

Grenzwerte gilt und auch fiir den Fall, dass g ,léz)) bestimmt divergiert.

Die schwéchere Voraussetzung f, g : (a,b) \ {zo} — R differenzierbar und

lim f(z)= wlgrxl gx) =0

T—T0
ist auch ausreichend (Warum?).

Die Aussage gilt nicht ohne weiteres fiir komplexwertige Funktionen, es gibt jedoch
komplexwertige Entsprechungen mit zusétzlichen Voraussetzungen.

Durch die Substitutionen f(z) = f (l) und g(z) =g (%), erhélt man auch, dass

xT

@) )
M g(a) T 3 ¢(a)

falls der rechte Grenzwert existiert und falls g keine beliebig groflen Nullstellen
besitzt.

Mit dhnlichen Argumenten und etwas groflerem Aufwand, kann man auch zeigen,
dass die Aussage auch unter der alternativen Voraussetzung

lim f(z) = lim g(x) = oo (oder —o0)

T—rT0 Tr—xTQ
gilt.

Die Regel kann nicht ,in die andere Richtung®“ angewandt werden, es gibt also
differenzierbare Funktionen f, g so, dass

im @
A3 9(a)

existiert, aber

divergiert.
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Beispiel 4.49. Zu bestimmen ist

72

lim ——.

2501 — cos(x)
Wir haben also f(z) = 22 und g(x) = 1 —cos(z) und erhalten f'(x) = 2z, ¢’(x) = sin(z).
Der resultierende Ausdruck ist bei z = 0 immernoch unbestimmt, wir berechnen also die
hoheren Ableitungen f”(x) =2 und ¢”(z) = cos(x). Dann gilt

. 2 . 2z _ z?
2 = lim =lim —— =lim ——.
z—0 cos(z) 2—0sin(x) «—01 — cos(x)

Satz 4.50 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei I ein offenes Intervall und f :
I — R eine differenzierbare Funktion mit f'(I) € (0,00) (beziehungsweise f'(I) €
(—00,0)), dann besitzt f eine differenzierbare Umkehrfunktion f=' : f(I) — R und

es gilt firy e f(I)
_
fU )

Beweis. Nach Korollar wissen wir, dass f streng monoton wachsend ist und damit
folgt die Existenz und Stetigkeit der Umkehrfunktion f~! aus Satz Seinuny € f(I).
Wir setzen z = f~1(y) und

(') =

&) =fy+h) -y

und losen nach h auf

h=fa+Eh) - f(@).

Fiir h — 0 konvergiert — wegen der Stetigkeit von f~! — auch £(h) — 0 und damit
erhalten wir

My +h) ) <f(w +&(h) — f(fﬂ))‘l
h &(h)

Damit folgt die Differenzierbarkeit von f~! in y sowie die geforderte Formel fiir die
Ableitung. O

= (f'(2)" £ 0.

Die obige Formel fiir die Ableitung ldsst sich auch durch Anwendung der Kettenregel
auf

fU W) =y

herleiten, fiir dieses Argument miissen wir aber bereits wissen, dass f~! differenzierbar
ist.
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Beispiel 4.51. (i) Wenden wir den Satz auf die Potenzfunktion (n € N)

f:(0,00) =R

Tz z"

mit Ableitung f’(x) = nz" ! an, so erhalten wir die Differenzierbarkeit und Ab-
leitung der Wurzelfunktion g(y) = /y

1 1 1 1 4

IO = 7wy ~ gyt al

(ii) Fiir den naturlichen Logarithmus erhalten wir mit f(x) = exp(z) fir y > 0

1 1
In'(y) = = = .
YO ) "y
(iii) Die Funktion
fTR—>R

x

ist differenzierbar und streng monoton wachsend und sie besitzt die stetige Um-
kehrfunktion

RN 4] y=0
f (y)—{_\?/jy ) <0,

Die Umkehrfunktion ist jedoch im Punkt 0 nicht differenzierbar.

Definition 4.52. Sei I ein offenes Intervall und f : I — R eine Funktion. Die Funktion
heifit n+1 mal differenzierbar wenn die n-te Ableitung (™ differenzierbar ist und ihre n+
1-te Ableitung f*1) ist die Funktion f (W', Die Funktion heift beliebig differenzierbar
oder glatt falls sie n mal differenzierbar ist fiir jedes n € N.

Die Funktion heift n mal stetig differenzierbar, falls f(") stetig ist.

Definition 4.53. Sei [ ein offenes Intervall und f : I — R eine in x differenzierbare
Funktion. Dann heifit

n ) (g
Tnf(y)zzf @) () _ gyt

k!
k=0
das n-te Taylor-Polynom um den Entwicklungspunkt x.

Der folgende Satz beschreibt die Approximation einer n + 1 mal differenzierbaren
Funktion durch ihr Taylorpolynom n-ten Grades.
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Theorem 4.54 (Satz von Taylor). Sei I ein offenes Intervall und f : I — R eine
n + 1 mal differenzierbare Funktion. Sei x € I und h : I — R eine differenzierbare
Funktion. Fur jedes y € I existiert ein & zwischen © und y so, dass

/ Fr(e)
(f(y) = Tuf(y)) W (&) = (y = &)"(h(y) — h(x)). (4.1)

- n!

Beweis. Wir wenden den verallgemeinerten Mittelwertsatz auf

g: I —R

n k)
P Z f k'(t) (y _ t)k
k=0

und h an, es existiert also £, so dass

Wir miissen nun noch ¢’ ausrechnen:

n (k+1) (k)
g'<t>=Z(f O g S “)uyt)’“—l)

k!
k=0

f(n+1)(t)

= T(?J —t)"

wobei die letzte Umformung aus der Tatsache folgt, dass es sich um eine Teleskopsumme
handelt. Einsetzen von ¢ liefert dann die gesuchte Gleichung. O

Bemerkung 4.55. (i) Niitzlich ist der Satz nur dann, wenn h’ in einer Umgebung von
x keine Nullstellen hat. In diesem Fall liefert er uns eine Aussage dariiber, wie gut
oder Schlecht die Approximation von f durch das Taylor-Polynom T, f ist.

(ii) Je nach Wahl der Funktion A erhélt man nun verschiedene Formen des Restterms

Rn+1(y,33) = f(y) - Tnf(y)

n+1

(iii) Wir betrachten hier nur die Lagrange-Form die sich fiir h(t) = (y — t) also

W(t)=—(n+1)(y —t)" ergibt:

FE)

— )l (n+1)
Rui(y,a) = 2 (y )" (y — )™ Fm )

(n+Dy-om  (n+1)
Geben wir uns eine gewiinschte Genauigkeit vor und kennen die Ableitung f(+1)

dann erlaubt uns die Formel festzustellen, fiir welche Werte von y das Polynom
T, f eine hinreichend genaue Approximation von f ist.

(y _ x)n—i—l'

(iv) Selbst fiir den Fall einer glatten Funktion erhalten wir im Allgemeinen keine Aus-
sage liber das Verhalten der Taylorreihe.
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Korollar 4.56. Sei (a,b) C R ein intervall und f : (a,b) — R mindestens n mal stetig
differenzierbar. Sei x € (a,b) und es gelte 0 = f'(z) = f"(z) = - = fOD(z) und
) () # 0. Ist n ungerade so liegt bei x kein lokales Extremum vor, ist n gerade, so hat
f bei x ein lokales Minimum falls f (x) > 0 und ein lokales Mazimum falls ™ (z) < 0.

Beweis. Wir setzten oBdA. voraus, dass f(™(z) > 0 ist (sonst betrachte —f). Wir
verwenden die Taylor-Formel mit Lagrange-Restglied. Nach Voraussetzung verschwinden
in der Entwicklung die Terme 1 bis n — 1. Da nach Voraussetzung f(™ stetig ist,
existiert € > 0, so dass f™ > 0 auf ganz (z — €,z + ¢) (Warum?). Dann existiert nach
der Taylor-Formel fiir jedes y € (x — €, +¢€) ein &, € (z — €, + ¢€), so dass

F™ (&)

oy —a)t

f) =Taf(y) = fly) — flz) = -

Falls n ungerade ist, nimmt der letzte Ausdruck in jeder noch so kleinen Umgebung von
x sowohl positive als auch negative Werte an, es liegt also kein Extremum vor. Ist n
gerade, dann ist die rechte Seite nie negativ, es liegt also ein lokales Minimum vor. [J
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5 Topologie in Metrischen Raumen
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5.1 Metrische und normierte Raume

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die Erkenntnisse tiber Folgen (und Reihen) reeller Zah-
len aus dem vergangenen Semester zu verallgemeinern. Insbesondere wollen wir Aussagen
iiber die Konvergenz von Folgen im R" formulieren und beweisen kénnen. Wir wéhlen
jedoch den allgemeineren Ansatz des metrischen Raumes, einer abstrakten mathemati-
schen Struktur auf der ein Abstandsbegriff definiert ist. Die Theorie wird dadurch nicht
komplizierter (nur abstrakter) aber wir kénnen spéter mit den Werkzeugen die wir uns
erarbeiten werden auch zum Beispiel die Konvergenz von Funktionenfolgen untersuchen.

Definition 5.1 (Metrischer Raum). Ein metrischer Raum (X, d) ist ein Paar beste-
hend aus einer Menge X zusammen mit einer Abbildung d : X x X — [0,00), die als
Metrik bezeichnet wird und die folgenden Bedingungen fiir alle x,y, z € X erfiillt:

(x,y) > 0 (Positivitét)
d(z,y) = 0 <= z = y (Definitheit)
d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie)

d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).

Die Elemente eines metrischen Raumes werden oft als Punkte bezeichnet. Die Bezeich-
nungen ,Raum* und ,,Punkt® rithren daher, dass es sich hier um Objekte der Geome-
trie (in einem sehr weit gefassten Sinn des Wortes) handelt. IThnen kommt keine tiefere
Bedeutung zu. Ein einzelner Punkt eines abstrakten metrischen Raumes besitzt keine
besonderen Eigenschaften aufler der Element eben dieses Raumes zu sein. Interessante
Eigenschaften treten erst durch die Struktur (die Metrik mit ihren Eigenschaften) auf,
die verschiedene Punkte des Raumes zueinander in Beziehung setzt.

Beispiel 5.2. (i) Sei M eine beliebige Menge. Dann wird durch

0 fallsz=y
d(z,y) =
(@) {1 sonst

eine Metrik definiert, die als diskrete Metrik bezeichnet wird.

(ii) Seien X Menge der Knoten eines zusammenhéngenden Graphen und d(z,y) die
minimale Anzahl an Kanten die durchlaufen werden miissen um von x nach y zu
kommen. Dann ist d eine Metrik auf X.

(iii) Sei X die Oberflache einer Kugel (Erdoberfliche) und d(z,y) der Abstand ,Luft-
linie“ (minimale Distanz entlang eines Grofkreises). Dann ist d eine Metrik.

(iv) Sei X die Menge der Punkte des européischen Strafiennetzes und d(zx,y) die mini-
male Strecke die zuriickzulegen ist um entlang irgendwelcher Straflen von x nach
y zu fahren. Dann ist d eine Metrik.
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(v) Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume, dann wird durch

dxxy ((x1,y1), (22, 12)) == dx (x1,22) + dy (y1, y2)

eine Metrix auf dem direkten Produkt X x Y definiert.

In vielen fiir uns wichtigen Beispielen besitzt die Menge X aufler der metrischen noch
eine damit kompatible Vektorraumstruktur:

Definition 5.3 (Normierter Raum). Ein normierter Raum (V|| - ||) ist ein Paar be-
stehend aus einem Vektorraum V iiber dem Korper K der reellen oder komplexen Zahlen
und einer Abbildung ||- || : V' — R, die als Norm bezeichnet wird und die folgenden Be-
dingungen fiir alle x,y € V erfiillt:

|z|| > 0 (Positivitat)
|z|| = 0 <= = = 0 (Definitheit)
| Az|| = |A| |||l (absolute Homogenitét)
|z + y|| < |l=|| + ||yl (Dreiecksungleichung).

Jeder normierte Raum erhélt die Struktur eines metrischen Raumes indem wir definieren
d(z,y) := ||z — y||. Man tuberpriift leicht, dass die so definierte Abbildung eine Metrik
ist, sie wird als die von der Norm induzierte Metrik bezeichnet. Das fiir uns bei Weitem
wichtigste Beispiel:

Beispiel 5.4 (R™ mit euklidischer Norm). Definiere die euklidische Norm
|-l :R*" =R

(@1, ..., 20)| == \/m

Dann ist (R”, || - ||) ein normierter Raum. Die Dreiecksungleichung haben wir in Satz[3.60]
bewiesen.

Insbesondere im R? und R? interpretieren wir diese Norm und die zugehorige Me-
trik gern als den ,richtigen“ Abstand. Das ist jedoch triigerisch. Zunéchst kénnen die
Koordinaten z1, ..., z, beliebig skaliert sein. Dariiber hinaus sind jedoch fiir praktische

Belange haufig die Metriken aus Beispiel und wichtiger.

Im Fall des komplexen Vektorraums C™ miissen wir die Definition der Norm leicht ver-
adndern:

121, z)| = VT2 + - 4 T,
Beispiel 5.5. (i) Die Abbildung
(T1,...,xn) — max{|z1|,..., |zs|}

definiert ebenfalls eine Norm auf dem R”. Bereits auf dem R" sind also verschiedene
Normen moglich. Tatséchlich ist die Wahl der Norm hier aber fiir viele Belange
nicht entscheidend.
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(i)

(iii)

Betrachte die Menge der stetigen Funktionen
V=A{f:]0,1] = R| f stetig}.
Dann ist durch

[flloe = sup {[f(2)[| = € [0, 1]}

eine Norm auf V' definiert.
Wir zeigen die Dreiecksungleichung: Fiur beliebige stetige f,g : [0,1] — R und fur
jedes x € [0,1] gilt
|f(z) + g9(@)] < |f()] + |g(@)] < [[fll + ll9ll
und damit auch [|f 4+ g/l < [[flle + [|9]lco-

Im Gegensatz zum vorhergehenden Beispiel gibt es auf diesem Funktionenraum
viele weitere Normen mit unterschiedlichen Eigenschaften und praktischer Rele-
vanz.

Analog zu Beispiel ist ||(v,w)|lyww = llvlly + ||lw|ly eine Norm auf dem
direkten Produkt V x W.

Bemerkung 5.6. (i) Sei (X,d) ein metrischer Raum und Y C X dann ist (Y, d|y.y)

(i)

(iii)

(iv)

ebenfalls ein metrischer Raum.

Analog sind Untervektorrdume (nicht beliebige Teilmengen) normierter Vektorrau-
me ebenfalls normierte Vektorrdume.

Zu einer vorgegebenen Menge gibt es keine ,natiirliche Metrik. Man kann viel-
mehr auf ein und der selben Menge unterschiedliche Metriken (im Fall von Vektor-
raumen auch unterschiedliche Normen) mit ganz unterschiedlichen Eigenschaften
betrachten. Im konkreten Fall wahlt man sich dann die Metrik, die dem Problem
am besten angemessen ist.

Die ,Minkowski-Metrik“ die in der Relativitatstheorie eine zentrale Rolle spielt ist
keine Metrik im hier eingefithrten Sinne.

Definition 5.7 (Kugeln und Beschranktheit). Sei (X, d) ein metrischer Raum, = €
X und r > 0. Die Menge

B(r) :={y € X| d(y,x) <r}

heifit offene Kugel mit Radius 7 um = (manchmal auch r-Kugel um z) und die Menge

Kr(x) = {Z/ € X’ d(y,:r) < T‘}

heifit abgeschlossene Kugel mit Radius » um z.
Eine Teilmenge M von X heiflit beschriankt, wenn sie in irgendeiner Kugel enthalten

ist.

Die Bezeichnungen ,offen“ und ,abgeschlossen werden sich spéter erschlieflen.
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5.2 Folgen, Reihen und Grenzwerte

Mittels der soeben eingefiihrten Begriffe konnen wir nun Konvergenz von Folgen definie-
ren.

Definition 5.8 (Folgen und Konvergenz). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Fol-
ge in X ist eine Abbildung von N nach X. Wir schreiben dafiir (z,),en oder noch kiirzer
Die Folge (x,,) heifit konvergent gegen x € X, wenn fiir jedes € > 0 ein N € N existiert,
so dass
d(xn,z) < € fir alle n > N.

Der Punkt x heifit in diesem Fall der Grenzwert der Folge (zy,).
Eine Folge die nicht konvergent ist heifit divergent.

Bemerkung 5.9. Auf den reellen Zahlen stimmt die euklidische Norm mit der Betrags-
funktion iiberein. Man tberzeuge sich davon, dass in diesem Fall die neue Definition
(Konvergenz von Folgen im metrischen Raum) mit der alten Definition Definition
iibereinstimmt. Die obige Definition ist also eine echte Verallgemeinerung der Konver-
genz von reellen Zahlenfolgen.

Satz 5.10. Sei (z,) eine Folge in einem metrischen Raum (X,d) und x € X. Dann
sind dquivalent:

(i) Die Folge (x,,) konvergiert gegen x.
(ii) Fir jedes € > 0 enthdlt Be(x) alle bis auf endlich viele Folgenglieder.
(iii) Die Folge (reeller Zahlen) (d(xy,x)) ist eine Nullfolge.

Beweis. Die Aussage ist lediglich eine Umformulierung der Definition der Konver-
genz. Wir zeigen [(i)| Es gilt d(zy,z) = |d(xp, x) — 0]. Damit ist d(x,,x) < €,
genau dann wenn |d(z,,z) — 0| < e. Die Folge (x,) konvergiert gegen x, genau dann
wenn d(x,,x) gegen 0 konvergiert. O

Satz 5.11. Sei () = (mgn),...,mfin)) eine Folge in R und z = (x1,...,24) € RZ
Dann konvergiert (™) gegen x, genaw dann wenn fiir jedes i € {1,...,d} die Folge
(2"
(2

Beweis. Man tiiberzeugt sich leicht, dass |y;| < ||y|| fiir alley € R™ und alle i € {1,--- ,d}
gilt. Wenn also (x(”)) gegen x konvergiert, dann konvergiert nach Satz H:L‘(”) — .Z‘H
gegen 0 und damit auch ‘xin) — x,‘ < Hx(") — a:“

(n)

) gegen x; konvergiert.

Es gelte andererseits «; © — x; fiir alle ¢ € {1,...,d} und es sei e > 0. Dann existiert
N € N, so dass ‘mfn) —x| < ﬁ fiir alle n > N und alle i € {1,...d}. Es gilt folglich fur

n>N

Hx(")—xH:\/<x§n)—$1)2+-'-—|—(:L'Eln)—xd>2§\/i—i--'-—l-j:e. O
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Satz 5.12. (i) Jede Folge besitzt hichstens einen Grenzwert.

(7i) Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis. Angenommen x und y seien zwei verschiedene Grenzwerte der Folge (x,). Aus
der Definitheit der Norm folgt dann d(z,y) > 0. Da (x,) sowohl gegen x als auch gegen
y konvergiert, existiert N so, dass d(zp,x) < d(x,y)/2 und d(zp,y) < d(z,y)/2 fir alle
n > N. Damit gilt fir jedes n > N, dass d(xy,z) + d(z,,y) < d(z,y) was jedoch im
Widerspruch zur Dreiecksungleichung steht.

Zur Beschranktheit: Wenn (x,,) eine Folge ist, die gegen = konvergiert, so existiert
per definitionem ein N € N so, dass d(x,,x) < 1 fir alle n > N. Dann gilt d(x,,z) <
max {d(z1,z),...,d(zN,z),1} fir jedes n € N. O

Satz 5.13. Sei (V.|| -||) ein normierter Raum tber dem Vektorraum K (K = R oder
K =C), (zn), (yn) Folgen in V mit Grenzwerten x und y und (\,) eine Folge in K mit
Grenzwert A. Dann konvergiert die Folge (z,+yp) gegen x+y und die Folge Az, gegen
Az.

Beweis. Ubung O

Definition 5.14 (Cauchy-Folge und Vollstandigkeit). Eine Folge (x,) im metri-
schen Raum (X, d) heiit Cauchy-Folge (alternativ besitzt die Cauchy-Eigenschaft oder
erfiillt die Cauchy-Bedingung), wenn fiir jedes € > 0 ein N € N existiert, so dass

d(xy, Tm) < € fur alle n,m > N.

Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge konvergent ist.
Ein vollstdndiger normierter Raum heifit Banachraum.

Satz 5.15. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
Beweis. Sei (x,,) eine konvergente Folge im metrischen Raum (X, d). Sei € > 0. Da (zy,)

konvergent ist, existiert ein Grenzpunkt z € X und ein N € N, so dass d(zy,z) < €/2
fir alle n > N. Dann gilt fiir alle n,m > N, dass

(X, ) < d(Tp, x) + d(x, 2m) < % + g =e.
Die Folge (zy,) ist eine Cauchy-Folge. O

Beispiel 5.16. (i) Wir wissen bereits, dass der normierte Raum (R, | - |) vollstédndig ist

(Satz 235).

(ii) Der Raum (Q, |- ) ist nicht vollstandig, denn es gibt Folgen rationaler Zahlen, die
gegen einen Grenzwert in R\Q konvergieren. Sie sind also insbesondere Cauchy-
Folgen aber in (Q, | - |) nicht konvergent.
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Bemerkung 5.17. Um an Hand der Definition der Konvergenz zu iiberpriifen ob eine
Folge konvergent ist, muss man ihren Grenzpunkt bereits kennen. Um zu iiberpriifen
ob eine Folge eine Cauchy-Folge ist muss kein Grenzpunkt bekannt sein. Darin liegt die
Bedeutung der Vollstandigkeit, denn sie erlaubt es auf die Existenz eines Grenzpunktes
zu schlieffen ohne diesen zu kennen.

Satz 5.18. Der RY versehen mit der euklidischen Norm ist vollstindig (also ein Ba-
nachraum,).

Beweis. Sei (™) c R? eine Cauchy-Folge. Es gilt fiir jedes i € {1,...,d} auch die Folge
(m(n))neN C R eine Cauchy-Folge (Warum?) und damit, da R vollstandig ist, konvergent.

)

Dann ist aber nach auch die urspriingliche Folge konvergent. O

Definition 5.19 (Reihen und (absolute) Konvergenz). Sei (V.| -||) ein normier-
ter Vektorraum und (z,) eine Folge in V. Die Reihe

00
Do
k=1

ist die Folge der Partialsummen

Falls die Reihe konvergent ist bezeichnen wir den Grenzwert ebenfalls mit

0
E T
k=1

Die Reihe heifit absolut konvergent falls

o0
D llzxll < oo
k=1

Satz 5.20. In Banachrdumen sind absolut konvergente Reihen konvergent.

Beweis. Sei (V.| -||) ein Banachraum und die Reihe Y 2 | x5, in V absolut konvergent.
Es reicht zu zeigen, dass die Partialsummenfolge (s,) eine Cauchy-Folge ist. Sei dazu
€ > 0. Bezeichne mit
n
tn =y ]
k=1

die Partialsummenfolge der Reihe >~ 7 | ||, ||. Diese ist monoton wachsend und konver-
giert nach Voraussetzung. Insbesondere ist sie also Cauchy-Folge, das heifit es existiert
N € N, so dass |t, — t,,| < € fiir alle n,m > N.

125



Dann gilt fir n > m > N

n n

Isn = smll = || D @l < D Nkl =t —tm = ltn — tm| <.
k=m+1 k=m+1
Die Partialsummenfolge (s,) ist also eine Cauchy-Folge und damit konvergent. O

Theorem 5.21 (Umordnungssatz). Sei (V,|-||) ein Banachraum. Sei > " | xy ei-

ne absolut konvergente Reihe und o : N — N eine bijektive Abbildung. Dann ist die
umgeordnete Reihe > 7 To(n) ebenfalls konvergent mit Grenzwert ol T

Beweis. Analog zum Umordnungssatz fiir Zahlenfolgen Satz [2.59] O

Bemerkung 5.22. Da wir obigen Satz insbesondere auf die Reihe > H$J(n) H anwenden
koénnen, ist die umgeordnete Reihe auch absolut konvergent.
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5.3 Offene und abgeschlossene Mengen

Definition 5.23 (Innere Punkte und Randpunkte). Sei (X, d) ein metrischer Raum,
AC X und z € X.

(i) Der Punkt 2 heifit innerer Punkt von A, wenn es ein € > 0 gibt, so dass B.(z) C A,

(ii) Der Punkt = heifit Randpunkt von A, wenn fir jedes ¢ > 0 die Kugel B.(z)
mindestens je einen Punkt aus A sowie aus X'\ A enthélt.

(iii) Die Menge aller inneren Punkte von A heifit das Innere von A und wird mit A
bezeichnet.

(iv) Die Menge aller Randpunkte von A heifit Rand von A und wird mit A bezeichnet.
(v) Die Menge AU A heiBt Abschluss von A und wird mit A bezeichnet
Beispiel 5.24. (i) Betrachte die Menge
A={(z,y) eR*|0<y<1} CR%
Dann sind (Warum?)

A:{(m,y)ER2]O<y<1}
0A = {(z,y) eR*| y € {0,1}}

A={(z,y) eR*|0<y <1}.

(ii) Betrachte A = Q C R. Dann gelten (Warum?)

A=
0A=R
A=TR.

Bemerkung 5.25. (i) Aus der Definition ist ersichtlich, dass ein innerer Punkt von A
stets selbst in A liegt es gilt also A C A.

(ii) Randpunkte von A konnen in A liegen, miissen es jedoch nicht.

(iii) Jeder Punkt in A ist entweder ein innerer Punkt oder ein Randpunkt von A (nie-
mals beides). Es gilt also A C AUOA und ANOJA=0.

(iv) Man tberzeugt sich leicht, dass der Rand von A und der Rand von X\ A tiberein-
stimmen.

Satz 5.26. Seit (X,d) ein metrischer Raum, A C X und x € X innerer Punkt oder
Randpunkt von A. Dann gibt es eine Folge (x,) in A die gegen x konvergiert.
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Beweis. Falls © € A (also insbesondere falls = innerer Punkt von A ist), so liegt die
konstante Folge (z)nen in A (und ist natiirlich konvergent gegen ). Sei also x ¢ A (und
damit Randpunkt von A). Fiir jedes n € N wihle einen Punkt z,, € Bi(z) N A. Diese
Menge ist nicht leer, da x Randpunkt von A ist. Wir zeigen nun z,, — 2."Sei dazu € > 0.
Dann existiert NV € N, so dass % < €. Sei n > N dann gilt nach der Definition der Folge
(), dass z, € B%(:c) C B% (x) also

1
d(xn, ) < N <€

Damit konvergiert die Folge gegen . O

Definition 5.27 (Offene und abgeschlossene Mengen). Sei (X, d) ein metrischer
Raum. Eine Teilmenge A C X heifit

(i) offen wenn jeder ihrer Punkte innerer Punkt von A ist,
(ii) abgeschlossen wenn die Menge A jeden ihrer Randpunkte enthélt.

(iii) Umgebung von z falls z € A, falls es also € > 0 gibt, so dass Bc(z) C A.

Bemerkung 5.28. Aus der Definition ist ersichtlich, dass U genau dann Umgebung von x
ist, wenn z innerer Punkt von U ist. Insbesondere sind offene Teilmengen Umgebungen
fiir jedes ihrer Elemente.

Satz 5.29. FEine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X,d) ist offen genau dann,
wenn thr Komplement X\ A abgeschlossen ist.

Beweis. Per definitionem ist die Menge A offen, genau dann wenn sie nur aus inneren
Punkten von A besteht. Da jeder Punkt in A entweder innerer Punkt oder Randpunkt
von A ist, ist das der Fall genau dann wenn A keinen Randpunkt von A enthélt. Da
der Rand von A und der Rand von X\ A tibereinstimmen, gilt das genau dann wenn A
keinen Randpunkt von X\ A enthilt also genau dann wenn X\ A alle Randpunkte von
X\A enthélt. Das ist per definitionem der Fall genau dann wenn X\ A abgeschlossen
ist. O

Bemerkung 5.30. Der vorhergenende Satz bedeutet nicht, dass jede Teilmenge entweder
offen oder abgeschlossen ist. Siehe dazu die Beispiele Beispiel [5.24]

Beispiel 5.81. Sei (X,d) ein metrischer Raum, z € X und r > 0. Die offene Kugel
B, (z) = {y € X| d(z,y) < r} ist eine offene, die abgeschlossene Kugel {y € X| d(z,y) < r}
eine abgeschlossene Menge.

Beweis. Ubung O

Bemerkung 5.32. Ein Spezialfall des vorhergehenden Beispiels sind Intervalle der Form
(a,b) — offene Intervalle — und [a, b] — abgeschlossene Intervalle — fiir a < b Elemente der
reellen Zahlen.
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Satz 5.33. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Die Menge A ist abgeschlossen
genau dann, wenn fir jede konvergente Folge (x,) in A auch ihr Grenzwert in A liegt.

Beweis. Sei zunachst A abgeschlossen, (x,) C A eine Folge und z ihr Grenzwert. Fiir
beliebiges € > 0 existiert n € N, so dass z,, € Be(x). Das heifit, in jeder e-Kugel liegt
mindestens ein Punkt von A, z ist also innerer Punkt von A oder Randpunkt von A.
Innere Punkte von A liegen stets in A, Randpunkte von A liegen ebenfalls in A da A
abgeschlossen ist.

Erfillle nun A die Eigenschaft, dass der Grenzwert jeder konvergenten Folge in A
wieder in A liegt. Sei © € OA. Dann existiert nach Satz eine Folge (z,,) in A die
gegen = konvergiert. Nach Voraussetzung ist dann = € A. Damit haben wir 04 C A
gezeigt, A ist also abgeschlossen. O

Satz 5.34. Sei (X,d) ein metrischer Raum und T die Menge aller offenen Teilmengen
von X. Es gelten:

(i) die leere Menge @ und der ganze Raum X sind in T,
(ii) die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus T ist wiederum in T,

(iii) der Schnitt endlich vieler Mengen aus T ist wiederum in T.
Beweis. Ubung O

Bemerkung 5.35. e Das System von Teilmengen 7 in obigem Satz bezeichnet man
als die von der Metrik d induzierte Topologie. (Topologieen sind Strukturen — noch
allgemeiner als metrische Rdume — die es erlauben iiber Begriffe wie Konvergenz
und Stetigkeit zu reden)

e Der obige Satz impliziert fiir abgeschlossene Mengen mittels Satz und der De
Morganschen Regeln:
(i) die leere Menge @ und der ganze Raum X sind abgeschlossen,
(ii) der Schnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen,
(iii) die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
e Unendliche Schnitte offener Mengen miissen nicht mehr offen, unendliche Vereini-

gungen abgeschlossener Mengen nicht mehr abgeschlossen sein wie die folgenden
Beispiele zeigen

Satz 5.36. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Die Menge A ist offen, die
Mengen 0A und A sind abgeschlossen.
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Beweis. Sei zunichst z € A. Wir wissen, dass x innerer Punkt von A ist und wir wollen
zeigen, dass es innerer Punkt von A ist. Nach Voraussetzung existiert ¢ > 0, so dass
Be(z) C A. Sei nun y € Bc(z). Nach Beispiel ist Be(z) offen, das heifit es existiert
d > 0, so dass Bs(y) C Be(z) C A ist. Damit ist y innerer Punkt von A und da y € B¢(x)
beliebig war haben wir B, (x) C A gezeigt. Dann ist aber x innerer Punkt von A und da
zeA beliebig war ist A offen.

Setze nun B := X\ A. Dann gilt (Bemerkung 0A = 0B. Damit erhélt man

X=AUB=AUDAUBUOIB=AUDAUB (5.1)

Da A und B disjunkt sind, gilt das auch fiir A C Aund B C B. AuBerdem ist A = 9B
d1s3unkt zu A und B (nochmals Bemerkung@ Wir haben also die disjunkte Zerlegung

— AU HA U B. Damit sind die Mengen AU dA = X\B und 94 = X\(4A U B)
abgeschlossen. O

Satz 5.37. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Es gelten

U O=A und
O offen, OCA

N C=4

C abgeschlossen, ACC

das heifit A ist die grofite offene Teilmenge von A, A ist die kleinste abgeschlossene
Teilmenge von X die A enthdlt.

Beweis. Da A offen und in A enthalten ist gilt in jedem Fall
J o054
OCA offen

Sei nun O C A offen und x € O. Dann existiert € > 0, so dass Be(x) C O C A also ist
innerer Punkt von A. Da das fiir jedes x € O gilt haben wir gezeigt, dass O C A ist. Da
das fiir jedes offene O C A gilt ist auch

U O C A.

OCA offen

Die zweite Aussage erhilt man nun durch Komplementbildung. O

Satz 5.38. Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum und A C X abgeschlossen.
Dann ist (A, d) ebenfalls vollstindig.

Beweis. Ubung O

Bemerkung 5.39. Es ist wichtig sich bewusst zu machen, dass topologische Figenschaf-
ten — Konvergenz einer Folge (z,,), Offenheit/Abgeschlossenheit einer Menge A (spéter
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Stetigkeit von Funktionen, Kompaktheit von Mengen ...) — nicht nur von der Folge (zy,)
oder Menge A abhéngen, sondern auch vom umgebenden metrischen Raum (X, d).

So ist die Folge (1) im Raum (R,|-|) konvergent, in ((0,1),|-|) jedoch nicht (der
Grenzwert liegt nicht im Raum).

In dhnlicher Weise ist (0,1) im Raum ((0,1),]-|) abgeschlossen (der ganze Raum ist
stets abgeschlossen), nicht jedoch im Raum (R, |-|).

131



5.4 Grenzwerte von Abbildungen

Bisher haben wir uns mit Funktionen von R — R beschéftigt. Wichtig sind jedoch auch
Abbildungen mit komplizierteren Definitions und Wertebereichen. Der Definitionsbe-
reich kann beispielsweise von mehr als nur einer Raumkoordinaten und gegebenenfalls
noch von der Zeit abhdngen. Dariiber hinaus kann die Abbildung auch Vektorwertig,
Tensorwertig etc. sein. Mathematisch kénnen wir alle diese Situationen — und noch viele
Weitere — gemeinsam behandeln.

Definition 5.40 (Haufungspunkt, isolierter Punkt). Sei (X, d) ein metrischer Raum
und x € X. Der Punkt x heifit

(i) isolierter Punkt, wenn es ein € > 0 gibt, so dass B¢(z) = {z},

(ii) Héufungspunkt, wenn er kein isolierter Punkt ist.

Definition 5.41 (Punktierte Umgebung, punktierte Kugel). Sei (X, dy) ein me-
trischer Raum und z € X ein Haufungspunkt. Eine Menge U heifit punktierte Umgebung
von z, wenn U U {z} eine Umgebung von z ist. Sei 7 > 0 dann ist die punktierte Kugel
definiert als B, (z) = B,.(x)\ {x}.

Bemerkung 5.42. Durch die Voraussetzung, dass = ein Haufungspunkt von X ist, enhélt
jede e-Kugel um x noch mindestens einen weiteren Punkt. Die punktierten Kugeln um
xz, und damit die punktierten Umgebungen um z, die jeweils eine punktierte Kugel
enthalten miissen, sind also nicht leer.

Definition 5.43 (Grenzwert von Abbildungen). Seien (X,dx), (Y,dy) metrische
Réiume, z € X ein Haufungspunkt und U eine punktierte Umgebung von z. Sei f : U —
Y eine Abbildung. Dann konvergiert f in = gegen y € Y (und y heifit Grenzwert von
f im Punkt z), wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass f(z') € B(y) fiir alle
2’ € Bs(z). Wir schreiben y = limy/_,, f(z).

Beispiel 5.44. Definiere f,g: R?\ {0} = R

fa) = |||
1
g(z) == m

Dann ist f in 0 konvergent gegen 0, denn fiir jedes € > 0 und § = /e gilt
|f(@) =0 = |l||* < ¢ falls [lz —0]| = [|=]| < 6.
Die Funktion ¢ ist in 0 divergent (Warum?).

Satz 5.45. Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume, x € X ein Haufungspunkt, U eine
punktierte Umgebung von x und f : U — Y eine Abbildung. Die Abbildung f konvergiert
in x gegen y € Y, genau dann wenn fir jede Folge () in U mit x, — x gilt, dass
(f(zyn)) gegen y konvergiert.

132



Beweis. Es gelte zunéchst limy . f(2') = y und (z,,) sei eine gegen = konvergente
Folge. Sei € > 0 dann existiert nach Voraussetzung ¢ > 0, so dass f(z') € Be(y) fir alle
2’ € Bs(x). Da x, — z existiert N € N, so dass x,, € Bs(z) fiir alle m > N. Dann
gilt aber f(x,,) € Bc(y) fiir alle m > N und wir haben gezeigt, dass (f(x,)) gegen y
konvergiert.

Es gelte nun dass f(x,) — y, wann immer die Folge (z,,) aus U gegen x konvergiert.
Angenommen f konvergiert in x nicht gegen y, das heifit es existiert ein € > 0 und fiir
jedes n € N ein z,, € Bi(x) mit f(x,) ¢ Be(y). Die Folge x,, konvergiert gegen x da

dx(zn, ) < % — 0. Die Folge f(z;,) konvergiert nicht gegen y, da dy (f(zy),y) > €. Da
das im Widerspruch zur Voraussetzung steht, muss f in x gegen y konvergieren. O

Korollar 5.46. Seien (X,d) ein metrischer Raum, x € X ein Haufungspunkt, U eine
punktierte Umgebung von x und f,g : U—K (K =R oder K = C) Funktionen. Es gelte
limg/ . f(2') = y1 und limy_,, g(2') = ya. Dann konvergiert f + g in x gegen y1 + yo
und f - g gegen y1yo. Ist y1 # 0, dann ist 1/f auf einer punktierten Umgebung von x
definiert und 1/ f konvergiert gegen 1/y;.

Beweis. Sei (x,,) eine beliebige Folge in X mit z,, — x. Dann gilt nach Voraussetzung
f(zn) — y1 und g(z,,) — y2. Daraus folgt mittels der Konvergenzregeln fiir Zahlenfolgen
flxn) + g(zn) = y1 + y2 und f(z,)g(x,) — y1y2. Damit gilt nach Satz dass die
Funktionen lim,_,, f + g = y1 + y2, sowie limy ., f - g = y1y2.

Sei nun zusétzlich y; # 0, das heifit |y;| > 0. Da f in = gegen y; konvergiert, existiert
§ > 0, so dass f(z') € By, (1) fiir alle 2/ € Bs(x). Fiir solche 2’ gilt also insbeson-

2

dere (umgekehrte Dreiecksungleichung) |f(z')| > |y1| — [ f(2') — y1] > % . Damit ist die

Funktion 1/f auf der punktierten Umgebung Bj(x) von x definiert. Es gilt jetzt wieder

fiir jede gegen = konvergente Folge (x,), dass f(x,) — y1 und damit ﬁ — y% Wir

verwenden nochmals Satz und erhalten lim,/_,, ﬁ = y% ]
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5.5 Stetigkeit

Der Begriff der Stetigkeit formalisiert die Eigenschaft einer Funktion f, dass sich die
Funktionswerte f(x) nicht zu stark dndern, wenn sich das Argument x nicht zu stark
dndert. Je nach dem was genau man unter ,,zu stark &ndern® versteht ergeben sich unter-
schiedliche Stetigkeitsbegriffe die in unterschiedlichen Situationen niitzlich sein kénnen
und von denen wir einige im Folgenden untersuchen wollen.

Viele funktionale Zusammenhinge die in der Natur vorkommen (Position eines Ob-
jektes in Abhéngigkeit von der Zeit, Lufttemperatur in Abhéngigkeit vom Ort, ...) sind
stetig.

Definition 5.47 (Stetigkeit). Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Ab-
bildung f : X — Y heifit stetig im Punkt zp € X, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0
existiert, so dass f(z) € Be(f (o)) fiir alle x € Bs(zg). Wir sagen f ist stetig, wenn f in
jedem Punkt von X stetig ist.

Beispiel 5.48. (i) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die Identitdtsabbildung id : X —
X, z — x ist stetig in jedem Punkt.

(ii) Betrachte f : R? — R? gegeben durch

f(@,y) = (=, —y).
Wir wollen zeigen, dass f stetig ist. Es gilt fiir (x, %), (x0,y0) € R?
£ (2, ) — f(@o, %) = Iz — 20,50 — W = (x — 20) + (yo — v)*
= ||($,y) - (xovyO)H .

Fiir beliebiges € > 0 konnen wir also 6 = € wéahlen und erhalten dass aus (z,y) €
Bs(zo,yo0) folgt f(x,y) € Be(f(zo,y0)). Da der Punkte (xo,y0) beliebig war, ist f
damit stetig.

(iii) Betrachte die Funktion f:R? — R
0 =0
@y
1 zy#0

Die Funktion ist offensichtlich nicht Stetig im Koordinatenursprung, da jede noch
so kleine Umgebung sowohl Punkte mit Funktionswert 1 als auch Punkte mit
Funktionswert 0 enthélt. Halten wir jeweils eine Koordinate fest, so ergibt sich

f(0,y) = 0 sowie f(x,0) =0

fiir beliebiges x,y € R. Diese beiden Funktionen sind offensichtlich stetig. Das
Beispiel zeigt, dass es fiir Stetigkeit nicht ausreichend ist, nur das Verhalten entlang
der Koordinatenlinien zu betrachten.
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Bemerkung 5.49. (i) Leicht umformuliert bedeutet die Stetigkeit von f in z, dass fiir
jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass f(Bgs(z)) C Be(f(x)).

(ii) Stetigkeit (im Punkt x() ist eine sogenannte lokale Eigenschaft, das heifit ob f in
xo stetig ist oder nicht kann man entscheiden, wenn man f nur in einer beliebig
kleinen Umgebung von zy kennt. Formal lautet die Aussage: Seien f, g Funktionen
von (X, dx) nach (Y,dy), U eine Umgebung von zo und f|; = g[; Dann ist f in
x( stetig, genau dann wenn g in xg stetig ist.

Satz 5.50. Seien (X,dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Riume, xyp € X, g: X =Y
und f Y — Z Abbildungen. Wenn g stetig in xq ist und f stetig in g(x¢), dann ist fog
stetig in xg.

Beweis. Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert 6 > 0, so dass f(y) € Be(f(g(z0)))
fir alle y € Bs(g(xo)). AuBerdem existiert p > 0, so dass g(z) € Bs(g(zp)) fir alle
x € By(xg). Dann gilt fiir jedes € B,(xo), dass g(x) € Bs(g(xp)) und damit auch

fog(z)= f(g(x)) € Be(f o g(x0)). O

Definition 5.51 (Lipschitz-Stetigkeit, Kontraktion). Seien (X, dx) und (Y, dy) me-
trische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heiflt Lipschitz-stetig, wenn es ein L > 0
gibt, so dass

dy (f(z), f(y)) < L-dx(z,y)

fir alle z,y € X gilt. Die Konstante L heiflit dann Lipschitz-Konstante fiir die Funktion
f. Die Abbildung f heifit Kontraktion falls dy (f(x), f(y)) < dx(z,y).

Beispiel 5.52. Betrachte die Funktionen f, ¢ : [0,1] - R

f(x) := 2?
g9(z) = V.

Die Funktion f ist Lipschitz-stetig da
f(2) = f)| = [2* = *| = |z = yl|z + y| < 2]z —y].
Die Funktion g ist nicht Lipschitz-stetig, da

g(x) —g(O)] _ vo _ 1

T =— >0

lz—0] =z Vi

fiir x gegen 0. Wir wissen bereits, dass g dennoch stetig ist.
Satz 5.53. Jede Lipschitz-stetige Funktion ist stetig.

Beweis. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Raume, o € X und f : X — Y eine Lipschitz-
stetige Funktion mit Lipschitz-Konstante L. Sei ¢ > 0. Dann gilt fiir jedes = € B%(mo)

dy (f(x), f(z0)) < L-dx(z,m0) <€

und die Funktion ist stetig in xg. Da zg beliebig gewahlt war ist f iiberall stetig. O
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Beispiel 5.54. (i) Sei K =R oder K = C. Fiir die Abbildung 7; : K" — K
x=(T1,...,%n) — x;
gilt
(@) = m(y)l = |z — il <z —yll.
Sie ist also eine Kontraktion und somit stetig.

(ii) Sei (X,d) ein metrischer Raum und (X x X,dxxx) das Produkt von X mit sich
selbst und der Produktmetrik (Beispiel . Wir zeigen, dass die Metrik, also
die Abbildung

d: X xX—>R
(@,y) = d(z,y)

eine Kontraktion von (X x X, dxx«x) nach R ist (insbesondere also stetig).

Fir a1, x2,y1,y2 € X gilt nach der Dreiecksungleichung
d(z1,y1) < d(z1,22) + d(z2,y1) < d(21,22) + d(y2, Y1) + d(22, Y2).
Damit erhalten wir
ld(z1,y1) — d(22,y2)| < d(21,22) + d(y1,y2) = dxxx((21,22), (Y1,¥2))-
(iii) Analog gilt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung

[zl =Nyl < [l =yl

und || - || ist eine Kontraktion von (V.|| -||) nach R also insbesondere stetig.

Satz 5.55. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume und f : X — Y. Die Abbildung
f st stetig in x € X genau dann, wenn entweder x isolierter Punkt von X ist, oder

limg/ f(ﬂ?’) = f(z) gilt.

Beweis. Sei zunachst f stetig. Wenn x isolierter Punkt ist, ist nichts zu zeigen. Sei also
x Haufungspunkt von X. Sei € > 0, dann existiert wegen der Stetigkeit 6 > 0, so dass
f(z') € Bo(f(z)) fiir alle 2’ € Bs(z) also insbesondere fiir alle 2’ € Bj(z). Damit gilt
lim,/, f(2') = f(x).

Es sei nun z isolierter Punkt von X, das heift es existiert § > 0, so dass Bs(x) = {x}.
Dann ist f(Bs(x)) = {f(x)} C B(f(z)) fur jedes € > 0 und damit f stetig in z.

Sei schliefllich 2 Haufungspunkt von X und es gelte lim,/_,, f(z') = f(z). Die Grenz-
wertbedingung bedeutet gerade, dass fir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass
f(Bs(x)) € Be(f(z)). Dann gilt aber auch f(Bs(z)) C Bc(f(x)) also ist f stetig in
T. O
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Mit dem obigen Satz kénnen wir nun Aussagen {iber Grenzwerte von Funktionen in ent-
sprechende Aussagen iiber stetige Funktionen iibersetzen. So zum Beispiel die folgenden
Korollare deren Beweise dem Leser zur eigensténdigen Ubung iiberlassen werden. Dazu
macht man sich zunéchst bewusst, dass eine Folge (x,,) genau dann gegen einen isolierten
Punkt x konvergiert, wenn sie ab einem bestimmten Index konstant gleich x ist.

Korollar 5.56. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Raume und f : X — Y eine
Abbildung. Dann ist f stetig in x € X, genau dann wenn fir jede Folge () in X, die
gegen x konvergiert auch (f(x,)) gegen f(x) konvergiert.

Korollar 5.57. Seien fi,...,fn : R™ — R Funktionen. Dann ist die Abbildung f :
R™ — R", = — (fi(z),..., fu(z)) stetig im Punkt xo, genau dann wenn f; fir jedes
i€ {1,...,n} stetig im Punkt zq ist.

Korollar 5.58. Seien (X,d) ein metrischer Raum und f,g : X — K (K = R oder
K = C) Funktionen die stetig in x € X sind, dann sind die Funktionen f+ g und f-g
stetig in x. Ist f(x) # 0, dann ist 1/f auf einer Umgebung von x definiert und in x
stetig.

Beispiel 5.59. Fir n = (m,...,n,) € Ny und z = (21,...,2,) € K" (K = R oder
K = C) definieren wir
=gl al

Dabei bezeichnen wir n als Multiindex. Wir setzen auflerdem |n| :=n; + - - - + 1,,. Seien
¢y € K Konstanten fiir jedes n mit || < N, dann heifit die Funktion

Polynom in n Variablen (iiber dem Ko6rper K). Solche Polynome sind stetig.

Bemerkung 5.60. Im Kontext von Polynomen (und spéter Potenzreihen) interpretieren
wir den Ausdruck 0%, der auftreten kann wenn n; = z; = 0 ist, als 1.

Der folgende Satz ist eine Charakterisierung stetiger Funktionen, die insbesondere in
Beweisen oft hilfreich ist. Wir erinnern uns, dass das Urbild einer Menge U unter einer
Abbildung f : X — Y, die Menge aller Punkte ist, die nach U abgebilded werden, das
heifit

fHU) ={z € X| f(x) € U}.

Satz 5.61. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume und f : X —'Y eine Abbildung.

(i) Die Abbildung f ist stetig in x € X genau dann wenn f~1(U) eine Umgebung von
x ist fur jede Umgebung U von f(x).
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(ii) Die Abbildung f ist stetig (in jedem Punkt), genau dann wenn f~1(O) offen ist fiir
jede offene Menge O C Y.

(iii) Die Abbildung f ist stetig (in jedem Punkt), genau dann wenn f~(C) abgeschlos-
sen ist fiir jede abgeschlossene Menge C C Y.

Beweis. Sei f stetig in x und U eine Umgebung von f(z). Dann existiert € > 0 so,
dass Bc(f(z)) C U. Wegen der Stetigkeit existiert 6 > 0 so, dass f(Bs(z)) C B(f(x))
oder — mit anderen Worten — Bs(z) C f~1(B.(f(x))) € f~Y(U). Damit ist f~1(U) eine
Umgebung von x.

Sei andererseits f~1(U) Umgebung von z fiir jede Umgebung U von f(z) und sei
€ > 0. Dann ist f~!1(B.(f(z))) Umgebung von z und daher existiert § > 0 so, dass
Bs(x) € f~1(Bc(f(z))) oder — mit anderen Worten — f(Bs(x)) C Be(f(z)). Damit ist
die Stetigkeit von f im Punkt z gezeigt.

Der Beweis der beiden anderen Aussagen wir zur Ubung iiberlassen. O

Der obige Satz kann sowohl dazu benutzt werden, die Stetigkeit von Funktionen nach-
zuweisen, als auch um Offenheit oder Abgeschlossenheit bestimmter Mengen zu zeigen.

Beispiel 5.62. Betrachte die Funktion
fR*" =R

Wir wissen bereits, dass diese Funktion stetig ist. Sei r > 0. Dann folgt mit dem vorher-
gehenden Satz, dass die Sphére mit Radius r

F{r)) = {z e R Jlzl = r}
und die abgeschlossene Kugel mit Radius r
FH0,) = {z e R?| ||z]| < v} = K, (0)
abgeschlossen sind, und die offene Kugel
FH(=1r) = {z e R |lz|| <7} = B(0)
offen ist.

Definition 5.63 (Teilfolge, Folgenkompaktheit). Sei X ein metrischer Raum, (z,) C
X und (ng) C N eine streng monoton wachsende Folge. Dann heifit (z,, )ken eine Teil-
folge von (z,).

Eine Teilmenge A C X heifit (folgen-)kompakt falls jede Folge (x,) C A eine in A
konvergente Teilfolge besitzt.
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Bemerkung 5.64. Man iiberzeugt sich leicht, dass falls (z,) gegen x konvergiert auch
jede ihrer Teilfolgen gegen den selben Grenzwert konvergiert. Andererseits gibt es di-
vergente Folgen mit konvergenten Teilfolgen und mit gegebenenfalls unterschiedlichen
Grenzwerten. Zum Beispiel besitzt die Folge =, = (—1)" die Teilfolgen x9r = 1 mit
Grenzwert 1 sowie 9,11 = —1 mit Grenzwert —1.

Beispiel 5.65. Betrachte X = R. Dann sind die Teilmengen (0, 1) sowie N nicht kompakt.
Im ersten Fall besitzt die Folge x,, = % keine in (0, 1) konvergente Teilfolge. Im zweiten
Fall die Folge z,, = n.

Satz 5.66. Fine Teilmenge A C R" ist kompakt, genau dann wenn sie abgeschlossen
und beschrinkt ist.

Beweis. Sei zunédchst A kompakt. Angenommen A wére nicht abgeschlossen, dann exis-
tiert ein Randpunkt = € 0A\A. Sei (z,) C A eine gegen x konvergente Folge. Dann
konvergiert auch jede ihrer Teilfolgen gegen z, ist aber nicht in A konvergent da x ¢ A.
Angenommen A wire nicht beschréankt, dann enthélt B,,(0) fiir kein n ganz A. Wir kon-
nen also einen Folge (z,,) C A wéhlen mit ||x,|| > n. Diese Folge kann keine konvergente
Teilfolge enthalten denn falls (z,,) gegen x konvergiert muss wegen der Stetigkeit der
Norm auch ||z, || — ||z|| gelten aber es gilt andererseits ||z, || > ni — oc.

Wir zeigen die andere Richtung fiir den Fall n = 1, der Beweis kann jedoch ohne
weiteres auf beliebige n verallgemeinert werden. Sei also A C R beschriankt und abge-
schlossen, dann gilt A C I} := [-K, K) fir K > 0 hinreichend grof}. Sei (z,) C A eine
Folge. Wir definieren nun rekursiv Intervalle I}, wie folgt. Sei I, = [a,b) ein Intervall so,
dass x, € I} fir unendlich viele n € N. Wir halbieren nun das Intervall und wéhlen

entweder I = [a, b ; a) oder Iy 1 = {b ; a,b)
so, dass x,, € Ixy1 fiir unendlich viele n € N. Auf diese Weise erhalten wir eine Folge
von ineinandergeschachtelten Intervallen deren Linge 27 *+1 K betrigt.

Wir setzen nun nq = 1 und definieren rekursiv, also fiir bereits bekannte n1, ..., ng,
ng+1 als den kleinsten Index so, dass ng4q1 > max{ny,...,nx} und Ty, € Iky1. Nach
Konstruktion der Intervalle Iy, existiert stets so ein Index. Wir betrachten nun die Teil-
folge (xy,,). Fiir [ > k sind sowohl z,, als auch z,, in I} enthalten, es gilt also

|20, — Tn| < 27K,

Da die rechte Seite fiir & — oo gegen 0 konvergiert, ist die Folge (x,, ) eine Cauchy-
Folge und somit konvergent. Schliefilich benutzen wir die Abgeschlossenheit von A um
zu schlussfolgern, dass auch der Grenzwert in A liegt. O

Satz 5.67. Stetige Abbildungen bilden kompakte Mengen auf kompakte Mengen ab.

Beweis. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen und A C X
kompakt. Wir wollen zeigen, dass f(A) ebenfalls kompakt ist. Sei also (y,,) C f(A) eine
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Folge. Nach Definition von f(A) existiert dann eine Folge (x,,) C A so, dass f(z,) = yn
fur alle n € N. Da A kompakt ist, existiert eine Teilfolge (zy, ) mit x,, — = € A. Dann
gilt auf Grund der Stetigkeit von f auch f(z,, ) — f(z) € f(A), die Folge (y,) hat also
die in f(A) konvergente Teilfolge (yn, ). O

Bemerkung 5.68. Stetige Abbildungen f : R™ — R™ bilden also beschrénkte, abgeschlos-
sene Mengen auf beschrinkte, abgeschlossene Mengen ab. Im allgemeinen werden jedoch
weder abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen abgebildet, noch beschrankte
Mengen auf beschrinkte Mengen. So gilt beispielsweise fiir die stetige Funktion

f:(0,00) =R
1

T —
T

£((0,1)) = (1, 00) sowie f([1,00]) = (0,1].

Korollar 5.69. Sei A C R" eine kompakte Teilmenge und f : A — R stetig, dann
nimmt f auf A sein Mazimum an, das heifst es existiert x € A, so dass f(y) < f(x) fir
alle y € A.

Beweis. Wir wissen bereits, dass f(A) kompakt ist. Wir zeigen daher, dass kompakte
Teilmenge von K C R ein Maximum hat. Da K beschrankt ist, existiert M = sup K.
Wiéhle eine Folge (z,,) C K, so dass x,, — M. Da K abgeschlossen ist liegt der Grenzwert
M dieser Folge in K.

Wenden wir dass auf die Menge f(A) an, folgt die Aussage des Korollars. O

Satz 5.70. Seien A C R™ und B C R™ beschrinkte, abgeschlossene Teilmengen und
f: A — B eine stetige, bijektive Funktion. Dann ist die Umkehrfunktion f~': B — A
ebenfalls stetig.

Beweis. Da f bijektiv ist, besitzt es eine Umkehrabbildung. Setze nun g = f~!. Die
Abbildung ¢ ist bijektiv da f bijektiv ist. Sei C' C A abgeschlossen (da A selbst abge-
schlossen ist, ist C' abgeschlossen in R™, genau dann wenn es in A abgeschlossen ist). Aus
der Beschranktheit von A folgt, dass C ebenfalls beschrankt ist. Wegen der Bijektivitéat
von g gilt

f(C)={f(z) e Blz € C}
={f(9(y)) € Bl g(y) € C}
={yeBlgly) €C}=g"(O).

Nach Satz ist f(C) = g~1(C) abgeschlossen (und beschrinkt). Da C eine beliebige
abgeschlossene Teilmenge von A war, folgt damit aus Satz die Stetigkeit von g =
fi O
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5.6 Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition 5.71 (Punktweise Konvergenz). Sei M eine Menge, f, : M — K (K =
R oder K = C) Funktionen fiir jedes n € N und f : M — K eine weitere Funktion. Die
Folge (f,) heifit punktweise konvergent gegen f, wenn gilt

lim f,(z) = f(x) fir alle z € M.

n—00

Punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen ist oft vergleichsweise einfach zu zeigen,
aber oft auch nicht sehr niitzlich, da viele wichtige Eigenschaften von Funktionen bei
punktweiser Konvergenz nicht erhalten bleiben. Die punktweise Konvergenz 1afit sich
im Allgemeinen — konkreter falls M {iberabzdhlbar ist — auch nicht durch eine Metrik
charakterisieren.

Beispiel 5.72. Seien f, : [0,1] — R die folgenden Funktionen

fola) = {1 —nzx x€0,1/n]

0 sonst.

Dann ist f, stetig fiir jedes n € N und die Folge (f,) konvergiert punktweise gegen

f:00,1]] - R
1 =0
O

welches nicht mehr stetig ist.

Wir kénnen nun den Formalismus des normierten Raumes nutzen, um einen anderen
Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen zu definieren, der viele gute Eigenschaften von
Funktionen erhélt.

Bemerkung 5.73. Sei M eine Menge und K = R oder K = C. Betrachte den Raum der
beschréinkten Funktionen tber M, das heif3t

B(M)={f:M — K| 3K € Rsodass |f(z)] < K fiir alle z € M}. (5.2)

Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Mengen ein Untervektorraum des Raumes aller
Funktionen ist.
Auf diesem Raum definiert

:B(M) > R
[ sup [f(z)]

zeM

1l

eine Norm auf B(M).

141



Beweis. Wir zeigen, dass || - ||, eine Norm ist. Die Positivitdt und absolute Homogenitét
sind einfach nachzupriifen. Um die Definitheit zu zeigen sei f € B(M) so, dass || f||,, =0
gilt. Dann ist |f(x)| = 0, also f(z) = 0 fiir alle x € M und damit ist f die Nullfunktion.

Es bleibt noch die Dreiecksungleichung zu zeigen. Zunéchst stellen wir fest, dass nach
der Definition der Norm |f(x)| < || f|| fiir jedes € M gilt. Dann folgt fiir f, g € B(M)
mit der Dreiecksungleichung fiir den Betrag

[f (@) + g(x)] < [f(@)] +lg(@)] < 1 flloe + 9]l oo -

Da das fiir alle x € M gilt, ist dann auch

1f + 9lloe = sup | f(z) + g(x)] < || flloc + 9/l - i
zeM

Definition 5.74 (Gleichméflige Konvergenz). Eine Folge von beschriankten Funk-
tionen (f,), fn : M — K (K = R oder K = C), die beziiglich der Norm || - ||, gegen
f M — K konvergiert heifit gleichméfig konvergent. Wenn von dem Funktionenraum
B(M) (und spéater C(M)) die Rede ist werden wir die Norm || - ||, oft nicht explizit
erwahnen.

Bemerkung 5.75. In formaler Notation bedeutet die punktweise Konvergenz einer Funk-
tionenfolge f, gegen f, dass

Ve>0 VxeM INeN Vn>N |fulz)— f(x)] <e
erfillt ist, bei gleichméafiger Konvergenz hingegen gilt stéirker
Ve>0 AN eN VeeM VYn>N |fu(z)— f(z)| <e

Die Definitionen unterscheiden sich also nur darin, ob NV von x abhéngen darf oder nicht.
Insbesondere ist jede gleichméfig konvergente Folge auch punktweise konvergent.

Der Unterschied der beiden Aussagen wird gut vom Beispiel verdeutlicht. Man
iiberzeugt sich leicht, dass dort fiir jedes n € N gilt || f — f,||, = 1, die Funktionenfolge
konvergiert also nicht gleichméfig. Im Gegensatz zum R" — auf dem wir im Wesentli-
chen einen Konvergenzbegriff haben — miissen wir fiir Funktionen verschieden Arten von
Konvergenz unterscheiden.

Die obige Formulierung fiir gleichméflige Konvergenz ist sogar etwas allgemeiner als
in unserer Definition, da sie auch fiir Folgen nicht beschrankter Funktionen Sinn ergibt.

Satz 5.76. Der Funktionenraum B(M) ist vollstandig, also ein Banachraum.

Beweis. Sei (f,) C B(M) eine Cauchy-Folge. Wahle x € M fest. Dann ist die Folge
(fn(z)) ebenfalls eine Cauchy-Folge, da

[fn(@) = fm(2)] < | fn = il

142



gilt. Da K (also R oder C) vollstdndig sind, konvergiert also die Folge (f,,(x)). Wir setzen
jetzt

F(@) = lim f (o).

n— o0
Damit haben wir einen Grenzwert f fir die Folge (f,,) gefunden, allerdings nur beziiglich
der punktweisen Konvergenz.
Sei nun € > 0. Wir wéhlen mit der Cauchy-Eigenschaft N € N so, dass || fr, — fin|l,, <€
fiir alle n,m > N. Die Wahl von N ist nicht von x abhéngig. Dann gilt fiir jedes © € M
und jedes n,m > N

[fm(2) = fa(@)] < | fim — falloo < €

Da die rechte Seite nicht mehr von m abhingt, kénnen wir den Grenzwert m — oo bilden
und erhalten, da die Betragsfunktion stetig ist, fiir jedes © € M

|f(z) = fulz)] <e

Da die rechte Seite von x unabhéngig ist, folgt aus dieser Abschétzung zunéichst

[flloe = sup [f(z)| < sup |f(z) — fu(z)] + sup [fu(z)] < e+ [ fall,
zeM zeM zeM

die Grenzfunktion f ist also beschrankt.
Weiterhin gilt
sup |f(z) = fa(@)] = f = fullx <€

zeM

Damit haben wir die Konvergenz von (f,,) gegen f beziiglich der Norm gezeigt. O

Definition 5.77. Sei (X, d) ein metrischer Raum und B(X') der Raum der beschréankten
Funktionen auf X. Der Teilraum der stetigen, beschrankten Funktionen wird mit Cy(X)
bezeichnet.

Bemerkung 5.78. Falls X eine beschrankte, abgeschlossene Teilmenge von R” ist, dann
ist nach Satz jede stetige Funktion beschrankt. In diesem Fall enthilt der Raum
Cy(X) alle stetigen Funktionen auf X und wir schreiben C(X).

Im Gegensatz zur punktweisen Konvergenz erhélt die gleichméfige Konvergenz viele
gute Eigenschaften von Funktionen.

Satz 5.79. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Der Unterraum Cy(X) ist abgeschlossen in
B(X). Insbesondere ist Cp(X) vollstindig.

Beweis. Wir wollen das Folgenkriterium fiir Abgeschlossenheit aus Satz verwenden.
Sei also (fp) C Cy(X) eine Folge stetiger Funktionen, die (gleichméBig) gegen f € B(X)
konvergiert. Sei z € X und € > 0. Da (f,) gleichméBig gegen f konvergiert, existiert
N € N so, dass ||f — fullo < § fiir jedes n > N. Wahle jetzt n > N fest.
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Da f, stetig ist, existiert § > 0 so, dass |fn(z) — fu(y)| < § fiir alle y € Bs(x). Dann
gilt fiir jedes solche y

£ (@) = FW)| < [f(@) = ful@)] + [fn(2) = Fu(w)| + | fuly) = F(v)]
S2|[f = fallso + [fn(2) = fay)] <e

Damit ist f stetig in  und da = € X beliebig war, ist f stetig.
Da die Folge (f,) beliebig war, ist damit auch die Abgeschlossenheit von Cp(X) ge-
zeigt. Die Vollstdndigkeit dieses Raumes folgt dann aus Satz O

Definition 5.80. Sei K = R oder K = C, zp € K und (an)nen, C K. Dann heifit
Yol gan(x — x0)" eine (formale) Potenzreihe um den Punkt z tiber dem Korper K.

Die Zahl
sup { |z — x|

in [0, 00) U {oo} heifit Konvergenzradius der Potenzreihe.

o0
Z an(x — 0)" konvergiert}

n=0

Bemerkung 5.81. Die Ergebnisse dieses Abschnitts bis hierher kénnen — inklusive der
Beweise — ohne Weiteres auf R”-wertige Funktionen oder sogar auf Funktionen mit Wer-
ten in einem beliebigen Banachraum verallgemeinert werden. Dazu ersetzt man lediglich
tiberall den Betrag |- | durch die entsprechende Norm || - ||.

Satz 5.82. Seiy °  an(x—xo)" eine Potenzreihe iber dem Korper K und r € [0, 00)U
{oo} ihr Konvergenzradius. Fir |z — xo| < r konvergiert die Reihe absolut, fiir |x — x| >
r divergiert sie.
FEs gilt die Formel
1
— = limsup {/|ay|. (5.3)
r n—00
Wobei wir (nur hier) £ =0 und § = oo setzen.
Beweis. Um die Notation einfach zu halten, fithren wir den Beweis nur fiir £y = 0. Dass
die Reihe fiir |z| > r divergiert folgt aus der Definition des Konvergenzradius. Wir zeigen
zunéchst die absolute Konvergenz der Reihe falls |z| < 7. Falls r = 0 ist, so ist nichts zu
zeigen. Sei also r > 0 und |z| < r. Nach der Definition des Konvergenzradius existert y
so, dass |z| < |y| < r und ) 7 any™ konvergiert. Insbesondere muss also (a,y") eine
Nullfolge sein und so gilt |a,||y|" < C fiir ein C € [0,00) und alle n € Ny. Damit gilt

o0 ) n (%9
D olanz"| <D anllyl" |- <CY
n=0 n=0 n=0

Damit ist die Reihe

n
< 00.

z z
Y Y

o
E anx”
n=0

absolut konvergent und insbesondere konvergent.
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Die Formel fiir den Konvergenzradius ergibt sich aus dem Wurzelkriterium. Setze
b :=limsup ’{/W .
n—o0
Sei zunéchst b € (0,00). Dann gilt
lim sup {/]anz"| = |z|limsup ¥/]an| = |z|b.

n—oo n—oo

Damit ist die Reihe konvergent falls |z| < % — also gilt r > % — und divergent falls

|z] > % also ist r < %. Schlieflich sieht man leicht, dass die Potenzreihe lediglich in

x = 0 konvergiert falls b = oo und fiir jedes z € K konvergiert falls b = 0 ist. O

Bemerkung 5.83. (i) Aus dem obigen Beweis ist ersichtlich, dass

oo
Z lan| a” konvergiert} .

n=0

r = sup {a € [0, 00)

(ii) Falls der folgende Grenzwert existiert (also insbesondere a, # 0 ist ab einem
bestimmten Index n), so gilt auch

T |an|
r= lim .
n—00 |ap i1

Beispiel 5.84. Die Potenzreihe

ist konvergent auf (—1,1) (beziehungsweise auf B;(0) C C) und konvergiert dort gegen
die Funktion f(z) = 1.

Man beachte dabei, dass der Grenzwert der Reihe nur auf dem Konvergenzkreis mit
f tbereinstimmt (auBerhalb dieses Kreises existiert der Grenzwert nicht) obwohl der

maximale Definitionsbereich von f dariiber hinaus geht.

Satz 5.85. Sei Y 7 an(x — xo)" eine Potenzreihe tber dem Korper K (K = R oder
K = C) mit Konvergenzradius r > 0. Sei 0 < a < r. Dann konvergiert die Potenzreihe
auf Kq(zo) gleichmdfig.

Insbesondere ist die Funktion

f : BT(.%'()) - K
x ian(m — xp)"
n=0

stetig.
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Beweis. Wir betrachten wiederum nur den Fall g = 0. Sei 0 < a < r. Wir wissen
bereits, dass die Reihe Y > a,z™ auf K,(0) (sogar auf B,(0)) punktweise konvergiert,
wir wollen jedoch die Konvergenz beziiglich der Supremumnorm || - ||, zeigen. Setze

fn i Kqo(0) = K
z— "

fiir alle n € Ny. Dann gilt

[fallo = sup [|2"]=a"
€K 4(0)

Z lan falloo = Z |an| a™ < oo (5.4)

da a < r. Die Reihe Y > a, f, ist also absolut konvergent in B(K,(0)). Da dleser Raum
vollstandig ist, folgt daraus die Konvergenz der Reihe in B(K,(0)) (Satz also die
gleichméafige Konvergenz.

Da die gleichmafige Konvergenz die punktweise Konvergenz impliziert (Bemerkung,
muss der gleichméflige Grenzwert mit dem punktweisen iibereinstimmen also mit der
Funktion = — Y o7 apz™. Da die Partialsummen Zﬁ[:o anx™ fir jedes N Polynome
und somit stetig sind, ist nach Satz auch der Grenzwert stetig (auf K,(0)).

Wir wollen nun noch die Stetigkeit auf B, (0) zeigen. Wir setzen

und wir erhalten

s:Bp(0) = K
T Z anx"
n=0

Sei nun y € B,(0) und wéhle a so, dass |y| < a < r. Dann ist nach dem soeben gezeigten
s|K ) stetig, also insbesondere stetig in y € K, (0). Da K,(0) eine Umgebung von y
enthalt stimmen s und s| Ka(0) auf dieser Umgebung iiberein und da Stetigkeit eine
lokale Eigenschaft ist, folgt daraus die Stetigkeit von s in y. Da das fiir jedes y € B,.(0)
gilt, ist s stetig. O

Bemerkung 5.86. Der obige Satz beweist insbesondere, dass die Funktionen exp, sin und
cos stetig sind.

Wir werden spater sehen, dass solche analytischen Funktionen — also Funktionen die
eine konvergente Reihenentwicklung besitzen — sogar beliebig oft differenzierbar sind.

Beispiel 5.87. Auch die Aussagen lber Potenzreihen koénnen auf Banachraumwertige
Funktionen tiber den reellen beziehungsweise komplexen Zahlen verallgemeinert werden.
Ein solches Beispiel wollen wir hier betrachten.

Unser Bildraum sollen hier die n x n-Matrizen sein. Es gibt auf diesem Raum unter-
schiedliche Normen, da er jedoch endlichdimensional ist, sind diese Normen alle &quiva-
lent und die topologischen Eigenschaften (Konvergenz, Stetigkeit, Offenheit, Abgeschlos-
senheit, Kompaktheit ...) hdngen nicht von der Wahl der Norm ab. Aus praktischen
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Griinden, ist die Operatornorm
[All = sup { [|[Az[]| 2 € B.(0)}

besonders niitzlich (Siehe Aufgabenblatt 2).
Wir definieren fir A € R™*"

1 n
exp(4) = Z -
n=0
Es gilt
1 > 1 )
oA = 2 1A < Y Al = el < o,
n=0 n—0 =

die Reihe ist also absolut konvergent und damit auch konvergent.
Die Abbildung

A"

tn
n!

t — exp(At) = Z
n=0

ist dann eine Matrixwertige Potenzreihe mit Konvergenzradius oo (sie konvergiert fiir
jedes t € K) und also solche eine stetige Abbildung.
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6 Differenzialrechnung von Funktionen
mehrerer Variabler
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6.1 Partielle und totale Differenzierbarkeit

Definition 6.1. Sei U C R" offen, z = (21, - ,2,) € U und f : U — R™. Die
Abbildung f heifit partiell differenzierbar in = beziiglich x;, wenn die Funktionen ¢ —

flxy, .., xi-1,t, %41, . .. x,) differenzierbar ist, das heifit wenn der Grenzwert
3f($) — lim f(xl, ey Tim1, T + hy i, . xn) — f($1, e ,l‘n)
! " o0 h

existiert. Der Grenzwert 0; f(z) € R™ heifit die partielle Ableitung von f an der Stelle

x beziiglich z; und wird auch als C()—gf(av) geschrieben.

Die Abbildung f heifit partiell differenzierbar in x, wenn sie partiell differenzierbar
beziiglich z; fur jedes i € {1,...,n} ist.

Die Existenz nur der partiellen Ableitungen ist in vielen Féllen eine zu schwache
Bedingung wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 6.2. Die Funktion
f:RZSR

1 z=0o0odery=0
x, —
(@) {0 sonst

ist im Punkt (0,0) partiell differenzierbar, aber nicht stetig.

Uber lediglich partiell differenzierbare Funktionen kénnen wir kaum Aussagen treffen,
es bedarf also eines stérkeren Differenzierbarkeitsbegriffes. Dazu formulieren wir zu-
néchst den bereits bekannten Differenzierbarkeitsbegriff fiir Funktionen einer Variablen
um.

Satz 6.3. Sei U C R offen und x € U. Fine Funktion f : U — K ist differenzierbar in
z, genau dann wenn a € K und ¢ : U — K existieren, so dass

fly) = f(@) +aly —=z) + o(y)
fiir alle y € U gilt und

ply) _
y—w [z -y

Beweis. Seien zunachst a und ¢ wie oben gefordert. Dann gilt

fly) = fl@) _ o o) |yl
y—w ly—zf y—a

und die rechte Seite dieser Gleichung konvergiert fiir y — x nach Voraussetzung gegen
a. Damit ist f in 2 differenzierbar und f’(x) = a.
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Sei andererseits f in z differenzierbar und definiere

o(y) = fy) — flx) = f'(z)(y — =)

Dann gilt die geforderte Gleichung (fiir a = f/(z)) und

o LW (W) = f@) Y v
lim =1 < - f()) y— 2] 0. O

Der entscheidende Punkt in obiger Definition ist, dass f in der Ndhe des Punktes x
durch die lineare Funktion y — f(z)+ a(y — =) approximiert wird und das der Restterm
©(y) schneller als linear gegen 0 geht. In dieser Formulierung kénnen wir den Differen-
zierbarkeitsbegriff auf Funktionen mehrerer Variabler verallgemeinern.

Definition 6.4. Sei U C R" offen, x € U und f : U — R™. Die Abbildung f heifit in z
differenzierbar oder total differenzierbar, falls eine Matrix A € R™*™ und ¢ : U — R™
existieren, so dass

fy) = f(@) + Aly — z) + ¢(y)
fir alle y € U und

tim P
v [y —zf

Wir nennen f total differenzierbar, falls es in jedem Punkt x € U total differenzierbar
ist.

Satz 6.5. Sei U C R" offen, x € U und f : U — R™. Seien f1,...,fm : U — R
die Komponentenfunktionen von f, das heif§t f(x) = (fi(x),..., fm(z)) fir alle x € X.
Wenn die Abbildung f total differenzierbar ist, so ist sie partiell differenzierbar und die
Matriz A aus Deﬁnition ist gegeben durch Aj; = 0;f;(x).

Beweis. Seien A und ¢ wie in Definition Sei eq,...,e, die Standardbasis von R™.
Wir setzen y = = + he; in die definierende Gleichung fiir Differenzierbarkeit ein und
erhalten

f(x+ he;) = f(x) + hAe; + o(z + he;)

flx+he) = flx) @+ he)|h|
. —Aez—l—i‘h’ e

Fir h — 0 konvergiert die rechte Seite Gleichung. Damit muss auch ihre linke Seite
konvergieren, f ist also partiell in Richtung x; differenzierbar und es folgt

&f(x) = Ae,;.

Als j-te Komponente dieser Gleichung erhalten wir 0;f;(x) = Aj;. O
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Definition 6.6. Die Matrix (0;f;(z));; heiit Jacobi-Matrix (auch Funktionalmatrix)
von f an der Stelle x. Wir bezeichnen sie mit D f(x). Falls die Funktion total differen-
zierbar ist, nennen wir D f(z) auch die totale Ableitung von f an der Stelle z.

Fiir reellwertige f, also f : R™ — R, hat die Jakobi-Matrix lediglich eine Zeile und wir
bezeichnen sie auch als Gradienten von f und schreiben grad f := Df.

Beispiel 6.7. (i) Sei A € R™*"™ eine Matrix und betrachte die Abbildung
fa:R"—R™
x = Ax.
Dann gilt fir alle z,y € R™
faly) = fa(z) + A(y — ).

Damit ist f4 differenzierbar und die Ableitung ist die konstante Funktion D f4(z) =
A. Eine solche lineare Abbildung entspricht also ihrer eigenen Ableitung.

(ii) Betrachte die Abbildung
f:(0,00) x (0,27) — R?

(ryp) = (rcosp,rsiny).

Dann ist f partiell differenzierbar und es gilt

Df(r,¢) = ( cosp —rsinp ) '

sinep  rcose
Man kann zeigen, dass diese Funktion auch total differenzierbar ist.

Bemerkung 6.8. (i) Ist U C R™ offen und f : U — R™ differenzierbar, dann ist die
Ableitung eine Funktion von U — R™*" bildet also nicht mehr in den selben
Raum ab. Lediglich fiir Funktionen einer Variablen konnen wir R'™ und R™
identifizieren.

(ii) Eine total differenzierbare Funktion nennt man auch lokal linear approximierbar.
Die Linearitét ist dabei die Eigenschaft (fir alle z,y € R” und A € K)

Az + \y) = Az + N\Ay.

(iii) Fiir beliebige Vektorraume V und W heifit eine Abbildung A : V' — W linear,
wenn sie

A(v+ 2w) = A(v) + AA(w)

fiir alle v,w € V und A € K erfiillt. Wir kénnen dann auf die selbe Art wie oben
Differenzierbarkeit fiir Abbildungen f : V — W zwischen beliebigen normierten
Vektorrdumen definieren.
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(iv) Eine Abbildung f ist also total differenzierbar in x genau dann, wenn die Jacobi-
Matrix Df(z) existiert (f also in = partiell differenzierbar ist) und

i {®) = f@) = Df @)y~ 2)

=0.
ye ly — ||

(v) Aus dieser Formulierung ist ersichtlich, dass eine Abbildung f = (fi,... fin), mit
fi,--+, fm : U — R total differenzierbar ist, genau dann wenn f; total differenzier-
bar ist fur jedes ¢ € {1,...m}. Die Jakobi-Matrix Df;(x) ist gerade die i-te Zeile
der Jakobi-Matrix D f(x).

(vi) Wie im eindimensionalen Fall folgt aus der totalen Differenzierbarkeit insbesondere
die Stetigkeit von f.

(vii) Sowohl partielle, als auch totale Differenzierbarkeit sind lokale Eigenschaften.

(viii) Um Verwirrung zu vermeiden: Wenn f auf einer offenen Menge U differenzierbar
ist, dann ist die Abbildung h +— Df(x)h linear firr jedes x € U. Die Abbildung
x +— Df(x) ist in den meisten Féllen nicht linear.

Satz 6.9 (Kettenregel). Seien U C R" und V. C R™ offen, x € U, g : U — V total
differenzierbar in x und f : V. — RF¥ total differenzierbar in g(x). Dann ist f o g total
differenzierbar in x und es gilt

D(f o g)(z) = Df(9(z))Dg(x).

Beweis. Differenzierbarkeit von g im Punkt z bedeutet, dass ¢, : U — R™ existiert so,
dass lim, . 0, (y) ly — [ * = 0 und

9(y) — g(x) = Dg(z)(y — ) + ¢4(v).

Differenzierbarkeit von f im Punkt g(x) bedeutet, dass es ein ¢ : V — R* gibt so, dass
lim, (2 ¢7(2) |2 = g()[| 7" = 0 und

f(2) = f(9(x)) + Df(g(2))(z — g(x)) + ¢y(2).

Setzen wir in dieser Gleichung z = ¢(y), und setzen dann die erste Gleichung in die
zweite ein, erhalten wir

f(9(y)) = f(g(x)) + Df(g9(x))Dg(x)(y — x) + Df(9(x))ee(y) + ¢1(9(y))-

Die Aussage des Satzes folgt also, wenn wir zeigen dass

Df(g(x))eq(y) + ¢5(9(y) _ Df(g(z)) pe(y) |, vrl9(y)
ly — || ly ==l Ny — =l

fir y — x gegen 0 konvergiert.
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Fir den ersten Summanden folgt das aus der Linearitdt und damit Stetigkeit der
Funktion z — D f(g(z))z. Wir definieren nun die Hilfsfunktion

YU —RF

pr(2)
Lo Vg 27 9(@)
0 z=g(z)

9

welche nach Voraussetzung stetig in z = g(z) ist. Es gilt dann fiir alle y € U
vr(9(y)) l9(y) — g(=)]]
D220 = p(g(y)) — :
ly — || ly — ||

Der erste Faktor konvergiert fiir y — = wegen der Stetigkeit von ¢ in z und 9 in g(x)
gegen 0. Auflerdem ist der zweite Faktor

l9(y) — g(z)|

ly — ]

y—x

< [pta =2+ ool Iy - o)
H ly — =] !

beschrankt in einer Umgebung von z, da der zweite Term gegen 0 konvergiert und der

erste Term unabhéngig von y durch ||[Dg(z)|| (Operatornorm) beschrénkt ist. Damit ist

die gesuchte Konvergenz gezeigt. O

Satz 6.10. Sei U C R" offen und f : U — R™. Wenn fiir jedes x € U und jedes
i €{1,...,n} die partielle Ableitung 0;f(x) existiert und stetig ist, dann ist f fir jedes
x total differenzierbar.

Ohne Beweis.

Definition 6.11. Sei U C R" offen. Die Abbildung f : U — R™ heif3t stetig differen-
zierbar, wenn alle ihre partiellen Ableitungen stetig sind. Den Vektorraum aller stetig

differenzierbaren Funktionen bezeichnen wir mit C!(U, R™) beziehungsweise — im Fall
m =1 - mit CY(U).

Der obige Satz sagt dann aus, dass jede stetig differenzierbare Funktion insbesondere
total differenzierbar ist.

Beispiel 6.12. (i) Betrachten wir noch einmal Beispiel mit der Jacobi-Matrix

Df(r, ) = < cosp —rsine > ’

sinp rcose

so stellen wir fest, dass alle Komponentenfunktionen stetig sind (Warum?). Damit
kénnen wir den Satz anwenden und sehen, dass die Abbildung f total differenzier-
bar ist.
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(ii) Seien N € N und ¢, € K Koeffizienten fiir jeden Multiindex n € N mit |n| < N.
Dann ist das Polynom

n,In|<N

total differenzierbar.

Dazu sehen wir uns die partielle Ableitung eines Monoms an:

[N RV /S /L S I/ N/ L RN/ "N/ BN/ S W Ll SR LS R
Opx" = Oy Ti1 T Tipq Tp™ = ThTy Tio1 Ty Tigq Tn

und stellen fest, dass diese ein Polynom ist. Damit ist jede partielle Ableitung
eines Polynoms wiederum ein Polynom also insbesondere stetig. Dann folgt mit
Satz dass p total differenzierbar ist.

Fir die Mittelwertsétze verwenden wir die folgende Notation fiir die Verbindungsstre-
cke von x und y:

Sy ={x+tly—x)te(0,1)}
Say i={z+tly—2)|t €[0,1]}

Satz 6.13 (Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen). Sei U C R", z,y € U
und Syy C U. Sei f : U — R differenzierbar auf Sy, und stetig in x und y, dann
existiert £ € Spy s0, dass

f(y) = f(z) =Df(E)(y — z).
Bewetis. Wir definieren die Hilsfunktion

g:[0,1] =R
t—= flx+tly—x)).

Nach der Kettenregel und der Voraussetzung ist g differenzierbar auf (0,1) und stetig
auf [0, 1], also kénnen wir den (eindimensionalen) Mittelwertsatz anwenden. Wir erhalten
also 6 € (0,1), so dass g(1) — g(0) = ¢’(#). Daraus folgt mit der Kettenregel

fly) = flx) =g(1) = g(0) = ¢'(0) =Df(z + 0(y — x))(y — x)

also fiir £ = = + 0(y — x) die gesuchte Aussage. O
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Satz 6.14 (Allgemeiner Mittelwertsatz). Sei U C R", z,y € U und S,y C U.
Spy ={x+tly—x)|te(0,1)} CU.

Sei f: U — R™ differenzierbar auf Sy, und stetig in x und y, dann existiert £ € Sy so,
dass

1 (y) = f@)| < IDFE)(y — =)l

Beweis. Wir betrachten zunéchst fiir festes a € R™ die (skalarwertige) Hilfsfunktion
a® f(x) = (a| f(z)). Nach dem vorhergehenden Satz existiert £ € S,y so, dass

a’ f(y) —a' f(z) = a"Df(€)(y - 2).

Dabei haben wir zum Ausrechnen der Ableitung die Kettenregel (Satz sowie Bei-
spiel [6.7][(i)] verwendet. Wir setzen nun a = f(y)— f(z) ein, nutzen Skalarproduktschreib-

weise und erhalten

1£ () = f@)II* = (f(y) = F@)IDF(E)(y — 2)) < | f(y) = f(@) | IDFE)y — ).

Dabei haben wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung genutzt und wir erhalten durch Divi-
sion durch ||f(y) — f(z)|| das gewiinschte Ergebnis. O

Korollar 6.15. Sei U C R" offen und f : U — R™ differenzierbar. Falls Df = 0 auf
U gilt, so ist f lokal konstant, das heifst fiir jedes x € U existiert eine Umgebung V', so
dass f auf V konstant ist.

Beweis. Sei z € U und wéhle € > 0 so, dass B¢(x) C U. Dann existiert fiir alle y € Be(z)
nach dem allgemeinen Mittelwertsatz ein £ € S, C B¢(x) so, dass

17 (y) = F@) | < IDFE)(y — =) =0

gilt, es ist also f(y) = f(z). Damit ist f auf B.(z) konstant. O

Bemerkung 6.16. Eine Funktion mit verschwindender Ableitung muss nicht konstant
sein wie bereits im Eindimensionalen durch das Beispiel

fi(=2,-1)U(L,2) >R

-1 <0
T
1 z>0

illustriert wird.

Aus der lokalen Konstanz aus dem obigen Korollar folgt die Konstanz auf zusammen-
héangenden Mengen (zum Beispiel Intervallen). Wir werden hier jedoch nicht definieren
was zusammenhangend bedeutet.

155



6.2 Hohere Ableitungen

Den Begriff der partiellen Differenzierbarkeit ldsst sich ohne weiteres fiir hohere Ablei-
tungen formulieren.

Definition 6.17. Sei U C R" offen. Wir sagen f ist eine (die einzige) partielle Ableitung
von f der Ordnung 0. Fiir f : U — R™ definieren wir rekursiv:

(i) fist k+1 mal partiell differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen der Ordnung
k partiell differenzierbar sind

(ii) die partiellen Ableitungen der Ordnung k + 1 von f sind die Funktionen 9;g wobei
i €{1,...,n} und g eine partielle Ableitung von f der Ordnung k& ist.

Die Funktion f heifit k£ mal stetig differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen der
Ordnung hochsten k stetig sind. Der Vektorraum aller & mal stetig differenzierbaren
Funktionen wird mit C*(U, R™) bezeichnet beziehungsweise — im Fall m = 1 mit C*(U).
Die Funktion f heifit beliebig differenzierbar oder glatt, falls sie k mal stetig differen-
zierbar ist fiir jedes k € N.

Fiir die totalen Ableitungen ist die Sache komplizierter. Wie wir bereits gesehen haben,
bildet die Ableitung einer Funktion f : R™ — R™ nicht mehr in den selben Raum ab wie
diese, sondern nach R"*™. Dadurch entstehen offensichtliche Probleme fiir das Bilden
hoéherer Ableitungen. Da wir hier keine ausfiihrliche Theorie multilinearer Abbildungen
entwickeln wollen, behelfen wir uns mit einem Trick.

Bemerkung 6.18. Setzen wir voraus, dass die entsprechenden Ableitungen von f : R” —
R™ existieren, ist fiir jedes feste u € R"

z+— Df(x)u

ebenfalls eine Abbildung von R” — R™ welche wir erneut ableiten kénnen. Fiir ein
x € R™ betrachten wir nun die Abbildung

D?f(x) : R" x R" — R™
(u,v) = DDf(-)u)(@)v.

Diese Abbildung ist offensichtlich linear in v (Multiplikation mit der Matrix D(Df( - )u)(x)).
Sie ist aber auch linear in u denn
D? f(x)(u1 + Auz,v) = D(Df(-)(u1 + Aug))(z)v = D(Df(- Jur + ADf( - Juz)(z)v
=DDf(-)u1)(@)v + ADDSf(- Juz)v

= D?f(x) (u1,v) + AD? f () (uz, ).
So wie Multiplikation mit Df(z) eine lineare Abbildung von R™ — R definiert, ist
D?f(z) eine Abbildung von R™ x R"™ — R™, die beziiglich beider Argumente linear ist,

eine sogenannte bilineare Abbildung. Sie hdngt natiirlich auch noch von der betrachteten
Stelle z ab.
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Auf diese Weise kdnnen wir nun auch Ableitungen beliebiger Ordnung definieren.
Definition 6.19. Sei U C R" offen und f : U — R™. Wir definieren rekursiv fiir £ > 1:

(i) f heift k£ + 1 mal (total) differenzierbar auf U, wenn D¥ f(-)(uy, ..., us) differen-
zierbar auf U ist fir jedes uq,...,u; € R™,

(ii) die k + 1-te Ableitung von f im Punkt = € U ist dann die multilineare Abbildung
Dka(x) . (Rn)kJrl s R™
(ur, -y ugy ) = DD F(-)(u, . . ) ()0
Bemerkung 6.20. Aus der Definition ist ersichtlich, dass fir fi,...,fm : U — R die
Funktion f = (f1,...,fm) : U — R™ genau dann k mal differenzierbar ist, wenn das

fir die Funktionen f1,..., fi, gilt. Wir kénnen also auch die Differenzierbarkeit héherer
Ordnung komponentenweise priifen. Ausserdem gilt fir alle uq,...,u; € R

(D4 @), ) = DA fy(a) - )

Bemerkung 6.21. Analog wie oben fiir den Fall k = 2, zeigt man, dass D* f(z) fiir jedes
k € N tatsdchlich eine multilineare Abbildung ist, das heifft sie ist linear in jedem ein-
zelnen ihrer Argumente. Wir haben Abbildungen von dieser Art bereits kennen gelernt:

(i) Das Skalarprodukt auf R™ ist eine bilineare Abbildung von R™ x R"™ — R.

(ii) Die Determinante ist eine multilineare Abbildung von (R™)" — R.

Bemerkung 6.22. Fir eine Matrix (lineare Abbildung) A € R"™*" kennen wir ihre Wir-
kung, wenn wir wissen wie sie auf eine Basis, zum Beispiel die Standardbasis eq,...,e,
wirkt, dann fir jedes v € R™ existieren eindeutig bestimmte Koeffizienten asq, .. ., ay, so,
dass v = a1e1 + - - + ape, und es gilt

Av =ag ey + - - + ayAey,.

Wir erinnern uns, dass Ae; gerade die i-te Spalte der Matrix A bezeichnet.

Eine analoge Aussage gilt auch fiir multilineare Abbildungen A : (R™)* — R™: die
Abbildung A ist eindeutig bestimmt, wenn A(e;,, ..., e;, ) fir alle iy,...,i, € {1,...,n}
bekannt ist.

Satz 6.23. Sei U C R” offen und f : U — R™ mindestens k mal differenzierbar. Sei
e1, ..., ey die Standardbasis von R™. Dann gilt fiir die Komponenten von DF f(x)

(D7) (et ei) = By -+ 01, f ()

fir alle iq,...,ix € {1,...,n}.
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Beweis. Fiir k = 1 ist die Aussage bereits bekannt (Satz [6.5). Wir fiihren nun eine
Induktion iiber die Ordnung der Ableitung aus. Angenommen wir wissen bereits, dass
die Aussage fiir eine Ordnung k stimmt, das heifit es gilt fiir alle iq,...,i; € {1,...,n}

(D5£(@)) (eins i) = By - 0i f(2).
Dann gilt fiir alle 41, ..., i, k41 € {1,...,n}

D]H_lf(x)(eil? ceey Cigs eik+1) = D(Dkf( ) )(eilv cee 7eik))(x)eik+1
= D(aik T 8i1f)<‘r)e7;k+1 = 87?k+18ik T ahf(x)’

wobel wir fiir die letzte Umformung Satz [6.5] verwendet haben. O

Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen kann hier im allgemeinen wichtig sein. Die
multilineare Abbildung ist also eine effiziente Art, die in n* partiellen Ableitungen ent-
haltene Information zu verwalten.

Beispiel 6.24. Wir betrachten die Funktion

RS R

x = (21, 22) — 7 cos(z2)
Fiir u = u1e1 + uges und v = vie; + vaes erhalten wir dann fiir die zweite Ableitung

D? f () (u, v)
= w1 D% f(z)(e1, e1) + u1vaD? f(x)(e1, e2) + upv1 D2 f () (€2, €1) + ugvaD? f(x) (€2, €2)

= u1v12 cos(x2) — 2ujvoxy sin(zg) — 2uguizy sin(xy) — u2v2x% cos(z2).

Dieses Ergebnis héangt linear von v und v aber natiirlich nicht von x ab. Weiter fillt auf,
dass die Koeffizienten der gemischten Terme ujve und usv; iibereinstimmen.

Satz 6.25. Sei U C R” offen und f : U — R™ sei k mal stetig differenzierbar. Dann
ist f auch k mal total differenzierbar.

Beweis. Die entsprechende Aussage ist bereits fiir k = 1 bekannt. Wir fithren nun wieder
eine Induktion iiber k aus, nehmen also an, die Aussage sei bereits fiir ein k € N bewiesen
und f sei k + 1 mal stetig partiell differenzierbar. Seien nun ui,...,ur € R™, dann ist
die Funktion

DFf(-)(un, .-, up)

nach Satz[6.23] eine Linearkombination der partiellen Ableitungen von f der Ordnung k
(Warum?) und damit nach Voraussetzung noch ein weiteres mal stetig partiell differen-
zierbar. Damit ist sie nach Satz auch total differenzierbar und f damit k + 1 mal
total differenzierbar. O
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Satz 6.26 (Satz von Schwarz). Sei U C R" offen und f € C*(U,R™), dann gilt fiir
alle z € U und alle u,v € R™

D*f(x)(u,v) = D*f(z)(v, u).
Insbesondere gilt fiir die partiellen Ableitungen
9i,0i, f () = 0,0, f (%)
fir alle iy,i5 € {1,...,n}.

Beweis. Es geniigt den Fall m = 1 zu betrachten, da alle Ableitungen komponentenweise
berechnet werden kdénnen.

Sei € U fest und € > 0 so, dass Be(x) C U. Falls u = 0 oder v = 0, verschwinden
beide Seiten der zu beweisenden Gleichung (Warum?). Seien also u,v € R™\ {0} und

€

O<t<c:= ’
2max {||u|, ||lv||}

Die Konstante ¢ ist dabei so bemessen, dass die Argumente, auf die f im folgenden
angewendet wird, tatsdchlich im Definitionsbereich U liegen.
Wir wenden den (eindimensionalen) Mittelwertsatz auf die Hilfsfunktion

g1:[0,t] = R
s f(x +tv+ su) — f(x + su)
an und finden £ € (0,t) so, dass
91(t) = g1(0) = g1 ()t = (Df(z + tv + &u)(u) — Df (2 + &Eu)(u))t.

Dabei haben wir die Kettenregel verwendet um die Ableitung ¢’ zu bestimmen. Wir
wenden nun erneut den Mittelwertsatz an, diesmal auf die Hilfsfunktion

g2:10,t] = R
s+ Df(z+ sv+&u)(u)

und erhalten 7 € (0,t) so, dass

92(t) = 92(0) = ga(m)t = D(DF (- ) (w))(x + no + Eu)v = D f(z + 10 + €u) (u, v)t.

Fiir die letzte Umformung haben wir wiederum die Kettenregel sowie die Definition der
zweiten Ableitung benutzt.
Zusammen haben wir fiir jedes t € (0, c) Zahlen £, n € (0,t) gefunden so, dass

flx +tv+tu) — f(z+tv) — f(z+tu) + f(z)
= 1(t) = 91(0) = (Df(z + tv + &u)(u) — Df (2 + fu)(u))t
= (92(t) — 92(0))t = D*f (& + o + Eu) (u, v)t>.
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Da die zweite Ableitung als stetig vorausgesetzt wurde und & und 7 fir ¢t — 0 gegen 0
konvergieren, erhalten wir

lim flx+tv+tu) — f(z+tv) — f(z+tu) + f(x)

t—0t +2 = sz(m)(uﬂ))- (6.1)

Diese Gleichung gilt fiir jedes u,v € R™. Die linke Seite der Gleichung ist symmetrisch
unter Vertauschung von v und v, also muss die rechte Seite es auch sein und es gilt
D2f(x)(u,v) = DQf({B)(U, ).

Setzen wir fir « und v Elemente der Standardbasis ein, also u = e;; und v = e;,, so
folgt aus Satz die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen. O

Bemerkung 6.27. (i) Mittels Induktion folgt, dass D f(z)(u1, . .., u) seinen Wert un-
ter beliebigen Vertauschungen der u; nicht dndert vorausgesetzt D f ist stetig. Man
sagt, die Multilinearform D¥ f(z) ist symmetrisch. Die Reihenfolge der Anwendung
von hochstens k partiellen Ableitungen ist also unerheblich falls f € CF(U,R™)
ist.

(ii) Gleichung stellt die zweite Ableitung mittels eines einfachen Grenzwertes
dar. Eine solche Darstellung kann zum Beispiel fiir die Diskretisierung von Diffe-
renzialgleichungen hilfreich sein. Es wurde jedoch zweimal stetig differenzierbares
f vorausgesetzt. Es gibt Funktionen, fir die der Grenzwert auf der linken Seite
existiert, die aber nicht zweimal differenzierbar sind.

Satz 6.28 (Taylorformel). SeiU C R" offen, f : U — R eine [+1 mal differenzierbare
Funktion und sei h € R™ so, dass x+th € U fiir jedest € [0, 1]. Dann gilt fir ein 6 € (0,1)

1

0= 1)!D”1f(w +O0R)(h, ... h).

l
fe+h) = Z%Dkf(x)(h,...,h) 4
k=0

Beweisidee. Wende die eindimensionale Taylorformel mit Lagrange-Restglied auf die
Hilfsfunktion
g:[0,1] - R
t— f(x+th)

an. O

Bemerkung 6.29. (i) Stellen wir h beziiglich der Standardbasis dar, also h = Y " | h;e;,
dann koénnen wir Koordinatendarstellungen der einzelnen Terme bestimmen wie
wir hier exemplarisch fiir den Term zweiter Ordnung zeigen:

D2f($)(h,h) = Z hith2f(1:)(ei,ej) = Z hzh]alajf(l')

1,j=1 1,j=1

Analog zum eindimensionalen Fall approximiert die Taylorformel eine [ + 1 mal
differenzierbare Funktion also durch ein Polynom (in n Variablen) dessen Koeffi-
zienten partielle Ableitungen von f an der Stelle z sind.
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(ii) Analog zu Korollar ist es im Prinzip moglich lokale Extrema von hinreichend
differenzierbaren Funktionen mittels der Ableitungen zu charakterisieren. Es gilt
zum Beispiel: Falls Df(z) =0,--- ,D'"! f(z) = 0 und D' f(x) # 0 so liegt in z

e cin Minimum vor, falls [ gerade und D!f(z) positiv definit ist, das heift
D!f(z)(h,...,h) > 0 fiir alle h € R™ {0},
e cin Maximum vor, falls I gerade und D' f(z) negativ definit ist,

e kein Extremum vor, falls / ungerade oder D' f(z) indefinit ist, das heiBt es exis-
tieren hy, hy € R™, so dass D' f(x)(hi,...,h1) > 0und D! f(z)(ha, ..., hs) < 0.

Im Allgemeinen ist diese Charakterisierung jedoch weniger hilfreich als im eindi-
mensionalen Fall. Zum Einen ist es insbesondere fiir [ > 2 relativ kompliziert zu
bestimmen ob eine multilineare Abbildung positiv definit ist. Zum Anderen kénnen
die Ableitungen auch (positiv) semidefinit sein, also D! f(z)(h,...,h) > 0 fiir alle
h € R™\ {0} aber D! f(x)(h,...,h) = 0 fiir bestimmte h.

161



6.3 Funktionenfolgen und Differenzierbarkeit
Beispiel 6.30. Betrachte die Funktionenfolge (f,,) gegeben durch

fm:R=>C

T lei”x
n

Es gilt

1
falloe = -

also konvergiert die Folge (f,) gleichméfBig gegen 0.
Die Folge der Ableitungen

fi(z) =ie™ =1 (em)n
konvergiert jedoch nur fir « € {27k| k € Z}.

Das obige Beispiel suggeriert, dass die Bedingungen an die Konvergenz der Funktio-
nenfolge nicht ausreichen um gutes Verhalten beziiglich der Ableitungen zu erreichen.
Das liegt daran, dass selbst Funktionen mit beliebig kleinen Normen sehr stark oszillie-
ren kénnen, so dass die Ableitung entsprechend grofie Werte annimmt. Wir miissen also
zusétzlich Bedinungen an die Konvergenz der Folge der Ableitungen stellen.

Bemerkung 6.31. Wir haben in Abschnitt die Supremumnorm fiir zahlwertige Funk-
tionen eingefithrt und damit die gleichméfBige Konvergenz definiert. Falls f : X — V
eine Abbildung von einem metrischen Raum in einen normierten Raum (V,||-||) ist,
dann kénnen wir analog definieren

[flloo = sup {1 f ()]l © € X}

Auch die Rédume der beschriankten B(X, V') beziehungsweise stetigen beschrankten Cy(X, V')
Funktionen kénnen damit analog definiert werden. Gleichméfiige Konvergenz einer Folge
solcher Funktionen ist dann die Konvergenz beziiglich dieser Norm.

Satz und Satz gelten dann entsprechend, vorausgesetzt der Raum V ist
vollstdndig. Dazu muss in den entsprechenden Beweisen nur jeweils der Betrag durch die
Norm || - || ersetzt werden.

Satz 6.32. Sei U C R™ und f, : U — R™ stetig differenzierbar fiir jedes n € N. Falls
die Folgen (fy,) und (Df,) gleichmafsig gegen Funktionen f : U — R™ bezichungsweise
g : U — R™*™ konvergieren, dann ist f differenzierbar und es gilt Df = g.

Beweis. Es geniigt wiederum den Fall m = 1 zu betrachten, da wir im allgemeinen
Fall den Satz komponentenweise anwenden kénnen. Wie zuvor verwenden wir auf R™*"
die Operatornorm. Da die f, stetig differenzierbar sind und Df,, gleichméiBig gegen g
konvergieren, folgt aus Satz die Stetigkeit von g.
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Sei nun x € U fest und ¢ > 0. Dann gibt es 6 > 0 so, dass [|g(y) — g(z)|| < § falls
ly — z|| <. AuBerdem existiert N € N, so dass fiir alle n > N gilt [|[Df, — gl < §.
Sei y € Bs(z). Dann existiert nach dem Mittelwertsatz fiir jedes n ein

€n € Spy ={z+tly—2x)|t e (0,1)}
so, dass fn(y) — fu(x) = Dfn(&n)(y — z). Wir stellen fest, dass auch ¢, € Bs(z). Dann
gilt fir n > N

g V) = @) = Do)y = )] = 1= (DS(6) = DA(e) (3 =)
S HDfn(gn) - Dfn(x)”
< HDfn(gn) - g(&n)” + ‘|g(§n) - g(a:)H + Hg(x) - Dfn(m)H

<2[Dfn = gl + l9(&n) — g(@)]| <.
Fir n — oo erhalten wir
1
Ty—ap @ @) — 9@y —a)l < e

Da € beliebig positiv gewahlt war, haben wir gezeigt, dass die linke Seite fiir y — x gegen
0 konvergiert. Damit ist nach Bemerkung f in x (total) differenzierbar mit Ableitung
Df(z) = g(x). O

Bemerkung 6.33. Wir kénnen nun auf C}(U,R™), dem Raum der differenzierbaren, be-
schrankten Funktionen mit beschriankten Ableitungen, eine Norm wie folgt definieren:

Ifllcr = 1l + 1D flloo - (6.2)

Konvergenz beziiglich dieser Norm bedeutet dann genau gleichméfiige Konvergenz und
gleichméfige Konvergenz der Ableitungen. Dann ist der obige Satz dquivalent zu der
Aussage, dass C} (U, R™) mit dieser Norm vollsténdig ist.

Wir formulieren die folgenden Resultate iiber Potenzreihen lediglich fiir Entwicklungen
um 0, sie gelten aber sinngeméf fiir beliebige Entwicklungspunkte.

Satz 6.34. Sei f(x) =>.," ,ana" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius r.
Dann ist f auf B,(0) differenzierbar und es gilt f'(x) =Y oo o na,az™ L.

Beweis. Wir untersuchen zunéchst den Konvergenzradius R der formal abgeleiteten Rei-
he

Da (/n) gegen 1 konvergiert, gilt fiir e > 0 fiir hinreichend grofie n

(1 =€) Vlan| < vnlan| < (1+€)Van]

163



und damit

1- 1 1
6:(1—6)1imsup Vlan| <limsup y/nla,| = = < +€.
r n—00 n—00 R r

Da diese Gleichung fiir jedes positive € gilt, muss r = R sein.
Setze nun fir x € B,(0)

oo
g(z) = Znanm"_l.
n=0

Sei nun z € B,(0) fest und wihle a > 0, so dass |z| < a < r. Nach Satz [5.8F]
konvergieren die Partialsummenfolgen

N
v = Z anx"
n=0

N
gN = E na,z™ !
n=0

auf B,(0) (sogar auf K,(0)) gleichméBig gegen f beziehungsweise g. Offensichtlich gilt
fx = gn. Damit folgt aus Satz dass die Grenzfunktion f differenzierbar auf B, (0)
ist und f' =g.

Da Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist und x innerer Punkt von B, (0) ist

gilt f/(x) = g(z). Da x € B,(0) beliebig war, gilt f' = g auf B,(0). O
Korollar 6.35. Sei f(x) =) > ja,x™ eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradi-
us. Dann ist f beliebig differenzierbar, und es gilt a;, = %. Daraus folgt insbesondere,

dass die Reihendarstellung einer Funktion f — so es eine solche gibt — eindeutig bestimmit
15t.

Beweis. Die beliebige Differenzierbarkeit folgt induktiv aus dem vorhergehenden Satz.
Ebenfalls induktiv folgt, dass wir auch die hoheren Ableitungen gliedweise berechnen
diirfen. Es gilt also

f(k)(m) = in(n —1)---(n—k+ l)anx”_k.
n=0

Setzen wir = 0 ein erhalten wir f*)(0) = klay. O

Beispiel 6.36. Wir konnen jetzt nochmals die bereits bekannte Ableitung der Exponen-
tialfunktion bestimmen

=3 (5) -y e
=\ nl — nl —(n-1) ’
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Bemerkung 6.37. Es liegt nun nahe, fiir beliebige glatte Funktionen f die Taylorreihe

— /") .,
2_4:] n! v

zu betrachten und fiir Rechnungen zu verwenden. Falls es tiberhaupt moglich ist, eine
Funktion durch eine Potenzreihe (mit positivem Konvergenzradius) auszudriicken, dann
ist das die einzige Moglichkeit.

Es gibt aber Funktionen, die nicht als Potenzreihe geschrieben werden kénnen. Zum
Einen ist es moglich, das der Konvergenzradius der obigen Reihe 0 ist. Zum anderen gibt
es aber auch Funktionen, die nicht mir ihrer (konvergenten) Taylorreihe iibereinstimmen.
So ist die Funktion

1
v {exp (—5) x>0
0 <0

in z = 0 beliebig differenzierbar und es gilt f((0) = 0 fiir alle n € N. Die zugehérige
Taylorreihe konvergiert also auf ganz R, hat aber offensichtlich nichts mit der urspriing-
lichen Funktion zu tun.

Definition 6.38. Sei K = R oder K = C und seien a, € K Koeffizienten fiir jedes
n € Nd. Dann ist

E n
anT

d
nENO

eine (formale) Potenzreihe in d Variablen (wobei wir Multiindexnotation verwendet ha-
ben).

Eine Funktion f : U — K fiir eine offene Nullumgebung U C R? heifit analytisch in 0,
wenn sie in eine Potenzreihe um 0 entwickelt werden kann, das heif3t es existieren ¢ > 0
und a, € K fiir jedes n € N¢, so dass

fz) = Z anz”
neNgd

fir alle z € B.(0).

Bemerkung 6.39. (i) Die Konvergenz der auftretenden Reihen kann zum Beispiel wie
folgt definiert werden: wir nennen ZneNg apx" konvergent gegen S, falls fiir jedes

€ > 0 eine endliche Teilmenge A C Ng existiert, so dass fiir jede endliche Teilmenge
A C B C N§ gilt

Zanx"—S < e

neB
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(i)

(iii)

Der Konvergenzbereich einer Potenzreihe in mehr als einer Variablen ist nicht mehr
so einfach zu charakterisieren wie im eindimensionalen Fall (siehe Beispiel |6.40)). Es
gilt aber analog zum eindimensionalen Fall: falls y = (y1,--- ,94) € R? ein Punkt

ist mit y1 #£0,--- ,yq # 0, so dass
> any”

neNd
konvergiert, dann konvergiert die Reihe fiir jedes z im offenen Quader
{:c € Rd‘ |zi| < |yi| fir allei e {1,... ,d}}
absolut, das heifit es gilt

D layl (21l )" < co.

d
nGNO

Konvergiert eine Potenzreihe auf einer offenen Umgebung U von 0, so ist sie dort
beliebig differenzierbar und es gilt

0"1(0)
- =

an

Dabei setzen wir
8’7f=8171 8gdf und n' — 771'77d'

Aus der vorhergehenden Bemerkung folgt insbesondere, dass die Koeffizienten der
Potenzreihendarstellung einer Funktion (falls diese existiert) eindeutig bestimmt
sind. Die obige Gleichung ist selten niitzlich um die Potenzreihendarstellung einer
Funktion zu finden (falls diese existiert). Umgekehrt kann sie jedoch hilfreich sein,
falls man viele (partielle) Ableitungen einer Funktion gleichzeitig berechnen will
um zum Beispiel Extrema zu untersuchen oder die Taylorformel aufzustellen. Wir
kennen bereits einige Reihendarstellungen, z.B. fiir e*, sin(x), cos(z), ﬁ sowie alle
Polynome. In vielen Féllen kann man nun Reihendarstellungen fiir Funktionen fin-
den, indem man sie mittels geschickter Umformungen als Summen oder Produkte

(manchmal auch Verkettungen) dieser Funktionen darstellt:

e 2\n oo 2n+1
f(a:):xexzzxzi(x) :Z$
o n! o n!

Es gilt
CU)>CH ) >CYHU)D---D>CKHU) D --- D C®(U) > C¥U).

Dabei bezeichnet C*(U) den Raum der analytischen Funktionen, das heifit Funk-
tionen die in einer Umgebung jedes Punktes einer Reihendarstellung besitzen. Alle
Inklusionen in obiger Kette sind echt.
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(vi) Die analytischen Funktionen sind abgeschlossen unter Summen, Produkten und
Verkettungen. Eine Potenzreihe ist auf ihrem Konvergenzkreis analytisch. Die Be-
weise fiir diese Aussagen sind nicht trivial.

Beispiel 6.40. Die Potenzreihe in zwei reellen Variablen

o0

> (ay)"

n=0

1

konvergiert auf {(z,y)| |zy| <1} gegen —.

Diese Funktion ist also analytisch in 0.
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6.4 Der Banachsche Fixpunktsatz und der Satz iiber implizite
Funktionen

Theorem 6.41 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer
Raum und ¢ : X — X eine streng kontraktive Abbildung, das heifst es gibt ¢ € [0,1), so
dass

d(e(x), ¢(y)) < cd(z,y)

fiir alle x,y € X gilt. Dann hat ¢ genau einen Fizpunkt, das heifit es existiert genau ein
x € X, so dass p(x) = x.

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass ¢ insbesondere Lipschitz-stetig, also stetig ist.
Sei g € X und definiere rekursiv die Folge x, := ¢(z,—1) fiir n € N. Dann gilt auf
Grund der strengen Kontraktivitét

d(Tni1,2n) = d(p(zn), p(Tn-1)) < cd(@n, Tn-1)
und mit Induktion folgt
A(Tpak, Tpak—1) < ckd(xn,:vn_l)
fiir alle k£, n € N. Insbesondere folgt
d(xp, Tp_1) < (21, 20)
Aus der Dreiecksungleichung folgt dann
A(Tntks Tn—1) < A(Tntks Tnk—1) + ATntk—1, Tnrk—2) + -+ d(@Tn, Tn_1)

< (Ck+ck—1+...+c—|— 1) d(l’n,l‘nfl)

1 — cktl 1—cktt

= ﬁd(xnvxn—l) < ﬁcn 1d(a:1,a?0)
=1

<7- Cd(5617960)-

Da der letzte Term unabhéngig von k ist und fiir n — oo gegen 0 konvergiert, haben
wir damit die Cauchy-Eigenschaft der Folge (z,) gezeigt. Nach Voraussetzung ist X
vollsténdig, also konvergiert (x,) gegen ein x € X. Dann gilt

vl =l () = ¢ (Jim ) = o)

wobei wir im vorletzten Schritt die Stetigkeit von ¢ verwendet haben.
Es bleibt noch die Eindeutigkeit des Fixpunktes zu zeigen. Seien z,y € X Fixpunkte
von ¢. Dann gilt

d(z,y) = d(e(z), o(y)) < cd(z,y).
Da ¢ < 1 folgt daraus d(z,y) = 0 und aus der Definitheit der Metrik x = y. O
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Bemerkung 6.42. (i) Eine Folgerung aus dem Banachschen Fixpunktsatz: 148t man in
diesem Horsaal einen Stadtplan von Leipzig zuféllig auf den Boden fallen, dann
gibt es genau einen Punkt auf dem Stadtplan, der genau iiber dem entsprechenden
Punkt der Stadt liegt.

(ii) Aus dem Beweis ist auch ein Verfahren zum Bestimmen des Fixpunktes ersichtlich:
man wendet ¢ wiederholt auf einen beliebigen Startpunkt an. L&t man in einer
der obigen Abschétzungen k — oo gehen, so erhélt man

1

1) £ ——d(Zn, Tp-1),
d(x,zp—1) < l_cd(ac Tn—1)

also eine Abschétzung fiir den Fehler.

(iii) Viele Probleme lassen sich in Fixpunktprobleme iiberfiihren. Die Schwierigkeit liegt
dann héufig darin, einen passenden metrischen Raum zu finden, so dass man den
Satz anwenden kann.

Beispiel 6.43. Betrachte die Gleichung x — y? = 0. Fiir z € (0,00) gibt es die beiden
Losungen

y = v/x beziehungsweise y = —+/z.

Fiir jeden Losungspunkt (£,7) der Gleichung gibt es also eine Umgebung U und eine
Funktion f, so dass alle in U liegenden Losungen der Gleichung durch (z, f(x)) gegeben
sind. Dartiber hinaus ist f sogar stetig differenzierbar.

Bemerkung 6.44. In vielen Fallen wird es nicht mehr moglich sein, Formeln fir die Lo-
sungen von Gleichungssystemen anzugeben. Der Satz iiber implizite Funktionen erlaubt
es unter bestimmten Voraussetzungen zumindest die Existenz und bestimmte Eigen-
schaften solcher Lésungen nachzuweisen.

Sei F': RP xR? — R? eine Abbildung. Betrachten wir 1, ..., z, als unabhéngige Varia-
blen und yi, ..., y, als abhéngige Variablen und setzen z = (z1,...,2p), y = (Y1,-..,Yq)s
dann ist durch

F(x,y):O

ein Gleichungssystem gegeben. Wir betrachten hier nur den Fall, in dem die Anzahl der
Gleichungen mit der Anzahl der unabhéngigen Variablen iibereinstimmt.

Gehen wir nun davon aus, dass (£,7) eine Losung ist, dass also F(&,n) = 0 gilt,
dann stellt sich die Frage, ob das Gleichungssystem zumindest fiir z in der Néhe von
& Losungen hat und ob diese eindeutig sind. Ist das der Fall, dann kénnen wir uns fir
Eigenschaften der durch F'(z, f(z)) = 0 definierten Funktion interessieren.

Ist so ein F' gegeben und differenzierbar, so bezeichnen wir mit D,F(x,n) € R?*?
die Ableitung der Funktion y — F(z,y) an der Stelle 7, also fir festes xz. Analog ist
D,F(&,y) € R7*P die Ableitung der Funktion z — F'(z,y) an der Stelle £ fiir festes y.
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Die grundlegende Idee ist dabei die folgende. Ist F' differenzierbar, dann verhélt es
sich in der Nahe des Punktes (£,7n) wie eine lineare Funktion. Dann erhalten wir also
ndherungsweise ein Gleichungssystem welches linear in den abhéngigen Variablen y ist

0= F(z,y) =~ F(z,n) + Dy F(z,n)(y —n),
und welches lésbar ist, falls D, F'(z,7n) invertierbar ist.

Theorem 6.45 (Satz iiber implizite Funktionen). Seien U C RP und V C R? of-
fen. Sei F : U x V — RY stetig differenzierbar und es seien £ € U und n € V so, dass
F(&,m) =0 und DyF(§,n) invertierbar ist.

Dann existieren Umgebungen UcU von & und V CV von n und eine stetige Funktion
f:U =V, sodass f(€) =n und F(zx, f(z)) =0 fiir alle z € U.

Beweis. Wir setzen D = Dy F(§,n). Wir betrachten die folgende Abbildung ¢ die Funk-
tionen auf Funktionen abbildet (den genauen Definitionsbereich von ¢ werden wir weiter
unten festlegen)

o(9)(z) = g(x) — D' F(x, g(x)).

Da D~! invertierbar ist, gilt o(f) = f genau dann, wenn F(z, f(z)) = 0 ist, wenn f
also unser urspriingliches Problem 16st. Wir haben unser Problem also in ein Fixpunkt-
problem umgeformt auf dass wir den Banachschen Fixpunktsatz anwenden wollen. Wir
stellen noch fest, dass ¢ stetige Funktionen auf stetige Funktionen abbildet.

Bezeichne I : R? — RY die identische Abbildung. Die Funktion

(z,y) — ||[I = D™'DyF(z,y)||

ist nach Voraussetzung stetig und verschwindet im Punkt (£, n). Es existieren also 4, € > 0
so, dass Bs(§) C U, Be(n) C V und

|7 = D7'DyF(z,y)|| <

[N

fiir alle z € Bs(€) und y € V := B(n)). Auf Grund der Stetigkeit von x |D~F(z, 17)”
konnen wir ein (moglicherweise kleineres) § > 0 wéhlen, so dass

|D~ F(z,n)|| < 2

fiir alle z € U = Bs(&). i
Sei nun X die Menge aller stetigen Funktionen g : U — R? die

(i) 9(§) = n und
(i) lg(x) —nl| < & fiir alle x € U
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erfiillen. Die zweite Bedingung impliziert insbesondere, dass g(z) € V fiir alle g € X und
x € U. Damit ist X Teilmenge des Banachraumes Cyp (U, R?) mit der Supremumnorm

9]l = sup { lg@)l| = € U}

Dariiber hinaus ist X in diesem Raum abgeschlossen, da die obigen Bedingungen unter
gleichméaBigen Grenzwerten erfiillt bleiben also nach Satz [5.3§ vollsténdig. Auferdem
ist X nicht leer, denn es enthélt mindestens die konstante Funktion n. Wir wollen nun
zeigen, dass ¢ Funktionen aus X nach X abbildet und dass es die Voraussetzungen des
Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.

Betrachte nun fiir festes 2 € U die Abbildung

d:V 5 RY
y—y— D 'F(z,y).

Dann folgt mit dem allgemeinen Mittelwertsatz Satz fir alle y,z € V

_ 1
1@(y) — @(2)|| <sup || = D™Dy F(z,y)|| |y — 2| < 5 ly ==l
veV

Insbesondere gilt fiir g1,92 € X und x € U

[(p(91))(x) = (¢(g2))(@)]| = |®(g1(7)) — ®(g2()) ]l
1 1
<3 lg1(z) — g2(z)[| < 3 lgr — 92/l

und damit ist ¢ eine strenge Kontraktion

1
lelgr) = e(g2)llo < 5 llg1 = g2llc -

Wir miissen nun noch zeigen, dass ¢ die Menge X auf sich selbst abbildet. Aus der
Definition von ¢ ist unmittelbar ersichtlich, dass fiir jedes g € X gilt (¢(g))(§) = n und
dass ¢(g) wiederum eine stetige Funktion ist. Schlielich gilt

()@~ < e (@)(@) ~ (£ + eln)) ) — ]
< 3 llgw) = nll +|D7 Pl ]| < &

Jetzt sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt. Die Abbil-
dung ¢ hat also genau einen Fixpunkt f € X und fiir dieses f gilt F'(z, f(z)) = 0 fiir
allexz e U. O

Fiir die folgenden Aussagen behalten wir die Voraussetzungen sowie die Notation des
Theorems und seines Beweises bei.
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Bemerkung 6.46. Die Eindeutigkeitsaussage des Banachschen Fixpunktsatzes besagt,
dass es fiir fest gewéhltes U und V genau eine Funktion in X gibt, die F(z, f(z))
erfilllt. Es gilt jedoch etwas stirker: fiir festes z € U ist f(z ) die einzige Losung des
Gleichungssystems F'(z,y) = 0. Fiir jede Losung y gilt

ly = f(@)] = 12(y) — 2(f(2))]| < % ly = f(=@)II,
was nur durch y = f(z) zu erfiillen ist.

Satz 6.47. Es gibt eine (maglicherweise kleinere) Umgebung l} von & auf der f stetig
differenzierbar ist. Die Ableitung ist durch

Df(z) = — (DyF(z, f(2))) "' Do F(x, f(x))
gegeben.

Ohne Beweis.

Korollar 6.48 (Satz iiber die Umkehrfunktion). Sei U C R™ und f : U — R”
stetig differenzierbar. Falls Df (&) invertierbar ist fir ein & € U, dann gibt es eine Um-

gebung U von & und eine Umgebung V von n = f(§), so dass f die Umgebung U bijektiv
auf V abbildet und dass die Umkehrfunktion

g: VU
y= ()
stetig differenzierbar ist. Es gilt
Dg(n) = (DF())
Beweisidee. Wende den Satz iiber implizite Funktionen an, um das Gleichungssystem
F(z,y) = f(x) -y =0
(lokal) nach z aufzulésen. O

Beispiel 6.49. Wir wollen mogliche Umkehrungen der komplexen Exponentialfunktion
z > exp(z) untersuchen. Wir schreiben die Funktion zunéchst als Funktion von R? nach
R?, also z = = + iy und

exp(z) = exp(x + iy) = exp(x)(cos(y) + isin(y)).
Wir interessieren uns also fiir die Funktion
¢ : R? - R?
(z,y) = (exp(z) cos(y), exp(x) sin(y)).
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Diese Abbildung ist offensichtlich (sogar beliebig) differenzierbar und Dy (x,y) ist stets
invertierbar. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion besitzt ¢ auf dem Bild exp(C)
lokal eine stetig differenzierbare (sogar glatte) Umkehrfunktion, eine komplexe Logarith-
musfunnktion.

Man kann zeigen, dass exp(C) = C\ {0} gilt. Ublicherweise definiert man den soge-
nannten Hauptzweig des komplexen Logarithmus so, dass er folgendermaflen abbildet

In:C\{zreR}x<0—->RXx(—m,mn).

Man erhélt dann weitere ,Zweige“ der Logarithmusfunktion durch In+27k mit k& € Z.
Es ist auch moéglich, komplexe Logarithmusfunktionen mit anderen Definitions und Wer-
tebereichen zu definieren, jedoch gibt es keine auf ganz C\ {0} stetige Logarithmusfunk-
tion.
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7 MaBe und Integrale
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7.1 Inhalte und MaBe

Definition 7.1. Eine Menge M heifit abzahlbar wenn es eine surjektive Abbildung von
N nach M gibt, also eine Folge (z,,) C M so, dass fir jedes y € M ein n € N existiert,
das z,, = y erfiillt. Eine Menge M heif3t abzdhlbar unendlich, wenn sie abzdhlbar und
unendlich ist.

Bemerkung 7.2. (i) Abzéhlbar unendliche Mengen sind in gewisser Weise die kleinsten
unendlichen Mengen.

(ii) Teilmengen von abzéhlbaren Mengen sind abzéhlbar (wéhle eine entsprechende
Teilfolge).

(iii) Die Vereinigung zweier abzihlbarer Teilmengen M und K ist abzéhlbar: Wenn
() € M und (y,) C K sind, dann ist die Folge
(xlv Yi,22,Y2,T3,Y3, - - )

surjektiv auf M U N.

Wendet man diese Aussage iterativ an, dann erhélt man, dass endliche Vereinigun-
gen abzédhlbarer Mengen abzéhlbar sind. Insbesondere ist zum Beispiel die Menge
Z abzahlbar.

(iv) Die Vereinigung abzahlbar vieler abzédhlbarer Teilmengen ist abzéhlbar. Sei M eine
abzéhlbare Menge abzéhlbarer Mengen und (A4,,) C M eine surjektive Folge und
(nk)ken C Ay) eine surjektive Folge fiir jedes n, dann ist die Folge

(9611, Z12,221,T13,L22,L31,L14,L23,L32, L41, - - )

eine surjektive Folge auf (J ), A.

Insbesondere ist fiir zwei abzéhlbare Mengen M und K ihr kartesisches Produkt

Mx K= | {(z,y)ly € K}
zeM

abzdhlbar. Damit sind die Mengen N x N, N x Z und damit auch Q abzéhlbar.
(v) Es gibt Mengen, die nicht abzahlbar sind, zum Beispiel [0, 1], R sowie P (N).

Definition 7.3. Sei Q) eine Menge. Ein System von Teilmengen (I eine beliebige In-
dexmenge) (A;)icr C P () heifit paarweise disjunkt, wenn A; N A; = @ wann immer
i ]

Bemerkung 7.4. (i) Sei A C P (R"™) System von Teilmengen. Eine Abbildung u :

A — [0, 00] heif3t Inhalt, falls fiir alle Ay, ..., A, € A paarweise disjunkt gilt: falls
AiU---UA, € A, dann gilt

AU UA,) =D pu(A;)  (Additivitit).
=1
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Der Inhaltsbegriff verallgemeinert die Begriffe Lange (1-dim.), Flache (2-dim.) und
Volumen (3-dim.).

(ii) Im Kontext von MafBlen und Inhalten (und spéter Integralen) definieren wir
c+oo=00 VeecRUoo
0-00=0.

(iii) Ziel wird es sein, das Mengensystem .4 moglichst grofi zu wihlen. Ideal wire A =
P (R™), aber das sogenannte Banach-Tarski-Paradoxon besagt: Es existiert eine
disjunkte Zerlegung

AjU---UA,UB U---UB, = B;(0) C R®

und Bewegungen (Kombinationen aus Drehungen und Verschiebungen) Dy, ..., D,
sowie T1,...,Ty, so dass

DA U--- U DpAp = Bl(O) =TBU---U Tqu.
Es kann also keinen unter Bewegungen invarianten Inhalt auf P (]R3) geben.

Definition 7.5. Sei 2 eine Menge. Ein System .4 von Teilmengen von (2 heifit o-Algebra,
wenn

(i) @ € A,
(i) Ac A= A€ A,
(iii) fur eine abzdhlbare Teilmenge {41, Ao, ...} C A folgt
Jaiea

1€EN

Eine Abbildung p : A — [0, 00] heifit ein MaB, falls u(@) = 0 und fiir paarweise
disjunkte Teilmengen (A;);eny C A gilt

m (U A,) => w(A;)  o-Additivitit,
1€EN 1€EN
Eine Grundmenge zusammen mit einer o-Algebra (£2,.4) heifit messbarer Raum oder

Messraum.
Ist zusétzlich ein Mafl vorgegeben, so heifit das Tripel (£2,.A, u) Mafiraum.

Beispiel 7.6. (i) Sei § eine beliebige Menge mit der disjunkten Zerlegung
QO=A1U---UA,.
Dann ist

m

iel

IC{l,...,n}}

eine o-Algebra.
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(i) Sei  beliebig und z € Q. Dann ist
9z P () = [0, o]

A»—>{1 re A

0 sonst
ein Ma$B.
(iii) Sei Q beliebig, dann ist
#:P(2) = [0,00]
A {Anzahl der Elemente in A A endlich

o0 sonst

ein Maf}, das sogenannte Zahlmafl. Dieses Maf} ist besonders fir endliche oder
abzahlbare Mengen niitzlich.

(iv) Sei Q abzéhlbar und (ay,)weq C [0, 00], dann ist
w:P(2) = [0, 00]

AHZ(LUJ

weA

ein Maf}. Man kann zeigen, dass jedes Maf3 auf einer abzdhlbaren Menge {2 von
dieser Form ist.

(v) Sei (£, A, ) ein Mairaum und A € A. Definiere die auf A eingeschrénkte o-Algebra
Al ={BNnAlBeA}.
Dann ist (A4, A|,,p) ein Mafiraum.

Bemerkung 7.7. Fiir abzédhlbare Teilmengen {A;, A, ...} C A einer o-Algebra A gilt

(A= (UAC)C.

€N €N
Falls A, B € A, dann gilt auch A\B = AN B° € A.
Ein Maf ist stets monoton, das heifit falls A, B € A und A C B, dann gilt
1(B) = n(B\A) + pu(A) = u(A).
Definition 7.8. Eine Abbildung p : P (2) — [0, 00] heifit duBleres Maf, falls (@) = 0

und
Ac A= p(A) <> u(A)
ieN i€EN

gilt.
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Genauso wie Mafle, sind auch duflere Mafie monoton.
Sei Z die Menge der beschrankten Intervalle

1= U {[ZL‘,y],[l‘,y),(ﬂj‘,y],(l’,y)}.

z,yER, <y

Wir definieren auf Z die Lénge als
[z, y]) == U([z,y)) == (2, 9]) = U((2,9)) =y — =

Satz 7.9. Die Abbildung
A:P(R) — [0, 0]

A+ inf { > L)

€N

Ac|JL,LieTvi GN}
1€N
definiert ein dufSeres MafS auf den reellen Zahlen.
Beweis. Es gilt A\(@) < 1([0,¢€]) = € fiir jedes € > 0 also A\(&) = 0.
Sei nun A C (Jyen Ax. Wir wollen zeigen, dass

AA) <D M)
keN

erfiillt ist. Falls die Summe auf der rechten Seite (bestimmt) divergiert, ist nichts zu
zeigen, wir konnen also A(A;) < oo annehmen. Sei € > 0, dann existieren fiir jedes k € N
Intervalle (I;), so dass

A € | I und 7 1(I) < MAR) + o

9k
i€N i€N
Dann gilt
AcC U Ay C U Ii

keN k€N

und
€
AA) < 3010 < D (MAw) + 27,) = 3 MA) +e
k,ieN keN keN

Da das fiir jedes € > 0 gilt, folgt die gesuchte Ungleichung. O

Bemerkung 7.10. Wir haben hier das duflere Lebesgue-Maf3 konstruiert. Dabei wurden
kaum spezifische Eigenschaften der Intervalle aus I benutzt. Eine analoge Konstruktion
ist dementsprechend auch auf R? (benutze Rechtecke statt Intervalle), auf R (Quader
statt Intervalle) auf R™ sowie in vielen weiteren Situationen moglich. Wir erhalten auf
diese Weise ein dufleres Lebesgue-Mafl auf R” fiir jedes n € N. Diese dufleren Mafle sind
noch nicht als unser gesuchter Flachen/Volumenbegriff geeignet, da sie im Allgemeinen
nicht endlich additiv sind. Wir kénnen jedoch ein echtes Maf} erhalten, indem wir den
Definitionsbereich einschrinken.
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Satz 7.11. Sei p ein auferes Maf$ auf (Q,P (). Dann ist das System der messbaren
Mengen

A={ACQuE)>puENA)+uENA)VE e P(Q)}
eine o-Algebra und pl| 4 ist ein Maf.

Beweis. Zunéchst folgt aus der Subadditivitat stets pu(E) < u(ENA) + p(E N A°), eine
Menge ist also messbar genau dann wenn

W(E) = w(E N A) + p(E 0 A%

fir alle E € P (Q).
Offenbar ist @ messbar und A messbar genau dann wenn A® messbar ist.
Es gilt fiir jedes E € P (Q)

EN(AUuB)=(ENAU(ENB)=(ENA)U(ENBN A
und so folgt fiir A, B messbar mit der Subadditivitdt von p
WE)=wENA) +u(ENA)=puENA)+u(ENA°NB)+ pu(ENA°N B9
> W(E N (AU B)) + u(E N (AU BY) = u(E),

Damit ist A U B messbar und die obigen Ungleichungen sind in Wahrheit Gleichungen,
es gilt also

WENA) +uw(ENA°NB)=u(EN(AUB)).
Aus der letzten Gleichung folgt falls A, B zusétzlich disjunkt sind
w(EN(AUB))=u(ENA)+ u(ENB)

und wir erhalten fiir £ = 2 insbesondere die endliche Additivitdt von g fiir messbare
Mengen.
Seien nun (A;);en paarweise disjunkte, messbare Mengen und setze

n o0
Sy = UAi und S = UAi.
i=1 i=1

Dann folgt aus dem oben gezeigten induktiv, dass S,, messbar ist und fiir jedes E € P ()
gilt
n

pENS) => p(ENA).

=1

Die Messbarkeit impliziert dann auch

W(E) > W(E N S,) + u(ENSS) > S0 (BN A) + (BN S
=1
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wobeil wir die Monotonie des dufleren Mafes benutzt haben. Lassen wir nun n — oo
gehen und benutzen nochmals die Subadditivitdt dann folgt

W(E) =S (BN A) + (BN S°) = p(ENS) + (BN S°) = ().
i=1
Daraus ist wiederum ersichtlich, dass S messbar ist und
WENS) =Y p(EN 4
i=1

gilt. Insbesondere folgt, fiir £ = Q die o-Additivitdt von p fiir messbare Mengen.

Es bleibt noch zu zeigen, dass beliebige abzahlbare Vereinigungen messbarer Mengen
wieder messbar sind. Das folgt jedoch leicht, da fiir messbare (A;);en nach dem bereits
gezeigten die Mengen

messbar (Warum?) und paarweise disjunkt sind und es gilt

J4i=JB. O

i€EN 1€EN

Definition 7.12. Wenden wir den vorhergehenden Satz auf das d&uflere Maf} in Satz|7.9
an, so erhalten wir die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen und das Lebesgue-
Maf3 A auf den reellen Zahlen. Auf ganz analoge Weise kann man die Lebesgue-Mafle auf
R?, R? und R” fiir jedes n € N konstruieren.

Bemerkung 7.13. Wir nennen eine Menge A C R eine Nullmenge, wenn ihr dufleres Maf3
0 ist, wenn sie sich also durch abzéhlbar viele Intervalle von beliebig kleiner Gesamtliange
iiberdecken lasst. Offensichtlich ist {z} eine Nullmenge fiir jedes z € R. Daraus folgt —
nicht mehr ganz so offensichtlich — fiir jede abzéhlbare Menge A aus der Subadditivitét
des dufleren Mafles

AMM) =\ <U {x}) <> Mz} =o.
r€EA z€A

Damit sind beispielsweise die rationalen Zahlen Q@ eine Nullmenge.
Offensichtlich sind Teilmengen von Nullmengen ebenfalls Nullmengen und daraus folgt
insbesondere, dass alle Nullmengen Lebesgue-messbar sind (Warum?).

Wir wollen nun noch zeigen, dass diese o-Algebra auler @ und €2 noch weitere Mengen
enthélt und die Begriffe damit sinnvoll sind.
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Satz 7.14. Intervalle sind Lebesgue-messbar und und es gilt A\([a,b]) =b—a

Beweis. Sei A C R ein beschréinktes Intervall. Wir zerlegen R in drei disjunkte Intervalle
R=[LUAUI,.

Fiir I € 7 iiberzeugt man sich leicht, dass I N I;, I N A und I N I, beschrinkte Intervalle
(oder leer) sind und

) =1INnhH)+IINA)+I(INI)
gilt. Sei nun E € P (R) und
EC U I
1€N
eine Uberdeckung von E durch Intervalle. Dann sind

EnAc|JLnA  EnA°c|Jmnh)uLn)
ieN iEN

Uberdeckungen von E N A und E N A¢ durch abzéhlbar viele Intervalle und es gilt

DU =) UGN A+ Y (UGN D) + 11N 1)) = MENA) + ME N AS).
€N ieN €N

Da das fiir jede Uberdeckung durch Intervalle von E gilt, folgt
AME) > AMENA) +AENAY

und da E beliebig war, ist damit die Messbarkeit von A gezeigt. Damit enthéalt die
o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen alle Intervalle.

Um nun zu zeigen, dass fur A = [a,b] gilt A(A) = b — a, nehmen wir an, dass fiir
abzahlbar viele Intervalle (I,,) C Z gilt

1:=> I(I)<b—a.
neN

Wir nehmen zunéchst an, dass die I, alle offen sind und definieren fiir n € N

Die Mengen A,, sind alle nicht leer, da sich A nicht durch endlich viele Intervalle von
Gesamtlinge < b — a iiberdecken lisst (vergleiche Ubungsaufgabe 5 vom Blatt 10). Wir
wéhlen nun eine beliebige Folge (x,) C A so, dass z, € A, ist. Da A kompakt ist,
existiert eine gegen x € A konvergente Teilfolge. Ware x € I} fiir ein k € N, dann gébe
es — da [j offen ist — unendlich viele z; die ebenfalls in I} enthalten wéaren, was aber
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nach der Definition der Mengen A, unmdglich ist. Wir haben damit gezeigt, dass die
Intervalle I,, die Menge A nicht iiberdecken.

Seien nun die Intervalle I,, beliebig (also nicht mehr notwendig offen) und wir nehmen
an, dass sie A Uiberdekcen. Sei (zj) die Folge der (abzéahlbar vielen) Randpunkte aller

dieser Intervalle. Sei € = b_Z_l, dann ist
. € €
{In nEN}U{(mk—ﬁ,xk—Fﬁ)‘ keN}

eine Uberdeckung von A durch abzihlbar viele offene Intervalle mit Gesamtlinge

oo
2¢ b—a—1l b—a+l
Z+Z§_l+ ;=5 <b-a
k=1
Eine solche Uberdeckung ist aber nach dem oben gezeigten unméglich. O

Satz 7.15. Jede offene und jede abgeschlossene Menge ist Lebesque-messbar.

Beweis. Sei O offen und z € O. Dann existiert € > 0 so, dass (z — €,z +¢) C O ist.
Da die rationalen Zahlen dicht in R sind, existieren [,7 in Q so, dass x —€¢ < [ < x
und z < r < = + ¢, das heifit z ist in einem Intervall (I,7) mit rationalen Randpunkten
enthalten, dass vollstindig in O liegt. Wir haben also gezeigt, dass

0= U (1, 7)

l,reQ und (I,r)CO

gilt. Wir wissen bereits, dass Intervalle Lebesgue-messbar sind und das die Lebesgue-

messbaren Mengen eine o-Algebra sind, damit ist auch O Lebesgue-messbar.
Schliefllich ist jede abgeschlossene Menge als Komplement einer offenen Menge eben-

falls Lebesgue-messbar. O

Bemerkung 7.16. Die Lebesgue-o-Algebra enthilt noch viel mehr Mengen, abzéhlba-
re Vereinigungen offener und abgeschlossener Mengen, deren Komplemente, abzidhlbare
Vereinigungen von solchen Mengen etc. Grundsétzlich sind alle Mengen die man auf
yhatiirliche Weise“ antrifft messbar und man muss groe Anstrengungen unternehmen
um zu zeigen, dass es Uberhaupt Mengen gibt, die nicht messbar sind. Die diversen
Lebesgue-Mafle (fiir unterschiedliche Dimensionen) sind also fiir hinreichend viele Men-
gen definiert.

Bemerkung 7.17. Fir eine Teilmenge A C R und x € R bezeichne
A+z:={y+zlyec A}.

Ein Ma8 p auf einer o-Algebra A iiber R heifit translationsinvariant, wenn p(A + ) =
w(A) gilt fir alle A € A und alle z € R. Dazu muss insbesondere gelten, dass die
o-Algebra translationsinvariant ist, das heiit A + z € A fiir alle A € A und alle z € R.
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Da Translationen von Intervallen wieder Intervalle sind, {iberzeugt man sich leicht,
dass das duflere Lebesgue-Maf3, und damit auch das Lebesgue-Maf translationsinvariant
sind.

Man kann dariiber hinaus zeigen, dass A das einzige translationsinvariante Maf ist,
dass A([0,1]) = 1 erfiillt.

Wir wissen jetzt, dass sich sinnvolle Flédchen-, Volumen- und andere Mafibegriffe fiir
hinreichend viele Mengen definieren lassen. Schliellich wollen wir noch sehen, dass die
anfinglichen Uberlegungen zur Berechnung von Maflen (Approximation der zu untersu-
chenden Menge von innen oder von auflen durch bereits bekannte Mengen) tatsichlich
zum Erfolg fiihren.

Satz 7.18 (Stetigkeit des Mafles). Sei (2, A, ) ein MafSraum. Fir eine monoton
wachsende Folge (Ay) C A, das heifit A, C Apyq fiirn € N, gilt

f (LEJNAn> = lim p(Ay) = 22§N(An)'

Fiir eine monoton fallende Folge (By,) C A gilt

H (ﬂ Bn) = lim :U'(Bn) = inf M(An)a

neN
falls pu(By) < oo fiir ein n € N.

Beweis. Falls j1(Ay,) = oo fiir ein n € N, dann folgt die erste Gleichheit sofort. Sei also
w(Ay,) < oo fiir alle n € N. Setze Ag = @ und C,, = A,\A,—1 fir n € N. Dann sind die
C,, paarweise disjunkt und daher gilt

u (U An) = p <U Cn) = w(Cn) = (1(An) — p(An-1))

neN neN neN neN
= lim p(A,) — p(Ag).
n—00

Es sein nun pu(By) endlich (und damit auch p(B,) fur alle n > N. Setze
B = ﬂ B,,.
neN

Dann ist die Folge D,, = By\B,, fiir n > N monoton wachsend und es gilt

00 0o 0 ¢
U Dn=J BvnB;=Byn (ﬂ Bn> = By \B.
n=N n=N n=N
Nach dem eben gezeigten ist dann

p(BN) = p(B) = p(BN\B) = lim pu(By\Bp) = p(Bn) — lim pu(By).

n—oo

Die tbrigen Gleichheiten folgen dann aus der Monotonie der Folgen u(A,) bezichungs-
weise u(By). O
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Bemerkung 7.19. Die Einschrankung p(B),) < oo fir ein n € N ist notwendig, wie das
Beispiel

0=\@)=A\ <ﬂ [n,oo)> # lim A([n, 00)) = 00
neN

zeigt.
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7.2 Integrale

Wir wollen nun fiir beliebige Mafiraume Integrale konstruieren. Wir werden uns dabei
vom Lebesgue-Integral leiten lassen, bei dem wir das Integral als die Fliche unter dem
Graphen der integrierten Funktion (versehen mit entsprechenden Vorzeichen fiir Flachen
oberhalb beziehungsweise unterhalb der z-Achse) interpretieren kénnen. Man sollte sich
jedoch nicht zu sehr auf diese geometrische Interpretation fixieren. Integrale koénnen,
abhéngig vom zugrundeliegenden Maf}; ganz unterschiedliche Interpretationen haben —
Flachen, Volumina, Gesamtmasse, Gesamtladung, Gesamtenergieinhalt, Gesamtwahr-
scheinlichkeit, etc.

Die Grundidee der Integration ist, dass wir fiir bestimmte einfache Funktionen die
Integrale direkt angeben kénnen. Fiir kompliziertere Funktionen werden wir dann versu-
chen, diese durch einfache zu approximieren. Im Folgenden wollen wir zeigen, dass diese
Grundidee sich konsistent umsetzen lasst.

Fiir dieses gesamte Kapitel sei (€2, A, 1) ein Mafiraum (wir denken hier in erster Linie
natiirlich an R mit der o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen und dem Lebesgue-
MafB). Wir nehmen an, dass der Mafiraum o-endlich ist, das heifit es existiert eine Folge
(En) C A so, dass p(E,) < oo und (J,,cny En =  und nennen eine Folge mit dieser
Eigenschaft eine ausschépfende Folge. Die reellen Zahlen mit dem Lebesgue-Maf erfiillen
diese Voraussetzung (setze A,, = [—n,n]). Wird nichts anderes gesagt, dann bilden alle
Funktionen von 2 nach C ab und werden als messbar (siche unten) vorausgesetzt.

Bemerkung 7.20 (Spezielle Notation). Sei ®(z) eine Aussage, deren Giiltigkeit von einer
Variablen = € Q abhéngt also zum Beispiel die Aussage f(x) > g(z). Dann verwenden
wir [®@] als abkiirzende Schreibweise fiir {x € Q| ®(x)}. So bezeichnen wir zum Beispiel
die Menge der Punkte an denen eine Funktion den Wert y € C annimmt mit

f=yl=F"{y}) ={z € flx) =y}
Analog ist

[f > gl ={z € Q[ f(z) > g(z)}.

Schreiben wir lediglich ,es gilt ®“ ohne Angabe eines Punktes, dann ist damit stets
wes gilt @(z) fur alle z € Q“ gemeint. Wir schreiben also statt f(z) > g(z) fur jedes
x € Q nur kiirzer f > g.

In der Maf- und Integrationstheorie ist es hdufig egal was auf einer Nullmenge passiert.
Daher sagen wir ® gilt ,fast iiberall (f. i.)“, falls die Menge {z| =®(x)} eine Nullmenge
ist. So heifit f > ¢ fast iiberall beispielsweise

u(lf <g)) =0.
Die Aussage (f,) konvergiert fast iiberall gegen f bedeutet, dass die Menge
[ lim £, = ]
n—o0

eine Nullmenge ist. Wir werden weiter unten viele Beispiele fiir Sétze sehen, wo die
Voraussetzungen lediglich fast iiberall erfiillt sein miissen.
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Definition 7.21. Sei A € A eine Teilmenge von 2, dann heif3t
14:Q0—R
1 z€A
T +—
0 z¢ A
die charakteristische Funktion der Menge A. Wir nennen A den Triger der charakteris-
tischen Funktion.

Mit X bezeichnen wir den folgenden, von charakteristischen Funktionen aufgespannten
Vektorraum

X = {Zn:ai]]_,qi

=1

neNA; € A u(A;) <oo,a¢€C,i€{1,...,n}}.

Die Elemente von X bezeichnen wir als einfache Funktionen.
Mit X T bezeichnen wir die Menge der nichtnegativen einfachen Funktionen.

Bemerkung 7.22. (i) Zwischen Mengen A € A und den zugehorigen charakteristischen
Funktionen besteht ein recht enger Zusammenhang. Die meisten Aussagen iiber
Mengen lassen sich auch {iber die charakteristischen Funktionen ausdriicken. So
gilt fiir A,Be A

]lAﬂB = ]lAIlB und
lavp=1a+1p—1x41p.

Entsprechend sind A und B disjunkt, genau dann wenn 1415 = 0, genau dann
wenn layp =14 +1p.

(ii) Man tiberzeugt sich leicht, dass die Menge der einfachen Funktionen tatséchlich
ein Vektorraum ist. Da das Produkt charakteristischer Funktionen wieder eine
charakteristische Funktion ist, sind auch Produkte einfacher Funktionen wieder in
X, die Menge ist also sogar eine Algebra.

(iii) Falls Ayp,..., A, eine Zerlegung von {2 bilden, das heifit sie sind paarweise disjunkt
und es gilt Ay U---U A, =, dann gilt

n

1:=1g=>) la,

=1

(iv) Falls (E,) eine ausschopfende Folge ist, dann konvergiert 1 punktweise gegen 1
(Warum?).

(v) Die Darstellung einer einfachen Funktion als Linearkombination charakteristischer
Funktionen ist nicht eindeutig wie das folgende Beispiel iiber R zeigt:

Lo + L3 = Lo,1) + 1113
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(vi) Man iiberzeugt sich leicht, dass eine Funktion genau dann einfach ist, wenn sie nur
endlich viele verschiedene Werte annimmt und wenn ihr Tréger [f # 0] endliches
Maf} hat. Damit erhalten wir die sogenannte kanonische Darstellung von f

f= Z Ylir=y-
yef(Q)

Die Trager der hier auftretenden charakteristischen Funktionen sind eine Zerlegung
von () und die auftretenden Koeflizienten sind verschieden.

Wir beginnen nun mit der Definition von Integralen.

Definition 7.23 (Integral fiir einfache Funktionen). Sei f € X und

n
f= Z a;ly,
i=1

die kanonische Darstellung von f. Definiere

=1

Bemerkung 7.24. Man beachte, dass die obige Summe stets endlich ist, da die einzige
Menge A; mit moglicherweise unendlichem Mafl den Koeffizienten 0 hat und wir verein-
bart hatten, dass wir 0 - co als 0 interpretieren (wir sehen hier, dass diese Festlegung
sinnvoll ist — der Teil wo die Funktion den Wert 0 annimmt, trigt nicht zum Integral
bet).

Sei

f= Z bj1s,
=1

eine andere Darstellung von f wobei die Mengen By, ..., B,, eine Zerlegung von ) sein
sollen. Dann gilt, falls A; N B; # & fir x € A; N B;

f(z) =a; =y,
und damit auf Grund der Additivitat des MafBes

n

/fd,u = Zai,u(Ai) = Z a;in | AN U Bj = a; U A; N Bj
=1 =1 7j=1 =1 ]

— j=1
:ZZaiu(AiﬁBj) :Ziju(AlﬁB]) :iju ( AiﬂBj>
i=1 j=1 J=11=1 J=1 =1

= iju(Bj)~
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Satz 7.25. Seien f,g einfache Funktionen und o € C. Es gilt

/(f+a9)d/l:/fd,u+a/gdu.

Falls f und g reellwertig sind und f < g fast tiberall gilt, so ist auch

/fdu < /gdu-

Insbesondere gilt, falls f = g fast tberall, auch

/fdu /gdu
‘/fdu’ S/\fldu-

n m
f= Zai:ﬂ‘Ai und g = ijllBj
i=1 j=1

die kanonischen Darstellungen von f und g. Dann kénnen wir f + ag wie folgt darstellen

n m n m m n
fH+ag= Zai:ﬂ‘Ai +aZbﬂlBi = Zai]lAiZ]lBj +azbiﬂB¢ZﬂA¢
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1
n m
= Z Z(az + abj)]lAiﬂBj

i=1 j=1

FEs gilt stets

Beweis. Seien

Die Mengen A; N By, i € {1,...,n} und j € {1,...,m} bilden eine Zerlegung von
und es gilt nach der vorhergehenden Bemerkung

/f+agdu ZZaz—l—ab (A; N By)

=1 j=1
= Z Zam(Ai N Bj)+ Oézzbjﬂ(Ai N Bj)
i=1 j=1 i=1 j=1

=Y ain(A) + oy biu(B;) = /fdu+0</gd/t-
i=1 j=1

Sei nun f > 0 fast iiberall. Dann ist [f < 0] eine Nullmenge. Falls a; < 0, dann ist A; C
[f < 0] ebenfalls eine Nullmenge. Dann ist das Integral eine Summe iiber nichtnegative
Terme.
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Gilt nun f < g fast iiberall, dann folgt aus dem eben Gezeigten, dass

0< [a-pau= [gan- [ san

SchlieBllich erhalten wir

-

Bemerkung 7.26. Aus der Linearitit des Integrals folgt, dass fiir fiir eine beliebige Dar-
stellung

> aon(4)| < Y lal (49 = [ 17]d 0
=1 =1

n
f= Z a;l a,
i=1

gilt

[ =Y a0,
=1

Wir hatten also zur Definition des Integrals fiir einfache Funktionen nicht zwangsléufig
die kanonische Darstellung benutzen miissen, hatten dann aber zeigen miissen, dass die
Definition von der Darstellung unabhéngig ist.

Bemerkung 7.27. In der hier verwendeten Notation schreiben wir die Integrationsvaria-
ble nicht mit falls es keinen Grund dazu gibt. Dadurch soll deutlich gemacht werden, dass
das Integral Funktionen (nicht deren Werte) auf Zahlen abbildet. Alternativ scheiben
wir, falls die Integrationsvariable von Belang ist

[ f@nta)

oder, speziell im Falle des Lebesgue-Integrals auch

/ f(z)da.

Wollen wir nun Integrale durch Approximation des Integranden durch einfache Funk-
tionen definieren, so ergeben sich unmittelbar die folgenden Fragen. Welche Funktionen
lassen sich tiberhaupt durch einfache Funktionen approximieren? Héngt das Ergebnis
der Rechnung von der Art und Weise der Approximation ab?

Definition 7.28. Eine Funktion f : 2 — C heifit messbar, wenn es eine Folge einfacher
Funktionen (f,,) C X gibt die punktweise gegen f konvergiert.
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Bemerkung 7.29. (i) An dieser Stelle miisste eigentlich ein Abschnitt tiber messbare

(i)

(iii)

(vii)

Funktionen und ihre Eigenschaften folgen. Wir fassen stattdessen die wichtigsten
Ergebnisse stichpunktartig zusammen.

Eine reellwertige Funktion f ist messbar genau dann, wenn [f <y] € A ist fir
jedes y € R. Eine komplexwertige Funktion f ist messbar genau dann, wenn ihr
Real- und Imaginérteil es sind.

Einfache Funktionen sind messbar. Charakteristische Funktionen messbarer Men-
gen sind messbar (selbst wenn die Menge unendliches Maf hat).

Stetige Funktionen sind messbar beziiglich der Lebesgue-o-Algebra.

Summen, Produkte und Quotienten (falls letztere existieren) sowie Verkettungen
von messbaren Funktionen sind messbar.

Falls (f,) eine Folge messbarer Funktionen ist, dann sind auch (falls sie existieren)

sup fn
neN

limsup f,,
n—oo

Jf
messbar (und analog fiir inf und liminf). Fiir diese entscheidenden Aussagen ist
die ,,0-Eigenschaft“ der o-Algebren notwendig.

Zusammenfassend kann man sagen, dass die Funktionen mit denen man iiblicher-
weise konfrontiert ist, Lebesgue-messbar sind. Ahnlich wie bei nicht messbaren
Mengen, muss man besondere Anstrengungen unternehmen, um nicht messbare
Funktionen zu konstruieren.

Definition 7.30 (Integral fiir nichtnegative Funktionen). Fiir eine messbare Funk-
tion f:Q — [0,00) definieren wir

/fd,u:sup{/gd,u,‘gEXJr undggf}e[(),oo].

Bemerkung 7.31. (i) Das oben definierte Integral kann den ,Wert“ co annehmen.

(i)

Ist f eine nichtnegative, einfache Funktion, dann gilt fiir jede einfache Funktion

h < f auch
/ hdp < / fdu.

Daraus folgt, dass der neue Integralbegriff fiir einfache Funktionen mit dem alten
iibereinstimmt.
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(iii)

Das Integral ist monoton: Seien f, g nichtnegative Funktionen die f < g fast tiberall
erfiillen. Setze

A=[f<g].

Dann ist fiir jede einfache Funktion h < f die einfache Funktion hl4 < g und es

gilt
/hdu:/h]lAd,ug /gdu.
[ fan< [ gan

Insbesondere gilt [ fdu = [ gdu, falls f = g fast iiberall.

Damit gilt auch

Falls [f > 0] eine Nullmenge ist, dann stimmt f fast iiberall mit der Nullfunktion
tiberein und es ist daher [ fdu = 0. Die Umkehrung gilt auch. Falls [ fdp =
0 ist fir eine nichtnegative Funktion f, dann ist der Trdger [f > 0] von f eine
Nullmenge. Um das zu sehen setzen wir

1
k
und stellen fest, dass fiir jedes k € N gilt
1

Da [ fdu = 0 ist, muss also p(Ag) = 0 sein fir jedes k € N. Da die Aj, eine
monoton wachsende Folge sind folgt aus der Stetigkeit des Mafles (Satz[7.18))

U [fz,i]) = u(lf > )

0= lim p(Ag) = p
k—o0 beN

Fir f,g: Q — [0,00) messbar und fiir ¢ € [0, oo gilt

/(Cf)du = C/fdu

/fdu+/gdu < /(f+g)du- (7.1)

sowie

(Ubung)
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(vi)

(vii)

Aus der Definition folgt, dass es eine Folge ( f,,) einfacher Funktionen gibt die durch
f beschrénkt ist, das heiit f,, < f fiir alle n € N, und erfiillt

}&/hw=/ﬁw

gn :max{fl,...,fn}

Die Folge (gn)
besteht ebenfalls aus einfachen Funktionen (Warum?), ist durch f beschrankt und

erfillt
[ i< [andus [ ran

lim gnd,u:/fdu.

n—o0

und damit ebenfalls

Die neue Folge ist jedoch zuséatzlich monoton wachsend.

Sei nun (g, ) eine Folge wie im letzten Punkt. Da die Folge monoton ist, konvergiert
sie punktweise gegen eine Funktion g und es gilt fiir jedes n € N

gn < g < f.

Fiir die Integrale gilt dann

/fdu= lim /gnduﬁ/gdué/fdu

also [ gdp = [ fdu. AuBerdem ist wegen der Ungleichung (7.1))

/U—wmwﬁ/NMZ/U—gwwﬁ/MMS/f@

woraus [(f —g)du = 0 folgt. Damit ist aber [f — g > 0] = [f # g] eine Nullmenge.

Wir haben damit gezeigt, dass jede monotone Folge nichtnegativer einfacher Funk-

tionen (gy,), fir die
hm/%w—/ﬁu
n—oo

gilt, auch punktweise fast tiberall gegen f konvergiert.

Dass auch die Umkehrung der letzten Aussage gilt, zeigt der folgende — auch unab-
héngig davon sehr niitzliche — Satz.
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Satz 7.32 (Satz von der monotonen Konvergenz/Beppo Levi). Sei(f,) eine mo-
noton wachsende Folge nichtnegativer Funktionen die punktweise fast tiberall gegen eine
Funktion f konvergiert. Dann gilt

Jim [ fodp = / fdp

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass (f,) punktweise (iiberall) gegen f konvergiert.
Auf Grund der Monotonie der Folge gilt f, < f fiir jedes n € N. Die Folge ( J fnd,u,) ist
dann auf Grund der Monotonie des Integrals ebenfalls monoton und damit gilt stets

lim [ f,dp = sup / Jndp < / fdp.
n—oo neN

Wir betrachten nun zunéchst einen Spezialfall. Sei (B,,) C A eine monoton wachsende
Folge von Mengen die | J,;~ | B, = Q erfiillen, dann gilt

lim / flp dp = / Fdp. (7.2)

n—oo

Zunachst kénnen wir aus der Stetigkeit des Mafles (Satz [7.18]) fur A € A schliefien
li_)m 1alp, dp = li_>m wWANBy,) = u(A) = / 1adp.

Da beide Seiten der Gleichung ((7.2)) linear in f sind, gilt sie damit auch fiir alle einfachen
Funktionen. Sei nun f eine beliebige Funktion und ¢ > 0. Dann existiert eine einfache

Funktion g < f so, dass fgd,u > ffdu — 5 und nach dem eben gezeigten existiert ein
N € N so, dass fiir alle n > N gilt

€
/glandu > /gdu — 3
/flandu > /glandu > /fdﬂ—e

und die gesuchte Konvergenz damit gezeigt.
Mit dieser Vorbereitung betrachten wir nun den allgemeinen Fall. Sei dazu ¢ € (0, 1).
Wir setzen

Dann ist aber

B, :=[fn > cf] € A.

Die (B,,) sind eine monoton wachsende Folge, da (f,) monoton wéchst. Da f, gegen
[ konvergiert gilt (J;7 | B, = @ (Warum?). SchlieBlich ist wegen der Monotonie des
Integrals fiir jedes n € N

/fnd,u > /fnJandu > c/f]andu.
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Im Grenziibergang n — oo ergibt sich
lim [ fodu > c/fdu.
n—oo

Da ¢ € (0,1) beliebig war folgt daraus

Tim_ / Fodpy = / Fdp.

Falls nun f, lediglich fast iiberall gegen f konvergiert setzen wir
A= [f: lim fn}.
n—oo
Dann gilt unter Benutzung des soeben gezeigten
Jim fnduznlggo/fnhduz /leAduz /fd/t-

Dabei wurde wieder ausgenutzt, dass sich Integrale nicht &ndern wenn die Funktionen
lediglich auf einer Nullmenge abgedndert werden. O

Korollar 7.33. Fir nichtnegative Funktionen f,g gilt

/(f+g)du=/fdu+/gdu-

Beweis. Sei (fy),(g9n) € X monoton wachsende Folgen, die punktweise fast iiberall
gegen f beziehungsweise g konvergieren. Dann ist (f, + g,) eine monoton wachsende
Folge die punktweise fast iiberall gegen f + g konvergiert und es gilt

[ +gau=tin [+ gnan =t [ pan+ i [guan= [ gan+ [ gauo

Beispiel 7.34. Da das Integral iiber einen Grenzwertprozess definiert ist, muss man im
Allgemeinen beim Vertauschen mit anderen Grenzwertprozessen vorsichtig sein. Insbe-
sondere ist die Monotonie im obigen Satz notwendig. Zum Beispiel konvergiert die Funk-
tionenfolge

o)

n

punktweise gegen die Nullfunktion, die Folge ist aber nicht monoton. Fiir die Integrale
gilt nach dem vorhergehenden Satz

lim n'll(o )duzl.

1
n—o0 n
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Beispiel 7.35. Der Satz iiber monotone Konvergenz ist auch niitzlich um Integrale tat-
séichlich auszurechnen. Wir wollen das Lebesgue-Integral der Funktion f(y) = y- 1 4(y)
berechnen. Dazu iiberzeugt man sich, dass die Funktionenfolge

2"—1

kx
Fa= 2 Sl 0)

k=0
monoton wachsend ist und punktweise fast iiberall gegen f konvergiert. Damit gilt

n

[ S (e 02) = 2 S e ST

n=

also

oan _ 1 2
/fd)\_ lim /fnd)\_ lim —_—

n—oo 2N 2

Beispiel 7.36. Wenden wir uns nun der Definition fiir Integrale allgemeiner Funktionen
zu. Dabei stoflen wir auf ein Problem, das wir bereits von unendlichen Reihen kennen.
Das Ergebnis der Summation kann von der Art und Weise der Approximation abhédngen.

Betrachten wir zum Beispiel fiir (a,) C C die Folge einfacher Funktionen f, =
anl[pny1)- Unabhéingig von (an) konvergiert diese Funktionenfolge punktweise gegen
0. Die Folge (a,) der Integrale kann aber natiirlich gegen jeden beliebigen Wert konver-
gieren oder auch divergent sein. Fiir nichtnegative Funktionen haben wir dieses Problem
gelost indem wir f,, < f gefordert haben. Fiir komplexwertige Funktionen miissen wir
eine andere Losung finden.

Definition 7.37. Wir nennen eine messbare Funktion f : Q@ — C integrierbar, falls
J1f]dp < oo. Eine Folge einfacher Funktionen (f,) C X heit approximierende Folge
fiir die Funktion f falls gilt

i [ 17~ fuldn =0,

n—o0

Bemerkung 7.38. (i) Die Menge der integrierbaren Funktionen ist ein Vektorraum
denn fiir f, g integrierbar gilt fiir jedes o € C

/uﬂmwsﬂv+www=/mw+w/wws@

und f 4 ag ist ebenfalls integrierbar.

(ii) Sei f nichtnegativ und integrierbar. Dann existiert eine monoton wachsende Folge
(fn) einfacher Funktionen mit f, < f und

Jim [ fadp = / fdp,
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(iii)

(vi)

(vii)

und es ist, da f integrierbar vorausgesetzt war, fiir jedes n € N

[ o< [ sap <.
Dann folgt fiir jedes n € N

/|f—fn|dM:/(f—fn)dN§/fdu—/fndu.

Da die rechte Seite eine Nullfolge ist, ist (f,,) eine approximierende Folge fiir f.

Jede reelle Funktion kann in ihren positiven und ihren negativen Teil zerlegt wer-
den:

f+ = g0
f == Fly<o)-

Beide Funktionen sind nichtnegativ und es gilt f = f — f_ und |f| = f+ + f—.
Ist f integrierbar, sind auch f; < |f| und f_ < |f| integrierbar.

Da |[Re f| < |f] und [Im f| < |f| gilt, sind der Real- und Imaginérteil integrierbarer
Funktionen integrierbar.

Seien f und g beliebige Funktionen mit approximierenden Folgen (f,,) und (gy),
dann gilt fiir jedes « € Cund n € N

‘/M+wm—(m+a%mdu=/ﬂf—ﬁﬁ+aw—gdﬁu
=/|f—fn|du+|a|/g—gn|du~

Da die rechte Seite eine Nullfolge ist, ist ( f,, + agy) eine approximierende Folge fiir
f + ag und die Menge aller Funktionen die eine approximierende Folge besitzen
ist ein Vektorraum.

Wir kénnen eine beliebige integrierbare Funktion jetzt wie folgt zerlegen
f=(Ref)r = (Ref)-)+i((Imf)y — (Im f)-).

Die vier Teile sind ebenfalls integrierbar und nichtnegativ und besitzen daher ap-
proximierende Folgen. Damit besitzt auch f eine approximierende Folge.

Sei nun ( f,,) eine approximierende Folge fiir f und sei € > 0. Dann existiert N € N
so, dass fur alle n > N gilt

Jie- s,
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Dann gilt fiir n, m > N auch

'/fndu - /fmdu‘ - '/(fn - fm)du‘ < [ 1= fulu

S/(fn—lef—fm!)du
_/‘f_fn‘dﬂ+/’f_fm’dﬂgﬁ-

Dabei haben wir diverse Eigenschaften des Integrals fiir einfache Funktionen (Satz{7.25))
beziehungsweise fiir nichtnegative Funktionen genutzt. Wir haben damit gezeigt,
dass ([ fndp) eine Cauchy-Folge ist, sie konvergiert also gegen ein I € C.

(viii) Sei (g ) eine weitere approximierende Folge fiir f, dann gilt

’/fndu—/gndu‘S/Ifn—gnlduﬁ/Ifn—fldwr/lf—gnldu-

Nach Voraussetzung ist die rechte Seite eine Nullfolge, also muss die Folge [ g,du
ebenfalls gegen I konvergieren.

Definition 7.39. Sei f eine integrierbare Funktion. Dann setzen wir

[ rau= [ suan

wobei (f,,) eine approximierende Folge fiir f sein soll.
Bemerkung 7.40. Ist f eine einfache Funktion, so konnen wir die konstante Folge (f) als
approximierende Folge nehmen und sehen damit, dass der neue Integralbegriff denjenigen

fur einfache Funktionen erweitert.

Aus Bemerkung ist ersichtlich, dass der neue Integralbegriff auch das Integral
fiir nichtnegative integrierbare Funktionen erweitert.

Satz 7.41. Seien f,g integrierbare Funktionen.

(i) Fir o e C gilt
/(f + ag)dyu = /fdu - oz/gdy Linearitdt.
(it) Falls f < g fast tiberall ist, dann gilt auch

/fd,u < /gd,u Monotonie.

Insbesondere stimmen die Integrale iberein falls f = g fast iberall.
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(iii) Es gilt stets
’/fdu’ < /|f|du Dreiecksungleichung.

Beweis. Seien f,g integrierbar und (f,) und (g,) approximierende Folgen fiir f bezie-
hungsweise g, dann ist (f, +«gy,) eine approximierende Folge fiir f+ g und wir erhalten
unter Benutzung der Linearitit des Integrals fiir einfache Funktionen

/(f+ag)du=7}Ln;o </fndﬂ+a/gndﬂ> Z/fd,u,-i-a/gdu.

Sei f < g fast iiberall. Dann ist (g — f)— = 0 fast iiberall und, da der neue Integral-
begriff mit dem fiir nichtnegative Funktionen iibereinstimmt, gilt

Jo-n-du=o,

Dann folgt aus der Linearitét

/gdu/fduz/(gf)duz/(gf)+du/(gf)duzo-

Schliefllich folgt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung

J1s=tsallu< [ 15~ fal g

Da die rechte Seite gegen 0 konvergiert ist (|f,|) eine approximierende Folge fiir | f| und
damit, unter Benutzung der Dreiecksungleichung fiir einfache Funktionen,

[t = i [ 150z i | [ g =] [ san

Bemerkung 7.42. Haufig wird nicht iiber den gesamten Raum () integriert.

Fiur A C A definieren wir
/ gdp = /g]lAdu.
A

Dabei ist zu beachten, dass g1 4 integrierbar sein kann, auch dann wenn g es nicht ist.
Fiir den Wert dieses Integrals ist es offensichtlich unerheblich welche Werte g aulerhalb
von A annimmt. Entsprechend werden wir solche Integrale auch dann benutzen, wenn g
auflerhalb von A nicht definiert ist.

Wie wir gesehen haben &dndert sich der Wert eines Integrals nicht, wenn wir den
Integranden auf einer Nullmenge &ndern. Dementsprechend werden wir auch Integrale
aufschreiben, deren Integranden in einigen Punkten (hochstens eine Nullmenge) nicht
definiert sind. Ausdriicke wie

1 1
—dz = oo oder / ——dx =4
‘/[Ovl] z [_171} V |‘/'U‘

sind also zuléssig.
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Wir wollen hier noch das Integral {iber einem anderen Mafiraum als den reellen Zahlen
mit Lebesgue-Mafl betrachten.

Beispiel 7.43. Sei Q@ =N, A =P (N) und p das Zahlmaf (Beispiel . Fir eine nicht-
negative Funktion f : N — [0, 0c0) ist dann
N
IN=[lg,. Ny = Z f(n)1gy
n=1

eine monoton wachsende Folge einfacher Funktionen und es gilt

N 00
[ = i S snntin)) = 3 f(m)
n=1 n=1

Eine beliebige Funktion f : N — C ist dann integrierbar genau dann wenn

/If!du =3 1f )] < oo
n=1

und fiir solche Funktionen gilt

[ fan= 5 i)

Fiir diesen speziellen Mafiraum sind die Integrale also lediglich Reihen und Integrier-
barkeit entspricht der absoluten Konvergenz der Reihe.
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7.3 Integrale iiber den reellen Zahlen

Wir betrachten nun Integration von Funktionen von R nach R.

Definition 7.44. Seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R integrierbar. Mit dem

Lebesgue-Maf§ A setzen wir
b
/ flx)dz := / fdA.
a (a,b)

/baf(x)dx = /abf(x)dx.

Bemerkung 7.45. Man rechnet leicht nach, dass mit diesen Definitionen fiir beliebiges

c € R gilt
/abf(x)dx _ /acf(w)dx+/cbf(x)dx

Theorem 7.46 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien a,b € R, a < b und
frg: R = R stetig und g(x) > 0 auf [a,b]. Dann ezistiert & € (a,b), so dass

Auflerdem definieren wir

[ s = 1@ [ g

Insbesondere existiert n € (a,b) so, dass

b
/f@ﬁwzﬂm®®~

Beweis. Da f stetig ist und [a, b] beschrankt und abgeschlossen, existieren nach Korol-

lar [5.69]

c= minbf(:z) und C' = max f(x)

a<lz< a<z<b

und Punkte z,,, ) € [a,b], so dass f(2,,) = cund f(zp) = C. Setze @ = min {zm, vp}
und b = max {z,, x s }. Es gilt dann fiir alle x € [a, ]

cg(z) < fz)g(z) < Cg(x).

Aus der Monotonie des Integrals folgt mit der Abkiirzung I = fab g(x)dz

b
cl §/ f(z)g(z)dz < CI.
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Falls I = 0 ist, oder ¢ = C, so folgt bereits die erste Behauptung. Andernfalls ist @ < b
und auf Grund des Zwischenwertsatzes (Satz [4.28) existiert & € (EL, B) C (a,b), so dass

b
f©) =1 [ f@gla)da

Damit ist die erste Behauptung des Satzes gezeigt.
Die zweite Behauptung folgt als Spezialfall fir g = 1. O

Definition 7.47. Seien a,b € R, a < bund f : (a,b) eine Funktion. Dann heifit F : [a, b]
Stammfunktion von f, wenn es stetig und auf (a,b) differenzierbar ist und F’ = f auf
(a,b) gilt.

Bemerkung 7.48. Seien F und G Stammfunktionen von f, dann gilt auf (a,b)
(F-GQ)=F -G =f-f=0.

und deshalb existiert eine Konstante ¢ € R, so dass F' = G + ¢ auf (a,b) (siche Korol-
lar [4.45). Wegen der Stetigkeit von F' und G gilt die Gleichheit dann auch auf [a, b].

Theorem 7.49 (Hauptsatz der Integral und Differentialrechnung). Seiena,b €
R, a < b und f : [a,b] — C stetig. Dann ist fir beliebiges xy € |a,b] die Funktion

= :f(y)dy

eine Stammfunktion von f.
Sei G eine beliebige Stammfunktion von f, dann gilt

b
| =) - G,
Beweis. Wir betrachten zunéchst reellwertige f und definieren
F@)i= [ fwa.
0

Fiir festes « € [a,b] und fiir h so dass x + h € [a, b] gilt dann

z+h x z+h
F(a+h) - F(z) = / f(y)dy — / f(y)dy = / f(w)dy = F(Eh

wobei wir in der letzen Umformung den Mittelwertsatz verwendet haben um &, zwischen
z und z + h zu finden. Die letzte Gleichheit gilt dabei auch im Fall h < 0 (Warum?).
Fiir h — 0 konvergiert &, gegen = und f(&,) gegen f(z) (Stetigkeit von f). Daraus folgt
fiir beliebiges x € [a, b] die Stetigkeit von F' im Punkt x, da

lim F(z +h) — F(z) =0.
h—0
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Fir z € (a,b) gilt sogar

lim F(z+h)— F(z)
h—0

= lim f(&n) = f(2).

Damit ist F' differenzierbar mit F”(z) = f(z).
Sei Schliellich G eine beliebige Stammfunktion von F', dann existiert ¢ € R so, dass
G = F + c und es gilt

b x0 b
/ f(y)dy = / F(y)dy + / f(y)dy = F(b) — F(a) = G(b) — G(a).

Fiir komplexwertige f folgt der Satz aus dem eben gezeigten durch Zerlegung in Real-
und Imaginéarteil. O

Bemerkung 7.50. Haufig wird die Stammfunktion von f, so sie denn existiert, mit

/f(:v)d:c

bezeichnet und wird auch unbestimmtes Integral genannt. Diese Bezeichnung erschliefit
sich im Lichte des Hauptsatzes, ist aber insofern etwas ungliicklich, dass ,,die Stammfunk-
tion“ ja nur bis auf eine beliebige additive Konstante genau bestimmt ist, und der obige
Ausdruck also keine Funktion, sondern eine ganze Schaar von Funktionen bezeichnet.
Dariiber hinaus wir die obige Notation auch fiir das bestimmte Integral

/_O; f(z)dz

Wir kennen bereits Stammfunktionen fiir einige wichtige Funktionen wie zum Beispiel
die Potenzfunktionen, Exponentialfunktionen, trigonometrische Funktionen. Ausgehend
von diesen kann man nun mittels der beiden folgenden Korollare Stammfunktionen fiir
kompliziertere Funktionen bestimmen. Das ist jedoch nicht immer moglich und fir viele
Funktionen ist es nicht moglich einen ,, geschlossenen Ausdruck® fiir eine Stammfunktion
anzugeben.

benutzt

Korollar 7.51 (Partielle Integration). Seien a,b € R, a < b und f,g : [a,b] — C
stetig differenzierbar. Dann gilt

[ @)t = a)g@) - [ Fa)g @),

Fiir die Werte von Integralen ergibt sich entsprechend

b b
/ F(@)g(x)dz = £(B)g(b) — f(a)gla) — / f(2)g (x)dz.
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Beweis. Sei H : [a,b] — C eine Stammfunktion von f¢’, dann ist fg — H stetig differen-
zierbar und es gilt auf Grund der Produktregel

(fg—H) =fg+fd—H =fy.

Die Funktion fg — H ist also eine Stammfunktion von f’g. Dies entspricht der ersten
Aussage des Korollars.
Fir das Integral folgt dann mit dem Hauptsatz

b
/ f(@)g(z)de = (fg - H)(b) — (fg — H)(a) = f(b)g(b) — f(a)g(a) — (H(b) - H(a))

b
—f@ﬂ@—ﬂ@%ﬂ—/f@ﬁ@mm .

Korollar 7.52 (Substitutionsregel). Seien a,b € R, a < b und g : [a,b] — R stetig
differenzierbar. Setze & = min g([a,b]) und n = maxg([a,b]). Sei f : [{,n] — C stetig.
Dann gilt

[ Ho@ng @z = [ )y

fir y = g(x).
Fiir das bestimmte Integral bedeutet das

b g(b)
/fw@MMM—/ f(w)dy.

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f, dann ist F o g stetig differenzierbar und es
gilt auf Grund der Kettenregel

(Fog)(z) =F(g(x))g'(x) = fg(x))g (x),

also ist F' o g eine Stammfunktion von (f o g)g'.
Fiir das Integral erhalten wir

b
l/f@@MhMm=@ow@—u%mmw=ﬂMW—F@@)

Beispiel 7.53. Wir wollen eine Stammfunktion fiir die Tangensfunktion bestimmen. Es
gilt
sin(x) cos’(x)

tan(z) = cos(x) - cos(x)
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Wir substituieren y = cos(x) und miissen nun die Stammfunktion

1
—/dyz—lnly\
y

bestimmen. Nach Riicksubstitution erhalten wir also
/tan(x)dx = —In|cos(z)].

Die Ableitung der so erhaltenen Funktion stimmt tiberall da, wo sie definiert ist, mit
der tan-Funktion tiberein, es gibt jedoch Definitionsliicken (entsprechend den Polstellen
des tan). Insbesondere konnen wir bestimmte Integrale nur mit Hilfe dieser (oder ir-
gendeiner anderen) Stammfunktion berechnen, wenn zwischen den Integralgrenzen keine
Polstelle liegt.

Bemerkung 7.54. Haufig ist der ¢'(x)-Term nicht auf den ersten Blick zu erkennen. Als
Merkregel kann man benutzen, dass man den Term dz transformiert indem man die
Ableitung der zu substituierenden Funktion y = g(x) bestimmt

dy ’

= — d(x
o =9@

und diese Gleichung mit dx multipliziert. Daran sieht man, dass das nur dann niitzlich

ist, wenn die gesuchte Stammfunktion entweder einen Term ¢'(z)dz enthélt oder wenn

die Funktion g monoton und damit invertierbar ist. In diesem Fall l4sst sich die Gleichung

formal zu

o= g’(gfl(y))dy

umschreiben und man erhélt die Substitutionsregel in der Form

1 f)

g«g—wgcx»>g“$)d$::J/g%g—1@»>dy

[ Honds = [ figta)
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7.4 Der Satz von Lebesgue

Wir haben bereits bei der Definition des Integrals Beispiele dafiir gesehen, dass das
Integral als Grenzwertprozess nicht in jedem Fall mit anderen Grenzwertprozessen ver-
tauscht. In diesem Abschnitt wollen wir nun untersuchen, unter welchen Voraussetzungen
das dennoch méglich ist. Es sei fir den ganzen Abschnitt (€2,.A, 1) ein fest gewédhlter
Mafiraum. Wird nichts anderes gesagt, dann bilden Funktionen von €2 nach C ab.

Eine wichtige Aussage in diese Richtung — den Satz von Beppo-Levi — haben wir bereits
bewiesen. Wir wollen seine Anwendung hier nochmal an einem Beispiel illustrieren.

Beispiel 7.55. Die Funktion

f:[l,0) =R

T "

ist integrierbar (beziiglich des Lebesgue-Mafles) genau dann, wenn £ < —1.

Beweis. Die Funktion f ist integrierbar genau dann, wenn

/ fldA = Fd < oo
[1,00) [1,00)

Betrachte die nichtnegativen Funktionen f,, = f1; ;. Die Folge f, ist monoton wachsend
und konvergiert punktweise gegen f. Die Funktion f besitzt die Stammfunktion

Fz) = {nilx”“ h# -1
In(z) k= —1.

Die Integrale konnen wir nun mit Hilfe des Hauptsatzes berechnen:

f]l[l’n]d)\ = / 2"dx = F(n) — F(1)
[1,00] 1

und mit dem Satz von Beppo Levi folgt

/[1700) fd)\ = /fﬂ[l,oo)d)\ = nll_{go/fﬂ[lv”}d)\ = nh—%lo F(TL) _ F(l)

Die rechte Seite konvergiert fiir k < —1 gegen —F(1) = _%—i—l und divergiert andernfalls

bestimmt gegen +oc0. O

Beispiel 7.56. Die Funktion m ist auf [2, 00) nicht integrierbar. Da z > Inx ist, gilt

1 R |
— “dx < —— der.
00 /2 3lUd:E_/Q 1n(x)d$
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Theorem 7.57 (Satz von Lebesgue). Sei (f,) eine Folge messbarer Funktionen die
(fast iberall) punktweise gegen f konvergiert und integrierbar beschrinkt ist, das heifst
es existiert eine integrierbare Funktion g : Q@ — [0,00] so, dass |fn| < g fir allen € N
(fast diberall) erfillt ist. Dann ist f integrierbar und es gilt

I [ fudu= [ san
Beweis. Zunéchst gilt

Damit ist insbesondere f integrierbar.
Wir definieren nun die Hilfsfunktionen

gn =sup|f — ful.
k>n
Dann gilt fiir jedes n € N

gn <sup(|f| +[fal) < 29,
k>n

die Funktionen sind also insbesondere integrierbar. Die Funktionenfolge (g;,) ist monoton
fallend (Warum?) und konvergiert punktweise fast iiberall gegen 0. Um das zu sehen sei
x € Q und € > 0. Dann existiert ein N € N so, dass |f(z) — fa(x)| < € fiir alle n > N.
Fiir solche n gilt dann aber auch

In(x) = sup |f(z) = fulz)] < e

Damit erfiillt die Funktionenfolge (2g — g,,) die Voraussetzungen des Satzes von Beppo-

Levi (Satz[7.32) und daher gilt

/2gd,u— lim /gnd,u = lim /(QQ—gn)du —/ lim (29 — gn)dp = /2gd,u.
n—oo n—oo n—oo

SchlieBlich folgt die Aussage des Satzes mit der Dreiecksungleichung fiir das Integral

‘/fdu—/fndu‘ < [17 = fldn< [ o =

Bemerkung 7.58. Anstatt der Existenz einer integrierbaren Funktion g mit |f,| < ¢
kann man auch konkreter fordern, dass die Funktion

sup |fn’
neN

integrierbar ist.
Da der Anfang der Folge (f,,) fiir die auftretenden Grenzwerte unerheblich ist, reicht
es aus |f,| < ¢ fiir hinreichend grofie n zu fordern.
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Korollar 7.59. Sei a € R, f : [a,00) — C eine stetige Funktion und F eine Stamm-
funktion von f. Falls f nichinegativ oder integrierbar ist, so gilt

/ fdA = lim F(n)— F(a).
[a,OO) n—o0

Beweis. Fiir alle n > a betrachte f,, = f1{4,). Falls f nichtnegativ ist, dann ist (fy)
monoton wachsend. In jedem Fall gilt | f,,| < |f|. Fiir nichtnegative f kénnen wir also den
Satz von Beppo Levi, fiir integrierbare f den Satz von Lebesgue anwenden und erhalten

/ fdA = lim nf(x)dx = lim F(n)— F(a). O
[a,00) a

n—oo n—o0

Bemerkung 7.60. Die Existenz des Grenzwertes lim, o, F'(n) — F(a) allein ist nicht
ausreichend um die Existenz des Integrals auf der linken Seite zu zeigen.

Korollar 7.61. Sei f,, eine Folge von Funktionen. Falls

[ S lful < o0 oder 3 [ Iful < .
n=0 n=0

dann gilt

/gf”d“ :g/fndﬂ-

Beweis. Es gilt (vergleiche Aufgabe 1 vom Blatt 13)

/glfnlduzg/lfnldu<oo

und fiir die Folge der Partialsummen s, = Y, fi gilt

n oo
[snl < D 1Rl <D 1wl
k=0 k=0

Die Funktion auf der rechten Seite ist nach Voraussetzung integrierbar und wir kénnen
den Satz von Lebesgue anwenden:

/ lim spdu = lim kz_o / fudp = 2) / Fadpa. O
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Beispiel 7.62. Betrachte die Funktion

£ (0,00) =

a— dx.
/ r+a

Ist F' stetig? Da wir das Integral nicht explizit ausrechnen kénnen, ist diese Frage zu-
néchst schwierig zu beantworten.

Korollar 7.63. Sei X ein metrischer Raum, f: Qx X — C und a € X. Sei f(-,a)
integrierbar fir jedes a € X und f(w, -) stetig in a fir alle w € Q. Sei U eine Umgebung
von a und g eine integrierbare Funktion (unabhdngig von a € X ) so, dass |f(w,a)| < g(w)
fiir alle w € Q und alle a € U, dann ist die Funktion

F:X—>C
ars [ fea)dnte)
stetig in a.

Beweis. Sei (a,) eine Folge mit a, — a. Setze f, := f(-,ay). Fir hinreichend grofie n
ist dann a,, € U und es gilt |f,| = |f(-,an)| < g. Nach Voraussetzung gilt fiir w € Q

lim fp(w) = lim f(w,a,) = f(w,a).

n—oQ n—oo

Nach dem Satz von Lebesgue gilt also

h_}m F(ay) = hm frn(w)dp(w /hm fn(w /fw a)dp(w) = F(a).

Da die Folge (a,,) beliebig war folgt

limy F(a) = F(@),

a—a
also die Stetigkeit von F' im Punkt a. O

a

Beispiel 7.64. Im obigen Beispiel sei jetzt also @ € (0,00). Es gilt fiir alle a € (%,00)

und fiir alle z € [0, oo]

Da die Funktion auf der rechten Seite iiber [0, c0) integrierbar ist und (%, cc) eine Um-
gebung von ¢ ist, sind die Voraussetzungen des Korollars erfiillt und somit die Funktion
F' stetig in a.

Da a beliebig war, ist die Funktion iiberall stetig.
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Korollar 7.65. Sei X C R" offen, f: Q2 x X - R und a € X. Sei f(-,a) integrierbar
fiir jedes a € X Sei U eine Umgebung von a und f(w, -) differenzierbar fir alle w € Q
in jedem Punkt a € U. Sei g eine integrierbare Funktion (unabhdingig von a € X ) so,
dass

Do f(w,a)ll < g(w)
fir alle w € Q und alle a € U, dann ist die Funktion
F:X—>R

ars [ 1 a)dn(o)

differenzierbar in a und es gilt

DF(a) = /DaF(w,d)du(w).

Ohne Beweis.

Beispiel 7.66. Wir betrachten weiter das vorhergehende Beispiel. Der Integrand ist nach
a differenzierbar. Sei a € (0, 00), dann gilt fiir z € [0, 00] und a € (%, c0)

d e*l‘ —X
daz+a

e
(x+a)? — az¢

—x

Damit sind die Voraussetzungen des Korollars erfiillt. Die Funktion F' ist also in a
differenzierbar und es gilt

F’(a):—/0 (wj_wdx.

Da a beliebig war, ist F' fiir jedes a € (0, 00) differenzierbar.

209



7.5 ProduktmaBe und der Satz von Fubini

Beispiel 7.67. Wir betrachten eine stetige Funktion f : [0, 1] x [0,1] — [0,00). Ziel ist
es, das Volumen (also das dreidimmensionale Lebesgue-Maf8 A%) unter dem Graphen der
Funktion, also der Menge

{(2,y,2) €R}|0< 2 < flz,y)}

zu bestimmen. Dazu bieten sich nun die folgenden Integralausdriicke an:

/fd)\2 oder /01 /01 f(z,y)dzdy oder /01 /01 f(z,y)dzdy.

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, inwieweit die verschiedenen Methoden zum
selben Ergebnis fiihren.

Fiir diesen gesamten Abschnitt seien (€2, A, 1) und (®, B, v) o-endliche Mafiraume.

Definition 7.68. Die Produkt-c-algebra A® B ist die kleinste o-algebra auf Q x ®, die
alle Mengen der Form A x B fir A € A und B € B enthalt.

Ein auf A ® B definiertes Maf3 6 heifit Produktmafl von x4 und v, falls fiir alle A € A
und B € B gilt

6(A x B) = u(A)u(B).

Bemerkung 7.69. Man kann, mit Methoden die denen in unserer Konstruktion des Lebesgue-
Mafles ahneln, zeigen, dass stets so ein Produktmaf existiert und — so die beiden Mafirdu-
me o-endlich sind — eindeutig bestimmt ist. Wir bezeichnen diese Produktmafl dann mit
p®@v. Wir benutzen die Kurzschreibweise p? := p®v. Der Mafraum (Qx ®, AQB, p®@v)
heifit dann das Produkt der beiden Mafrdume.

Beispiel 7.70. Wir betrachten nun den Spezialfall R mit der Lebesgue-o-algebra und
dem Lebesgue-MaB . Dann existiert auf R? = R x R das entsprechende Produktmaf \?
und es gilt fiir Rechtecke

A2 ([a, b] x [c,d]) = A([a, b)A([e,d]) = (b— a)(c — d).
Dieses Produktmafl charakterisiert also den Flacheninhalt.

Beispiel 7.71. Betrachte die Funktion f : R? — R definiert durch

f - Z <Il[n,n—&-1)2 - 11[n+1,n+2)><[n7n+1)> .
n=0

//f(x,y)dxdy = 0 aber //f(x,y)dydx = 1.
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Beziiglich A2 ist die Funktion gar nicht integrierbar da offensichtlich gilt

/|f($vy)|d)\2(:l:,y) = 22 = 00
n=0

Satz 7.72 (Satz von Tonelli). Sei f:Q x & — [0,00) messbar. Dann sind die Funk-
tionen w — f(w,p) fir fast alle p € ® und ¢ — f(w, ) fir fast alle w € Q messbar.
Auflerdem sind die Funktionen

o / f(@, @)dp(w) und w s / f(, @)dv(p)

messbar. Es gilt

[ feohdnx @) = [ [ sepu@ine) = [ [ o)

Insbesondere ist f integrierbar falls entweder

| [t oraniante) oder [ [ e e)avte)due)

endlich sind.

Ohne Beweis.

Korollar 7.73 (Prinzip des Cavalieri). Sei A € A®B. Bezeichne mit A,, die Schnit-
te von A, das heifst

Ap={p € P| (w,p) € A}.

Dann ist w — v(A,) messbar und es gilt

(9 0)(A) = [ V(A dute).
Beweis. Nach der Definition von A, gilt, dass (w,p) € A ist, genau dann wenn ¢ € A,

ist also gilt 14(w,¢) = 14,(¢). Wir wenden den Satz von Tonelli auf die Funktion 1 4
an. Dann folgt

(1 ®v)(4) = / 1y (w, @)d(1 ® 1) (w, ) = / / 14 (w, 9)dv()dpu(w)

~ [ [ 1 @arodu) = [vaant) =

Beispiel 7.74. Sei V ein hochstens n — 1 dimensionaler Untervektorraum von R™. Dann
ist A"(V) = 0.
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Beweis. Es gibt mindestens einen Vektor der Standardbasis, der nicht in V' enthalten
ist (Warum?). Durch Umsortieren kénnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass e; dieser Vektor ist und zerlegen R” = R x R®~!. Die Schnitte von V'
beziglich dieser Zerlegung, also die Mengen

Vizo,.an) = 171 € R| (w1, 22, ...,2,) € R"}

enthalten fiir beliebige Werte von (2, ...,x,) hochstens einen Punkt (Warum?) und
haben damit A-Maf} 0. Damit gilt

ANV = /)\(V(m,_n@n))d)\"_l(:ng, ceyTp) =0 O

Korollar 7.75. Sei f : Q — [0,00) eine messbare Funktion und
A i={(w,y) e xR 0<y < f(w)} C A xR
Dann ist Ay messbar und es gilt

(1 \)(Ag) = / F(@)du(w).

Beweis. Es gilt 14,(w,y) = Ljg f(u)(y) und damit

(1 ® N (A)) = / 14, (@, 5)d( ® N)(w, y) = / / 10,5 A W) da(w)
— [ #)nte). =

Fiir f : R — [0,00) entspricht das Integral {iber f also tatsichlich der Fliche (\-Maf)
unter dem Graphen der Funktion.

Theorem 7.76 (Satz von Fubini). Sei f : Q x ® eine messbare Funktion, die beziig-
lich p@v integrierbar ist, dann sind die Funktionen w — f(w, p) messbar und integrierbar
fiir p-fast alle ¢ € ®, die Funktionen ¢ — f(w, @) messbar und integrierbar fir v-fast
alle w € Q. Die Funktionen

s [ fop)ne) und o [ e, 0)dn)

sind messbar und integrierbar und es gilt

/f(wvcp)d(uéw)(w,@) —//f(waw)dV(so)u(w) —//f(w,so)du(w)de)-

Ohne Beweis.
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Bemerkung 7.77. Um die Integrierbarkeit beziiglich des Produktmafles zu iiberpriifen
wird haufig der Satz von Tonelli verwendet. Auch die Aussage des Satzes von Fubini lasst
sich unmittelbar auf Produkte von mehr als zwei Maflen und entsprechende Integrale
verallgemeinern.

Korollar 7.78. Seien a;,b; € R und a; < b; firi € {1,...,n} und setze D = [a,b1] X
<+ X [ap, by]. Sei f: D — R eine stetige oder wenigstens beschrinkte Funktion, dann gilt

bl n
/ FdA" = / flx1, ..., xp)day, - - - dzy.

Die Integrale kdonnen dabei in beliebiger Rezhenfolge ausgefiihrt werden.

Beweis. Da D kompakt ist ist jedes stetige f beschriankt. Es existiert also eine obere
Schranke K fiir f und es gilt

/ F A = / Kd\ = KA"(D) < co.
D D

Damit ist f integrierbar und wir kénnen wiederholt den Satz von Fubini anwenden und
erhalten

/fd)\n /f 1% N ]lp(azl,...,xn)d/\”
= [ [ ) Yoy L )N z) A1)
bl n
/ fa:l,...,l‘n)dmn"-dasl O

Beispiel 7.79. Wir wollen den Schwerpunkt der Flache
A:={(z,y) € R2| z>y? und z < 1}

bestimmen. Dabei ist der Schwerpunkt eine beliebigen Fliache A definiert als

/ (. 4) ANz, ).
A

Wir kénnen dieses (vektorwertige) Integral komponentenweise ausrechnen, interessieren
uns also flir den Ausdruck

/ zd\(z,y) = /ﬂ?ﬂA(fE,Z/)d)\Q(SU,y) :/ x4 (z,y)dN*(z, y).
A [0,1]x[—1,1]
Der letzte Ausdruck erfiillt die Voraussetzungen des vorhergehenden Korollars

1 p1 1
4
zd\2(z,y :/ / zl ydydx:2/ r/xdr = =
/A @) 0 J-1 [-vaval W) 0 5

Die y-Komponente des Schwerpunktes kann im Prinzip genauso bestimmt werden, muss
aber aus Symmetriegriinden 0 sein.
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7.6 Der Transformationssatz

Viele (physikalische) Systeme besitzen Symmetrien. In diesen Féllen ist es oft moglich die
Behandlung des Problems substantiell zu vereinfachen indem man ein angepasstes Ko-
ordinatensystem verwendet. Man hat dann eine Koordinatentransformation 7': U — V
(U,V C R"™ offen) und betrachtet statt der urspriinglich gegebenen Funktion (physika-
lischen Grole) f : V' — R die transformierte Funktion f o7 : U — R, deren Gestalt
(hoffentlich) einfacher ist. Wir wollen uns in diesem Abschnitt damit befassen, wie man
Integrale auf andere Koordinatensysteme transformiert.

Definition 7.80. Seien U,V C R"™ offen. Eine Abbildung T : U — V heifit Diffeomor-
phismus wenn sie bijektiv ist und sowohl T" als auch T~ stetig differenzierbar sind. Falls
T und T~! dariiber hinaus r-fach oder beliebig oft stetig differenzierbar sind, sprechen
wir von C"-Diffeomorphismen beziehungsweise C'*°-Diffeomorphismen.

Bemerkung 7.81. (i) Diffeomorphismen, insbesondere C*°-Diffeomorphismen, beschrei-
ben Koordinatentransformationen. Man sagt T" erhélt die differenzierbare Struktur
von X, das heifit vereinfacht formuliert: Eigenschaften einer Funktion die mit Hilfe
ihrer Ableitungen fomuliert sind werden von f genau dann erfiillt, wenn sie von
f o T erfullt werden.

(ii) In der Physik werden die Funktionen f und f o7 héufig mit dem selben Symbol
bezeichnet, da sie die selbe physikalische Groéfle lediglich in einem anderen Koor-
dinatensystem beschreiben. Diese Notation ist jedoch mit Vorsicht zu behandeln,
da der funktionale Zusammenhang sich natiirlich im Allgemeinen dndert.

(iii) Wir leiten die Gleichung 7' o T~! = idy ab und erhalten mittels der Kettenregel
DT (T (y))DT () = I.

Da T~! surjektiv ist, besitzt die Jakobi-Matrix DT (z) fiir jedes = € U eine inverse
Matrix.

Andererseits ist nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion die Inverse 7T~! einer
bijektiven Abbildung stetig differenzierbar wenn DT'(x) fiir jedes x invertierbar ist
(Warum?).

Die Abbildung T': U — T'(U) ist also ein Diffeomorphismus wenn sie injektiv ist
und die Jakobi-Determinante det DT auf U keine Nullstellen hat.

(iv) Offensichtlich ist die Umkehrfunktion 7! eines Diffeomorphismus wieder ein Dif-
feomorphismus.

Beispiel 7.82. (i) Die Abbildung

T : (0,00) x (0,27) — R?\ (0, 00) x {0}
(r, ) = (rcos(p), rsin(p))
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(iii)

ist ein C°°-Diffeomorphismus und beschreibt den Ubergang zu Polarkoordinaten.
Diese Aussage sollte als Ubung iiberpriift werden. Das kann geschehen indem man
entweder die Inverse Abbildung explizit angibt oder indem man separat iiberpriift,
dass T injektiv und surjektiv ist und dass die Jakobi-Matrix DT'(x) fir alle x
invertierbar ist.

Die Abbildung

T: B (0) — R"

T
X —

2
1 — [|]

ist ein Diffeomorphismus zwischen der offenen Einheitskugel B;(0) C R™ und ganz
R™. Das Bestimmen der Umkehrabbildung wird zur Ubung iiberlassen.

Die Abbildung

T:R—-R

T 2’

ist kein Diffeomorphismus. Sie ist zwar glatt und bijektiv, die inverse Abbildung ist
jedoch nicht differenzierbar (bzw. die Jakobi-Matrix 7”(0) ist nicht invertierbar).

Die Abbildung
T:(0,00) x R — R%\ {(0,0)}
(r, ) = (rcos(p), rsin(yp))

ist kein Diffeomorphismus. Die Jakobi-Matrix ist zwar iiberall invertierbar (und T
besitzt damit lokale Umkehrfunktionen) aber die Abbildung ist nicht injektiv.

Theorem 7.83 (Transformationssatz). Seien U,V C R" offen und T : U — V ein
Diffeomorphismus. Dann ist f : V. — R genau dann integrierbar wenn f o T |det DT|
dber U integrierbar ist und es gilt

/fd)\":/foTydetDT\d)\".
14 U

Ohne Beweis.

Beispiel 7.84. Wir wollen die Flache des Einheitskreises berechnen also

N2, (0)) = / 1, (0)dN2.
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Auf Grund der offensichtlichen Radialsymmetrie des Problems bieten sich Polarkoordi-
naten aus Beispiel an. Wir wahlen also

V =R?\ [0,00) x {0}
U = (0,00) x (0,27)
und T wie oben. Zunéchst ist es unerheblich ob wir iiber ganz R? oder iiber V integrieren,
da die entfernte Menge eine A2-Nullmenge ist (Warum?).
Man rechnet leicht die Jakobi-Determinante det DT'(r, ¢) = r aus. Die charakteristi-
sche Funktion 1, () testet, ob ein Punkt im Einheitskreis liegt. Man iiberzeugt sich also

leicht, dass gilt 1, o) o T'(r,¢) = 1jg,1)(r) und wir erhalten mit der Transformationsfor-
mel

N2 (K (0)) = /V L, (o), )N (2, ) = /U P (N2 (r, )

oo 2w 1
= / / 71(9,1)(r)depdr = 277/ rdr = .
0 0 0

Dabei haben wir noch den Satz von Tonelli verwendet.

Bemerkung 7.85. (i) Einen wichtigen Spezialfall erhélt man, mit der Abbildung

T:R" - R"
z — Ax.

Falls A invertierbar ist, dann ist 7" ein Diffeomorphismus mit DT = A und es folgt
aus der Transformationsformel

/fd)?: ]detA|/fon>\2.

(ii) Falls A eine orthogonale Matrix ist (also eine Drehung oder Spiegelung), dann
dndert T die Integrale nicht. Mit anderen Worten: Drehungen und Spiegelungen
lassen das (Hyper)-Volumen von Mengen unveréndert.

(iii) Ein weiterer Spezialfall ergibt sich fir A = diag(a,a,...,a) mit det A = a". Ei-
ne gleichméfige Streckung (oder Stauchung) in allen Raumdimensionen um den
Faktor a skaliert n-dimensionale (Hyper)-Volumina mit dem Faktor a™.

(iv) In der physikalischen Literatur wird héufig mit ,Das Flidchenelement in Polarko-
ordinaten ist rdrdep. auf die Transformationsformel (fiir zum Beispiel Polarkoor-
dinaten) verwiesen.

(v) Der Transformationssatz verallgemeinert die Substitutionsregel fiir Integrale tiber
R.
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Beispiel 7.86. Wir wollen K := fe*‘”Qd:c berechnen. Wir schreiben dazu

K? = /B_Ide/e_dey = //6_(I2+y2)dxdy

= [y = [ i)

fiur f(z,y) = e~ (@*+9*) Da die Integranden nichtnegativ sind, konnten wir oben den Satz
von Tonelli verwenden.
Wir transformieren das letzte Integral nun auf Polarkoordinaten. Dann gilt

/f(:r,y)dkz(:v,y) —/ foT(r, ) |det DT(r, )| dX*(r, <p)—/e_7"27“d%2(73 ©)
174 U

2m © 1 2 1
:/ dcp/ re”" dr =27 lim (—e‘" + > =.
0 0 n—o00 2 2

Dabei haben wir nochmals den Satz von Tonelli und Korollar verwendet. Da ((0, 0o) x
{0}) eine Nullmenge beziiglich \? ist gilt K2 = 7.

Beispiel 7.87 (Integrierbarkeit von radialsymmetrischen Funktionen). Sei f : [0,00] —
R messbar und F' : R® — R die Funktion F(z) = f(||z||) wobei ||-|| die euklidische
Norm bezeichnet. Unter welchen Bedingungen an f ist /' dann A" integrierbar? Dazu
kénnen wir Kugelkoordinaten in R™ folgendermafien definieren:

D = (0,00) x Dy, := (0,00) x (0,7)" 2 x (0, 27)
T:D—R"
(r cos(n),
rsin(p1) cos(p2),
rsin(p1) sin(pa) cos(p3),
(ryp) = ...,
rsin(p1) - Sin(gn_s) C08(pn_2),
sin(p1) < 5in(pn_2) co5(Pn_1),
rsin(p) - - - sin(¢p—2) sin(pp—1)).

Dabei ist ¢ = (¢1, ..., pn_1). Man kann zeigen (Ubung) dass T injektiv ist und
|det DT'(r, )| = 7" sin(p1)" 2 sin(pa)" 2 - - - sin(p,_2) := 7" T A(p)

gilt. Damit ist insbesondere DT auf D invertierbar und 7" : D — T'(D) ein Diffeomor-
phismus (Bemerkung [7.81]). AuBlerdem tiberzeugt man sich, dass ||T'(r, )| = r gilt.
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Dann gilt mit dem Transformationssatz und dem Satz von Tonelli
[IF@Ia@) = [1F o700 et DT(r ) V" (r,)
= [ [ s )
D, J0
= [l [ i),
0 Dy

Das Integral iiber ¢ kann man explizit berechnen, hier ist jedoch nur entscheidend, dass
A beschrinkt ist und D,, endliches A"~! Maf$ hat. Man erhilt also, dass F' integrierbar
ist, genau dann wenn 7~ 7"~ | f(r)| integrierbar iiber (0, c0) ist.

Insbesondere ist e~ 17l integrierbar fiir beliebigen Dimensionen n. Die Funktion W
ist iiber R™\ B(0) (fiir beliebiges € > 0) integrierbar genau dann wenn x > n und tiber
B(0) genau dann wenn k < n ist.
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

219



8.1

Losungsmethoden

Definition 8.1 (Gewdhnliche Differenzialgleichung). Eine gewohnliche Differenzi-
algleichung (GDGI) ist eine Gleichung der Form

F(x7 y? y/7 et y(n)> = O

fiir ein F: R"*? — R. Dabei ist n die Ordnung der Differenzialgleichung.
Sei I ein offenes Intervall. Eine Funktion y : I — R heifit Losung dieser Differenzial-
gleichung wenn sie mindestens n mal differenzierbar ist und wenn gilt

F(z,y(x),y'(@),....,y" (2)) =0

fir alle x € I.

Beispiel 8.2. (i) Die Differenzialgleichung

(i)

1 1
Y = —— beziehungsweise y" + — =0
y Y

beschreibt die Bewegung einer Probemasse im Gravitationsfeld auflerhalb einer
radialsymmetrischen Massenverteilung entlang einer Geraden durch das Zentrum
der Massenverteilung.

Die Differenzialgleichung

1

y" = —sin(y) oder y” + sin(y) = 0

beschreibt die Bewegung eines mathematischen Pendels.

Bemerkung 8.3. (i) Auch wenn in unserer Definition die rechte Seite der Gleichung

stets 0 ist, also alle Terme auf einer Seite stehen, werden wir natiirlich auch mit
anderen Differenzialgleichungen arbeiten, die sich immer einfach in diese Form
iiberfithren lassen.

Hiufig ist F auch nur auf einer Teilmenge von R™*? definiert und die Definitionen
gelten sinngemasf.

Das Losen von (selbst einfach aussehenden) Differenzialgleichungen ist im Allge-
meinen schwierig. Wir werden Verfahren fiir einige Arten von gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen erarbeiten. In vielen (auch praktisch relevanten) Féllen erfordert
jedoch jede Gleichung eine eigene Theorie.

Auch wenn sich eine Differenzialgleichung nicht explizit l6sen lésst, kann man den-
noch versuchen die folgenden Aspekte zu untersuchen:

e Existenz von Losungen

e Eindeutigkeit der Losungen
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e Stabilitat

e Niherungsweise und numerische Losungen

(v) In der obigen Definition spielt y zwei verschiedene Rollen. Es ist die (funktions-
wertige) Variable der Differenzialgleichung sowie der Name der Losungsfunktion.
Diese Doppeldeutigkeit ist etwas ungliicklich aber weit verbreitet.

Beispiel 8.4. (i) Sei I ein offenes Intervall und f : I — R stetig. Dann sind die Lo-
sungen der GDGI

genau die Stammfunktionen von f.

Sei nun zy € I dann folgt aus dem Hauptsatz (Theorem [7.49) und aus Bemer-
kung dass die Losungen genau die Form

va) = [ 0+

fiir beliebiges ¢ € R haben.

(ii) Fiir die Gleichung ¢’ = y iiberzeugt man sich leicht, dass x — ce® fiir jedes ¢ € R
eine Losung auf ganz R ist. Um zu zeigen, dass jede Losung diese Form hat, sei y
eine beliebige Losung der Gleichung und betrachte u(z) = y(x)e™®. Dann gilt

woraus u(x) = ¢ fiir eine Konstante ¢ folgt.

Wie in den obigen Fallen haben Differenzialgleichungen iiblicherweise ganze Schaaren
von Funktionen als Losungen. Es kénnen also zusétzliche Bedingungen an die Lésungen
gestellt werden.

Definition 8.5 (Anfangswertproblem). Seien yg,...,%,-1 € R und F : R""2 — K.
Das System von Gleichungen

F(z,y,,...,y™) =0
y(0) = yo

y™1(0) = yp1

heifit Anfangswertproblem.
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Beispiel 8.6. Das Anfangswertproblem (AWP)

1
i
V=
y(0) = yo
y'(0) =y

legt fiir die Bewegung des Massenpunktes den Anfangsort 4y sowie die Anfangsgeschwin-
digkeit y, fest.

Beispiel 8.7. Sei I ein offenes Intervall, dass die 0 enthélt. Wir betrachten das Anfangs-
wertproblem

Angenommen y : I — R ist eine Losung und es gilt y(x) > 0 fiir z € I. Integrieren wir
die Gleichung

1= —y(lwzy’(t)

von 0 bis x, so erhalten wir mit der Substitutionsregel
S y(@) 1 1
T =— —=Y tdt:—/ —dy = —— — 1,
| s on=- 7 5
also

1
x+1

y(z) =

Man iiberpriift leicht, dass das tatsdchlich eine Losung des Anfangswertproblems ist.
Wir haben hier vorausgesetzt, dass y(z) positiv ist, und I muss die 0 enthalten. Daher
ist I = (—1,00) das grofite mogliche Intervall auf dem die Losung definiert ist.

Auf dhnliche Weise kann verfahren werden, wenn das Anfangswertproblem die Form
v =fy)g(=)
y(zo) = o

hat. Formal konnen wir wie oben schreiben

feo = Lo

Es stellt sich aber die Frage, ob die Integrale existieren und ob die entstehende Gleichung
nach y(z) aufgelost werden kann.
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Satz 8.8 (Trennung der Variablen). Seien I,.J offene Intervalle, f : I — R und
g:J — R stetig mit 0 ¢ f(I). Seien zg € J und yo € 1.
Dann existiert ein offenes Intervall Io C J, so dass das Anfangswertproblem

y = f(y)g(x)
y(7o0) = Yo

genau eine Losung y mit Definitionsbereich Is besizt. Setze

F(y) = /yj fgt)dt'

Dann ist y : Io — I eindeutig durch

bestimmdt.

Beweis. Nach Voraussetzung hat f keine Nullstellen. Wir nehmen hier f > 0 an, der
Fall f < 0 wir analog behandelt. Da die Ableitung von F'(y) = ﬁ positiv ist, ist F
steng monoton wachsend (Korollar also insbesondere injektiv. Es besitzt also eine
Umkehrfunktion H : F(I) — I und nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion (Satz|4.50))

ist diese stetig differenzierbar und es gilt

1

1= )

fir alle z € F(I).
Setze jetzt

Go)i= [ gty
zo
fir € J. Das Bild F(I) ist ein offenes Intervall (Warum?), das die 0 enthélt. Wahle
ein offenes Intervall I, so dass zg € I und G(I2) C F(I). (Warum existiert das?) Dann
gilt fiir y(z) = H(G(z)) (z € I2):
1 1
/ ! !
y(z) = H(G(2)G (2) = mmrmarn9(@) = m——9(@) = f(y(2))g(z),
FI(H(G(x))) F'(y(x))
und y'(zo) = H(0) = yo, also 16st y das Anfangswertproblem.
Sei andererseits ¢ : I — R irgendeine Losung des Anfangswertproblems, dann gilt fiir

jedes = € I
x B x g/(l.) . g(z) 1 ~ P
/m 90de= | ey ™ / Fa ¥~ P

Nach Voraussetzung ist die linke Seite im Definitionsbereich von H und damit gilt g(z) =
H(G(z)) = y(z). O
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Bemerkung 8.9. Die Wahl von I ist natiirlich nicht eindeutig. Wir kénnen jedoch das
maximale Intervall wéhlen, das heifit die Vereinigung aller Intervalle die die gestellten
Bedingungen erfiillen. In diesem Sinne gibt es fiir jedes xg und yg eine eindeutige Losung
der Differenzialgleichung mit maximalem Definitionsbereich.

Analog zum Bestimmen von Stammfunktionen und Integralen mittels Substitution
kann man auch Differenzialgleichungen durch Substitution auf bereits bekannte Fille
zuriickfithren. Ahnlich wie bei Integralen gibt es kein ,,Rezept® zum Auffinden geeigneter
Substitutionen.

Satz 8.10. Sei f : R — R eine Funktion, a,b,c € R und I ein offenes Intervall. Dann
ist y : I — R eine Lésung der Differenzialgleichung

v = flax + by +c)
genau dann wenn u(z) = ax + by(z) + ¢ eine Lésung von
u' =a+bf(u)

ist. Letztere Gleichung hat getrennte Variablen.
Der Beweis der Aussage folgt direkt aus der Gleichung

W () = a+ by ().

Beispiel 8.11 (eulerhomogene Differenzialgleichung). Sei f : R — R eine Funktion und
I ein offenes Intervall das die 0 nicht enthélt. Dann ist y : I — R eine Losung der
Differenzialgleichung
Yy
=)
x

genau dann wenn u(x) = %z) die Differenzialgleichung
u = f (u) —u
x
16st.
Beweis. Ubung O

Beispiel 8.12. Sei f : R — R eine Funktion, a1, as, b1, bs, 1, co € R so, dass
al b1
d .
et ( 4 by ) #0
Seien & und gy die eindeutig bestimmten (Warum?) Losungen des Gleichungssystems

aZ+by+c1 =0
agd + bajj + cg = 0.
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Sei I ein offenes Intervall, das die 0 nicht enthélt. Dann ist y : I — R eine Lésung der
Differenzialgleichung

; (e t+biy+a
Y asx + bay + co

genau dann wenn

u:l—z—R
r—ylr+3)—g

al erl@
“,_f< u(ac>>
ag + by ==

T

eine Losung von

ist. Die letzte Gleichung ist eine eulerhomogene Differenzialgleichung.
Wir zeigen nur die eine Richtung der Substitution. Die Riicksubstitution verlduft ana-
log.

W) =y@+a) =1 (aQ(:B +2)+boy(z +2) + ¢
_ <a1x+b1u(az)—|—alazﬁ+blgz—|—cl>
agx + bou(x) + asZ + bay + c2
B ay +b1@
B <a2 + bzu(w)>

xT

ar(x 4+ Z) + by(x + ) +cl)

Definition 8.13 (exakte Differenzialgleichung). Seien D C R? offen und p,q: D —
R stetige Funktionen. Die Differenzialgleichung

p(x,y) +q(z,y)y =0

heifit exakt, wenn es eine stetig differenzierbare Funktion H : D — R gibt, so dass 01 H =
pund ds H = ¢ gelten. Die Funktion H heif3t Stammfunktion oder Potentialfunktion der
exakten Differenzialgleichung.

Satz 8.14. Seien D C R? offen und p,q : D — R stetige Funktionen, die Differenzial-
gleichung

p(x,y) +q(z,y)y =0

exakt und H eine Potentialfunktion. Sei I ein offenes Intervall und y : I — R eine Funk-
tion, so dass der Graph (x,y(z)) der Funktion in D enthalten ist. Dann ist y eine Lisung
der Differenzialgleichung genau dann wenn es ein ¢ € R gibt, so dass H(z,y(x)) = ¢ fir
alle x € I ist.
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Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus der Gleichung

%H(ﬂc, y(z)) = 01 H (z,y(x)) + 02 H (2, y(2))y (z) = p(z,y(2)) + ¢(z,y(z))y (). O
Bemerkung 8.15. Die obige Aussage fiihrt die Losung einer Differenzialgleichung auf die
Losung einer gewohnlichen Gleichung zuriick (zu beachten ist jedoch, dass die Losung der
Gleichung gewisse Bedingungen erfiillen muss um auch eine Losung der Differenzialglei-
chung zu sein). Allerdings ist dazu die Kenntnis der Potentialfunktion notwendig. Eine
systematische Methode zur Bestimmung von Stammfunktionen steht uns bisher nicht
zur Verfiigung. Der folgende Satz gibt uns aber wenigstens ein notwendiges Kriterium
zum Erkennen von exakten Differenzialgleichungen an die Hand.

Satz 8.16. Seien D C R? offen und p,q : D — R stetig differenzierbare Funktionen.
Falls die Differenzialgleichung

p(z,y) +a(z,y)y =0
exakt ist, gilt Oap(w,y) = O1q(7,y).

Beweis. Sei H eine Potentialfunktion, dann ist H zweimal stetig differenzierbar und
nach dem Satz von Schwarz gilt

82p($7y) = aQalH(:Bay) = alaQH(x’y) = alq(mvy) O

Bemerkung 8.17. Unter zusétzlichen Voraussetzungen an den Definitionsbereich D ist
die obige ,Integrabilitdtsbedingung” auch hinreichend. Wir werden spéter darauf zu-
riickkommen.

Beispiel 8.18. Wir betrachten das Anfangswertproblem
2x + y2 +2zyy’ =0
y(1) =1
Es sind p(x,y) = 2z + y? und ¢(z,y) = 2xy und es gilt dop(z,y) = 2y = d1q(x,y), die
notwendige Bedingung fiir Exaktheit ist also erfiillt.

Fiir eine Potentialfunktion H muss gelten 0y H(z,y) = 2z + y?, also muss H(x,y) =
22 + 2y? + G(y) sein, fiir eine differenzierbare Funktion G. AuBerdem muss gelten

Qo H (x,y) = 2y + G'(y) = 2zy.

Also muss G konstant sein und eine mogliche Potentialfunktion ist H(x,y) = 22 + xy?.
Fiir die gesuchte Losung gilt also H(z,y(z)) = 2% + 2y®> = H(1,1) = 2. Die letzte
Gleichung hat die beiden Losungen

y(z) = i\/?.

von denen jedoch nur die mit positivem Vorzeichen die Anfangsbedingung erfiillt. Diese
Funktion ist auf (—oo, —2] U (0, 2] definiert, der maximale (sinnvolle) Definitionsbereich
der Losung ist jedoch (0, 2).
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Bemerkung 8.19. Falls eine Differenzialgleichung der Form

p(x,y) +q(z,y)y =0

nicht exakt ist, so kann man versuchen, einen integrierenden Faktor zu finden, das heifit
eine nichtverschwindende Funktion h(z,y), so dass

h(l’, y)p(:ﬁ, Z/) + h(.TU, y)Q(xa y)y/ =0

exakt ist. In manchen Fallen ist es moglich, einen integrierenden Faktor zu raten, oder
durch bestimmte Ansétze zu ermitteln (zum Beispiel ist es tiblich anzunehmen, dass h
nur von z oder nur von y abhéngt).

Allgemein konnen wir mit Satz [8:16] die folgende notwendige Bedingung fiir einen
integrierenden Faktor herleiten:

p(x,y)02h(z,y) + Wz, y)dop(x,y) = q(x,y)o1h(x,y) + h(z,y)01q(z,y).

Da es sich hier um eine partielle Differenzialgleichung handelt, wird sich die Losung des
Problems dadurch im Allgemeinen nicht vereinfachen.

Definition 8.20 (Gewdhnliche Differenzialgleichungssysteme). Ein gewohnliches
Differenzialgleichungssystem (GDGS) ist eine Gleichung der Form

F(ll) y? y/7 et y(n)) = 0

fiir ein F: R x REx R x -+ x R — R™,
Eine mindestens n mal differenzierbare Funktion y : I — R! — I offenes Intervall —
heilt Losung des Differnzialgleichungssystems, wenn fiir z € I gilt

F(z.y(),y (),...,y" (2)) = 0.
Beispiel 8.21. (i) Das Differenzialgleichungssystem (z = (21, 22, 23))

" <

1 =z
2] 1 2]]

2]l

beschreibt die Bewegung einer Punktmasse im Gravitationsfeld auflerhalb einer
radialsymmetrischen Massenverteilung.

(ii) Die Lotka-Volterra-Gleichungen sind ein Modell fiir die Entwicklung der Popula-
tionsgrofe von Rdubern r sowie deren Beutetieren b:

b = oab— y1br

r’ = —aor + yobr.
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Bemerkung 8.22. Das Differenzialgleichungssystem
F(z,y,9, "y, y™) =0

ist Aquivalent (hat also genau die selben Losungen) wie das Differenzialgleichungssystem
erster Ordnung

F(2, 9, Y1,Y25 s Yn—1,Yp_1) = 0
Z/, =U
y/1 =Y2

Yno = Yn—1.

Diese Substitution bringt uns einer Lésung natiirlich nicht néher, wir kénnen uns aber
in der theoretischen Behandlung von Differenzialgleichungssystemen auf Systeme erster
Ordnung beschranken.
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8.2 Der Satz von Picard-Lindelof

Beispiel 8.23. Betrachte die Differenzialgleichung

v =2/yl.

Man iiberzeugt sich leicht, dass y(x) = (z — ¢)? fiir z > ¢, y(x) = —(v — ¢)? fir z < ¢
und y(z) = 0 fir z € R Loésungen sind. Aus diesen kénnen wir jetzt allerdings weitere
Lésungen konstruieren. Seien a,b € R und a < b und

2 z€(~00,a)

(z —a)
y1(z) =40 x € [a,b]

(x —b)? x€(boo)

Dann ist die Funktionen y; Losungen der Differenzialgleichung fiir beliebige Werte von
a und b (Warum gilt das auch in a und b7).
Insbesondere 16sen diese Funktionen das Anfangswertproblem

y' =yl
y(0) =0
falls a < 0 < b ist.

Unser Ziel ist nun ein Satz, der sicherstellt, dass ein gegebenes Anfangswertproblem
genau eine Losung hat. Dazu benétigen wir zunéchst noch einige Vorbereitungen.

Definition 8.24. Sei D C R x R", (zg,y) € D und f : D — R". Wir sagen, dass f
eine lokale Lipschitzbedingung in y (oder beziiglich y) erfiillt (im Punkt (xo,y0)), wenn
es eine Umgebung U von (xg,yo) und eine Konstante L € R gibt, so dass

1 (2, y) = fz, 2)| < Ly — =]

fiur alle (x,y), (z,2) € U erfiillt ist. Wir sagen f erfiillt eine lokale Lipschitzbedingung
in y auf D falls das fiir jeden Punkt gilt.

Falls wir U = D wiahlen kénnen, so sagen wir, dass f eine globale Lipschitzbedingung
beziiglich y erfiillt.

Beispiel 8.25. Der Begriff ist dhnlich dem der Lipschitzstetigkeit, wir interessieren uns
jedoch hier nur fiir das Verhalten in den y-Variablen.
Wir betrachten beispielsweise die Funktion

F:RxR—R
(z,y) — 2%y
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Dann erhalten wir

1f(@,y) — f(z,2)] = |2*(y + 2)| [y — 2|

Der erste Faktor auf der rechten Seite kann beliebig grofle Werte annehmen, die er-
fiillt also keine globale Lipschitzbedingung. Sei nun (zg,0) € R? fest und wihle R >
max |zl , |yo|. Dann gilt fir alle Punkte (z,v), (z,2) € (=R, R) x (—R, R)

|x2(y + z)‘ < 2R3
Damit erfiillt f eine lokale Lipschitzbedinung in jedem Punkt.

Wir werden im Zusammenhang mit Differenzialgleichungssystemen auf Ausdriicke der

Form
b
/ f(z)dz

stoen fiir vektorwertige f : [a,b] — R™. Solche Integrale definieren wir komponenten-
weise.

Definition 8.26. Sei also (€2, A, 1) ein Mairaum, f : Q — R” eine messbare Funktion
und fi,..., f, die Komponentenfunktionen von f, das heifit f(w) = (fi(w), ..., fn(w)).

Dann heifit f integrierbar, falls f1, ..., f, integrierbar sind und in diesem Falle definieren
wir

[ = </f1du7~.,/fndu> .
Satz 8.27. Sei (2, X, 1) ein Mafiraum, |- || eine Norm auf R™ und f : Q@ — R™ eine

messbare Funktion. Die Funktion f ist integrierbar genau dann, wenn || f|| integrierbar
ist und es gilt
|/ rau] < [us10n

Lemma 8.28. Sei D C R x R", (zg,y0) € D und f: D — R™ stetig. Sei I ein offenes
Intervall, y : I — R™ stetig differenzierbar und (x,y(x)) € D fir jedes © € 1. Dann ist
y Losung des Anfangswertproblems

Ohne Beweis.

y/ = f(l',@J)
y(7o0) = o

genau dann, wenn es die Integralgleichung
€T
y(@) = yo +/ ft,y(t))dt
o

erfillt.
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Beweis. Falls y das Anfangswertproblem 16st, dann gilt nach dem Hauptsatz

x T
o)~ = vla) ~y(eo) = [ g0t = [ feutear
o o
Ist die Integralgleichung erfiillt, so folgt
y'(z) = f(z,y(z))

ebenfalls aus dem Hauptsatz. O

Theorem 8.29 (Satz von Picard-Lindel6f). Sei D C RxR"™ offen und (zg,yo) € D.
Sei f: D — R™ stetig und erfille eine lokale Lipschitzbedingung in (xg,yo) beziiglich y.
Dann existiert € > 0 so, dass das Anfangswertproblem

y/ = f(a:,y)
y(7o0) = o

auf (xg — €, Ty + €) genau eine Losung hat.

Beweis. Wir haben oben die Lésung des Anfangswertproblems zu einem Fixpunktpro-
blem umformuliert und wollen darauf nun den Banachschen Fixpunktsatz anwenden.
Wir basteln uns also eine Menge von Funktionen so, dass der Satz fiir das Fixpunkt-
problem anwendbar ist. Sei dazu U C D eine Umgebung von (zg,yp) und L > 0, so
dass

1 (2, y) = fz, 2)|| < Ly — =]

fiir alle (z,y), (z,2z) € U. Wahle a,r > 0 so, dass D = [zg — a,z0 + a] x K,(yo) € U
(Warum geht das?). Da D abgeschlossen und beschrinkt ist, existiert M > 0 so, dass
| f(z,y)|| < M fir (z,y) € D (Warum existiert das?). Wir wihlen jetzt a > € > 0 so,
dass eM < r und eL < 1 und definieren I = [z + €, z9 — €].

Sei nun X C C(I) die Menge der Funktionen y, die die Bedingung y(x) € K, (yo) fir
alle z € I erfiillen. Wir erinnern uns, dass C'(I) und damit X mit der Supremumnorm
ausgestattet sind. Dann ist X beziiglich dieser Norm eine abgeschlossene Teilmenge
(Warum?) des vollstindigen Raumes C(I) und somit selbst vollsténdig (Satz [5.38)). Wir
definieren die Abbildung 7" : X — X durch

xX
T(y)(x) = yo + / f(t,y(t))dt.
o
Dazu miissen wir zunéchst zeigen, dass T'(y) tatséchlich wiederum in X liegt. Die Stetig-

keit folgt dabei aus dem Hauptsatz. Fiir x > ¢ (der Fall z < xy wird analog behandelt)
folgt weiter

I7() () — oll = ]

/x: f(t, y(t))dtH < /Ij £t y(t)] dt

X
</ Mdt = (x —zo)M < eM <,
0
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das heifit T'(y)(x) € K,(yo) fur alle z € I.
SchlieBlich gilt fiir y,5 € X und x € I (wir betrachten erneut nur x > z)

ITw)() - T@))] = \ [ ety - st g(t))dtH

< / A () — P aoDat

xT
< [ Ll -5l @<L [y gllde <Lyl
xo xo
Bilden wir nun das Supremum iiber alle z € I, so folgt

IT(y) = T(@)lloo < €L lly = ¥l »

da eL < 1 ist, haben wir gezeigt, dass T eine strenge Kontraktion ist.

Jetzt folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz (Theorem die Existenz eines
eindeutigen Fixpunktes fir die Gleichung T'(y) = y. Aus Lemma folgt dann, dass
das Anfangswertproblem auf I eine eindeutige Losung hat. O

Bemerkung 8.30. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt auch ein Verfahren zum Be-
stimmen der Losung (Bemerkung [6.42)). Wir wenden die Abbildung 7" iterativ auf einen
beliebigen Startpunkt in X, also zum Beispiel auf die konstante Funktion ¢(x) = yo an:

T

wo = ¢ und @;(x) = yo + / wi—1(z)dt.

Zo

Dann konvergieren die sogenannten Picard-Iterierten ¢; in X, also gleichméfig, gegen die
gesuchte Losung. Dieses Verfahren eignet sich prinzipiell auch zum numerischen Losen
von Differenzialgleichungssystemen, der praktische Nutzen héngt jedoch von der Grofie
des Intervalls (xg — €, 29 + €) ab.

Beispiel 8.831. Wir betrachten erneut die Gleichung v' = f(x,y) := /|y|. Es gilt (ver-
gleiche Beispiel |5.52))

y—0 |y — O| o y—0 ‘y|

also erfiillt f in keinem Punkt der Form (x¢,0) eine lokale Lipschitzbedingung.

Satz 8.32. Sei D C R x R" offen und f : D — R"™ stetig differenzierbar, dann erfillt f
eine lokale Lipschitzbedingung beziiglich y.

Beweis. Sei (xg,yp) € D. Wahle r > 0 so, dass K,(xo,y0) C D. Da f stetig dif-
ferenzierbar ist, ist D, f eine stetige Funktion und damit auf der kompakten Menge
K, (z0,90) beschriinkt (Satz [5.67), es gibt also ein L > 0 so, dass || D, f(z,y)|| < L fiir
alle (z,y) € K,(zo,yo). Mit dem allgemeinen Mittelwertsatz (Satz erhalten wir fiir
(z,y), (x, 2) € Ky(z0,y0) (der Wert von z ist hier zunéchst fest)

1f(z,y) = flz,2)] < SE)PI] 1Dy f(z,y +t(z =)l lly — 2l < Llly — =[] N
tel(0,
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Beispiel 8.33. Betrachte die Differenzialgleichung

" Yy

RTINS
[yl

beziehungsweise das dquivalente Differenzialgleichungssystem

f:Rx (R {0}) xR - R3 x R?

Die Funktion

Y _3
(iL‘,y,Z) = <z7_HyH3> = (Za_(y% +y§ +y?2)) 2(1/1,2/2,%))

ist stetig differenzierbar auf ihrem gesamten Definitionsbereich und f erfillt damit eine
lokale Lipschitzbedingung. Das Anfangswertproblem fiir die Planeten- beziehungsweise
Satelitenbewegung hat also (zunéchst lokal) eine eindeutige Losung.

Definition 8.34. Sei D C R x R" offen und (zg,yo) € D. Eine Losung g : I — R™ des
Anfangswertproblems

y, = f($7 y)
y(7o0) = o

heift (echte) Fortsetzung der Losung y : J — R™ falls J C I (J € I) und y(z) = g(z) fiir
alle z € J gilt. Die Losung y heifit maximale Losung, falls sie keine echten Fortsetzungen
besitzt.

Satz 8.35. Sei D C R x R™ offen und (xo,y0) € D. Sei f: D — R™ stetig und erfille
eine lokale Lipschitzbedingung (in allen Punkten von D) beziglich y. Dann besitzt das
Anfangswertproblem

y/ = f(xay)

y(z0) = yo (®.1)

etne eindeutige, mazximale Losung.

Beweis. Wir zeigen zunéchst: falls y : I — R™ und g : J — R” Losungen des Anfangs-
wertproblems sind, dann gilt y(x) = g(x) fir alle z € (a,b) := I N J. Sei

c=sup{¢ € [xo,b)| y =y auf [x0,¢)}.

Nach dem Satz von Picard-Lindelof existieren solche ¢ (Warum?). Dann gibt es eine Folge
(cn) C (xo,c) so, dass ¢, < ¢ — also y(c,) = y(ep) fir alle n € N — und ¢, — c. Falls
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¢ < b ist, folgt aus der Stetigkeit von y und ¢ dann y(c) = g(c). Da f im Punkt (¢, y(c))
eine lokale Lipschitzbedingung erfiillt, existiert ¢ > 0 so, dass das Anfangswertproblem

u' = f(x,u)
u(c) = y(c)

auf (¢ — €,c+ €) eine eindeutige Losung hat. Da sowohl y, als auch g dieses Anfangs-
wertproblem erfiillen, muss y = § auf [z, c + €) gelten, was jedoch der Definition von ¢
widerspricht. Es muss also ¢ = b und y = § auf [z, b) sein. Analog kann man nun mit
dem Intervall (a,zo] verfahren.

Sei nun I, die Vereinigung aller offenen Intervalle I, die Definitionsbereich einer
Loésung des Anfangswertproblems sind. Fiir x € Iax wéhle eine Losung y : I — R™
mit € I und setze ymax () := y(z). Nach dem ersten Teil des Beweises ist y(z) nicht von
der Wahl der Losung y abhédngig, und ymax daher wohldefiniert. Geméf} seiner Definition
stimmt ymax in einer Umgebung jedes Punktes & mit einer Losung des Anfangswertpro-
blems iiberein und ist daher selbst eine Losung dieses Anfangswertproblems. Offensicht-
lich ist ymax eine maximale Losung. Falls y : I — R"™ eine weitere maximale Losung ist,
so gilt nach Konstruktion I C I.x, nach dem ersten Teil des Beweises y = ymax auf I
und schliefSlich I = I, aufgrund der Maximalitat von y. O

Beispiel 8.36. (i) Das Anfangswertproblem

y =e

y(1) =0
hat die Losung y : (0,00) — R, y(z) = Inz welche nach dem Satz von Picard-
Lindel6f eindeutig ist. Sie ist auch maximal, da sie nach rechts offensichlich nicht

fortgesetzt werden kann, und eine hypotetische Fortsetzung nach links in 0 nicht
stetig sein kénnte.

(ii) Das Anfangswertproblem

hat die Losung y : (0,00) = C, y(x) = ex. Da die Funktion

F:(R\0) xR = C
(wvy) = _%

stetig differenzierbar ist, ist diese Losung nach dem Satz von Picard-Lindelof wie-
derum eindeutig. Sie ist ebenfalls maximal, da sie dem Rand des Definitionsberei-
ches von f beliebig nahe kommt.
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Im folgenden Satz benutzen wir den Abstand zu einer Menge. Fiir einen metrischen
Raum (X,d), z € X und A C X ist

dist(z, A) := inf {d(z,y)| y € A}.

Satz 8.37. Sei D C R x R™ offen und (xo,y0) € D. Sei f : D — R" stetig und
erfille eine lokale Lipschitzbedingung beziglich y. Seien a,b € R U {—o0,00} so, dass
—o0o<a<zy<b<ooundseiy: (a,b) = R™ eine Losung des Anfangswertproblems

y = fl(z,y)
y(x0) = vo.
Dann ist y die maximale Lésung, genau dann wenn eine der Bedingungen
(i) b= oo,
(i) Timg s ly(@)]| = o,
(iii) lim,_,p dist((z, y(z)),0D) =0
und eine der Bedinungen
(i) a = —oo,
(i) Timg—q [ly(2)[| = oo,
(iii) lim,_,, dist((z, y(z)),0D) =0
erfillt ist.

Ohne Beweis.
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8.3 Lineare Systeme

Definition 8.38. Sei [ ein offenes Intervall und A : I — R™ ™ und b : I — R"™ Funk-
tionen. Dann heifit das Differenzialgleichungssystem

y' = A(z)y + b(z)

lineares Differenzialgleichungssystem.
Falls b die Nullfunktion ist, so nennen wir das System homogen, anderenfalls inhomo-
gen. Falls A(z) konstant ist, sagen wir, dass das System konstante Koeffizienten hat.

Bemerkung 8.39. (i) Mittels der Substitution in Bemerkung konnen wir die li-
neare Differenzialgleichung

y" = ana(2)y" Y 4 an(2)y’ + ag(2)y + b(x)
in das System

Y1 = an-1(2)Yn—2 + - - + a1(x)y1 + ao(x)y + b(x)
!
g =y

Yn—1 = Yn—2

iiberfithren, dass von obiger Form ist.

(ii) Seien y und z Losungen des inhomogenen Systems
y' = Alz)y +b(x),
dann ist y — z eine Losung des zugehorigen homogenen Systems
Yy =A)y.
Das folgt unmittelbar aus
(y = 2)'(z) = A(x)y(z) + b(x) — A(z)2(z) — b(x) = A(z)(y - 2)(x).

Lemma 8.40 (Lemma von Gronwall). Sei I ein Intervall, xog € I, y : I — R eine
stetige, nicht-negative Funktion, a,b > 0 und es gelte

y(z) <a+bd

/ﬁ ’ y(t)dt‘ . (8.2)

0

blz—z0|

Dann gilt y(x) < ae
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Beweis. Wir fithren den Beweis fiir ¢ > tg, der andere Fall wird analog behandelt. Sei
€ > 0 beliebig und setze

z(z):=a+e+ b/x y(t)dt. (8.3)

zo

Dann gilt 2/(z) = by(z) < bz(x). Da 2(t) > a + € > 0 ist, erhalten wir

Inz(z) —Inz(xg) = /z () dt < /I bdt = b(z — x0)

zo 2(1) 0

also dank der Monotonie der Exponentialfunktion z(z) < z(z9)e?®=%0) = (a4 ¢)eb@=%0),
Dann gilt auch y(z) < z(z) < (a+¢€)e?@%0) und da diese Ungleichung fiir beliebige € > 0
gilt, folgt die gesuchte Ungleichung.. O

Fiir den Rest dieses Unterkapitels seien stets I ein offenes Intervall, A : [ — R™*"
und b : I — R” stetige Funktionen, xo € I und yg € R"”.

Korollar 8.41. Des Anfangswertproblem
Y = A(z)y + b(a)
y(xo) = yo
hat eine eindeutige mazximale Losung die auf ganz I definiert ist.
Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass
f:IxR"—=R"
(z,y) = A(x)y + b(x)

eine lokale Lipschitzbedingung erfiillt. Sei dazu (z1,y1) € I x R™. Wéhle ein abgeschlos-
senes Intervall I; so, dass 1 € I} C I. Dann existiert L > 0 so, dass ||A(z)|| < L fiir alle
x € I und somit gilt

1f (2, y) = fla, 2)] = [[A(@)(y = )| < [[A@)[[ lly — 2] < Lly - =]

fiir alle x € I} und y, z € R".

Es folgt also aus Satz [8.35 die Existenz und Eindeutigkeit einer maximalen Losung.
Es seien a,b € R U {—o00,00} so, dass y : (a,b) — R" diese maximale Losung ist.
Angenommen b liegt in I (ist also insbesondere endlich). Dann gibt es M, K > 0 so, dass
|A(x)]] < M und ||b(z)|| < K fiir alle x € [z, ] und es gilt

vl =

yo+ / :(A(t)y(t) + b(t))dtH

<ol + [ IA@ Iyto)lae+ [ ey

<Mw+Kw—m%HW/HMMMt
o
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Aus dem Lemma von Gronwall (fir ||y||) folgt dann, dass
ly(@) | < lyoll + K (b — wo))e™ =70 < (|lyol| + K (b — z0))e™ 0.

Damit kann keiner der Félle aus Satz erfillt sein, was im Widerspruch zur An-
nahme steht, dass y die maximale Losung ist. Analog zeigt man, dass a € I zu einem
Widerspruch fiihrt. Es muss also a ¢ I und b ¢ I gelten, was (a,b) = I impliziert. [

Bemerkung 8.42. Man kann zeigen (und auf diese Weise einen alternativen Beweis fiir
obigen Satz angeben), dass die Picard-Iterierten mit Startfunktion ¢g(x) = yp fiir lineare
Differenzialgleichungen auf ganz I konvergieren.

Korollar 8.43. Seien y,z : I — R™ Losungen der Differenzialgleichung y' = A(z)y +
b(x), dann sind dquivalent

(i) y(x) = z(z) fir alle z € I,
(i) y(xo) = z(w0),
(iii) y(z) = z(x) fir ein x € I.

Beweis. Die Implikationen von oben nach unten sind offensichtlich. Sei nun x; € I so,
dass y1 := y(x1) = z(x1). Dann sind y und z Losungen des Anfangswertproblems

Y = A(z)y + b(x)
y(r1) = 1.

Da dieses Anfangswertproblem eine eindeutige maximale Losung hat muss gelten y(x) =
z(x) fir alle z € I. O

Satz 8.44. Die Losungsmenge der Differenzialgleichung y' = A(x)y, genauer die Menge
Vi={y: I >Ry (z)=Ax)y(z) fir allex €I}
ist ein n-dimensionaler Untervektorraum von C(I,R™).

Beweis. Man iiberpriift leicht, dass fiir zwei Losungen y,z : I — R™ und A € R auch
y + Az eine Losung der Differenzialgleichung ist.

Sei nun ey, ...,e, eine Basis fiir R"” und seien y; : I — R" die eindeutig bestimmten
Losungen der Anfangswertprobleme

Y = Az)y
y(ﬂﬁo) =€

fir ¢ € {1,...,n}. Dann ist y,...,y, eine Basis fiir V.
Denn falls

oyl + -+ oy, =0
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ist, so gilt insbesondere
a1y1(zo) + - -+ + anyn(x0) = 11 + -+ -+ ane, =0

woraus o = -+ - = ay, = 0 folgt, die Funktionen yy, ..., y, sind also linear unabhangig.
Sei nun z € V und wahle aq, ..., a, so, dass

arer + -+ + apen, = z(xo).

Dann sind z und ayy1 +- - - + any, maximale Lésungen des Differenzialgleichungssystems
die in z( iibereinstimmen, also folgt aus Korollar

z=o1y1+ -+ apYn.
Die Funktionen y, ..., y, spannen den Raum V auf. O

Bemerkung 8.45. (i) Der obige Satz ist die mathematisch exakte Formulierung von
ydie allgemeine Losung hangt von n unbestimmten Parametern ab® Er gilt in
dieser Form nur fiir lineare Differenzialgleichungen.

(ii) Mit Bemerkung erhalten wir, dass die Losungsmenge des inhomogenen Diffe-
renzialgleichungssystems y' = A(z)y + b(x) durch y; + V gegeben ist, wobei y; eine
beliebige Losung der inhomogenen Gleichung ist.

Definition 8.46. Eine Basis y1,-- - , ¥, des Vektorraume V aus Satz heifit Funda-
mentalsystem der Differenzialgleichung ' = A(z)y.

Nach Bemerkung [8.39 sind lineare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung dquivalent
zu linearen Differenzialgleichungssystemen erster Ordnung (mit n Gleichungen). Wir
werden also auch n linear unabhéngige Losungen der Gleichung

v = ap 1 (2)y" T+ ar(2)y + ao(x)y + b(x)
als Fundamentalsystem bezeichnen.

Beispiel 8.47. Betrachte die Differenzialgleichung y' = sin(x)y + sin(z) cos(x). Die zu-
gehorige homogene Differenzialgleichung ¢y’ = sin(z)y hat getrennte Variablen und wir
16sen sie wie folgt:

/
v _ sin(z)
Y

Iny(x) = / yy/((;) dt = —cos(z) + ¢

y(z) = Ke~ cos(z)

Man tiiberpriift leicht, dass die erhaltene Funktion fiir beliebiges K € R tatséchlich
eine Losung der homogenen Differenzialgleichung ist. Dariiber hinaus stellt die Menge
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aller solcher Funktionen offensichtlich einen eindimensionalen Vektorraum dar und damit
haben wir bereits alle Losungen gefunden.

Um nun die inhomogene Gleichung zu 16sen verwenden wir das Verfahren der Variation
der Konstanten. Falls y(z) = C(x)e™“3(*) eine Losung der inhomogenen Differenzial-
gleichung ist, so muss gelten

Y (z) = C'(x)e” @) 4+ C(a) sin(z)e” @) = sin(z)C(z)e™ @) + sin(z) cos(x)
Es gilt also
C'(z) = sin(x) cos(z)e*®)
C(z) = (1 — cos(x))e@),

Es geniigt eine Losung der inhomogenen Gleichung zu finden (Bemerkung [8.39)).
Bei dem Verfahren ,Variation der Konstanten“ handelt es sich wiederum um ein Sub-
stitutionsverfahren.

Das im Beispiel illustrierte Verfahren kann zur Lésung beliebiger inhomogener Diffe-
renzialgleichungssysteme benutzt werden, vorausgesetzt man kennt bereits ein Funda-
mentalsystem des zugehdrigen homogenen Systems.

Satz 8.48. Sei y1, ...y, ein Fundamentalsystem der Differenzialgleichung y' = A(x)y.
Definiere die n x n-Matriz W(x) = (y1(z), - ,yn(z)) (in dieser Fundamentalmatriz
stehen die Losungen des homogenen Systems in den Spalten). Dann ist W (z) fir alle
x € I invertierbar und z : I — R"

2(z) = W () / W)~ b(t)dt

ist eine Losung des inhomogenen Differenzialgleichungssystems.

Beweis. Nach Voraussetzung sind die Funktionen yy, . . ., y, linear unabhéngig. Fiir x € I
sind dann auch y;(z),...,y,(x) linear unabhéngig, denn falls

a1y (z) + ...+ apyn(x) =0
ist fiir ein z € I, dann muss nach Korollar [8.43
ayr+ ... +apyn =0

gelten, was lediglich fiir a; = - -+ = a,, = 0 moglich ist. Damit ist die Matrix W (x) fiir
jedes x invertierbar.

Auf Grund der Definition von W gilt W'(z) = A(z)W(x) (die i-te Spalte dieser
Matrixgleichung lautet y.(z) = A(x)y;(x)) und wir erhalten

2 (z) = W'(z) /w W ()" to(t)dt + W (x)W (z) " 'b(x) = A(z)z(x) + b(x).

Fiir die Anwendung des Hauptsatzes wie oben (und um sicherzustellen, dass z tiberhaupt
wohldefiniert ist) muss der Integrand stetig sein. Man kann zeigen, dass die Abbildung
A+ A7! definiert auf der Menge der invertierbaren Matrizen stetig ist (sieche z.B.
Ubungsblatt 8 aus dem vergangenen Semester). O
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Der vorhergehende Satz sagt aus, dass wir stets eine Losung der inhomogenen Glei-
chung von der Form W(z)C(z) (C : I — R") finden konnen. Er liefert auch einen
expliziten Ausdruck fiir C, in der Praxis ist es jedoch haufig einfacher im Differenzialglei-
chungssystem y = W' zu substituieren und das daraus resultierende Gleichungssystem
zu 16sen wie im folgenden Beispiel illustriert.

Beispiel 8.49. Betrachte das System

v = v + sin(z)
v = —u + cos(x)

Man tiberzeugt sich leicht, dass

o= (30 ) = (50

linear unabhéngige Losungen des zugehorigen homogenen Systems

/
U 0 1 U U
() =(5 ) (0)=4(0)
sind. Um eine Lésung des inhomogenen Systems zu finden machen wir den Ansatz
. _( sin(z)  cos(z) Ci(x)
£(0) = Crlohn(o) + Calohme) = (S <) ) (CHe) ).

Die Koeflizientenmatrix ist dabei die Matrix W aus dem vorhergehenden Satz. Soll z
eine Losung sein, so muss gelten

#(x) = Ci(x)yr(x) + Co(2)yz + Cr(2)y) (z) + Ca()ys(x)
= Ci(2) A(x)y1 (2) + Co(2) A(z)y2(2) + b(2),
Um nun C] und C% zu erhalten muss also das Gleichungssystem
Ci(@)yr(z) + Co(w)ya(w) = b(x)
gelost werden, konkret
C1(z) sin(z) + Ch(x) cos(z) = sin(x)
C1(z) cos(z) — C)(x) sin(z) = cos(x).

Lost man das lineare Gleichungssystem (zum Beispiel mit dem Gaussverfahren) erhélt
man

C1(z) = Cy(z)(sin?(x) + cos®(x)) = sin?(z) + cos?(x) = 1
Ch(z) = Ch(z)(cos?(z) + sin?(x)) = sin(x) cos(x) — cos(z) sin(z) = 0

und damit C}(x) = x und C(x) = 0. Die Lésung der homogenen Gleichung ist also

e = (32

x cos(x)
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Wir wenden uns nun Systemen mit konstanten Koeffizienten zu, wollen also 3/ = Ay
l16sen fiir A € R™ ™. Wir werden sehen, dass die ,naive* Verallgemeinerung der Losung
e fiir n = 1 zum Erfolg fiihrt.

Die folgenden Aussagen gelten sinngeméfl auch fir A € C™*", wir werden sie hier
jedoch nur fiir A € R™*™ ausformulieren.

Bemerkung 8.50. Sei A € R™*" und betrachte die Funktion
=1
Az _ kk
e”—ZgAx. (8.4)
k=0

Wir wissen, dass fiir die Konvergenz der Reihe auf der rechten Seite, ihre absolute Kon-
vergenz hinreichend ist. Da

00
k=0

gilt, ist e4® also fiir alle z € R definiert.

Konvergenz in R™*" entspricht der koordinatenweisen Konvergenz, das heifit die Ko-
ordinatenfunktionen der Reihe sind Potenzreihen mit Konvergenzradius co. Wir
konnen also den Satz tiber Differenzierbarkeit von Potenzreihen (Satz koordina-
tenweise anwenden und erhalten

d
dz

oo

Lt < 30 L payp af — o
k=0

1
Azx k k-1 _ Az
e —g —k!Akx = Ae”*.
k=1

Satz 8.51. Sei A € R™ ™. Das Anfangswertproblem mit konstanten Koeffizienten

y' = Ay
y(z0) = Yo
wird genau von y(x) = eAF=0)yy gelist.
Beweis. Das folgt unmittelbar aus der vorhergehenden Bemerkung. O

Bemerkung 8.52. (i) Mit dem vorhergehenden Satz ist das Losen der Differenzialglei-
chung auf das Berechnen der Matrixexponentialfunktion zuriickgefithrt. Letztere
Aufgabe 148t sich algorithmisch gut 16sen wie wir bald sehen werden.

(ii) Da die Matrixmultiplikation nicht kommutative ist gilt im Allgemeinen nicht
d
@eA(.Z‘) _ A'(a:)eA(x),

A+B _ LA_B

ebensowenig wie e ee”.
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(iii) Ein Fall, in dem wir eA%y einfach ausrechnen kénnen, ist der, dass v ein Eigenvektor

der Matrix A ist, es also ein skalares A\ gibt, so dass Av = A\v gilt. Dann folgt

=1
ATy = (Z klA’“a:’“) v =
k=0

Beispiel 8.53. Wir suchen Losungen fiir das Anfangswertproblem

1 1

k Ak N Az
—k!:z:Av—g —k!x)\v—e V.
k=0 k=0

/

y =z
Z,:y
y(0)=1
z(0) = 0.

Wir miissen also e%yy bestimmen fiir

0 1 1
A_<1 O>undy0—<0>.

In diesem Falle kommt uns zu Gute, dass die Matrix A diagonalisierbar ist. Sie hat
die Eigenwerte 1 und —1 und die zugehoérigen Eigenvektoren

e () e (1)

Mit der obigen Bemerkung erhalten wir dann

1 1
eAmyo = eAwi(vl +uvg) = Q(ewvl + e Tug),

also die Lésung y(z) = 3(e% 4+ e7%) und 2(z) = 3(e* —e™%).

Bemerkung 8.54. Haufig wird das oben illustrierte Verfahren etwas anders formuliert:
Um das lineare Differentialgleichungssystem 3’ = Ay zu lésen, macht man den Ansatz
y = Ce . Diese Funktion ist genau dann eine Losung, wenn gilt

ey = e Ay

also genau dann wenn A ein Eigenwert von A ist und v der zugehorige Eigenvektor.
Fir allgemeine A sind nicht alle Losungen von der angesetzten Form und wir werden
auf diese Weise kein Fundamentalsystem erhalten. Wir kénnen jedoch auf diese Weise
ein Anfangswertproblem l6sen, dessen Anfangsvektor yg sich als Linearkombination von
Eigenvektoren von A schreiben 148t.
Insbesondere fithrt das Verfahren beziehungsweise der obige Ansatz stets zum Erfolg
wenn A diagonalisierbar ist.

Satz 8.55. Sei A € R™ x R"™ eine diagonalisierbare Matriz, vi,...,v, eine Basis aus
FEigenvektoren und A\i,..., A\, die zugehorigen Eigenwerte. Dann bilden die Funktionen
yi(x) = X%, fiiri € {1,...,n} ein Fundamentalsystem fiir das Differenzialgleichungs-

system vy = Ay.
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Beweis. Fiir beliebiges i € {1,...,n} gilt eA%v; = e

Aiq, - die Funktionen sind also tat-

séchlich Losungen des Differenzialgleichungssystems. Im Punkt = 0 sind die Funkti-
onswerte y1(0) = v1,...,yn(0) = v, linear unabhéngig und damit auch die Funktionen

Y1,

., yn (Ubungsaufgabe 1 vom Blatt 4). O

Bemerkung 8.56. (i) Im obigen Fall ist das Losen der Differenzialgleichung also auf

(i)

(iii)

die Losung des Eigenwertproblems Av = Av zurilickgefiihrt, wofiir wir bereits Me-
thoden kennen.

Ein interessanter Spezialfall ergibt sich, wenn A € R™*™ nicht im reellen, aber im
komplexen diagonalisierbar ist (also echt komplexe Eigenwerte besitzt). In diesem
Fall kénnen wir dennoch reellwertige Losungen aus den (zundchst komplexwerti-
gen) Losungen Ce* v zusammensetzen. Konrkret sind fiir einen (komplexen) Ei-
genwert A = A, +1); und den zugehérigen Eigenvektor v = v, +iv; (Ar, A; € R und
v, v; € R™)

e (v, sin(A\z) 4 v; cos(Nx)) und e (v, cos(\z) — v sin(Aiz))

linear unabhéngige reelwertige Losungen des Differenzialgleichungssystems (Ubung).

Will man lediglich ein Anfangswertproblem 16sen, so kann man diesen Schritt aus-
lassen. Man startet dann wieder mit dem Ansatz y = Ce v und erhélt eine allge-
meine Losung von der Form

y = C1eM%y + -+ Cpe?Pu,.

Bestimmt man nun die (komplexen) Konstanten C1, ... C), aus der Anfangsbedin-
gung

yo = Cro1 + -+ + Cru,

so erhélt man automatisch eine reellwertige Losungsfunktion (vorausgesetzt natiir-
lich A und yg sind reellwertig).

Falls A nicht diagonalisierbar ist, so ist es dennoch méoglich e?? effektiv zu berech-
nen. Man bringt dafiir die Matrix auf Jordansche Normalform. In jedem Fall kann
ein homogenes System linearer Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten mit Methoden der linearen Algebra vollstandig gelost werden.

Beispiel 8.57. Betrachte das Anfangswertproblem

/

Y
/

z

=Y

()
=
Il

y(
2(0)

1
0.
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Die zugehorige Matrix

a=(0) (55)

ist im Reellen nicht diagonalisierbar, sie besitzt jedoch im Komplexen die Eigenwerte i
und —i mit den zugehorigen Eigenvektoren

o 1+i dome [ 10
V1 = —1—|—i una vy = —1—j .

Soll die allgemeine (komplexe) Losung c1ev; 4 coe vy die Anfangsbedingungen erfiil-
len, so muss gelten
(1 —|—i)01 + (1 — i)CQ =1
(=14+1i)c1 + (=1 —1i)ca =0,

also ¢ = (1 —1) und ¢ = 2(1 +1).
Damit ergibt sich als Losung

1 : 1 . 1 . 1 .
y(x) = 1(1 —1)e(1+1) + 1(1 +i)e (1 —1) = 56“ + 567133 = cos(z)

1 ; 1 : i i
z(z) = 1<1 —i)e(=141) + 1(1 +i)e (=1 —1) = %em — %e_m = —sin(z).

Als wichtigen Spezialfall wollen wir zuletzt noch lineare Differenzialgleichungen héhe-
rer Ordnung mit konstanten Koeffizienten behandeln.

Satz 8.58. Seien ag,...,an_1 € C, A1,..., A die Nullstellen des Polynoms

ag+ a4 4 ap A"

und v, ..., die zugehorigen Vielfachheiten. Dann bilden die Funktionen x — zleM®

miti € {1,...,k} und l € {0,...,v; — 1} ein Fundamentalsystem fiir die Differenzial-
gleichung

aoy + ary’ + -+ a,_1y™ Y 4 4™ = 0.

Ohne Beweis.
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9 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

247



9.1 Kurvenintegrale

Definition 9.1. Sei I ein Intervall und n € N. Eine parametrisierte Kurve (manchmal
auch Weg) im R™ ist eine stetige Abbildung v : I — R™. Eine parametrisierte Kurve
heifit regulér, wenn sie stetig differenzierbar ist und fiir alle ¢ € I gilt v/(¢) # 0. Sie heifit
stiickweise regular wenn es eine disjunkte Zerlegung

I=LHULLU---UI

in Teilintervalle I1, ..., I} gibt, so dass v auf jedem Teilintervall regular ist.

Eine Kurve ist eine Teilmenge des R™ die Bild einer parametrisierten Kurve ist. Ist C'
eine Kurve dann nennen wir v : I — R" eine Parametrisierung von C, wenn ~ auf dem
Inneren von I injektiv ist und wenn (1) = C' gilt.

Wir nehmen hier Kurven und parametrisierte Kurven stets als stiickweise regulér an,
werden das also nicht jedes mal explizit erwdhnen.

Beispiel 9.2. (i) Seien o,k > 0. Dann ist die Schraubenlinie

v:R—R3
t — (cos(at),sin(at), Kt)

eine reguldre parametrisierte Kurve.

(ii) Der Einheitskreis {(z,y) € R2| 2% 4+ y* = 1} ist eine Kurve. Eine Parametrisierung
wird durch die Abbildung

7 : [0,2n] — R?
t — (cos(t),sin(t)).

gegeben.

Die Parametrisierung ist keinesfalls eindeutig. Weitere Moglichkeiten sind beispiels-
weise

p:[0,7] = R?
t +— (cos(2t),sin(2t))

¢ : [—o0,In(2m)] — R?
t + (cos(e?), sin(e?)).

(iii) Das Rechteck {(z,y) € RQ‘ max {|z|,[y[}} ist eine (stiickweise regulire) Kurve.
Gib als Ubung eine Parametrisierung an.

Wir wollen nun untersuchen, wie man eine entlang einer Kurve definierte Funktion
iiber diese Kurve integrieren kann. Die Kurve kénnte dabei beispielsweise einen diin-
nen Draht reprisentieren und die Funktion eine Ladungsdichte, die zur Gesamtladung
aufintegriert werden soll.
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Bemerkung 9.3. Sei v : I — R™ regular und f : v(I) — R stetig. Seien a,b € I und
a < b. Eine Zerlegung Z ist gegeben durch Punkte a =ty < t1 < --- < t, = b. Wir
nennen die t; Stiitzstellen. Die Feinheit einer Zerlegung sei

0<i<n
Setze
n—1
tiv1) — (i
1) = 3 F3(t) (i) = ()] = /[ o) | =D e
i=0 a,b] = o ’ t

Bezeichne den Integranden im letzen Ausdruck mit gz. Mit dem verallgemeinerten Mit-
telwertsatz kann man abschétzen

j07(0)] < ma |F((0)] ma 1] < oc. (0.1

Sei nun (Z;) eine Folge von Zerlegungen mit m(Z;) — 0 und ¢ sei nicht Stiitzstelle
einer Zerlegung Z;. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Folge von Stiitzstellen ¢;;.,
so dasst € [tj,ij,tj,ijﬂ). Es gilt lim; o tji; =t = lim;j o0 tji;+1 und damit wegen der
Stetigkeit von f und der Differenzierbarkeit von ~

jlirgogzj () = f(y@) || @®)]] -

Da die Menge aller Stiitzstellen abzéhlbar, also eine Nullmenge ist, gilt lim;,o gz, =
F 7|l fast iiberall und wegen (9.1) sind die Funktionen gz, integrierbar beschrinkt.
Dann folgt aus dem Satz von Lebesgue

lim 1(Z / Fo®) 1y @) dt.

_]*)OO

Die Approximationen I(Z;) konvergieren also.
Insbesondere erhalten wir eine Formel fiir die Bogenldnge der Kurve wenn wir fiir f
die Einsfunktion einsetzen.

Definition 9.4 (Kurvenintegrale, Bogenlinge). Sei [ ein Intervall und 7 : I — R"
eine parametrisierte Kurve. Sei f : 7(I) — R eine Funktion und E : v(I) — R" ein

Vektorfeld. Dann heif3t
[ 1asi= [ £60) |y @) a
¥ I

das skalare Kurvenintegral (Kurvenintegral 1. Art) von f entlang v und

/ (E|ds) := /I (E(4(t))|+/ ()t

das vektorielle Kurvenintegral (Kurvenintegral 2. Art) von E entlang ~.
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Die Funktion f beziehungsweise das Vektorfeld E heiflen integrierbar iiber v wenn das
entsprechende Integral existiert.
/ ds
v

Das Integral
heifit die Bogenldnge von v und eine Kurve heifit rektifizierbar wenn diese Bogenldnge
endlich ist.

Beispiel 9.5. Wir berechnen den Umfang des Einheitskreises. Wir wahlen dazu die Pa-
rametrisierung

7 : [0,27] — R?
t +— (cos(t),sin(t))

und berechnen

7' (t) = (—sin(t), cos(t))
@ =1

2w
/dSZ/ dt = 2m.
o 0

Bemerkung 9.6. (i) Falls v nur stiickweise regulér ist, dann ist der Integrand eventuell
nicht in allen Punkten von I definiert. Wir wissen jedoch bereits, dass das fiir das
Integral kein Problem darstellt, da es sich lediglich um endlich viele Punkte handelt.

und damit

(ii) Die wichtigste Eigenschaft der Kurvenintegrale ist die Unabhéngigkeit von der
Parametrisierung. Das heif3t, falls C' eine Kurve ist und y: I - Cund p: J — C
zwei Parametrisierungen von C'. Dann gilt

[/fds:/pfds.

Wir beweisen diese Aussage hier nur zum Teil.

(iii) Die Definition beider Arten von Kurvenintegralen héngt vom Skalarprodukt ab.
Das wird wichtig, wenn man Kurvenintegrale in nichteuklidischen Geometrien be-
trachtet zum Beispiel in der Relativitatstheorie.

(iv) Die Definition des vektoriellen Kurvenintegrals kann dhnlich wie in Bemerkung (9.3
motiviert werden.

(v) Nicht rektifizierbare Kurven (Kurven mit unendlicher Bogenlange) sind selbst mit
endlichem Parameterintervall méglich.
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(vi) Beide Arten von Kurvenintegralen sind Spezialfille des Integrals von sogenannten
1-Formen iiber Kurven.

Satz 9.7. Sei~: I — R"™ eine parametrisierte Kurve, 8 : J — I ein Diffeomorphismus
(dass heifit hier 0 ist stetig differenzierbar und 6’ #0) und f : v(I) — R dann gilt

/fds = fds.
~ ~yof

Dabei existiert das Integral auf der einen Seite genau dann, wenn das auf der anderen
Seite existiert.

Beweis. Da die Endpunkte fiir die Integrale unerheblich sind kénnen wir I und J als
offen annehmen. Dariiber hinaus kénnen wir annehmen, dass v (und damit o 6) regulér
sind (Warum?).

Dann gilt

fds = [ #0060 [0 o)t = [ raiown) o) o) a
J J

ol
— /1 Foro) [ () dr = / fds

wobei wir fiir die vorletzte Umformung die Transformationsformel beziechungsweise — fiir
hinreichend gute f — die Substitutionsregel verwendet haben. O

Bemerkung 9.8. (i) Unter zusétzlichen Voraussetzungen kann man zeigen, dass es fiir
zwei Parametrisierungen v : I — C' und p : J — C einer reguldren Kurve C stets
einen Diffeomorphismus 6 : J — [ gibt, so dass p = v o 6§ gilt. Damit ist das
Kurvenintegral erster Art also tatsdchlich unabhingig von der Parametrisierung
und wir werden fiir das Integral {iber eine Kurve C daher auch

/Cfds

(ii) Auch das Kurvenintegral zweiter Art ist — mit d&hnlichem Beweis — von der Para-
metrisierung unabhingig, unter der Voraussetzung dass die beiden Parametrisie-
rungen die Kurve in der selben Richtung durchlaufen. Das ist genau dann der Fall,
wenn der Diffeomorphismus 6 positive Ableitung hat. Man sagt dann auch, dass 6
Orientierungserhaltend ist.

schreiben.

Falls 6 die Orientierung umkehrt (6 < 0), dann wechselt das Integral das Vorzei-
chen.

Beispiel 9.9. Ist v : I — R? die Bahnkurve eines Massenpunktes und F : R? — R? ein
zeitunabhéngiges Kraftfeld, dann erhélt man die am Massenpunkt verrichtete Arbeit als

L(F!ds>.
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Die Unabhéngigkeit des Integrals von der Parametrisierung bedeutet in diesem Fall, dass
die Arbeit nicht davon abhéngt mit welcher Geschwindigkeit die Bahnkurve durchlaufen
wird (wohl aber von der Richtung).

Bemerkung 9.10. (i) Das Kurvenintegral ist linear in f beziehungsweise in E, es gilt
also beispielsweise fiir jedes f,g:v(I) > Rund A € R

L(f+Ag)ds=Afds+A/ygds,

vorausgesetzt die entsprechenden Integrale sind definiert.

(ii) Wir kénnen jede parametrisierte Kurve iiber einem kompakten Intervall so repa-
rametrisieren, dass ihr Definitionsbereich [0, 1] ist (Wie?).

(iii) Fir parametrisierte Kurven « : [0,1] — R™ und p : [0,1] — R™ die v(1) = p(0)
erfiillen konnen wir definieren

“1:0,1] — R"
t—y(1—1t)
p:10,1] - R"
o e € [0,3]
p2t—1) te(3,1]

Dann gilt

Alfds:/wfds / :Afd8+/fds
A_1<E!ds>——A<E\ds> / (E|ds) = /YE‘ds /E|ds>_

Definition 9.11. Sei U C R” offen und f : U — R differenzierbar. Dann definieren wir
das auf U definierte Vektorfeld

gradf: (81f782f7"'78nf)'

Wir nennen ein Vektorfeld £ : U — R™ konservativ, wenn es eine Funktion g : U — R
gibt so, dass E = grad g. In diesem Falle heifit g ein Potential fiir E.

Bemerkung 9.12. (i) Viele in der Physik wichtige Kraftfelder sind konservativ, so zum
Beispiel das Gravitationsfeld (in der nichtrelativistischen Theorie). In diesem Fall
wird héufig eine andere Vorzeichenkonvention fiir das Potential verwendet also
E = —gradg.

(ii) Die Differentialgleichung p(z,y) + ¢(z,y)y’ ist exakt genau dann wenn das Vektor-
feld (p, q) konservativ ist.
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(iii) Falls E konservativ und stetig differenzierbar ist gilt 0;E; = 0;E; fir alle i,j €
{1,...,n}. Diese vergleichsweise einfach zu iiberpriifende Bedingung ist jedoch im
Allgemeinen nicht hinreichend.

(iv) Ist g ein Potential fir E (auf einem zusammenhéngenden Gebiet), dann sind genau
die Funktionen g + ¢ fiir ¢ € R weitere Potentiale (Warum?).

(v) Falls E konservativ ist, g ein Potential und ~ : [a,b] — R" eine Kurve, dann folgt
aus der Kettenregel

b
/ (B|ds) = / (E((t)|+/ (1))t
b

= [ @)+ + dugr)ri0)

ab
= [((geaY(at=g60) - gtr(@). 9.2)

Die vektoriellen Kurvenintegrale iiber konservative Vektorfelder kénnen also di-
rekt aus der Potentialfunktion bestimmt werden und héngen nicht von der Kurve
sondern lediglich von deren Endpunkten ab. Insbesondere verschwindet das Kur-
venintegral entlang geschlossener Kurven.

(vi) Ist E ein Kraftfeld, dann 148t sich fq/(E |ds) als die Arbeit interpretieren, die an
einem sich entlang v bewegenden Teilchen verrichtet wird. Ist F konservativ (und
nur dann) héngt diese Arbeit lediglich von Anfangs- und Endpunkt der Bewegung
ab und wir kénnen das Potential von E als potentielle Energie interpretieren.

(vii) Aus der Formel ist auch ersichtlich wie man ein Potential zu einem konser-
vativen Vektorfeld bestimmen kann. Sei U C R” offen und wegzusammenhéngend
(das heifit je zwei Punkte von U lassen sich durch eine Kurve verbinden) und
E : U — R" ein konservatives Kraftfeld. Wahle einen Punkt z¢g € U aus. Fir
x € U sei nun +, eine beliebige parametrisierte Kurve von zg bis x, dann ist

x| (E|ds)
Yz

ein Potential denn falls g ein beliebiges Potential ist gilt fiir alle x € U

/ (E|ds) = g(x) — g(x0).

T

Beispiel 9.13. (i) Das Vektorfeld

E:R3\ {0} = R?

RTINS
]
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(iii)

ist konservativ und
@ R3\ {0} - R
1

Ty —
||

ist ein Potential (als Ubung nachrechnen).

Das Vektorfeld

E:R* {0} — R?

Yy x
z, = - 9
() ( v? +y? x2+y2>

erfiillt

1 272 y? — 2
O Ey = — = = 0o b
22412 (22+y2)2 (224 y2)?

also die notwendige Bedingung fiir konservative Vektorfelder.

Wir berechnen nun das vektorielle Kurvenintegral von E entlang des Einheitskrei-
ses

7 : [0,27] — R?
t — (cos(t),sin(t)).

Entlang des Kreises gilt
E(y(t)) = (—sin(t), cos(t)) = 7 (t)

und damit
27
/(E\ds>:/ (= sint, cos(t))|2 dt = 2.
0% 0

Das Vektorfeld ist also nicht konservativ.
Wir betrachten nochmals Beispiel also die exakte Differentialgleichung
2z 4 3% + 2xyy = 0.

Wir suchen eine Potentialfunktion fiir die Gleichung beziehungsweise fiir das Vek-
torfeld (z,y) — E(z,y) := (2x + 32, 22y). Diese Potentialfunktion kénnen wir nun
auch mittels Kurvenintegralen bestimmen. Wir wéhlen dafiir den Punkt z¢ = (0, 0)
und verbinden die Punkte g und (&, 7) mit der Geraden
Yem) [O, 1] — RZ
t > (Et,mt).
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Es gilt 7/(¢t) = (§,7) und wir bestimmen eine Potentialfunktion mittels
1
€ [ (Bls) = [t 4 P+ 2emtn)at = € P
UG 0

Man beachte dass hier der Punkt x¢ und die Kurve v, , frei gewdhlt werden kon-
nen. Haufig kann man diese Freiheit nutzen, um den Rechenaufwand zu reduzieren.

Satz 9.14. Sei U offen. Fin stetiges Vektorfeld E : U — R” ist genau dann konservativ,
wenn fir alle geschlossenen Kurven vy :[0,1] — U gilt

L<E|ds> ~o.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass fiir konservative Vektorfelder die Integrale iiber
geschlossene Wege verschwinden. Wir zeigen nun, dass Kurvenintegrale iiber E lediglich
von den Endpunkten des Weges abhingen. Seien dazu v,p : [0,1] — U zwei para-
metrisierte Kurven mit v(0) = p(0) und (1) = p(1). Dann ist die Kurve yp~! eine
geschlossene Kurve und nach Voraussetzung gilt

O:/w1<E|ds):/7<E|ds>—/p<E\ds>.

Wir nehmen nun an, dass U wegzusammenhéngend ist. Falls das nicht der Fall ist,
flihren wir den unten beschriebenen Beweis fiir jede Zusammenhangskomponente separat
durch. Wir wéhlen zg € U fest und definieren die Funktion g : U — R

xX
o) = [ (Elas).

o
Diese Notation soll bedeuten, dass wir entlang einer beliebigen Kurve von zy nach x
integrieren, denn das Ergebnis wird davon nicht abhdngen. Wir wollen zeigen, dass g ein
Potential fiir F ist. Zunéchst zeigen wir dazu, dass alle Richtungsableitungen von ¢ in
jedem Punkt existieren. Sei also x € U und h € R”, dann gilt fiir a klein genug (Was
bedeutet das genau?)

z+ah x z+ah a
<Eyds>—/ <E\ds>:/ <Eds>:/0 (E(z + th)| h)dL.

0 Zo z

g(x +ah) — g(z) = /I

Dabei haben wir als Integrationsweg zwischen z und z + ah die Gerade t — = + th
verwendet.
Nach dem Mittelwertsatz existiert dann &, zwischen 0 und a so, dass

g +ah) - g(z) = (B(z + &h)| h)a.
Damit erhalten wir fiir die Richtungsableitung da FE stetig ist

010() — i 2 0) — 9(2)

a—0 a

= (E(2)|h).
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Daraus ist erstens ersichtlich, dass alle Richtungsableitungen (und damit insbesondere
die partiellen) Ableitungen stetig sind. Die Funktion g ist also nach Satz stetig dif-
ferenzierbar. Fiir die partiellen Ableitungen erhalten wir — indem wir e; fiir h — einsetzen
0ig(z) = E;(x), g ist also tatsdchlich ein Potential. O
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9.2 Oberflachenintegrale

Die Theorie der Flichenintegrale konnen wir aus Griinden die wir hier nur andeuten
konnen lediglich im R? behandeln. Zunichst miissen zu (stiickweise reguliren) Kurven
analoge zweidimensionale Objekte definiert werden.

Definition 9.15. Sei V' C R? offen. Eine Abbildung ¢ : V — R3 heiit parametrisiertes
Fléchenstiick wenn sie stetig differenzierbar ist und die Vektoren 01¢(t) und dag(t) fiir
alle t € V linear unabhéngig sind.

Eine Teilmenge S C R? heifit reguliire Fliche, wenn es offene Teilmengen Uy, ..., U, C
R3, Vi,...,V, und Abbildungen

i Vi—=UnNS iE{l,...,n}

gibt so, dass die ¢; parametrisierte Flachenstiicke sind, bijektiv sind und cpfl stetig sind.
Eine regulire Fliche heiit auch (im R?) eingebettete zweidimensionale Mannigfaltigkeit.
Die Abbildungen ¢; heiflen dann Karten und die Sammlung ¢4, ..., ¢, ein Atlas fiir S.

Eine Teilmenge S C R3 heifit stiickweise regulire Fliche, wenn es parametrisierte
Flachenstiicke 1, . .., ¢, parametrisierte Kurven 71, ...,y und Punkte p1,..., p, gibt,
so dass S als disjunkte Vereinigung

pr(Vi)U---Uen(Va) Un(l) U=+ Uyp(le) U{p1, .., pn}-
geschrieben werden kann.
Beispiel 9.16. (i) Die Abbildung

¢:(0,00) x R = R3
(s,t) — (scos(t), ssin(t),t)

ist ein parametrisiertes Flachenstiick.

(ii) Die Sphére {(af, y,z) € R?’! 24y’ 422 = 1} ist eine regulare Fliache. Eine Karte
ist beispielsweise durch die Abbildung

©1:(0,27) x (0,7) — R3
(s,t) — (sin(t) cos(s), sin(t) sin(s), cos(t))

gegeben, diese Karte iiberdeckt jedoch nicht die gesamte Sphére. Man suche als
Ubung eine weitere Karte, die den Rest der Sphére abdeckt.

Tatséchlich ist es nicht moglich die Sphére mit lediglich einer Karte zu iiberdecken.
(iii) Der Einheitswiirfel
{(z,y,2) € R?| max{|z[,|y[,|z[} = 1}

ist eine stiickweise reguléare Fliache
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Bemerkung 9.17. (i) Die Forderung nach linearer Unabhéngigkeit driickt aus, dass die
Menge ¢(V') in jedem Punkt () eine zweidimensionale (von 01¢(t) und Oa¢p(t)
aufgespannte) Tangentialebene besitzt.

(ii) Unsere Definition der reguldaren Kurve entspricht nicht genau den eingebetteten
eindimensionalen Mannigfaltigkeiten, da sie sich selbst schneiden darf. Durch die
Forderung, dass ¢; ! stetig sein soll, werden solche Selbstiiberschneidungen verhin-
dert.

(iii) Die Definition der reguldren Fliche ist komplizierter als die der reguldren Kurve,
da es in zwei Dimensionen nicht mehr in jedem Fall moglich ist verschiedene Karten
»zusammenzukleben®

Definition 9.18 (Kreuzprodukt). Fiir zwei Vektoren v = (v1, v2,v3) und w = (w1, wa, w3)
definieren wir

v X w = (vaw3 — V3W3, V3W] — V]W3, V]We — VW1 ).
Bemerkung 9.19. (i) Das Kreuzprodukt v x w ist orthogonal zu v und w.
(ii) Das Kreuzprodukt ist linear in v und w und es gilt v X w = —w X v.

(iii) Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ. Es erfiillt stattdessen die Jakobi-Identitét

uxX (vxXw)+ovx(wxu)+wx(uxuv)=0.

(iv) Das Kreuzprodukt von v und w verschwindet genau dann, wenn v und w linear
abhéngig sind (Warum?).

(v) Das Kreuzprodukt hingt von den Koordinaten der Vektoren, also von der Wahl
einer Basis ab. Man kann allerdings zeigen, dass die Formel fiir jedes positiv ori-
entierte orthonormale Koordinatensystem ihre Giiltigkeit behalt. Damit héngt das
Kreuzprodukt allerdings vom Skalarprodukt ab.

(vi) Das Bilden von Kreuzprodukten vertauscht nicht mit Spiegelungen. In der Physik
werden gewohnliche Vektoren daher als polare Vektoren bezeichnet und solche, die
als Kreuzprodukt zweier polarer Vektoren entstehen, als axiale Vektoren. Hier deu-
tet sich schon an, dass polare und axiale Vektoren eigentlich in unterschiedlichen
Réaumen ,leben®

(vii) Das Kreuzprodukt lésst sich in dieser Form nicht auf andere Dimensionen ver-
allgemeinern. Um das etwas besser zu verstehen betrachten wir den Raum aller
antisymmetrischen Matrizen

V={AeRV" AT = -A}.

Man iiberzeugt sich leicht, dass dieser Raum ein Vektorraum der Dimension %n(n—

1) ist. Fiir n = 3 ist diese Dimension also 3. Damit kénnen wir in 3 Dimensionen
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— und nur dort — den Raum V durch entsprechende Wahl einer Basis mit R3
identifizieren.

Der Raum V' wiederum hat (fir beliebige n), je nach Kontext, unterschiedliche
Interpretationen. Man kann ihn einerseits als Raum der antisymmetrischen Bili-
nearformen interpretieren: in diesem Fall entspricht das Kreuzprodukt dem soge-
nannten dufleren Produkt. Andererseits kann man ihn als Raum der infinitesimalen
Drehungen des R", die sogenannte Lie-Algebra zur Gruppe der Drehungen, inter-
pretieren: dann entspricht das Kreuzprodukt der Lie-Klammer.

Definition 9.20. Sei ¢ : V — R3 ein parametrisiertes Flachenstiick. Dann nennen wir

o,(t) = Oip(t) x dagp(t)

das vektorielle Flachenelement von ¢ im Punkt ¢(t) und |lo,(¢)| das skalare Fléchen-
element.

Bemerkung 9.21. Das Oberflichenelement 148t sich fiir beliebige differenzierbare Abbil-
dungen ¢ : V — R? definieren. Die Abbildung ¢ ist dann eine Parametrisierung genau
dann, wenn o, (oder ||o,||) nirgends verschwindet, da dann die Vektoren 0;¢(t) und
Oa2¢p(t) tiberall linear unabhéngig sind. In diesem Fall steht o, () stets senkrecht auf der
(von 01p(t) und da¢(t)) aufgespannten Tangentialebene.

Beispiel 9.22. (i) Wir untersuchen das Oberflichenelement der Einheitssphére
©:(0,2m) x (0,7) — R3
(s,t) — (sin(t) cos(s), sin(t) sin(s), cos(t)).
Wir berechnen
O1¢(s,t) = (—sin(t) sin(s), sin(t) cos(s), 0),
Oap(s,t) = (cos(t) cos(s), cos(t) sin(s), —sin(t)) und
0,(s,t) = (—sin(t)? cos(s), — sin(¢)? sin(s), — sin(t) cos(t)).

Schliellich kénnen wir das skalare Flachenelement berechnen
low(s, )] = sin(t).
Da dieser Ausdruck nirgends verschwindet ist ¢ ein regulédres Flachenstiick.

(ii) Sei U C R? offen, f : U — R stetig differenzierbar und S der Graph von f. Dann
ist o(s,t) = (s,t, f(s,t)) eine Parametrisierung die ganz M abdeckt. Das sieht
man daran, dass d1¢(s,t) = (1,0,01f(s,t)) und dap(s,t) = (0,1,02f(s,t)) linear
unabhéngig sind. Es ergeben sich die Fliachenelemente

0-90(8775) = (_alf(svt)a _BQf(Sat)ﬂ 1)
lo (s, D)l = v/ (91 (s, 8))2 + (Do f (5,))2 + 1.
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Definition 9.23 (Skalares Oberflichenintegral). Sei V C R? offen, p : V — R3
eine parametrisiertes Flédchenstiick und f : ¢(V) — R eine Funktion. Das skalare Ober-
flichenintegral von f liber ¢ ist dann durch

/ fdo = / F@®) o (8)] dA2(0),

definiert, falls das Integral auf der rechten Seite existiert.

Falls ¢ injektiv ist, konnen wir auch vom Integral {iber (V') sprechen (andernfalls
konnte es sein, dass tiber Teile von ¢(V') mehrfach integriert wird). Insbesondere defi-
nieren wir fiir solche ¢ den Oberflicheninhalt von ¢(V') als

/ do.
%)

Diese Formel fiir das Oberfldchenintegral lasst sich analog zu Bemerkung[9.3] motivieren.
Wir interessieren uns nun auch hier fiir die Unabhéngigkeit von der Parametrisierung.
Dazu untersuchen wir zunéchst, wie sich das Oberflichenelement beim Wechsel der Pa-
rametrisierung dndert.

Lemma 9.24. Seien V,V CNR2 offen. Sei ¢ : V. — R3 eine stetig differenzierbare
Abbildung und T = (Ty,T3) : V. — V ein Diffeomorphismus und setze 1 = p oT. Dann
gilt

0u(t) = det (DT ()0, (T(5)).
Insbesondere ist ¥ ein parametrisiertes Flichenstiick genau dann wenn ¢ eines ist.
Beweis. Aus der Kettenregel folgt
Dy = D(p o T)(t) = Dp(T'(t))DT(t).

Um die Lesbarkeit der Formeln zu verbessern lassen wir nun die Argumente weg, dann
lauten die beiden Spalten dieser Gleichung

811/) = 81T101<p + 81T282(,0
021 = 0211010 + 02 T202¢p.

und wir erhalten
Oy = 81T182T281g0 X 82@ + 82T181T282(p X 81(,0.
also die gesuchte Formel. O

Bemerkung 9.25. Behalten wir die Notation des obigen Lemmas bei, dann gilt fiir eine
Funktion f: V — R

/ fdo = / () lon (5] dA2(8) / (T (5)) o (T(5)) | |det DT(s)| dAZ(s)

S ECONACIENE / Fdllo].
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Nach der Transformationsformel existiert das eine Integral genau dann, wenn das an-
dere existiert. Das Integral (auch seine Existenz) héngt also nicht von der gewéhlten
Parametrisierung ab.

Um iiber allgemeine (stiickweise) reguldre Flachen zu integrieren, muss man diese zu-
néchst disjunkt in regulére Stiicken zerlegen, fiir diese Parametrisierungen finden und die
Integrale iiber diese Parametrisierungen aufaddieren. Man kann zeigen, dass das dieses
Oberflachenintegral weder von der Zerlegung noch von der Wahl der Parametrisierung
abhangt. Fiir praktische Rechnungen ist dabei wichtig, dass niedrigdimmnsionale Teile,
also Punkte oder Kurven, fiir das Ergebnis der Integration keine Rolle spielen.

Beispiel 9.26. (i) Wir berechnen den Oberflicheninhalt der Sphére und verwenden
dazu die Notation von Beispiel Die dort angegebene Parametrisierung deckt
zwar nicht die gesamte Sphére ab, aber das nicht abgedeckte Stiick (ein Meridian
und die Pole) sind fiir das Oberflachenintegral unerheblich. Wir ehalten also

T 27
/ do = / 00 (5, )] AN (s, 1) = / / sin(t)dsdt — 4n
@ (0,2m) x (0,m) 0 Jo

wobei wir noch den Satz von Tonelli benutzt haben.
(ii) Fiir U C R? offen ist

0:U —R3
(s,1) = (s,1,0)

ein parametrisiertes Fliachenstiick und man bestimmt leicht o, (s,t) = 1. Es gilt
dann fiir f:R3 - R

[pfdoz/(]f(s,t,o)dAQ(s,t).

Auf dieser einfachen Fliache stimmt also das Oberflichenintegral mit dem zweidi-
mensionalen Lebesgue-Integral iiberein.

Definition 9.27. Sei V offen, ¢ : V — R3 ein parametrisiertes Flichenstiick und E :
R3 — R3 ein Vektorfeld. Dann wird das vektorielle Oberlichenintegral iiber E entlang
o definiert durch

[ Elao) = [ Ee®)loa0)a).
© \4

Bemerkung 9.28. Analog wie in Bemerkung kann man die Unabhéngigkeit diese
Integrals von der Wahl der Parametrisierung zeigen, vorausgesetzt det DT ist positiv (wir
sagen T ist orientierungserhaltend). Falls T" orientierungsumkehrend ist, dann dndert sich
das Vorzeichen des Integrals.

Um fiir (stiickweise) regulire Flichen einen zerlegungs- und parametrisierungsunab-
héngigen Integralbegriff zu erhalten, miissen wir sicherstellen, dass wir fiir alle Teil-
stiicken konsistent eine Orientierung wéihlen konnen. Es gibt jedoch (sogar regulére)
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Fléchen, fiir die das nicht méglich ist — beispielsweise das Mobius-Band. Fiir solche nicht
orientierbaren Flachen ist das vektorielle Oberflachenintegral nicht sinnvoll definiert.

Ein Fall der in der Praxis hiufig auftritt ist der, dass die Fliche den R? in ein ,, Innen“
und ein , Auflen® aufteilt. In diesem Fall kann man stets alle Parametrisierungen so
wiahlen, dass o, von Innen nach Aufien (oder umgekehrt) zeigt.

Beispiel 9.29. Wir wollen das Oberflichenintegral des Vektorfeldes
E:R* > R?

(2,1, 7) = (0, 0, <1+1z2(x sin(y) + ycos(x)))

iiber die Oberfliche des Einheitswiirfels bestimmen. Wir wihlen die Orientierung ,von
Innen nach Auflen®. Zunéchst stellen wir fest, dass das Vektorfeld stets in z-Richtung
ausgerichtet ist und daher die Oberflichenintegrale {iber die Seitenflichen des Wiirfels
(parallel zu z-z- beziehungsweise y-z-Ebene) nicht zum Integral beitragen. Fiir den ,,De-
ckel“ erhalten wir mit der Parametrisierung (s,t) — (s,t,1)

= 1 §sin cos(s (s
[ ey = [ S+ teos(s)ants, o)

Fiir den Boden ergibt sich allerdings der selbe Ausdruck mit umgekehrten Vorzeichen,
das gesamte Integral verschwindet also.
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9.3 Integralsatze

Definition 9.30. Sei U C R? offen. Wir definieren die Differentialoperatoren grad :
CY(U) — C(U,R?), div : CY{(U,R?) — C(U), rot : C}(U,R3) — C(U,R?) und A :
C?(U) — C(U) durch

grad f := (O1f,02f, 05 f)
divE = 01E1 + OFy + 03FE3
rot E := (02 F3 — 03F2,03F1 — 01E3,01Fy — 02 F1)
Ag = 029+ d3g + dig.
fir f € CY(U), g € C}(U) und E € C(U,R3).

Bemerkung 9.31. (i) Aus der Definition ist ersichtlich, dass die Differentialoperatoren
linear sind. Sie wirken tiblicherweise auf alles was rechts von ihnen steht bis zum
nachsten + oder — -Zeichen. Der Ausdruck

fAgh+1
wird also als
f(A(gh)) +1
interpretiert.

(ii) Die Operatoren grad, div und A lassen sich ohne Weiteres auf R™ fir beliebiges
n erweitern.

(iii) H&ufig fuhrt man formal den vektorwertigen Nabla-Operator V := (01, 02, 03) ein,
um die obigen Definitionen formal zusammenzufassen:

grad f =V f

divE = (V|E)

rotE =V X FE
Af =(V|V).

Die obigen Skalar- und Kreuzprodukte sind nicht definiert, die Formeln dienen also
primér als Gedéchtnisstiitze.

(iv) Anhand der Definitionen rechnet man leicht die folgenden Rechenregeln nach:

divrot E =0
rotgrad £ =0
divgrad f = Af
grad (fg) = (grad f)g + feradg
div (fE) = (grad f| E) + fdivE
rot (fE) = (grad f) x E + frot B
(

A(fg) = (Af)g + 2(grad f|grad g) + fAg
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Bemerkung 9.32. Eine parametrisierte Kurve « : [0,1] — R™ heifit einfach geschlossen,
wenn sie sich nicht selbst schneidet, das heifit wenn sie auf [0, 1) injektiv ist. Im R? teilen
solche Kurven den gesamten Raum in einen beschréinkten und einen unbeschréankten
Teil. Den offenen beschrénkten Teil werden wir mit U bezeichnen und wir werden stets
annehmen, dass « positiv orientiert ist, das heifit dass U links von ~ liegt.

Satz 9.33 (Satz von Green). Sei~ : [0,1] — R? eine einfach geschlossene Kurve. Sei
E :R? = R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/(61E2 — 0aFy)dN\? = /<E|ds).
U

Y

Beweisskizze. Wir betrachten zunéchst den folgenden Spezialfall: f : [0,0] sei eine mo-
noton wachsende, stetig differenzierbare Funktion mit f(0) = a < 0 und f(b) = 0. Sei
Cy = {0} x [0,b], C2 = [0,a] x {0} und C3 der durch t — (¢, f(t)) parametrisierte Graph
von f. Weiter sei U das von diesen Kurven umgrenzte Gebiet. Da f monoton wachsend
ist, besitzt es eine stetig differenzierbare Umkehrfunktion g (Satz . Dann gilt nach
dem Satz von Fubini (Warum diirfen wir den hier anwenden?)

a rg(y) b 0
/U (1B — 018,)dN? = /0 /0 00 Ba (i, y)dady — /0 /f )y
a b
=/(@@wmn—&WwWM—/(QWﬁ%JM%ﬂ@»M
0 0

b a b
=~ [ o+ [ B0+ [ (E70)+ B0 0) d
0 0 0

:/Cl(E]ds>+/CQ(E!dS>+/CS(E’dS>

Dabei haben wir die Substitution y = f(¢) verwendet.

Durch entsprechende Symmetrieiiberlegungen findet man nun, dass der Satz auch fiir
solche Situationen gilt, die aus der obigen durch Spiegelung an einer der Koordinaten-
achsen, am Koordinatenursprung oder durch Verschiebung im R? hervorgehen.

Ist v nun eine kompliziertere Kurve, dann kénnen wir diese héufig so zerlegen, dass die
einzelnen Teile wie oben geformt sind und die Integrale fiir die Teilstiicken aufsummieren.
Dabei ist zu beachten, dass die Randstiicken, die nicht Teil der urspriinglichen Kurve sind
zum Rand von genau zwei Teilflachen gehdren, also jeweils zwei mal in unterschiedlicher
Richtung durchlaufen werden. Sie tragen also nicht zum Integral auf der rechten Seite

bei. O

Korollar 9.34 (Satz von Gauf} in 2D). Sei E € CY(R?,R?) ein Vektorfeld und ~ :
[0,1] — R? eine einfach geschlossene Kurve. Wir setzen

o(t) = (1a(t), = ().
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Man tiberzeugt sich leicht, dass o der aus U herauszeigende Normalenvektor zur Kurve
v ist, die niedrigdimensionale Entsprechung des Oberflichenelements. Dann gilt

/ div Ed)\? = / (E(y(t))|o(t))dt.
U 0

Beweis. Wir wenden den Satz von Green auf das Vektorfeld E = (—Es, E1) an und
erhalten

/UdivEdAQ—/UalEl—aQJéldA?—/o (E(v(t))|~(t))dt
= /O (=E2(y(£)71(t) + Ex(v(t))ys(t)) dt = /D (E(y()|o))dt. O

Korollar 9.35 (Satz von Stokes in der z-y-Ebene). Sei E € C'(R? R3) ein Vek-
torfeld und v : [0,1] — R? eine einfach geschlossene Kurve. Setze (t) = (v(t),0) € R3
und U = U x {0}. Dann gilt

/U (rot E|do) = A (E|ds).

Beweis. Die Abbildung (z,y) — (x,y,0) ist eine Parametrisierung der Fliche U mit
Fléchenelement (0,0, 1). Wir setzen E(z,y) = (Fi(z,y,0), E2(z,y,0)) und erhalten

/~<r0tE~‘da> :/U<rotE(:c,y,0)’U(m,y)>d/\2(a:,y) :/[](31E2—82E1)d)\2

) :L(E]ds> :A<E’ds>. O

Bemerkung 9.36. Will man den allgemeinen Satz von Stokes aufschreiben, so muss man
voraussetzen, dass die Fliche ,keine Locher hat®. Wir schreiben die prézise Definition
dieses Begriffs auf, wir werden sie jedoch im Weiteren nicht ben&tigen.

Eine Menge U heif3t einfach zusammenhéngend, wenn es zu jeder geschlossenen Kurve
v :[0,1] — U (die Kurven hier miissen lediglich stetig sein) eine stetige Abbildung
0 :[0,1]> — U gibt so, dass fiir alle t € [0,1] gilt

6(1,t) = v(t) und 6(0,t) = v(0).

Anschaulich bedeutet diese Definition, dass sich jede Kurve stetig auf einen Punkt zu-
sammenziehen l&sst ohne dabei die Menge U zu verlassen.

Beispiele fiir nicht einfach zusammenhiéngende Mengen: Einheitskreis, R?\ {0}, Ober-
fliche eines Doughnuts oder einer Brezel.

Beispiele fiir zusammenhéngende Mengen: R™, B;(0) C R"™, die Oberflache von B;(0) C
R™ fir n > 2, R"\0 fur n > 2.
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Satz 9.37. Sei U C R? eine einfach zusammenhdingende, orientierbare Fliche deren
Rand eine geschlossene Kurve «y ist. Fir die Fliche sei eine Orientierung (also ein
stetiges Normalenvektorfeld) gewdhlt und die Kurve vy sei so orientiert, dass die Fliche
entgegen der Normalenrichtung betrachtet links von der Kurve liegt. Sei E € C'(R3,R?)
ein Vektorfeld. Dann gilt

/U<rot E|do) = /y(E|ds>

Ohne Beweis.

Beispiel 9.38. Die Bedingung einfach zusammenhéngend ist dabei notwendig. Die Ro-
tation des Vektorfeldes

y x
r,Y,z) — | — ) ’0
(9:2) ( w? +y? 2?4y )

verschwindet. Kurvenintegrale iber Kurven die die z- Achse umlaufen kénnen jedoch von
0 verschieden sein. Vergleiche dazu Beispiel

Der Satz von Stokes kann aber auch in diesem Fall niitzlich sein. So kann man zum
Beispiel schlussfolgern, dass das Kurvenintegral einer einmal um die z-Achse umlaufen-
den Kurve unabhéngig vom genauen Verlauf der Kurve ist (Wie?).

Bemerkung 9.39. Der Satz von Stokes gibt uns nun ein einfach zu handhabendes Kriteri-
um dafiir, wann ein Vektorfeld konservativ ist. Fiir offene U C R? einfach zusammenhén-
gend ist das Vektorfeld E : U — R? genau dann konservativ, wenn rot E verschwindet.
In diesem Falle l&sst sich zu jeder geschlossenen Kurve « in U eine orientierbare, einfach
zusammenhéngende Fléache finden die von v berandet wird und daher gilt nach dem Satz
von Stokes

/7<E|ds> = 0.

Da das fiir beliebige Kurven gilt folgt aus Satz[9.14] dass E konservativ ist.
Als Ubung suche man nach einer analogen differentiellen Bedingung im R2.

Analog zur geschlossenen Kurve nennen wir eine Fliche geschlossen, wenn sie den R3
in einen beschrankten und einen unbeschriankten Teil teilt. Wir nennen den beschréankten
Teil U und nehmen an, dass die Fliache so orientiert ist, dass die Normalenvektoren aus
U herauszeigen.

Satz 9.40 (Satz von GauB3 3D). Sei M C R? eine geschlossene Fliche und E €
C'(R3,R3) ein Vektorfeld. Dann gilt

/ div Ed\3 = / (E|do).
U M
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Ohne Beweis.

Korollar 9.41 (Greensche Formeln). Sei M eine geschlossene Fliche und f,g €
C2(U,R) Funktionen. Sei n die gewdhlte Orientierung (also ein stetiges Einheitsnor-
malenfeld auf M ). Dann gelten

[ (£8g + tgrad flgrad )N = [ (feradg|do) und
U M
[ (189950 = [ (feradg — ggrad o = [ (f09 - g0, 1)
U M M
wobei O, die Richtungsableitung in Richtung n bezeichnet.

Beweis. Wir wenden Satz auf das Vektorfeld fgradg an. Dann gilt mit Bemer-
kung[9.31

/div(fgradg)d)\3:/(ng+<gradf|gradg))d)\3:/ (fegrad g|do).
U U M

Vertauschen wir f und g und subtrahieren das Ergebnis von dieser Gleichung, so erhalten
wir

/(ng—gAf)—/ (fgrad g — ggrad f|do).
U M

Fiir die letzte Umformung sei ¢ : V' — M eine orientierte Parametrisierung eines Teils
von M. Dann gilt

/ (ferad g|do) = / (F((t))grad g((1))] o (1) AN (1)
M

|4

- /V F((8))(grad g(o() | n(o(0) lo ()] AA(t) = / fongdo. O
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