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Aufgabe 1
® Sei u eine glatte Losung der Warmeleitungsleichung in C1(0, 1) d.h.

ug — Au =01in C1(0,1).
Zeigen Sie, dass eine nur von der Dimension abhéngige Konstante C' > 0 gibt mit

sup |Du| < C sup |u]. (1)
C% (0,1) 01(0,1)

Gehen Sie dazu wie folgt vor. Sei ¢ eine glatte Funktion mit ¢ =1 in C (0,1) und ¢(x,t) = 0 falls
(z,t) ¢ C1(0,1), t < 1 und betrachten Sie fiir 4 > 0 die Funktion

w(zx,t) == @(x,t)?|Dul?(z,t) + plul?
Zeigen Sie, dass w fiir geniigend grofles u eine Sub-Losung ist, d.h.
wy — Aw <0 in C1(0,1)

und benutzen Sie dann das Maximumsprinzip um (1) zu folgern. Hinweis: Die Ungleichung ab <
%2 + b2 fiir a,b > 0 konnte hilfreich sein.

Solution: Wir bemerken zuerst, dass fiir eine Losung v der Wirmeleitungsgleichung
ov? — Av? = 20(9w — Av) — 2|Dv|* = —2|Dvl?

gilt. Jede partielle Ableitung einer Losung der Wirmeleitungsgleichung ist erneut eine Losung,
und deshalb gilt

Or|Dul? — A|Dul? = —Qi |DOul? = —2|D?ul?. (2)
i=1
Mit dieser Vorbereitung kénnen wir nun mit der Produktregel berechnen
drw = 0;p%| Dul? + ©*0;| Dul* + 2pudyu .
Um Aw auszurechnen, benutzen wir
A(fg) =gAf+ fAg+2Df - Dg
fir f,g € C?. Es gilt demnach
Aw = |Du*A¢? + p?A|Dul? + 2Dyp? - D|Dul? + 2pulu + 2p|Dul? .
Somit finden wir mit (2)

dyw — Aw = |Dul? (9yp® — Ap* — 2p) + ¢? (0| Dul® — A|Du|?) + 2pu(dyu — Au) — 2Dp? - D|Du?
= |Dul? (8t<p2 — Ap® = 2u) — 2¢*|D*ul’* — 2Dy? - D|Dul*.

aDiese Aufgabe gibt einen alternativen Beweis zu den lokalen Abschitzungen fiir die Warmeleitungsgleichung.



Um den letzten Term zu kontrollieren, schétzen wir mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung
und der Ungleichung aus dem Hinweis folgendermassen ab

|-2D¢? - D|Dul?| = 8 |¢D¢p - D*u- DuT| < 2¢* D*ul* + 8| De|?| Dul? .
Wir finden deshalb
dyw — Aw < |Dul? (049> — Ap® +8|Dy|* — 21) <0,
falls u geniigend grofl gewéhlt ist. Das Maximumsprinzip gibt dann

max w= max w=p max |ul?,
C1(0,1) 0pC1(0,1) 0pC1(0,1)

da ¢ = 0 auf 9pC4(0,1). Wir finden deshalb

sup |[Dul* < sup w< sup w= max |u]*< sup |ul®.

Cy (0,1) C%(O,l) C1(0,1) 0pC1(0,1) C1(0,1)

Aufgabe 2
Sei U C R™ offen und beschrinkt und sei u € L' (Ur) eine distributionelle Lésung der Wiirmeleitungs-
gleichung d.h.

(0 —Au=0€ Z'(Ur) & — [ (pt+Ap)udrdt =0Vp € CZ(Ur). (3)
Ur
Zeigen Sie, dass u selbst eine glatte Funktion ist. Gehen Sie dazu z.B. wie folgt vor: Sei p.(z,t) :=
e " 1po(£, L) ein Glittungskern in R™+1.

1. Zeigen Sie, dass u¢(z,t) := (pe * u)(x,t) fir € > 0 geniigend klein auf V' € U wohl-definiert ist.
2. Lost u® eine PDG?

3. Zeigen Sie, dass € — u¢ fiir jedes V € U und alle k,I € N eine Cauchyfolge in C!(V) ist.
Hinweis: Nutzen Sie die lokalen Regularitdtsabschiatzungen.

4. Schlieen Sie die Behauptung.

Solution: 1. Da spt(p.) C Bc(0) ist die Faltung mit u € L' (Ur) eine wohldefinierte Funktion
auf der Menge
Us =A{(x,t) € Ur : dist((z,t),0Ur) > €}.

Falls nun V' € U wihlen wir € = $ dist(V, 8Ur), womit V C U% und u auf V wohldefiniert ist.
2. Nach Aufgabe 2 des 3. Ubungsblattes gilt

Ous(z,t) — Auf(z,t) = (Oppe — Ape) * u(z, t)

= /n (Orpe(z —y,t — 5) — Ape(r — y,t — 5)) u(y, s) dy ds

:f/ (Oupe(w — ot — 5) + Aypela —y,t — 8))uly, s) dyds = 0,

da p.(z—-,t—) € C(Ur) fiir alle (z,t) € V und u eine distributionelle Losung der Warmeleitungs-
gleichung ist.

3. Es gibt also zu jedem V € U ein ¢y > 0, sodass u€ fiir alle € < ¢y die Wérmeleitungsgleichung
auf V 16st. Insbesondere 16st fiir 0 < € < € < ¢y auch u® — u® die Gleichung auf V und damit
gilt fiir alle C\-(zg,tp) C V mit den Regularitétsabschitzungen

<« _ Crlal /
> T2k+\a|+n+2 Cr(wo,to)

!’
max u® —uf
C'§ (a:g,to)

3tkDa (uE - uel)
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Nun konvergiert aber u¢ — u in L'(V), und da V € U folgt somit, dass {u¢} eine Cauchyfolge
in CL(V) ist fiir k,1 € N beliebig.

4. Da die Riume C! (V) vollstindig sind, gilt u € CL(V) fiir alle k,I € N und fiir alle V € U.
Mit V 1+ U folgt u € C=(Ur).

Aufgabe 3
Sei T = R/Z der eindimensionale Torus und 7' > 0. Wie iiblich setzen wir Ty := T x (0,7] und
definieren fiir k,1 € N den Raum

CF(Tr) :=={v e CF (R x (0,T)) : idlv(x+1,t) = didv(z, t)Vz € Rt € (0,T],0 <i <1,0 <j <k}

Sei F': (0,7] x R — R eine Funktion, sodass 2z — F'(t, z) fiir jedes ¢ lokal Lipschitz stetig ist mit
einer von t unabhingigen Lipschitzkonstante. Seien nun u,v € Cf(Tr) N C(T7) mit

up — Au < F(t,u), ve—Av > F(t,v) in Tp.

Zeigen Sie, dass
u<vauf Tx {0} =u<wvin Tr.

Solution: Der Beweis ist komplett analog zum Beweis von Korollar 3.6 in der Vorlesung. Hierbei
beniitzt man Lemma 3.5, welches auch analog zur Vorlesung gezeigt wird. Der springende Punkt
im Beweis von Lemma 3.5 ist, dass das Maximum max, g u(x,t) fur jedes ¢ im Inneren U des
Gebietes U angenommen wird. Dies ist fiir den Torus der Fall, da er keinen Rand besitzt.

Aufgabe 4* (Maximumprinzip in Geometrischer Analysis/ Ricci Fluss)
Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine C' Familie ¢ — g(¢) von glatten Metriken auf M
ist eine Losung des Ricci Flusses, falls

0ig(t) = —2Ric(t) auf M .

Diese Gleichung impliziert fiir die Skalarkriimmung R(t)

2
O R(t) = Ay R(t) + 2|Ric(t)|* > Ay R(t) + 532(15) .

Rumin

1-2ZR. 1 wobei Rmin = minl\/j R(O)
“n min ©

Dies wiederum gibt uns folgende Abschétzung: R(t) >
Motiviert von diesem Zusammenhang betrachten Sie T = R/Z und eine Losung u € CZ(T7)NC(Tr)
von

(4)

at’U/Z AU-F%UQ in TT
u=g auf T x {0}.

1. Zeigen Sie, dass fiir alle (z,t) € Tr

o
e, t) 2 73 —
ngmln

)

wobel gmin = minTX{O} g.
Hinweis: Vergleichen Sie u(x,t) mit einer Losung einer gewdhnlichen Differentialgleichung in ¢
und beniitzen Sie Aufgabe 3.

2. Kann die Losung von (4) fiir alle Zeiten existieren, falls gpi, > 07
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Solution: 1. Sei 1y € R\ {0} und betrachte die Funktion

Mo

t) = ——5—
n(t) 1= Zpt

fir t € (— 3] ,2|ZO‘). Fixiere nun ein 7' € (0, ﬁ) und definiere fiir (z,t) € Ty die Funktion

7]
n(xz,t) =n(t). Dann lost 1 das Anfangswertproblem

n=An+2n? inTr
n =" auf T x {0}

Die Funktion F(t,z) = fz ist lokal Lipschitz stetig und héngt nicht von ¢ ab. Es gilt per
Annahme
—Au> F(t,u), m—An<F(t,n)in Tr.

Setzen wir nun 1y = Gmin 80 gilt © = g > gmin = n auf T x {0}. Es folgt somit mit Aufgabe 3
9min
U(I7t) 277(%15): 1 D)
- ﬁgmint

fir alle (x,t) € Tr.

2. Falls gmin > 0 so gilt
lim w(z,t) > lim n(z,t) =oco.

29min 29min

Die Funktion u existiert also nur auf (0, 77 fiir jedes T" € (0, 5.%—).
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