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(i) Die Folge (a,, + b,) ist konvergent mit lim,,_. (G £ B)=aXb.
(ii) Die Folge (an - b,) ist konvergent mit limy—.oo(an - bp) = a - b.
(iii) Ist c € C, so ist die Folge (c- an) konvergent mit lim,oo(c - 8g) = €40

(i) Ist b # 0, so gibt es ein ng € N, so dass by £ 0 fiir alle n > ny.
Dann sind auch die Folgen (%) und (%1"7) konvergent mit limn_m(bln) = 3

und limn_éoo(%f) =3

(v) Die Folge (|an|)nen ist konvergent mit lim,, .o |an| = |al.
(vi) Die kompleze Folge (an)nen ist genau dann konvergent, wenn die beiden

reellen Zahlenfolgen (Re(an))nEN und (Im(an))neN konvergieren. In diesem
Fall gilt limp,—e0 G = lim,—00 Re(an) + 4 - limy, o0 Im(ay,).

Beweis. Wir beweisen beispielhaft den ersten Teil des Satzes. Es sei e > 0 beliebig
gewdhlt. Dann gibt es zu € := €/2 > 0 Zahlen ng,ny € N mit

la, —a| < € fiir alle n > ng
und
b, — b < € fiir alle n > ny,.
Folglich gilt fiir alle n > max{ng, ny}:
[(an £ b,) — (@£ b)| = |(an —a) £ (b — )]
< l|an —a| + b, — Y]
< &+ =¢.
Die weiteren Teile des Satzes beweist man dhnlich. O

Beispiel. Wir betrachten die Folge (3—712%%0—1)” en- Da

5n% —2n + 1 5-24 5

3n? 4 88n + 1001 3+ % 4 1001

liefert Satz 4.1.17
y 5n?2 —2n+1 limy, oo (5) — limyoeo(2) + limy o (57)
im ==

n—oo 3n? + 88n + 1001 lim,, . (3) + limn_,oo(%@) " hmn—mo(lnzl)

3~

o
]

31imy oo (1) + 88 limy, 00 (1) + 1001 limy, oo (55)

5—-2-0+0
3+88-0+1001-0

5
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Wir geben schlieBlich ohne Beweis ein berithmtes Konvergenzkriterium von
Cauchy an. :

Satz 4.1.18 (Konvergenzkriterium von Cauchy). Eine Folge komplezer Zah-
len (ayn)nen ist genau dann konvergent, wenn

Ve>03ng e NVp,g>no: lap,—ag < €.

Definition 4.1.19 (Teilfolgen, Haufungswerte). Es sei (a,)nen eine Folge kom-
plexer Zahlen.

(i) Ist (mn)nen eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen, so
heiBt die Folge (am, )nen Teilfolge von (an).

(ii) Eine Zahl a € C heiit Haufungswert von (ay), falls es eine Teilfolge von (an)
gibt, die gegen a konvergiert.

Beispiele.

(i) Jede Folge ist Teilfolge von sich selbst. Insbesondere ist der Grenzwert einer
konvergenten Folge auch Héufungswert der Folge.

(ii) Die Folge komplexer Zahlen (i")nen besitzt unter anderem die vier Teilfol-
gen (1" nen, (142)nen, (147 )nen und (1*"+*)nen, die alle vier konstant
sind und insbesondere gegen die Grenzwerte ¢, —1, — und 1 konvergieren.

Diese vier Zahlen sind also Haufungswerte der Folge (i"),en.

Wir stellen zum Schluss dieses Abschnitts iiber Folgen einen berithmten Satz
vor (ohne Beweis).

Satz 4.1.20 (Satz von Bolzano & WeierstraB). Jede beschrdnkte Folge besitzt
eine konvergente Teilfolge. Insbesondere besitzt also jede beschrinkte Folge einen
Haufungswert.

4.1.3 Reihen

Reihen sind spezielle Folgen, die durch Aufsummieren von Folgen entstehen.

Definition 4.1.21 (Reihen). Es sei (ax)ren eine Folge komplexer Zahlen. Dann
bezeichnet die Rethe ), , a die Folge

(Sn)neN = (Zak> .

Konvergiert diese Folge (s,) gegen den Grenzwert a, so konvergiert die Reihe und
der Grenzwert a wird mit 3 4, ai bezeichnet. Divergiert die Folge (s,), so sagt
man auch, dass die Reihe divergiert. Das n-te Folgenglied s, = > peq @i wird n-
te Partialsumme genannt und die Folge (s,) wird auch Folge der Partialsummen
genannt.



