
Kapiel 4: Analysis

lo,-ol < €'

und

lb"-bl < €'

Folglich gilt für alle rz ) max{ns, ru',}:

l(o" * b") - (a * b)l :

5n2 -2n*L
,i1,:* Jnz -l- 88n + 100i

Di.e Folge (a.*b,) i'st konuergent m'itbm,,*oo(""*b,.): a*-b.

Di,e Folge (o.'b^) i,st konuergent mi,t limr,**(a,, 'bn) : a'b.

Ist c€ C, so i,st d,i,e Folge ("'o,) leonuergent m'itlimn-*("'o"): c'a'

Ist b I A, so gi,bt es e'in ns € N, so dass bn * 0 für alle n 2 rls;

Dann si,nd, auch d,i'e Folgen (f;) una (y) to"r"rgent' m'it'Lirnn-so(#) : ä

und,limn**(*): t.
Die Folge (lo,l),.* 'ist konuergent m'it lim,,-* la"l : lal.

Di,e komplere Folge (4",)rrex i,st genau d,ann konuergent, wenn di'e bei,d'en

reellen Z ahtenfotgen (Re(o,)),.x rrd (tm(o" ) ),. * konu erg'ieren. In di,es em

Fatt gi,lt lim,,*oo o,r, : lirr,,** Re(c,,r) * 'l ' lim,r*oo Im(r6).
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Bewe,is. Wir beweisen beispielhafb den ersten Teil des Satzes. Es sei e > 0 beliebig

gewählt. Dann gibt es ztt e' :: €12 > 0 Zahlen no,nL € N mit

Die weiteren Teile des Satzes beweist man ifünlich.

Beispiel. Wir betrachten die Foige (ffi),.^. Du

5n2 -2n*l
srr+ssn+1001 3+*+19+; -1- -;7

liefert Satz 4.7.77

für alle n) no

für aile n> nL.

l@*- o,) + (b" - b)l

lo"-ol+lb"-bl
-l -L.l catu

1im,**(5) - lim,*""(*) + Iim,--(#)
ti*"--(g) * lim,,*oo(#) + lim,-""(#)

5 lim,*"o(l) - 2 lim,,**(*) + lim**."($)

5-2.0+0
3+88.0+1001.0

5

3

n
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Wir geben schließlich ohne Beweis ein berühmtes Konvergenzkriterium von

Cauchy an.

Satz 4.1.18 (Konvergenzkriterium von Cauchy). Ei,ne Folge komplener Zah-

len (arr)n6y i,st genau dann konaergent, wenn

Definition A.'l,.Lg (Teilfolgen, Häufungswerte). Es sei (o,)",ex eine Folge kom-

plexer Zahlen.

(i) Ist (rn,,)",ex eine streng monoton wachsende Folge natürlicher Zahlen, so

heißt die Folge (o*,),ex Tei,lfolge von (4,,).

(ii) Eine Zahl a e C heißt Htiufungswert von (4.,), falls es eine Teilfolge von (a,)
gibt, die gegen a konvergiert.

Beispiele.

(i) Jede Folge ist Teilfolge von sich selbst. Insbesondere ist der Grenzwert einer

konvergenten Folge auch Häufungswert der Folge.

(ii) Die Folge komplexer Zahlen (z'),ex besitzt unter anrlerem die vier Teilfol-

gen (i,an+r)rex, (ia'+2)r,es, (ia"+3)r,ex und (aa"++)rex, die alle vier konstant

sind und insbesondere gegen die Grenzwerte'i, *L, -'i und 1 konvergieren.

Diese vier Zahlen sind also Häufungswerte der Folge (i*),ex.

Wir stellen zum Schluss dieses Abschnitts über Folgen einen berühmten Satz

vor (ohne Beweis).

Satz 4.1.20 (Satz von Bolzano & Weierstraß). Jede beschränkte Folge besitzt

ei,ne leonuergente Tei,lfolge. Insbesondere besi,tzt also jed,e beschränkte Folge e'inen

Hd,ufungswert.

4.L.3 Reihen

Reihen sind spezielle Folgen, die durch Aufsummieren von Folgen entstehen'

Definition 4.L.2L (Reihen). Es sei (r*)*.* eine Folge komplexer Zahlen. Dann

bezeichnet die Rei,he ILr or die Fo1ge

(s,)",ex :: (ä,-)_..

Konvergiert diese Folge (s,) gegen den Grenzwert o, so konuergi,ert die Reihe und

der Grenzwert o wird mrt Iä, a*bezeichnet. Divergiert die Folge (s,"), so sagt

man auch, dass die Reihe d,i,uergi,ert. Das n-te Folgenglied sn : D[:tap witd n-

te Parti,alsunxrne genannt und die Folge (s") wird atch Folge der Part'ialsummen

genannt.


