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Problem 1 In der Medizin verwendet man Hir einige bildgebende Verfahren radioaktive
Substanzen. Diese werden zum Beispiel in eine Vene gespritzt. Dabel sind sie so
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gowihlt, dass sie vom zu untersuchenden Organ bhesonders gut anfgenomimen wer-
den. Dort sammeln sie sich an: mittels einer Strahlenkamera wird ihre Verteilung
im Organ dargestellt. Das erlaubt dann Ritckschlitsse auf mogliche Erkrankun-
gen. Dabei ist die Strahlung der radioaktiven Substanzen sehr gering und fir den
Menschen ungefilirlich. Ein Beispiel fiir eine solche Substanz ist ein Isotop von
Technetinm, welches eine Halbwertszeit von nngefihr sechs Stunden hat. Das be-
deutet, dass nach sechs Stunden die Hilfte des Technetivms zerfallen ist. Nach
weiteren sechs Stunden zerfiallt dann natielich wiederum die Hilfte xhs verblie-
benen Technetiums, so dass nach der zweiten Halbwertszeit nur noch | - 5 = 11
der Xn\g,augmiunw vorhanden sind. Nach drei Halbwertszeiten gibt es i noch
L1 = & der anfangs vorhandenen ‘&mmc usw. Wieviel radioaktive Substanz bleibt

langfr m ig im Kérper?

Problem 2 Nach dem vorangeganenen Beispiel zerfallen innerhalb von einer Halbwert-
zeit. also innerhalb von sechs Stunden. die Hilfte aller Technetinmatome. Innerhalb
der zweiten Halbwertzeit zerfallt von den \*M’Midwuwn Atomen wieder die Hilfte,
Insgesamt sind somit innerhalb von 12 Stunden £+ dm anfanglich im Korper vor-
handenen Atome zerfallen. Innerhalb von drei II ﬁhxwlifmn nsind dann ; + 1,
innerhalb von vier Halbwertszeiten é + 1§ + i us der Ansgangsatome zerfallen.

Wie sieht die langfristipe Prognose aus?

Das erste Problem definiert eine Folge, namlich die Zahlenfolge 1.2 § o das zweite
eine Reihe, namlich -,% + 1; + £+ li; + ... Wir wollen in diesem imptt 1 das Verhalten von

Folgen und Reithen untersuchen.

- Ziel: Einfithrung von Folgen und Reihen. Konvergenzkriterien. Bestimmung von Grenz-
werten

3.1 Folgen

Definition. Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung ¢ @ IN — R. Da man sich bei
Folgen eigentlich nmur fir die Bilder ¢(n) interessiert. bezeichnet man eine solche Folge
oft mit {a,)en. wobel a, = 2(n) ist. Ein einzelnes a, nennt man das n-te Folgenglied.

Bemerkung., Aus rein rechnerischen Grimden ist es manchmal vorteilhafter, in dieser
Definition anstelle von N die Menge NU{0} zu verwenden. also e nulltes Folgenglied ag
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zuzulassen. Fir das weitere Vorgehen spielt es keine Rolle, mit welcher dieser Definitionen
wir arbeiten.

Beispiele.

Beispiele fir Folgen sind
1(1,) _ 111
T el A

1. I, ~1..
3. -

Die Beispielfolgen sind alle explizit. Das bedeutet, dass wir fir jede dieser Folge eine
genaue Abbildungsvorschrift @ IN — R kennen. die jeder nattirlichen Zahl ein Folgen-
glied zuordnen. Zum Beispiel wissen wir fiir die Folge ((—1)") . sofort, dass das 157.
Folgenglied gleich (~ 1)1 = 1 ist.

3.1.1 Wachstum und Zerfall

Viele Wachstuns- und Zerfallsvorgange lassen sich dureh Folgen ausdricken. Hier unter-
scheidet man zwischen linearem Wachstwm und cxponenticllem Wachstum bzw. zwischen
linearem Zerfall wnd exponenticllem Zerfall:

Ist (a0, )new cine Folge, fitr die gilt a1 = «a,, + ¢ mit einer konstanten reellen Zahl e, so
spricht man von lincarem Wachstum fitv ¢ > 0 und von lincarem Zerfall fie ¢ < 0. Zam
Beispiel wachsen die Folgenglieder der Folge (a,) = n linecar mit der Konstanten ¢ = 1.
Ist {a, e eine Folge, fir die gilt a,,, 1 = a, - ¢ mit einer konstanten reellen Zahl ¢ = 0,
so spricht man von exponenticllem Wachstum fir ¢ > 0 und von exponenticllem Zerfall
fir ¢ < 1. Zum Beispiel wachsen die Folgenglieder der Folge (a,,) = 27 exponentiell mit
ciner Konstanten ¢ = 2.

Beide Arten von Wachstum und Zerfall treten in der Natur anf,

Beispiele.
1. Der Durchmesser eines Bawmstammes wiachst angefiho Hnear. Dies kann man zum
Beispiel daran erkennen, dass die Jahresringe im Stamm ungefihr den gleichen
Abstand zueinander haben.

2. Menschliche Kopfhaare wachsen ungefihr linear, nfmlich nngefihr einen Zentime-
ter pro Monat.

3. Bakterien vermehren sich exponentiell.

4. Radioaktiver Zerfall wie in Problem 1 ist exponentiell.



