
Wahrscheinlichkeitstheorie II Blatt 5

Abgabe des Blattes während der Übung am Freitag, den 22.11, oder im Fach
von Victor Marx bis Freitag, den 22.11, 11 Uhr.

Aufgabe 1: 1+2+1+3+2 Punkte

Wir betrachten das folgende statistische Modell:

(Nn,P(Nn),P⊗nN : N ∈ N),

wobei PN die Gleichverteilung auf {1, . . . , N} ist. Sei X = (X1, . . . , Xn) eine Stichprobe
für dieses Modell.

i) Zeigen Sie, dass S(X) := max(X1, . . . , Xn) der Maximum-Likelihood Schätzer für
die Kenngröße N ist. Ist S für N erwartungstreu?

ii) Seien N ∈ N und m, k1, . . . , kn ∈ {1, . . . , N} fest. Berechnen Sie die folgende be-
dingte Wahrscheinlichkeit:

PN [X1 = k1, . . . , Xn = kn | S(X) = m].

Hängt es von N ab? Ist die Statistik S suffizient?

iii) Ist T (X) := 2 X1+···+Xn

n
− 1 ein erwartungstreuer Schätzer für N?

iv) Sei T ′ := EN [T |σ(S)]. Sind die folgende Eigenschaften richtig oder falsch?

a) T ′ ist erwartungstreu für N .

b) FN [T ′] 6 FN [T ], wobei FN [·] der mittlere quadratische Fehler ist.

c) T = T ′.

v) EN [T |S = m] für N = 4, n = 2 und m = 1, 2, 3, 4 berechnen.

vi) (Bonus 2 Punkte) Im Fall n = 2 beweisen, dass

T ′ =
3S(S − 1) + 1

2S − 1
.

Aufgabe 2: 2+2+2+4 Punkte

Seien (X1, . . . , Xn) i.i.d. Zufallsvariablen mit Normalverteilung N (0, 1).
Sei φ(t) := 1√

2π

∫ t
−∞ e

−s2/2ds die Verteilungsfunktion der Variable X1.
Sei Mn := max(X1, . . . , Xn).

i) Zeigen Sie die folgende Gleichung für jede n > 2:

E[Mn] =
n√
2π

∫
R

te−t
2/2(φ(t))n−1dt.
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ii) Zeigen Sie die folgende Gleichung für jede n > 2:

E[Mn] =
n(n− 1)√
2(2π)n/2

∫
Rn−1

e−
s2

2 e−
(s1)

2

2 . . . e−
(sn−2)

2

2 1{s>
√
2s1} . . .1{s>

√
2sn−2}dsds1 . . . dsn−2.

iii) E[M2] und E[M3] explizit berechnen.

iv) Var[M2] explizit berechnen.
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