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5.7. Aufgaben zu Folgen und Reihent

Aufgabe 1: Lineares und beschrinktes Wachstum
Aus einem Quadrat mit der Seitenldnge 1 dm gehen auf die rechts angedeutete Weise neue

. Lo
Figuren hervor. Die im n-ten Schritt angefiigten Quadrate sind jeweils nur 3 S0 breit wie

die im (n — 1)-ten Schritt angefiigten Quadrate.

a) Berechne den Umfang U, nachn =0, 1, 2, 3 und 4 Schritten.

b) Wie groB ist der Zuwachs U,,; —U, des Umfangs im n+1-ten Schritt?
c) Stelle eine Formel auf, mit der sich U,,, aus U, berechnen ldsst.

d) Stelle eine Formel auf, mit der sich U, direkt aus n berechnen lasst.

e) Berechne den Flicheninhalt A, der Figur nach n = 1, 2, 3 und 4 Schritten
f) Wie groB ist der Zuwachs A,,; — A, der Fldche im n+1-ten Schritt?

g) Stelle eine Formel auf, mit der sich A,,; aus A, berechnen ldsst.

h) Stelle eine Formel auf, mit der sich A, direkt aus n berechnen lésst.

N . 1— n+l
Hinweis: I+X+x'+x"+...+x”=l—x—. - H
—X
i)  Berechne Ay und U,y und vergleiche. Welche Aussage lisst sich aus diesem Beispiel | M
iiber den Umfang und die Fliche natiirlicher Gebilde wie z. B. des Landes Baden- O
Wiirttemberg ableiten? T T
j)  Berechne den Grenzwert lim A,.

Aufgabe 2: Berechnung von Folgengliedern aus gegebenen expliziten und rekursiven Formeln
Berechne die ersten 5 Folgenglieder ay, ..., a4:

- 1
a) a,=100-27" €) A =+ = mit ag =3
_ 1
b) a,=100-502" f) a,,=a,+ S mit ag =3
; 1 .
c) a,= g) e = ap + — (5 - an) mit ap = 3
n+1 2
1
d) a,=(n+ 1)n+2) h) a,. =a,+ 30 a,(5 —a,) mitay=3

Aufgabe 3: Bestimmung von expliziten und rekursiven Formeln aus gegebenen Folgengliedern
Stelle die explizite und die rekursive Formel fiir die gegebenen Folgenglieder auf:

a) =3;a=5a3=7;4,=9 )1()&112a3 4
an = didry=Dd,a3= /a4 = € =g = —ja= —id@z= —ja= <
A 2 4 0 1 5 3 3 1 4 5
2 4 8 16
b) ag=3;a,=6;a,=12;a;=24;a,=48 f) ay=1;a,= E;a2= 5;a;_ = Tay = §T
7 11 S
c) qp=2;a;=06;a=18;a3=54;a,=162 g a="lLa=1la= ;;d:= —7—:a4= 5
1 4 | 16
d) ag=2;a,=5;a,=10;a;=17;a,=26 h) ap=0;a,=—;ay= —;a3= —;a, = 3.
3 9 3 1
Aufgabe 4: Bestimmung von rekursiven Darstellungen aus expliziten Formeln
Gib eine rekursive Beschreibung fiir die folgenden Folgen an:
a) a,=3n+2 b) a,=n’>-2n c) a,=3" d) a, = l
n-+

Aufgabe 5: Bestimmung von expliziten Formeln aus rekursiven Darstellungen

Gib eine explizite Beschreibung fiir die folgenden Folgen an:

a) a,. =a,—3mitayg=2 C) Ay =a,+2n+2 mitag=0
b) a,, = 0,8-a, mit ap =20 d) a,, =a,+2n+ 1 mitag=0



Aufgabe 6: Monotonie einer Folge
Untersuche die folgenden Folgen auf Monotonie und begriinde anhand der Definition.

n—I

a) a, =
n-+1

b ) a’ﬂ

=
n- —n

Aufgabe 7: Beschrinktheit einer Folge
Untersuche die folgenden Folgen auf Beschrinktheit und begriinde anhand der Definition.

\]nz +n

n

a) a,=

+1

b) a,

Aufgabe 8: Grenzwert einer Folge
Gib den Grenzwert lim a, = a an und begriinde anhand der Definition.

n—o

n+2

a) a, =
1 n+1

b) a, =

Aufgabe 9: Konvergenz einer Folge
Untersuche die Folge (a,) fiir n> 1 mit Hilfe von Beschrinktheit und Monotonie auf Konvergenz

l \m: +n
n

3 2
n' —3n"

¢) a,=n"-—n

1
¢) a,= —sin(n)

n

ol e
d) a,=n"3

9
d) a,=n"-2"

n

d) a,=n’2"

1—4n — 2" +3° ny/n +10
Zl) a, = b) a, = = d) : n = -\/__w+
1+ 2n 2n 2" 3" n-
Aufgabe 10: Reihen und Summenschreibweise
Ergiinze die Tabelle:
n nitl
erzeugende Folge a, Reihe Zak entsprechende Funktion f(x) Integral ff(x)dx
k=0 "
|
n
1 | 1
[ = e poo= +
39 27
1 1 1
l+ —+— 4+ — +
4 9 16
1 1
X(x-+1) % x+1
Aufgabe 11: Arithmetische Reihe
20 100 ‘ n
a) Bestimme Z“\\ und Zak fiir die Folge a, =2 + 10"
k=0 k—=60
lfs1 80 1
b) Bestimme Zj a, und ?;’ak fiir die Folge a, mit ap=3 und a, ,, = a, + —2—
10 6
¢) Bestimme Startwert a, und Zuwachs d fiir die arithmetische Folge a, mit a, =22 und a, =7.
k=0 k=0

90

d) Bestimme den Zuwachs d fiir die arithmetische Folge a, mit >_: a, =31 und Startwert ag = 1.

Aufgabe 12: Geometrische Reihe

20 100

a) Bestimme Za]\ und Zak fiir die Folge a, = 100-0,9".

k=0 k=70
10 50

k=10

b) Bestimme Zuk und Z a, fiir die Folge a, mitag =3 und a,,, = 1,2-a,.

k=0 k—40

7 3
¢) Bestimme Startwert a; und Wachstumsfaktor q fiir die geometrische Folge a, mit Zak = 641 und z:ak = 625.

k=0

k=0

4 X
d) Bestimme Startwert a, und Faktor q fiir die geometrische Folge a, mit }:aK = 336,16 und Grenzwert z a, =500

k=0

k=0

]




Aufgabe 13: Grenzwert einer Reihe

Untersuche die Reihe Zak mit Hilfe von Beschrinktheit und Monotonie auf Konvergenz
k=1

ol 1 1 1 1 o | 1 1 1 1
a) el el tl-rll P c) —_— e e — 4 —
Z‘k 222 3 I Zk 3 32 3 3"
1 1 1 1 1 1 1
b) — e et o = i 1, d) + + +.o..+ —
;(2k+l)“ 12 32 5 (2n+1)° Zn% k n+l n+2 n+3 2n

Aufgabe 14: Vollstéindige Induktion
Beweise mit Hilfe der vollstindigen Induktion:
a) 2+4+6+..+2n=nn+1)flirn=>1

b ) 2 2 l
b) 1’+2°+3%+ .. +n’= ?n(n+1)(2n+ 1) fiirn> 1
0

c) 6+24+60+120+...+n(n+(n+2)= %n(n+ D(n + 2)(n + 3)

nil

y ) 2 3 1—x s

d) Cexl e x"= l fiirn = 0.
—X

n n+l
3 o I=(Mm+Dx"+nx .
e) 1+2x+3¢+4x°+ ... +nx" = flrn>1

(1-x)?

1
f) Die Folge (a,) mita; =2 und a, ., = a, + (n + 1)(n + 2) hat die explizite Formel a, = g n(n+ 1)(n+2).

a, 2n+1

3
Die Folge (a,) mita; = — und a, , | = a, — ——————— hat die explizite Formel a, = .
g so ! T Gnt+4)@2n+1) P "7 3n+1

h) 7teilt 8" — 1 fiirn>1
i) 6tciltn’ —nfiirn>2

) (I +x)">1+nxfirn>2,x>-1undx # 0 (Bernoulli-Ungleichung)

Aufgabe 15: Monotonie und Beschriinktheit

a,

1 3
a) Zeige durch vollstdndige Induktion, dass die Folge (a,) mitag=3 und a,, , = —;[an -+ —] fiir alle n € N positiv ist

) 3 .
X +—] > \ﬁ , dass die Folge aus a) sogar durch \ﬁ nach unten beschrinkt ist.

1
b) Zeige durch Losen der Ungleichung E
X

c) Zeige, dass die Folge aus a) auBerdem monoton fillt.
d) Bestimme den Grenzwert a = lim a, der Folge aus a).
| e &
Hinweis: Fiir n — o gilt a, = a,, ; = lim a, = a. Man kann daher in der Rekursionsformel a, = a,, | = a setzen und nach a
n—x

auflosen.



