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Vorbemerkung

Das Ziel des Seminars ist es die Inhalte aus der Vorlesung zu vertiefen und
deren konkrete Anwendung zu diskutieren. Die aufgegebenen Ubungsaufga-
ben, welche in den Seminaren besprochen werden, haben daher vor allem
die Aufgabe den Studierenden die Méglichkeit zu bieten das gelernte zu wie-
derholen, Feedback zu sammeln und aus Fehlern zu lernen. Daher ist es sehr
empfehlenswert die Ubungsaufgaben alle méoglichst selbststindig zu bear-
beiten.

Auflerdem ist die Bearbeitung der Aufgaben notwendig um die Klausur-
zulassung zu erlangen. Dies ist allerdings keineswegs eine bose gemeinte
FEinschrénkung, sondern hat viel mehr den Hintergrund, dass Studierende
welche Schwierigkeiten haben die 50% in den Ubungen zu erlangen oft auch
grofle Schwierigkeiten haben die Klausur zu bestehen. Deswegen ist davon
abzuraten Ergebnisse anderer ohne eigenen Denkprozess abzugeben.

Die Losungen der Aufgaben werden wieder in Zukunft hier ergédnzt und
online zur Verfiigung gestellt. In den Seminaren soll dann auf Details der
Losungen und Fragen der Studierenden eingegangen werden. Es ist emp-
fehlenswert alle Losungen und deren Methoden nachzuvollziehen und diese
gegebenenfalls nach dem Seminar nochmals nachzuarbeiten. Sollten an ir-
gend einem Punkt Fragen oder Unklarheiten entstehen kénnen diese gerne
im Seminar angesprochen und geklart werden.

Die Verantwortung die Inhalte zu verstehen liegt zu groflen Tei-
len bei den Studierenden. Wir versuchen alles so verstidndlich wie
moglich zu machen, aber wir sind darauf angewiesen, dass Fragen
gestellt und Feedback gegeben wird. Es ist unmoglich ein Thema fiir
alle gleichzeitig vollstdndig zugénglich zu machen, weshalb Kompromisse ge-
macht werden miissen. Das heif3t nicht, dass wir es nicht versuchen. Ich bitte
deshalb um eure Mithilfe und euer Feedback und Verstédndnis.
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Serie 01: Reelle Integrale iiber mehrere Variablen

Die erste Serie dieses Semester befasst sich mit der Integralrechnung mit
mehr als einer Variablen. Dabei werden zunéchst ein paar wichtige Ergeb-
nisse, welche am Ende des letzten Semesters in der Vorlesung vorgestellt
wurden, wiederholt. AnschlieBend werden wir eine fiir die Physik essentielle
Formel kennen lernen, die s.g. Transformationsformel.

Aufgabe 1. (Prinzip des Cavalieri)

Wir berechnen zunéchst die Fliche einer Menge A C R? definiert durch
A= {(:p,y) €R*ly>2* und v > yz}.

D.h. wir wollen konkret A\?(A) berechnen. Da die Definition von A sich in
der Regel fiir konkrete Anwendungen nicht eignet verwenden wir den Zu-
sammenhang zur Integralrechnung und das Prinzip von Cavalieri. Letzteres
besagt kurz gefasst, dass das Maf} einer solchen Menge sich durch Integrati-
on iiber die Mafle der Schnitte bestimmen lisst. Wir definieren also zunéchst
die Schnitte von A in der Form

A ={y €R|(z,y) € A} CR

fiir alle z € R. Nach dem Prinzip von Cavalieri gilt dann

A2(A) = /A 1dA2 = / MAL)dA ()

Um A(A;) zu bestimmen betrachten wir die Menge A genauer. Man sieht
sofort, dass aus den Bedingungen fiir die x und y folgt, dass sowohl z als
auch y positiv sein miissen. Der von den einzelnen Bedingungen jeweils aus-
gezeichnete Bereich wird dann von der Parabel y = 22 und der Wurzel
y = \/x begrenzt. Diese Schneiden sich bei (z,y) = (1,1). Fiir ein festes x
ist, dann
Ay = [2%, V7]

wobei fiir x ¢ [0,1] A, = 0 folgt. Das Mafl der Schnitte ergibt sich entspre-
chend zu

)\(Am)_{ vz — 2%, 1 €]0,1]

] 0, sonst

Damit ist

\2(A) = /)\(Ax)d/\(:c) _ /01 (V& —a?) de = §\/1’3— %13 _0= %



Als néchstes betrachten wir zusétzlich eine Funktion auf A. Sei f: A — R
mit (z,y) — (2% + y?). Wir kénnen uns f als Hohe vorstellen. D.h. wir
untersuchen eigentlich die dreidimensionale Menge

Ap = {(2,9,2) €R¥|(z,9) € 4,0 < 2 < f(a,y)} C R

Wir wollen dazu das Integral
[ @+ y)ax(ay)
A

berechnen, wobei wir, da f(z,y) = 2 + y? positiv ist, das Korollar 7.75.
verwenden kénnen, um zu sehen, dass es sich dabei um das Volumen von Ay
handelt. Wir zerschneiden dazu wieder A; analog zu A und erhalten

Afa = {(W) € R?|(z,y) € 4,0 < z < a? +y2}

was erneut nur fiir z € [0, 1] nichtleer ist. Fiir y € [22, \/z] kénnen wir analog
zu davor einen weiteren Schnitt vornehmen, d.h. wir betrachten

Af(ey) = {Z € R|(z,y) € 4,0 < 2 < 22 +y2}
was fiir y ¢ [z, 2°] wieder leer ist. Fiir (z,y) € A lésst sich dies also zu
Af(ay) = 10,2 + /7]

vereinfachen. Fiir alle anderen (x,y) ist dieser Schnitt leer. Es folgt durch
wiederholte Anwendung des Prinzip des Cavalieri

N = [ @Ry

1 1 a 1 pVE
= / N (A )de = / /2 AMAf (2,y))dy do = / /2 (2 +y*)dy dx
0 0 Jx 0 Jx

Letzteres lasst sich leicht explizit berechnen. Es ergibt sich
LoV 1 1 1 5
/ / (:c2+y2)dydx:/ <:U2(\/5932)+3\/x33x6) de = —

0 Jax2 0

Aufgabe 2. (Satz von Fubini)

Als néchstes wollen wir uns mit der Integration von allgemeineren Funktio-
nen beschéftigen.

Voraussetzung.
Sei f : R? — R messbar. Seien dazu g,h : R — [0, 00) integrierbar und es
gelte | f(z,y)| < g(z)h(y) fiir (z,y) € R? (fast iiberall).



Behauptung.

/fxyd)\ x,y) //fa:yd)\ )dA(y //fa:ydmdy

Beweis. Wir wollen den Satz von Fubini benutzen um die Aussage zu zeigen,
dazu muss allerdings bereits bekannt sein, dass f bzgl. A? integrierbar ist.
Um dies zu iiberpriifen verwenden wir den Satz von Tonelli zusammen mit
den Voraussetzungen.

Wir betrachten also zunéchst

[ 1713

Da es sich bei |f| automatisch um eine positive Funktion handelt kénnen
wir den Satz von Tonelli verwenden und erhalten

1t lanay = [ [15@ldr@ae)

Aus der Monotonie des Integrals folgt damit aus |f| < g h (fast) tiberall auf
R?, dass

| [ 1t@miin@aw < [ [ a@hwr@aw = [ g@ire [hwae)

ist. Da g und h nach Voraussetzung integrierbar sind, ist der Ausdruck ganz
rechts endlich (also < co) und damit ist f bzgl. A? integrierbar. Dadurch
kénnen wir den Satz von Fubini verwenden und erhalten

/fxyd)\ x,y) //f:vyd)\ )dA(y //fxyd)\ )d(x)

g.e.d.

Aufgabe 3. (Die Transformationsformel)

In der 3. Aufgabe wollen wir eine einfache Anwendung der Transformations-
formel betrachten. Diese besagt wie Integrale transformiert werden miissen,
wenn man das Koordinatensystem wechselt. Fiir Integrale mit einer Varia-
blen haben wir dafiir die Substitutionsregel. In dieser Hinsicht ist die Trans-
formationsformel also eine Erweiterung der Substitutionsregel.

Wichtig ist sie fiir uns, da Probleme in der Physik sich in manchen Ko-
ordinatensystemen leichter 16sen lassen als in anderen, weshalb man immer
versucht ein Koordinatensystem zu finden und zu wéahlen, welches besonders
gut zu der Problemstellung passt. Das die so gefundenen Lésungen auch in
anderen Koordinaten giiltig sind, z.B. im kartesischen Raum in dem sich
unser Alltag abspielt, ermoglicht uns u.a. die Transformationsformel.



Wir betrachten dazu das Ellipsoid mit den Halbachsen a,b,c > 0

2 2 2
T Y z
ﬁ++§§%

A:{(m,y,z)eRg 2

Man erinnere sich daran, dass eine Kugel mit Radius R > 0 durch
2+ y? + 22 < R?

gegeben ist. Bei A handelt es sich also um eine Kugel mit Radius R = 1,
die in Richtung der Koordinatenachsen gestreckt oder gestaucht wurde. Fiir
eine solche Kugel kennen wir das Volumen bereits. Es gilt

3 3_4 3 4
N (By(0)) = /Bl(o) AN} = SrR® = on
Um die Transformationsformel verwenden zu kénnen miissen wir zeigen,
dass das oben erwdhnte Streckung bzw. Stauchung das betrachtete Gebiet
nicht ’zu stark’ deformiert. Mathematisch bedeutet dies, dass wir zwischen
dem Ellipsoid A und der Kugel B = B;(0) einen Diffeomorphismus finden
miissen. D.h. eine Abbildung ® : A — B bijektiv, wobei sowohl ®, als auch
&~ ! stetig differenzierbar sein sollen. Dann gilt

or= [ ax = [ |det(De(@)]dx’ @)

Wir miissen also einen solchen Diffeomorphismus aufstellen, wobei wir diese
Figenschaft auch nachweisen werden, anschlieend die Jakobi-Matrix be-
rechnen und deren Absolutbetrag integrieren. Aus den Definitionen von A
und B sieht man leicht, dass sich dieser Ubergang durch = — x/a, ...,z
z/c realisieren lasst, d.h. wir haben

x z x x/a
y =8 |=2v |=]| v
z Z z z/c

Alternativ konnen wir ® als Matrix

1/a 0 0
T=| 0 1/6 0
0 0 1/c

darstellen. Man tiberpriife leicht, dass die Matrix

T =

O O R
o o O
o O O



die Inverse zu T definiert. Die entsprechende Abbildung ® ist dann invers
zu @, womit ® bijektiv ist. Des Weiteren sieht man leicht, dass diese Abbil-
dungen stetig differenzierbar sind und, dass D®(z,y,z) = T ist. Demnach
ist ® ein Diffeomorphismus und es folgt

1

det(D® =detT = —

et(D®(z,y,2)) = de e

und damit
A)
3 3 3(
—T = (DD

7T /d/\ /|det (2))|d\°(x o / A\ ( e

Das gesuchte Volumen folgt zu A3(A) = Frabe.

Aufgabe 4. (Anwendung)

Zum Schluss wollen wir noch das Volumen eines Rotationskorpers bestim-
men. D.h. eines Zylinders, dessen Radius entlang seiner Achse variieren kann.
Sei also f: R — [0,00) und

K ={(2,y,2) e BJ2* + 4 < [(2)?}

Das genaue Volumen héngt natiirlich vom Verlauf der Funktion f ab, aber
wir konnen eine allgemeine Formel zur Berechnung herleiten. Wir betrachten
wieder die Schnitte

K. = {(x.y) € R¥(z,y,2) € K} = {(z,) € R|? + y? < f(2)%]

Bei den K, handelt es sich offensichtlich um Kreisscheiben um die z-Achse,
deren Radien von der Funktion f(z) vorgegeben werden. Damit ergibt sich
fir jedes z € R

/\Q(KZ) = 7Tf(Z)z

Nach dem Prinzip von Cavalieri ergibt sich daraus das Volumen zu

/V ) (z _w/f

Fiir einen Zylinder wire f(z) = R > 0 auf einem Intervall [a,a + h] und 0
sonst. Daraus ergibt sich das gewohnte Volumen eines Zylinders

M(K)=nR% h



Serie 02: Losungsmethoden gewohnlicher Differen-
tialgleichungen

Im Folgendem wollen wir anfangen uns mit Differentialgleichungen zu be-
schiftigen, welche eine essentielle Rolle bei der Formulierung der Physik
spielen. In dieser Serie betrachten wir dazu den, vom Prinzip her, einfachs-
ten Fall einer gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung. D.h. wir
wollen Differentialgleichungen betrachten, in denen nur eine unabhéngige
Variable z und nur Ableitungen erster Ordnung vorkommen, also Differen-
tialgleichungen der Form

F(z,y,y') =0
mit F : R® = R, Losungen y : I — R und I C R ein offenes Intervall.

Aufgabe 1. (Allgemeine Losung)

Wir wollen zunédchst sehen, wie man prinzipiell tiberpriift ob eine Funktion
y eine Losung darstellt und inwiefern andere Losungen ’dhnlich’ aussehen.

Voraussetzung. Sei I C R ein offenes Intervall und betrachte die gewShn-
liche Differentialgleichung

F(z,y,y) =y +22y =0

Behauptung. Jede Liosung y : I — R der Differentialgleichung hat die
Form = v+ y.(z) := cexp(—x?) mit c € R.

Beweis. Wir haben bereits einen Kandidaten fiir eine Losung vorgegeben,
von dem wir lediglich {iberpriifen miissen ob er die Differentialgleichung
wirklich 16st. Offensichtlich ist y iiberall differenzierbar (sogar beliebig) und
es gilt fir alle z (in 1)

Ye(w) = cexp(—a?)(—22) = —2ayc(x)

womit y. fiir beliebige ¢ € R Losung ist. Nun miissen wir noch zeigen, dass
jede Losung der Differentialgleichung diese Form hat. Genauer, fiir jede
Losung y : I — R existiert ein ¢ € R s.d. y = y..

Um dies zu sehen betrachte also eine beliebige Losung y und betrachte die
Funktion é : I — R mit &) = y(x)exp(x?). Dann ist nidmlich y(z) =
é(z) exp(—2?). Da y nach Annahme differenzierbar ist, gilt dies auch fiir &
und es gilt fiir jedes z €

&(z) = y'(x) exp(a?) + y(z) exp(a?)2z
Da y Losung der Differentialgleichung sein soll folgt damit

~/

& (x) = (~22y(a)) exp(e?) + y(z) exp(a®)2z = 0



auf ganz I, womit é(x) = ¢ fiir ein ¢ € R sein muss. Demnach ist
y(z) = cexp(—a?) = ye(x)

g.e.d.

Aufgabe 2. (Anfangswertproblem mit getrennten Variablen)

Als néchstes wollen wir eine sehr bequeme Losungsmethode fiir Anfangs-
wertprobleme kennenlernen. In Aufgabe 1 haben wir bereits gesehen, dass
Losungen in dem Sinne eindeutig sein kénnen, dass jede Losung auf einem
Intervall die selbe Form hat. Allerdings beinhaltete diese Losung immer noch
eine unbestimmte Konstante, wodurch es insgesamt unendlich viele verschie-
dene Losungen gibt.

Bei einem Anfangswertproblem wird hingegen zusétzlich eine (oder meh-
rere) Bedingungen vorgegeben, die eine Losung zu erfiillen hat. Im Idealfall
fihrt diese zusétzliche Bedingung dazu, dass nur noch eine Losung in Fra-
ge kommt. In diesem Zusammenhang ist eine weitere wichtige Frage, die
nach dem maximalen Definitionsbereichs, auf dem eine Losung existiert. In
vielen Féllen lassen sich Losungen zu Anfangswertproblemen fiir fast belie-
bige Anfangswerte finden. Allerdings sind wir nur an zusammenhéngenden
und differenzierbaren Losungen interessiert, wodurch eine Losung fiir ein
bestimmtes Problem ggf. nur auf einem sehr kleinen Intervall sinnvoll ist.

Betrachte dazu die Differentialgleichung
F(z,yy) =y —(1+y*)a=0
mit zwei verschiedenen Anfangsbedingungen

y(z1) =0 =:yo bzw. y(z2) = 0=y

mit 1 := 0 und x5 := /7. Wir verwenden im Folgendem die praktischere
Schreibweise der Differentialgleichung

v =1+y)e

Man sieht, dass es sich hierbei um eine Differentialgleichung mit getrennten
Variablen handelt. Da der Ausdruck auf der rechten Seite {iberall stetig in
sowohl x, als auch y ist, und (1 + y?) niemals 0 werden kann, kénnen wir
eine Losung des Anfangswertproblems direkt durch Integration erhalten.
Wir berechnen zunachst

G VR S S
(y)'_/yOlth? " 112



Mit der Substitution ¢ = tan(u) mit ¢ = 1 +tan?(u) findet man die Stamm-
funktion des Integrals zu arctan(y) + c¢. Damit ist

G(y) = arctan(y) — 0

Nach dem Satz iiber die Trennung der Variablen existiert dann fiir beide
Anfangsbedingungen ein offenes Intervall, bezeichne diese mit I, Is C R, s.d.
die Losungen der beiden Anfangswertprobleme y; : [1 — R bzw. yo : Io — R
eindeutig durch

Glyp(a)) = [ wdo = (e~ a?)

fir i € {1, 2} bestimmt sind. Verwenden wir unser Ergebnis fir G(y) ergibt
sich also
L2 o
arctan(y;(x)) = §(m — )

Allerdings miissen wir darauf aufpassen, dass die obige Gleichung, aufgrund
der Eigenschaften des Tangens, nicht fiir alle x € R wohldefiniert ist.

Fir ;1 = 0 folgt daher die notwendige Bedingung %x2 < 5. Der maxi-
male Definitionsbereich der Losung y; zum Anfangswertproblem y1(0) = 0

ist daher durch I; = (—+/7, v/7) gegeben. Die entsprechende Losung lautet
1
y1: (=T, V/7) = R, 2+ tan <2332>

Fiir yo erhalten wir die Bedingung ]%ﬁ — %7’[" < 5. Die Losung dieser Un-
gleichung ist die Schnittmenge aus (—v/27,v/27) und R\ {0}. Das groBte
Zusammenhéngende Intervall, welches die Anfangsbedingung zo = /7 ent-
hélt ist demnach Iy = (0, v/27) womit sich die maximale Losung zu

1
y2: (0,v271) = R, z — tan (2(962 - 71))
ergibt.

Aufgabe 3. (Substitution)

Leider lasst sich die Trennung der Variablen nicht bei allen gewdhnlichen
Differentialgleichungen anwenden. Bei bestimmten Differentialgleichungen
ist es allerdings moglich diese Form durch eine Substitution zu erreichen.
Fin allgemeines Beispiel dafiir ist die eulerhomogene Differentialgleichung.
Diese zeichnet sich dadurch aus, dass sie die Form

i)



fir irgendeine Funktion f : R — R hat. In diesem Fall lasst sich die Differen-
tialgleichung durch die Substitution v = y/x auf eine Differentialgleichung
mit getrennten Variablen zuriickfiihren. Das genaue Vorgehen sehen wir an
dem Folgenden Beweis.

Voraussetzung. Sei f : R — R und I C R ein offenes Intervall s.d. 0 ¢ I.
Fiir eine Funktion y : I — R definiere
uy I — R mit uy(x) := y(z)
x
Behauptung. Eine Funktiony : I — R ist Losung der Differentialgleichung
Y = f (%) < uy Losung der Differentialgleichung

I f(u)—u

u =
X

ist. Insbesondere hat letztere Differentialgleichung getrennte Variablen.

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen der Aquivalenz. Sei also y : I — R
Losung von 3 = f (£). Insbesondere ist damit y differenzierbar, womit auch
uy differenzierbar ist mit (Va € I)

)= Y (@9;2— y(z) _ y'(z) ;uy(x)

Da y nach Voraussetzung Losung von ¢/ = f (£) ist, folgt

iy~ Y@ =) S E) =@ @),

T x xT

womit u, Losung der entsprechenden Differentialgleichung ist.

Sei nun u : I — R eine Losung von u' = w Wir definieren y,, : I — R
durch yy,(x) := u(z)z. Da u differenzierbar sein muss, folgt dies auch fiir y,
und es gilt fir alle x €

Yu(@) = v (@) + u(z) = Hulz) ~u@) u(z) = f(u(z)) = f (3/“(9”)>

T x
womit y,, ebenfalls Lésung der entsprechenden Differentialgleichung ist. ¢.e.d.

Bei der Substitution ist es wichtig zu beachten, dass man bei der Betrach-
tung eines Anfangswertproblems die Anfangsbedingungen entsprechend der
Substitution ebenfalls transformieren muss.



Aufgabe 4. (Anwendung)

Das Ergebnis der vorherigen Aufgabe wollen wir nun Konkret anwenden.
Betrachte die Differentialgleichung

/

y:

Yy
x

D.h. die zuvor betrachtete Funktion f ist durch z +— |z| gegeben. Dazu
betrachten wir die beiden verschiedenen Anfangswerte

y(xO) =1= Y+ und y($0) = -1 = Y_

mit xyp = 1. Wir kénnen auf Intervallen, die die 0 nicht enthalten, nach
Aufgabe 3, stattdessen die Differentialgleichung

u/: |u|_u

x
betrachten, welche getrennte Variablen hat. Aus u = % ergeben sich dabei
die neuen Anfangsbedingungen

u(zo) = u(l) = Y —q = us und u(zg) = u(l) = U= - 1=

X0 Zo
Da wir den Betrag von u beriicksichtigen miissen, machen wir eine Fallun-
terscheidung. Betrachten wir die Differentialgleichung fiir «w > 0 ergibt sich
u’ = 0. Hier ist schon zu erkennen, dass dies nur fiir den Anfangswert wu
eine Losung ergeben kann, da sonst die Annahme verletzt werden muss.

Fiir u < 0 ist hingegen v’ = —2u/x, was nur fiir die Behandlung des An-
fangswertes u_ geeignet ist. Fiir ersteres folgt aus v’ = 0, dass u die Form
u(x) = ¢ mit ¢ € R haben muss. Aus der Anfangsbedingung folgt dann
u(x) = uy = 1 und schlielich y(z) = u(x)x = z. Man iiberpriife leicht, dass
dies eine Losung auf ganz R ist. Damit ist die maximale eindeutige Losung
des ersten Anfangswertproblems

y1:(0,00) > R, z =z

Fiir die zweite Anfangsbedingung kénnen wir eine Losung durch Integration
erhalten. Analog zu Aufgabe 2 ergibt sich

w1 uwoq —u ] 1

G(u) = — —dt = — —du = — —du = —=log(—

(== [ gpt==[ gedu=— [ du=—log(~u)

fir v < 0. Dann existiert ein offenes Intervall I C R mit der eindeutigen
Losung uo : I — R gegeben durch

Glus@) = [

v
Zdr =1
e og(x)
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Daraus folgt die Losung fiir z > 0

uz(x) = —exp(—2log(x)) = —exp (log ($*2)> __r

22
Diese Losung ist damit auf (0,00) eindeutig bestimmt. Des Weiteren folgt,
dass keine Fortsetzung der Losung auf (—oo, 0] moglich sein kann, da ug in
der Null divergiert. Da die Bedingung us < 0 fiir alle x € R gegeben ist,
konnen wir also die maximale Losung aus y(z) = u(z)z zu

1
y2: (0,00) > R, & +— ——
x

bestimmen (Zusatzaufgabe im Seminar).

Aufgabe 5.

Zuletzt wollen wir eine einfache aber aussagekriftige Schlussfolgerung der
Argumentation aus Aufgabe 1 betrachten. Wir wollen zeigen dass die Expo-
nentialfunktion die Eigenschaft

exp(z) exp(y) = exp(z + y) Vo,y € R

erfiilllt. Der {ibliche Herangehensweise wiirde verlangen die Potenzreihen,
welche wir benutzt haben um die Exponentialfunktion zu definieren, fiir
beide Seiten zu betrachten, was aber vergleichsweise sehr aufwendig ist. Wir
wollen dieses Ergebnis durch unsere neuen Erkenntnisse im Rahmen der
Differentialgleichungen beweisen.

Behauptung. exp(z)exp(y) = exp(z +y) Vo,y € R

Beweis. In der Vorlesung wurde, dhnlich zu Aufgabe 1, gezeigt, dass alle
Loésungen der Differentialgleichung

y =y

die Form y(z) = cexp(z) mit ¢ € R haben (maximaler Definitionsbereich
ist hier ganz R). Fiir das Anfangswertproblem y(0) = yo, yo € R, ergibt sich
daraus die eindeutige Losung y(z) = yo exp(x).

Um die Aussage zu zeigen wollen wir dies benutzen um zu sehen, dass bei-
de Seiten oben, als Losungen des selbigen Anfangswertproblems, gleich sein
miissen. Seien dazu y € R beliebig. Wir setzen yo := exp(y) und definieren
die beiden Funktionen

f:R—=R, z— yoexp(x) = exp(y) exp(x)

und
g:R—= R, z— exp(x+y)

11



Wie wir bereits wissen ist f die maximale eindeutige Losung des Anfangs-
wertproblems y = ', y(0) = yo. Allerdings ist g ebenfalls differenzierbar
und fiir alle z € R gilt

g'(z) = (exp(z +y)) = exp(z +y) = g(x)

Dazu ist ¢g(0) = exp(y) = yo, womit g ebenfalls das Anfangswertproblem
16st. Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt exp(z + y) = yoexp(z) =

exp(y) exp(z). qg.e.d.
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Serie 03: Exakte Differentialgleichungen und der
Satz von Picard-Lindelof

In dieser Serie wollen wir uns vor allem eine Moglichkeit anschauen An-
fangswertprobleme von Gewohnlichen Differentialgleichungen auf Losbar-
und Eindeutigkeit zu untersuchen, den s.g. Satz von Picard-Lindelof.

Aufgabe 1. (Exakte Differentialgleichungen)

Bevor wir uns dem Satz von Picard-Lindel6f widmen, wollen wir noch einen
weiteren Typ von gewOhnlichen Differentialgleichungen kennenlernen. Eine
Differentialgleichung heifit exakt, falls sie die Form

p(x,y) +q(z,y)y =0

hat (p,q : D — R stetig und D C R? offen) und es eine stetig differenzierba-
re Funktion F': D — R gibt, s.d. 0,F = p und 0, F = ¢ ist. Im ideellen Fall
lassen sich fiir solche Differentialgleichungen relativ leicht Losungen finden.

Sei y eine Funktion (mit geeigneten Definitions- und Wertebereich) s.d.
F(z,y(x)) = ¢, fir ¢ € R und z in einem offenen Intervall, gilt. D.h. y
16st die implizite Gleichung F(z,y) = c¢. Dann ist y Losung der exakten
Differentialgleichung

O F(2,y) + 0y F (2, y)y = p(z,y) +q(z,y)y =0
Man kann zeigen, dass jede Losung einer solchen Differentialgleichung auch

Loésung einer entsprechenden impliziten Gleichung sein muss.

Betrachte als Beispiel die Differentialgleichung
—sin(z)e ¥ + (e¥ — cos(z)e )y’ =0

Wir wollen eine Losung fiir das Anfangswertproblem y(0) = 0 finden, in-
dem wir die zuvor genannten Zusammenhénge verwenden. Dazu miissen wir
zunéchst zeigen, dass die Differentialgleichung exakt ist. W&hlt man

p(z,y) = —sin(@)e™; gz, y) = ¥ — cos(x)e ™

wird sofort ersichtlich, dass die Differentialgleichung die richtige Form hat.
Allerdings miissen wir noch eine entsprechende Potentialfunktion F finden
um zu zeigen, dass die Differentialgleichung wirklich exakt ist. Das typische
Vorgehen dazu ist wie folgt.

Aus der Bedingung 0, F (z,y) = p(z,y) = —sin(z)e™ ¥ folgt, dass, falls es
existiert, F' die Form

F(z,y) = cos(x)e ¥ + c(y)

13



haben muss. Das ¢(y) ist erstmal eine beliebige Funktion von y, welche durch
die Ableitung nach x verschwinden wiirde.

Die zweite notwendige Bedingung ist 0,F(x,y) = ¢(x,y) = eV — cos(x)e Y.
Hieraus folgt, dass F' die Form

F(z,y) = e¥ 4 cos(z)e ¥ + &(x)

haben muss. Schaffen wir es durch geschickte Wahl von ¢(y) und ¢&(z), dass
F beide Bedingungen erfiillt, haben wir eine Potentialfunktion gefunden. In
diesem Fall folgt offensichtlich é(x) = 0 und c(y) = €Y. Eine, offensichtlich
stetig differenzierbare, Potentialfunktion lautet daher

F(x,y) = €Y + cos(z)e™?

womit die Differentialgleichung exakt ist. Wir wollen dies benutzen um eine
Losung fiir das Anfangswertproblem y(0) = 0 zu finden. Falls es so eine
Losung gibt, muss diese, wie zuvor diskutiert

Fa,y(z)) = c

fiir ein festes ¢ € R erfiillen. Da dies insbesondere auch fiir den Anfangswert
erfillt sein muss, kénnen wir so das konkrete ¢ € R direkt bestimmen. Es
gilt
F(0,4(0)) = F(0,0) = cos(0)e’ + e’ =2 =: ¢

Statt die Differentialgleichung direkt zu betrachten, kbnnen wir nun ver-
suchen differenzierbare Funktionen y : I — R (I ein offenes Intervall s.d.
0 € I) zu finden, s.d. y die implizite Gleichung F(x,y(x)) = 2 16st. Ein sol-
ches y ist dann automatisch Losung der Differentialgleichung. Dazu suchen
wir erstmal die komplette Losungsmenge der Gleichung F'(z,y) = 2 und
versuchen anschlieflend ein oder mehrere differenzierbare Funktionen y zu
konstruieren. Es gilt

F(z,y) = e¥ 4 cos(x)e™? L2 (e¥)? — 2¢¥ + cos(x) = 0

Mit der Substitution z = e¥ > 0 erhalten wir die quadratische Gleichung
mit den Lésungen

z=eY=1+4/1—cos(z)

Daraus ergeben sich die zwei Losungen

y+ = log (1 +4/1— cos(m))

fiir beliebige x und

y— = log (1 —/1— cos(m))

14



was aufgrund des Logarithmus nur fiir

1—4/1—cos(z)>0<=1>4/1—cos(z)

<= 1>1—cos(x)
<= cos(z) >0

= uzrec U (2nk — 5,27k + %) =: D_
keZ

mit
D_=...U (—gw, —%77) U (—%ﬂ', %77) U (%7‘1’, 271') U...

wohldefiniert ist. Die Losungsmenge sieht dann wie folgt aus.

\\ i ! / it

In Blau: y4(z), in Orange: y_(x)

Am Bild erkennt man sofort, dass alle 'geniigend glatten’ und zusammen-
héngenden Losungen entlang der Bogen verlaufen missen. Als maximale
Losungen, die das AWP erfiillen, kommen daher nur

Y1 (—%7’[‘, %ﬂ') — R

und

resd yela), e 0,27]
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in Frage. Man sieht leicht, dass die ¢; und ys im Inneren, der in der Definiti-
on aufgefiihrten Intervalle, differenzierbar sind. Fiir die Randpunkte —27,0
und 27 miissen wir dies iiberpriifen, wobei es geniigt nur die Stelle 0 explizit
zu betrachten. Die anderen beiden Punkte folgen dann aus der Periodizitét.

Da der Logarithmus in y; und y_ an der stelle 1 bekanntermaflen diffe-
renzierbar ist, reicht es mit der Kettenregel zu zeigen, dass die aus

g+(z) :=1/1 —cos(x), bzw. g_(z) := —y/1 — cos(x)

zusammengefiigten Funktionen in 0 (bzw. £27) ebenfalls differenzierbar
sind. Dazu setzen wir voraus, dass der folgende Grenzwert bekannt ist

1 —cos(h 1
lim A = — ( lim heifit h gegen Null von oben)
h—0+ h V2 \h—ot

Man tiberpriife daraus hervorgehend (mit cos(h) = cos(—h) und gy = —g_)

g+(h) —g+(0) 1

li Jr\) - Ir\Y) .~
P h V2
i 9+ —9+0) _ . g+(=h) —94(0) 1
h—0~ h h—0+ —h \/i
. g-(h) —g-(0) 1
lim V920
e, h V2
g (h)—g-(0) . g (=h)—g (0) 1
1 T T 7 =] =
oo h e —h V2

Demnach sind die Funktionen

und

g_,_(x), ZE;O

in 0 differenzierbar, da die Grenzwerte des Differentialquotienten von beiden
Seiten existieren und iibereinstimmen. Nach der Kettenregel sind damit auch
y1 und ys in O differenzierbar und durch die Periodizitat von cos folgt, dass
y1 in —27 und g9 in 27 differenzierbar sind. Damit sind alle maximalen
Losungen des Anfangswertproblems durch y; und yo bestimmt.
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Aufgabe 2. (Lokale Eindeutigkeit von Lésungen)

Bisher haben wir stets angenommen, dass wir immer nur eine abhingige
Variable y und auch nur Ableitungen erster Ordnung betrachten. Stattdessen
konnen wir aber auch den Fall betrachten, dass y € R” ist, wodurch wir
schnell ein ganzes System an Differentialgleichungen bekommen kénnen. Wir
betrachten fiir « € R™ und || - | die Standardnorm die Differentialgleichung

v = llyla

Bei genauerer Betrachtung sieht man, dass es sich hierbei um n gekoppelte
Differentialgleichungen y, = ||y||a; handelt. In vielen Féllen kann es schwierig
sein solche Differentialgleichungen zu losen. Wir kénnen aber auch ohne
Losungen explizit zu finden zeigen, ob diese (lokal) existieren und ob sie
eindeutig sind.

Behauptung. Die Differentialgleichung y' = |lylla hat fiir beliebige An-
fangsbedingungen eine (lokal) eindeutige Losung.

Beweis. Fiir den Beweis wollen wir den Satz von Picard-Lindel6f verwenden.
Sei y(xg) = yo € R™, 9 € R ein beliebiges Anfangswertproblem fir die
gegebene Differentialgleichung. Wir definieren

fRXR" = R", (z,y) = f(z,y) = |ylla

Da f stetig ist (da insbesondere jede Norm stetig ist), reicht es zu zeigen,
dass f bzgl. y in (x,y0) eine lokale Lipschitzbedingung erfillt. D.h. wir
miissen eine Umgebung U von (xg,yp) finden, s.d. auf dieser Umgebung fiir
ein festes L € R gilt

Hf(‘ray) - f(mvg)H S L”y - g” V(a:,y), (l’,g) ev

Sei U = R x R™ und setze L = ||a||. Dann gilt

1£(,9) = £ Dl = ||llvlla = 3lla] = llall[Ilyl - 131
<lallly - gl = LIy — 3l V9,5 € R" und = € R

wobei wir die umgekehrte Dreiecksungleichung verwendet haben. Damit er-
filllt f eine (sogar globale) Lipschitzbedingung. Nach dem Satz von Picard-
Lindel6f gibt es dann ein € > 0 s.d. das betrachtete AWP eine eindeutige
Losung y : (zo — €, 29 + €) — R™ besitzt. g.e.d.

Da wir sogar eine globale Lipschitzbedingung gezeigt haben, ldsst sich mit
etwas mehr Arbeit aus dem Satz von Picard-Lindel6f auch zeigen, dass jedes
AWP in diesem Fall eine eindeutige maximale Losung besitzt. Hier war aber
nur nach der lokalen Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gefragt.
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Aufgabe 3. (Picard-Iteration)

Die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen von Anfangswertproblemen
wird bei dem Saz von Picard-Lindel6f mithilfe des Fixpunktsatzes bewiesen.
D.h. man konstruiert sich eine kontraktive Abbildung T auf einer abge-
schlossenen Teilmenge X eines Banachraums von Funktionen C(I) (I ein
abgeschlossenes Intervall, welches zp des AWPs enthélt). Die genaue Form
von X ist fiir uns nicht weiter wichtig. Dann ldsst sich zeigen, dass bei
der richtigen Wahl von T' dessen eindeutiger Fixpunkt Losung des Anfangs-
wertproblems ist. Wie auch schon beim Fixpunktsatz ldsst sich hieraus ein
iteratives Verfahren zur Approximation von Lésungen ableiten.

Betrachte ein Anfangswertproblem

y/ = f(l',y)

mit y(zg) = yo, wobei f eine lokale Lipschitzbedingung in (xg,yo) bzgl.
y erfiille. Sei ¢g € X eine beliebige ’Start’-Funktion. Wir kénnen davon
ausgehend eine Funktionen-Folge definieren

;i = T(pi-1)

pile) =+ [ "t pia () dt

Der rechte Ausdruck ist so zu verstehen, dass das Resultat der Integration
eine Funktion von z bildet. Anders gesagt, falls fir (jedes) o; das entspre-
chende f(t,¢;(t)) eine Stammfunktion F; hat, dann gilt

wi(x) = yo + Fi—1(x) — Fi_1(z0)

bzw.
pi(z) = F_1(z) = f(z,pi-1(z))

Die auf diese oder dhnliche Weise definierten Folgen heiflen Picard-Iterierte
und konvergieren fiir beliebige Startpunkte ¢y € X gleichméfig gegen die
Loésung des betrachteten Anfangswertproblems, solange f eine lokale Lip-
schitzbedingung bzgl. y in (xo,yo) erfillt.

Wir wollen dieses Verfahren fiir ein Anfangswertproblem mit drei verschie-
denen Startpunkten ausprobieren. Betrachte dazu

Y = flz,y) =/l

mit y(0) = 0. In der Vorlesung wurde bereits gezeigt, dass dieses AWP kei-
ne lokale Lipschitzbedingung bzgl. y erfiillen kann (Beispiel 8.31.).
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Trotzdem kénnen wir versuchen das eben besprochene Verfahren anzuwen-
den. Die Bedingung der ’Lipschitz-Eigenschaft’ war nur notwendig um die
Konvergenz der Picard-Iterierten zu garantieren. Finden wir eine Folge die
gleichméfig konvergiert erhalten wir so trotzdem einen Fixpunkt von 7" und
damit eine Losung des AWPs, die aber gegebenenfalls nicht mehr eindeutig
sein muss.

Als erstes betrachten wir den Startpunkt to(z) = 0. Dann folgt

v =wo+ [ st de= [ o= [ \/olat =0 = vo)

fiir beliebige « € R. Induktiv folgt, dass v; fiir alle ¢ € N identisch Null
sein muss. Selbstverstédndlich konvergiert diese Folge gleichméflig gegen die
Nullfunktion y : R — R,  — y(z) = 0. Man {iberpriife leicht, dass y das
Anfangswertproblem erfiillt.

Als niichstes betrachten wir die Startfunktion ¢o(z) = 22. Man sieht leicht,
dass |22 = 22 V2 € R ist. Dann ist

o1@) = [ Vleo(o)l dt = [ tldt = 50* = Sgo(a)

und analog

z 1 z 1 1
pao@) = [ Vler()la = 5 | Vieoldt = 5" = 550

Spétestens ab hier ist ein klarer Trend zu erkennen. Induktiv zeigt man
leicht: falls ¢; = a - g fiir ein @ > 0, dann ist p;41 = @gpo. Entsprechend

folgt wita = %\/ @(pg usw.

Wiederum induktiv lésst sich daraus ableiten, dass

wi(r) = 2 ﬁ <;>2_k _ 2 <;>ZZ:10 3

Beweis. Der Induktionsanfang folgt aus der obigen Betrachtung. Der Induk-
tionsschritt lautet dann:
Sei fiir ein ¢ € N, ; wie in der Behauptung. Dann ist mit

i—1 1 2~k
w=11(5)
k=0

i = a; - po. Wie bereits diskutiert ist dann

P
PYi+1 = %wo
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) 2k ) o—(k+1) ) 2k
-1 (1 -1 , _
va V1o (3) iz (3) i (3) 3 H (1)2 *
2 2 2 2 o \2
wobei letzteres = a;41 ist. Es folgt wir1 = ait1 - @o. q.e.d.

Mit der oben bereits angedeuteten Identitédt, welche lediglich auf den Re-
chenregeln fiir Potenzen und Produkte basiert

) -G

k=0

folgt der punktweise Grenzwert (aus der geometrischen Reihe)

i—1 1 oo 1
1 Z —0 ok 1 Z —0 5k 1 2 2
lim @;(z) = lim 2 (2> R g2 (> =0t _ 2 <) -

Die gleichméflige Konvergenz, die in diesem Fall nicht gefragt war, ldsst
sich daraus leicht zeigen, indem man die ¢; auf ein kompaktes Intervall ein-
schriankt, welches zg = 0 als inneren Punkt hat. Des Weiteren uberpriife
man leicht, dass #2/4 das Anfangswertproblem erfiillt.

Ohne weitere Arbeit sieht man, dass das obige Argument auch fiir go(z) =
—2? funktioniert, womit die entsprechende Picard-Iteration ebenfalls kon-
vergiert.

Ein weiteres, nun triviales, Beispiel ist die Folge mit dem Startpunkt ¢g(z) =
2
X

%> was zu einer Folge fiihrt, von der jedes Glied gleich ¢q ist.

Mit ein wenig mehr Rechnung kann man auch zeigen, dass die Picard-
2
Iterierten des Startpunkts ¢(x) = x gegen p(z) = % konvergieren.

20



Serie 04: Lineare Systeme gewohnlicher
Differentialgleichungen

In dieser Serie wollen wir uns mit einem weiteren wichtigen Typ von Diffe-
rentialgleichungen beschéftigen, den so genannten Linearen Differentialglei-
chungen. Sei I wie immer ein offenes Intervall und A : I — R™ "™ b: [ — R"”
Funktionen. Dann ist
y = A(z)y +b(z)

ein System von Differentialgleichungen (A ist fiir jedes x eine Matrix). Dieses
System heif3t linear, da es die Form eines gew6hnlichen linearen Gleichungs-
systems hat, wobei sich viele der Erkenntnisse tibertragen lassen.

Betrachten wir z.B. ein homogenes System (d.h. b = 0), dann sind Linear-
kombinationen von Losungen wieder Losungen. Tatséchlich bildet der Raum
aller Losungen eines homogenen Systems einen n dimensionalen Vektorraum,
d.h. man kann genau n linear unabhingige Losungen finden. Des Weiteren
erfiillen lineare Systeme stets tiberall eine lokale Lipschitzbedingung (Vor-
ausgesetzt A und b sind stetig) wodurch es fiir jedes Anfangswertproblem
eindeutig bestimmte maximale Losungen gibt.

Aufgabe 1. (Linear unabhingige Lésungen)

In der ersten Aufgabe wollen wir uns damit beschéftigen, wie die lineare
Unabhéngigkeit von Lésungen eines homogenen Systems verstanden werden
kann.

Voraussetzung. Sei I ein offenes Intervall, zg € I, A : I — R™" stetig
und y1, ...y, : I — R" Losungen von 3’ = A(z)y.

Behauptung. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Die Vektoren: yi(z),...,yp(x) € R™ sind linear unabhdngig Vx € I

(ii) Die Vektoren: yi(xo),...,yx(zo) € R™ sind linear unabhdingig fir
xg €1

(iti) Die Vektoren: yi(x),...,yx(x) € R™ sind linear unabhdangig fir irgend-
emx €l
(iv) Die Funktionen: v, ...,y € CY(I,R") sind linear unabhdngig.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch einen Ringschluss. D.h. anstatt
alle paarweisen Aquivalenzen einzeln zu zeigen, beweisen wir die Folgende
Implikationskette

(1) = (i1) = (i1i) = (iv) = (i)
Dadurch ldsst sich jede der Aussagen aus jeder anderen Aussage Schlussfol-
gern, womit alle dquivalent sein miissen.
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(I) Wir zeigen also zuerst (i) = (i7). Es seien yi(x),...,yx(x) € R™ li-
near Unabhéngig Vo € I. Da z¢p € I ist sind damit insbesondere
y1(20), - - -, yr(zo) € R™ linear unabhingig.

(IT) Es seien nun yi(xo),...,yx(zo) € R™ linear Unabhéngig fiir g € 1.
Dann existiert offensichtlich ein x € I (setze x = xg) s.d. y1(z), ..., yx(x) €
R"™ linear unabhéngig sind.

(III) Seien y1(z),...,yr(x) € R™ linear unabhéngig fiir irgendein z € I. Wir
erinnern uns was lineare Unabhéngigkeit fiir Funktionen bedeutet. Die
Y1, .-, Yk € CHI,R™) heiflen linear unabhiingig, falls

ayr+..-+aryr =0, a1,...,ak ER=a1 =as=...=a; =0
wobei die erste Gleichung punktweise zu verstehen ist, d.h.
ayr+ ... +apyr =0 < alyl(x) —i—...—i—akyk(x) =0VvVz el

Der Unterschied zur Aussage in () ist, dass in (¢) sich die Koeffizienten
a; von Punkt zu Punkt unterscheiden kénnen, wéihrend hier fiir alle
Punkte x die selben a; zu betrachten sind.

Wir wollen zeigen, dass die lineare Unabhangigkeit von y; (), . .., yx(x)
fiir ein x € I die von y1, . . ., yi impliziert. Sei also a1y +. . . +agyr = 0.
Dann ist insbesondere ajy;(z) + ... + aryr(x) = 0. Aus der Annahme
folgt, dass a1 = ... = a; = 0 ist. Dies gilt dann automatisch fiir alle
anderen z € I und die y1,...,y, sind linear unabhéngig.

(IV) Zum Schluss zeigen wir (iv) = (7). Seien dazu yi, ...,y linear unab-
héngig, & € I beliebig und es sei

ary(2) + ... + aryr(2) = 0

Wir wissen, da es sich bei den y; um Losungen des homogenen System
y' = A(x)y handelt, dass

gj::aly1+...+akyk

wieder eine Losung ist. Aus der Annahme folgt dann, dass g(z) = 0 ist.
Wir wissen aber auch, dass die Losung der Differentialgleichung zum
Anfangswert y(£) = 0 eindeutig sein muss, was offensichtlich auch von
y = 0 erfillt wird. Es folgt, dass g(z) = 0Vx € I sein muss. Wir haben
also

g=ay1+...+tapys =0

womit aus der linearen Unabhéngigkeit der y; folgt, dass a; = ... =
ay = 0 ist, womit die y1(&),...,yr(#) linear unabhéngig sind. q.e.d.
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In der Vorlesung wurde gezeigt, dass zwei maximale Losungen eines linearen
Systems identisch sind, sobald sie sich in einem Punkt schneiden, was aus
der Eindeutigkeit der maximalen Losung folgt. Wir kénnen dies zusammen
mit den eben gewonnenen Erkenntnissen verwenden um folgende Aussage
7Zu zeigen.

Behauptung. FEs gibt kein homogenes System erster Ordnung, s.d. die
Funktionen y1,v : R — R?

[ cos(z) . | sin(x)
yi(x) = ( sin(x) ) s 2(a) = < cos() )

Losungen sind.

Beweis. Angenommen so ein System existiert. Wir betrachten die Stelle
xo = 0. Dann ist y1(x0) = e; und y2(xp) = e2 (e1 und ez die Standardbasis
von R?). Es folgt aus dem vorherigen Teil, dass die y; und ¥z, als Funktionen,
linear unabhéingig sein miissen. Allerdings gilt z.B. fir x = 7/4, dass

1 1
n(x) =) = 7 ( X )

wonach y; = yo folgt, was aber ein Widerspruch ist, da wir gezeigt haben,
dass sie linear unabhéngig sein miissen. Sie konnen also nicht beide Losung
des selben homogenen Systems sein. q.e.d.

Aufgabe 2. (Bernoullische Differentialgleichung)

Als néachstes betrachten wir mal wieder einen speziellen Typ gewohnlicher
Differentialgleichungen, die mittels einer Substitution auf eine, gegebenen-
falls inhomogene, lineare Differentialgleichung zuriickgefiithrt werden kénnen.
FEine Bernoullische Differentialgleichung hat die Form

y +plz)y +q(z)y" =0

wobei hier n € Z \ {1} und p, q : I — R stetig differenzierbar sein sollen (I
ist wie immer ein nicht triviales offenes Intervall). Wir betrachten zunéchst
die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Behauptung. Die obige Differentialgleichung hat fiir n € No\{1} fir jeden
Anfangswert xo € I, y(xog) = yo € R eine eindeutige mazimale Losung.

Beweis. Wir verwenden eine Folgerung des Satzes von Picard-Lindel6f. Dazu
miissen wir zeigen, dass

f(z,y) == —p(x)y — q(z)y"
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iiberall in I eine lokale Lipschitzbedingung bzgl. y erfiillt. Dazu verwenden
wir einen weiteren Satz, demzufolge es ausreicht, wenn f stetig differenzier-
bar ist.

Dies sieht man leicht, da p und ¢ nach Voraussetzung stetig differenzierbar
sind. g.e.d.

Behauptung. Im Fall n < 0 hat die obige Differentialgleichung fir jeden
Anfangswert xg € I, y(xo) = yo # 0 eine eindeutige maximale Losung.

Beweis. Wegen n < 0 kénnen wir ausschlieffen, dass eine Lésung eine Null-
stelle hat, da sonst die Differentialgleichung nicht definiert ist. Da Loésungen
insbesondere stetig sein miissen, kénnen wir Schlussfolgern, dass jede Losung
entweder immer positiv oder immer negativ bleibt. Welches konkret der Fall
ist héngt dann vom Vorzeichen von yo ab. Fir y # 0 erfiillt f aus dem
vorhergehenden Beweis wieder stets eine lokale Lipschitzbedingung, womit
wir die Existenz einer eindeutigen maximalen Losung analog schlussfolgern
koénnen. g.e.d.

Als néchstes wollen wir sehen, dass wir die Differentialgleichung durch eine
Substitution auf eine lineare Differentialgleichung zuriickfithren kénnen.

Voraussetzung. Seiy:J — R, y(x) # 0Va € J, J ein offenes Intervall in
I, und definiere u(z) := y(z)!~".

Behauptung. y ldst die gegebene Differentialgleichung <= u [dst die li-
neare Differentialgleichung

v + (1 —n)p(z)u+ (1 —n)g(x) =0

Beweis. Im Fall n = 0 ist die Aussage trivial. Da y nach Annahme nie-
mals 0 werden kann betrachten wir nun n € Z \ {0, 1}. Wir beweisen beide
Richtungen separat. Sei zunéchst y eine Losung von

y' = —p(x)y — q(z)y"

Dann ist, da y nach Annahme niemals 0 werden kann, u differenzierbar und
es gilt fiir alle x € J

W (@) = (y(@)' ™) = (1 - n)y(x) "y(x)
=1 =n)y(z) ™" (=p(x)y(z) — q(x)y(z)")
= —(1=n) (p@)y(@)' ™" + q())
= —(1=n) (p(x)u(z) + g(x))

Die Aussage folgt dann durch Umstellen.

—n /

)
)

Sei nun « := y' " Losung von

u + (1 —n)p(z)u+ (1 —n)g(x) =0
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Aus der Forderung y(z) # 0Vz € J folgt auch, dass u niemals 0 sein kann.
Wir betrachten von nun an die zwei Félle dass |1 — n| gerade bzw. ungerade
ist, wobei wir filir den Fall, dass 1 —n < 0 ist stattdessen n — 1 meinen, da
dies wegen

1
ynfl
die selben Schlussfolgerungen bzgl. des Vorzeichens zulésst.

1—n

y =

Sei also n ungerade (d.h. 1 — n ist gerade). Aus der Definition folgt dann,
dass u stets positiv sein muss. Dann ist fiir alle z € J

was, da stets u > 0 gilt, iiberall differenzierbar ist. Demnach gilt

L () (@)

/
=+
y(z) =£—

= —(y(x)p(x) + y(x)"q(x))

wobei wir
1 n

1—n T 1-n

und den Umstand, dass n ungerade ist, verwendet haben. Die Aussage folgt
dann wieder durch Umstellen.

Sei nun n gerade (bzw. 1 —n ungerade). Dann folgt aus der Definition, dass
y positiv bzw. negativ ist < wenn u positiv bzw. negativ ist. Wir fithren
dafiir ein wenig Schreibweise ein:

sgn(u) := L= sgn(u)|ul

|ul

Die Ausdriicke sind insbesondere fiir u # 0 differenzierbar. Fiir 1 — n unge-
rade sehen wir dann, dass

1

y(x) = sgn(u) (ju(z)[) ="

ist. Man tberpriift leicht

()™ = sgn(w)' =" (|u(x))) =+ = sen(u)lul = u
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folgt. Entsprechend erhalten wir

_ sgn(u

Y (z) = (Ju(@))) =7 (Ju(=)])

1—n

~—

Man sieht leicht, dass fir u # 0, (Ju])’ = sgn(u)u’ ist. Es folgt

v(2) = B2 () sgm(upel

1—-n
- Slgli(l:l) (Ju(a)) =7~ sgn(u) (—(1 — n)p(e)u(z) — (1 —n)g(x))

wobei wir verwendet haben, dass sgn(u)® = 1 ist, fiir alle geraden Potenzen
k. Die Aussage folgt dann wieder durch Umstellen. g.e.d.

Aufgabe 3. (Anwendung)

Zum Schluss wollen wir die eben bewiesenen Zusammenhénge explizit an-
wenden. Dazu betrachten wir die Bernoullische Differentialgleichung

y=y+y"

(g=p=-1,neZ\{l}) mit den Anfangswerten y(0) = 1, y(0) = 0 und
y(0) = —1. Wir wissen bereits, unter welchen Umstanden eindeutige maxi-
male Losungen existieren.

Wir betrachten zuerst den Anfangswert y(0) = 0. Fir n < 0 kann es of-
fensichtlich keine Losung geben, da in diesem Fall die Differentialgleichung
nicht mit dem Anfangswert kompatibel ist. Fiir n € N > 1 existiert nach
Aufgabe 2 eine eindeutige maximale Losung. Man berpriife leicht, dass
diese durch y = 0 gegeben ist. Im Fall n = 0 hat die Differentialgleichung
getrennte Variablen. Wir berechnen fiir y > —1

Yy 1 x
/0 1 n(l+y); /0 T

und finden die Lésung

y:R->R z—y(x) =" -1
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was offensichtlich maximal ist und das AWP lost.

Nun betrachten wir den Anfangswert y(0) = £1 (also beide simultan). Wir
nehmen erstmal an dass y niemals 0 wird. Hier ldsst sich die Substitution von
Aufgabe 2 verwenden. Wieder unterscheiden wir die Félle |1 —n| gerade bzw.
ungerade, wobei wir auch hier im Fall 1 —n < 0 stattdessen n — 1 meinen.
Sei zunéichst n ungerade (bzw. 1 —n gerade). Es folgt aus u := '™, dass u
positiv sein muss. Wir betrachten nun die lineare Differentialgleichung

W=0-nu+(1-n)=>0-n)(u+1)

mit den Anfangswert u(0) = y(0)1™" = (£1)!™" = 1. Die Differentialglei-
chung hat offensichtlich getrennte Variablen und (u + 1) kann wegen u > 0
niemals 0 werden. Wir berechnen

/1u1_1H§dt:1n(1+u)—ln(2):ln<1;u>; /Ogc(l—n)dlt:(l—”)”J

und finden die Losung
u(x) = 27T 1

wobei aus der Forderung u > 0 folgt, dass > 7113(2), falls 1 —n > 0 und

n
T < %512) falls 1 — n < 0 sein muss.

Die Losungen der Anfangswertprobleme y(0) = +1 lauten daher fiir 1—n > 0

Y+ - (—ln(2) oo) - R, z+— yi(x) =+ (26(1771);3 _ 1)ﬁ

1-n 7

und fir1 —n <0

1

y (o0 752) D Row o pale) = £ (260707 - 1) T

n

Aufgrund der auftretenden Wurzelterme kénnen diese Losungen nicht diffe-
renzierbar auflerhalb der gegebenen Intervalle fortgesetzt werden, womit sie
maximal sein miissen.

Im Fall 1 — n ungerade erhalten wir stattdessen wieder die Anfangswerte
u(0) = £1. Fiir w(0) = 1 finden wir analog zu davor die Losung

u(z) = 277 — 1

mit den entsprechenden Definitionsbereichen. Nach der entsprechenden Riick-
transformation fithrt dies ebenfalls zu der Losung y4 von oben. Fur u(0) =
—1 scheitert der Ansatz der getrennten Variablen, da (u + 1) am Anfangs-
punkt 0 ist. Allerdings wissen wir, dass es eine maximale und eindeutige
Losung geben muss.
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Stattdessen machen wir eine Rechnung die uns formal nicht zum Ziel fiihrt,
aber nahe legt wie die Losung aussehen kénnte. Dadurch, dass wir wissen,
dass eine eindeutige maximale Losung existieren muss reicht es eine Losung
geschickt zu raten, wenn wir danach zeigen, dass sie maximal ist. Betrachten
wir die Integration von vorhin und wahlen als untere Grenze der Integration

allgemein ¢ < —1, ergibt sich fiir u < —1
)=n(7)
=1In
1+¢

v o1
/C Tt =1L+ ul) ~ In([1+ of) = m(

’1+u
t

1+e¢

was zu der allgemeinen Losung
i(x) = (1+c)el=m —1

fiihrt. Um den Anfangswert zu erfiillen muss offensichtlich ¢ = —1 gelten,
was unsere Annahme verletzt. Wahlen wir trotzdem ¢ = —1 wird daher
unsere Herleitung ungiiltig. Wenn wir zeigen kénnen, dass die so gefunde-
ne Funktion trotzdem eine maximale Lésung ergibt sind wir aufgrund der
Eindeutigkeit fertig. Tatsédchlich ldsst sich leicht iiberpriifen, dass das so
gefundene @(r) = —1 maximal ist und das AWP 16st, also die eindeuti-
ge maximale Losung sein muss. Die entsprechende Riicktransformation gibt
die maximale Losung

Jo:R>R z—y_(z)=-1

von der man leicht iiberpriife, dass sie das AWP 16st.
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Serie 05: Losungsmethoden linearer
Differentialgleichungen

Aufgabe 1. (Variation der Konstanten)

Nachdem wir uns das letzte mal schon mit Systemen linearer Differential-
gleichungen beschéftigt haben, wollen wir uns nun angucken wie wir, auch
inhomogene, lineare Differentialgleichungen lésen kénnen. Dazu betrachte
die inhomogene Differentialgleichung

y = (1—i)y+(x+ex)

mit dem Anfangswert y(1) = 0. Wir wissen bereits, dass es eine eindeutige
maximale Losung auf (0,00) (wir haben hier wegen dem 1/x in der Dif-
ferentialgleichung die Wahl zwischen (—o00,0) oder (0, 00), wovon aber nur
letzteres den Anfangswert enthélt) geben muss. Aulerdem wissen wir auch,
dass die Losungen der homogenen Differentialgleichung

1
y’=<1—)y
X

einen, in diesem Fall, eindimensionalen Untervektorraum bilden. D.h. wir
koénnen eine Losung yp, der homogene Gleichung finden, s.d. sich jede andere
Losung durch

€ Yn

mit ¢ € R, ergibt. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass es dann ausreicht
eine Losung ys der inhomogenen Differentialgleichung zu finden um ein
beliebiges Anfangswertproblem mit

C-Yn + Ys

zu 16sen, wobei die Konstante ¢ durch den Anfangswert festgelegt wird. D.h.
wir betrachten zuerst die homogene Gleichung

y’:(l—l)y
X

Diese Gleichung hat offensichtlich getrennte Variablen und wir finden durch
Integration die Losung

ce®

Yo : (0,00) = R, z+— yo(z) :=

x

welche offensichtlich fiir jedes ¢ € R maximal ist. Eine Losung fiir die in-
homogene Gleichung konstruieren wir uns mit der, in der Vorlesung bereits
vorgestellten, Methode der Variation der Konstanten. D.h. wir machen den
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Ansatz, dass ¢ : (0,00) — R eine Funktion von z ist, dafiir y,(,) die inhomo-
gene Gleichung 16st. Mit diesem Ansatz erhalten wir

@) = (e ) =@ +e@) (5 - )

(! O A
—<1—$>yc(m)(x)+a:+e —(1 x)c(m)x—kx—i-e

Daraus ergibt sich eine Differentialgleichung fiir ¢ zu
) ﬁ_fd(ﬁ_ﬁ) .
c(x)x%—c(m)( = = c(r)+x+e
Wir kénnen die Terme mit ¢ auf beiden Seiten kiirzen und erhalten
dx)=z"+x

Um eine Losung zu finden miissen wir lediglich den letzten Ausdruck inte-
grieren. Fiir den Term mit der Exponentialfunktion ergibt sich dabei nach
zweimaliger partiellen Integration

/e_ma:? dr = —e "2% + /e_$2:c dr = —e 2% — 2z ™ + /e_z2d:v
=—e “(2*+20+2)+é

Damit erhalten wir

1
c(x) = §ZE2 —e (2?42 +2) + ¢
Da uns nur irgendeine Losung interessiert konnen wir hier ¢ auch null setzen.
Damit ergibt sich die Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu
e’ 2 ez
(@) i= ey (2) = () S == (24242 ) + 5

womit wir die allgemeine Losung
et e’z 2
@) = ¢ n(a) (o) = e+ T = (w22

haben. Aus dem Anfangswert ergibt sich dann

10—e

e
y(l)y=c-e+ c e

2

5_1_
e 2

Die maximale und eindeutige Losung des Anfangswertproblems lautet daher

10 —e\ e €'z 2
:(0,00) = R; z+— = —_t — - +24+ =
Yy (7 ) y L y(x) ( % )1‘ 9 (93 y;)
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Aufgabe 2. (Matrix-Exponentialfunktion)

Als néchstes befassen wir uns mit dem s.g. Matrixexponential. Damit lassen
sich, zumindest prinzipiell fiir homogene Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten (d.h. A hingt nicht von z ab), fiir beliebige Anfangs-
werte sofort Losungen finden (siehe Aufgabe 4). Sei A € R™*" eine quadra-
tische Matrix. Wir wissen, dass R™*" zusammen mit der Matrixnorm einen
(sogar vollstdndigen) normierten Raum bildet. Wir definieren

O Ak N pk
A : Z = 1. Z
e . : 11m

=0 k! N—)ookzo k!

wobei wir A? = 1 setzen. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass dieser Grenz-
wert auch komponentenweise verstanden werden kann und die Reihe im
jeden Fall absolut konvergent ist, was, da der Raum vollstandig ist, aus-
reicht damit die Reihe konvergiert.

Wir beweisen die folgenden Eigenschaften.

Voraussetzung. Sei D = diag(A1,...,\,) € R™*" eine Diagonalmatrix.

Behauptung. Es gilt
el = diag (eAl, . ,eA") .

Beweis. Nach Voraussetzung ist

A0 .00
0 X ... O
D=1 . . :
0 ... ... A\
Man iiberzeuge sich leicht, dass dann
AMo...0
D? = S :diag(/\%,...,)\i)
0 ... A\

n

und analog DF = diag ()\’f, .. .,)\ﬁ) fiir alle k € N gilt. Die Aussage folgt
dann komponentenweise aus der Definition

N diag (\F,... Ak Nk Nk

N‘)Ookz:%] k! :]\}ij)rloodiag<’§)k:!’.“7kz:%]€'

= diag (e’\l, .. ,e)‘”)

wobei wir benutzt haben, dass der Grenzwert der Partialsummen hier kom-
ponentenweise verstanden werden kann. g.e.d.
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Voraussetzung. Sei A,T € R™™™ T invertierbar.

Behauptung. Es gilt )
eTAT_ — TeATfl

Beweis. Wieder sieht man leicht, dass
(TAT‘1>2 — TAT 'TAT™' = TA*T"!
ist. Induktiv folgt dann
(TAT‘l)k — TAFT!

fiir alle £ € N. Daraus folgt wieder

N —1\k N kp—1
(& = hm Z _— = hm Z _—
N—>ook:0 k! N—>ook:0 k!
=T | lim > — |77 =TeT™!
N—)ookzo k"

Dabei muss lediglich gerechtfertigt werden, warum wir die Multiplikation
mit den Matrizen T und 7! am Grenzwert 'vorbeizichen’ kénnen. Dies
folgt aber wieder Komponentenweise aus den Eigenschaften des Limes, die
wir schon kennen. g.e.d.

Beispiel. (Der Harmonische Oszillator) Viele fundamentale Differentialglei-
chungen in der Physik sind linear. Das einfachste Beispiel ist hierbei der
(angetriebene) harmonische Oszillator. In einer Dimension wird dieser von
der Differentialgleichung
2
%—FZ’y% +w?r — f(t) =i+ 2y2 + wir — f(t) =0

beschrieben, wobei f : I — R (I wie immer ein offenes Intervall) eine antrei-
bende Kraft beschreibt. Die konstante v beschreibt den Einfluss von Rei-
bung, wihrend w die Eigenschwingfrequenz ist. Mit der Substitution & = v
erhalten wir die lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
erster Ordnung

()-(30)(0)-()

Wir wissen bereits, dass die Losungen des homogenen Systems einen zwei-
dimensionalen Untervektorraum bilden. Fiir kleine Dampfungen kann man
zeigen, dass jede Losung des homogenen Systems die Form

z(t) = ceM + e

mit passenden ¢, A € C, hat. Aus praktischen Griinden sind wir aber oft nur
an reellen Losungen interessiert, da wir Grofien wie Ort oder Geschwindig-
keit beschreiben wollen.

32



Aufgabe 3. (Reell- und Komplexwertige Losungen)

Wir wollen daher nun zeigen, dass wir jede Losung stattdessen durch reelle
Funktionen mit reellen Koeffizienten darstellen konnen. Wir zeigen zunéchst

Voraussetzung. Sei A € R™*" mit Eigenvektor v € C" zum FEigenwert
A e C, dh. Av = .

Behauptung. Dann ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert X, d.h.
Av = .

Beweis. Die komplexe Konjugation von v ist komponentenweise zu verste-
hen, d.h.

v = (V1,...,0n)
Da A reell ist sieht man wegen der Linearitdt der komplexen Konjugation,
komponentenweise, leicht, dass

Av = Av
ist. Es folgt -
Av=Av =X =AU
g.e.d.
Fiir unser Beispiel, wo n = 2 ist, ldsst sich daraus die Behauptung iiber die

Form der Losungen zeigen. Wir zeigen nun, dass wir die Losung auch durch
reelle Funktionen ausdriicken kénnen

Voraussetzung. Es sei fir A = A\, +i\; € C und v = v, +iv; € C"

Azx. Az
)

z1(x) = ve™; z(x) := Te

und
y1(z) := e % (v, cos(Niz) — v sin(N\z))
ya(z) := e % (v, sin(\ix) + v; cos(Aiz))
Behauptung. 21,29 und y1,y2 spannen den selben Untervektorraum von

CH(R,C") auf.

Beweis. Wir benutzen folgende Zusammenhénge. Sei z = z,. +iz; € C, dann
ist

. . 2+ Z z—Z
z:zr—zziz>zr:72 2 = oF
Wir definieren die Funktionen
w z1 + 29 w 21 — 22
1= ; Wo 1= -
2 2

Bzw.
Z1 = W1 +’iTU2; Z9 = W1 — iwg
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Aus diesen beiden Identitdten sieht man leicht, dass jede Linearkombination
aus zi, 22 sich auch als Linearkombination aus wi,ws darstellen ldsst und
vice versa. Die wi,ws miissen also den selben Unterraum aufspannen wie
die 21, zo. Auflerdem folgt

,Ue)\:r + ﬁexv - ('U'r + ivi)ei)\ix 4 ('Ur _ Z‘,Ui)efi)\im
————— = €

wn@) = ——p——= 2
ArZ
_ ¢ " i T —i\iT R R 9 VT P D VT
= (UT (e +e )+w1 (e e ))
eATx
=3 (vp2 cos(Niz) + iv; (2isin(\;x)))
= M (v, cos(N\iz) — v sin(\ix)) = 1 (z)
und analog
Ve — e o (U + 10;) €T — (v, — juy)e” N
wylr) = ———— =« 2i
ArZ
_ ¢ " N i s iz —i\iT
= (vr (e e )+w1 (e +e ))
eATx

= 5 (2isin(Xiz) +iv; (2cos(Aix)))

= M (v, sin(M\z) + v; cos(\ix)) = yo(z)
wobei wir e®® = cos(z) + isin(z) und e~ = cos(z) — isin(z) verwendet
haben. g.e.d.

Aufgabe 4. (Konstante Koeffizienten)

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass fiir die homogene Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten A € R™*"

/

y =Ay
die Losung fiir einen beliebigen Anfangswert y(xg) = yo durch

A(z—x0)

y=e Yo

gegeben ist. Auch wenn wir damit immer eine Losung angeben kénnen ist die
explizite Berechnung des vorkommenden Matrixexponentials in den meisten
Féllen schwierig bis unmdéglich. Allein aus praktischen Grinden wollen wir
uns eine andere Form anschauen.

Es sei v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\, d.h. Av = Av. Es ldsst sich
(leicht) zeigen, dass dann auch

A A

eAv = eMv, bzw. eAl@—T0)

Axz—x0)

v=e vV, x9 € R
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gilt. D.h. falls wir fiir den Anfangswert yg einen Eigenvektor von A wéhlen
hat die Losung sofort eine einfache, explizite Form. Im allgemeinen sind wir
natiirlich an Anfangswerten interessiert, die keine Eigenvektoren der Koef-
fizientenmatrix sind. Das Prinzip von oben lésst sich aber in vielen Féllen
verallgemeinern.

Angenommen wir finden eine Basis aus Eigenvektoren {v,...,v,} von A
(d.h. A ist diagonalisierbar) mit den Eigenwerten {\1,...,A,}. Da die Ei-
genvektoren eine Basis bilden kénnen wir jedes beliebige 39 expandieren,
d.h.

Yo = a1v1 + agv2 + ... + apv,
fiir passende Koeffizienten a1, ..., a,. Da e@=20) fiir jedes zo, 2 € R auch

nur eine Matrix ist, also insbesondere eine lineare Abbildung definiert, folgt
mit der obigen Uberlegung fiir die Losung des Anfangswertproblems zu

y(wo) = yo
n n n
y(x) = eA(I*xo)yO — Alz—20) Z apvy = Z akeA(I*ﬂﬂo)Uk — Z akekk(zfﬂﬁo)vk
k=1 k=1 k=1

D.h. wir kénnen (sobald wir eine Basis aus Eigenvektoren gefunden haben)
die Losung fiir jedes beliebige Anfangswertproblem direkt und explizit an-
geben.

Wir betrachten nun die (indirekt gegebene Matrix) A € R3*3, definiert
durch die Gleichungen

1 1 1 0 1 1
Al 1 |=]1 Al =1 1= o Al o l=—1 o
1 1 1 0 ~1 -1

Wir wollen daraus schlussfolgern fiir welche Anfangswerte yg € R3 die Lo-
sung des Anfangswertproblems

y' = Ay; y(0) = wo

gegeben durch
y(x) = e"yo
fiir + — oo konvergiert (also insbesondere nicht divergiert). Dafiir wollen wir

mit den oben diskutierten Zusammenhéngen die Losung genauer bestimmen.
Die gegeben Gleichungen verraten uns, dass A die Eigenvektoren

1 1 1
v=11 v =] —1 v3 = 0
1 1 -1
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mit den Eigenwerten \; = 1, Ao = 0, A3 = —1 hat. Von diesen wollen wir
nun {iberpriifen ob sie eine Basis bilden. Da wir drei Vektoren betrachten
und wir uns in einem drei-dimensionalen Raum befinden reicht es aus zu
Zeigen, dass sie linear unabhéngig sind. Angenommen es gelte

a1v1 + vy + agvg =0
fir ag,...,a3 € R, d.h.

a1 +ar+ a3 =0
a1 — Q9 =0

ar+ag—az3 =0

Aus der zweiten Gleichung sieht man a; = g, addiert man dann die Glei-
chungen eins und drei ergibt sich @ = as = 0 womit dann schliefSlich auch
a3 = 0 folgt. Die Vektoren sind also linear unabhéngig, womit sie eine Basis
bilden miissen. Damit hat jede Losung die Form

A1 A2 A3T

y(r) = a1e™ vy + aze™* g + aze™ g

= a1€”v1 + agve + aze” Fug (60 =1)

Man sieht leicht, dass dies fiir £ — 0o genau dann konvergiert, wenn a; = 0
ist. D.h. die Anfangswerte 3y € R? miissen in der von vo,v3 aufgespannten
Ebene liegen:

yo€{yERglﬂa,BeR:y:avg—kﬁm}
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Serie 06: Kurvenintegrale im R”

Nachdem wir die gewbhnlichen Differentialgleichungen abgeschlossen haben
wollen wir uns als néchstes der Integration entlang von Kurven beschéftigen.
Eine (parametrisierte) Kurve ist eine Abbildung v : I — R”. Im Allgemeinen
werden wir von einer Kurve verlangen, dass sie stiickweise stetig differen-
zierbar mit y'(t) # 0Vt € I ist. Wir nennen diese Eigenschaft (stiickweise)
reguldr.

Aufgabe 1. (Kurvenintegrale und Bogenlinge)

Fiir eine Funktion f : v(I) — R und ein Vektorfeld £ : v(I) — R" definieren
wir die Integrale entlang der Kurve v, entsprechend der Vorlesung, als

| sas:= [ sy @la
[ (Blasy: = [ (B @)
¥ I

Insbesondere erhalten wir die Bogenldnge f“/ ds falls wir f = 1 wahlen. Dazu
wollen wir die folgenden Beispiele betrachten.

Seien a, k > 0 und 7 : [0,1] — R? gegeben durch
v(t) := (cos(at),sin(at), kt).

Diese Kurve beschreibt eine Schraubenlinie mit Radius 1 um die z-Achse mit
Winkelgeschwindigkeit o und vertikaler Geschwindigkeit x. Wir berechnen
zuerst die Lange der Kurve. Offensichtlich ist v auf dem Inneren von I =
[0, 1] differenzierbar mit (Geschwindigkeitsvektor)

v (t) = (—asin(at), acos(at), k)

was, da a,k > 0, niemals 0 werden kann. Daraus ergibt sich die Norm
(Betrag der Geschwindigkeit)

1Y @) = \/a2 sin?(at) + a? cos?(at) + K2 = Va2 + k2

wobei wir cos?(z) + sin?(z) = 1 Vo € R benutzt haben. Demnach betriigt
die Bogenldnge

1 1
/ds:/ ||’Y'(t)Hdt:/ Va2 + k2dt = Vo2 + 52
¥ 0 0

Betrachte nun das Vektorfeld E : R? — R3, z — 2. Wir wollen das Kurven-
integral entlang von v berechnen. Es gilt fiir alle ¢ € (0,1)

(E(v) 7' () = (v()|¥ (1)) = —asin(at) cos(at)+a cos(at) sin(at)+r*t = Kkt
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woraus sich das Kurvenintegral zu

[ (i) = [ B W~ [ =
ergibt.

Aufgabe 2. (Verkniipfung von Kurven)

Als néchstes betrachten wir was passiert, wenn wir zwei Kurven an den En-
den verkniipfen. Seien also 7, p : [0,1] — R" reguldre Kurven, s.d. y(1) =
p(0). Fir Kurvenintegrale entlang der verkniipften Kurve erwarten wir, dass
diese mit der Summe der einzelnen Kurvenintegralen iibereinstimmen.
Umgekehrt erwarten wir, dass Kurvenintegrale entlang einer stiickweise re-
guldren Kurve auch stiickweise berechnet werden kénnen. Wir definieren
dazu die verkniipfte Kurve

vp:10,1] - R"
PN { ’Y(Qt) te [0’ %]

Diese zunéchst etwas umstédndlich anmutende Definition sorgt dafiir, dass
wir erst die Kurve v und danach p durchlaufen. Die reskalierung der Ar-
gumente sorgt lediglich dafiir, dass wir fiir vp den selben Definitionsbereich
wie fiir v bzw. p verwenden konnen (also [0, 1]).

Voraussetzung. Seien 7, p und vp wie oben und f : R — R s.d. die
Kurvenintegrale von f entlang der Kurven existieren.

[ypfds=Lfds+/pfds

Beweis. Da v und p regulér sind ist yp auch (stiickweise) regular. Wir be-
rechnen zunéchst die Ableitung von vp auf dem Inneren der Intervallen, d.h.
fiir t € (0, 3) gilt

Behauptung.

(30 (1) = 1(20) = 24/(20) # 0

und analog fiir ¢ € (3, 1)

(V0 (1) = p(21 —1) = 26/ (21 1) £ 0

Wir betrachten nun die Definition der linken Seite der Aussage.
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Demnach gilt mit der Definition von vp

1
I RS ON [CRROI
P 0
1
= [? 5o lieo Ol + [, ool ® i
2

1
= [? (a2t @nldt+ [, rioat = 1) -2t @ - D)t
2

Wie auch in der Vorlesung nehmen wir an, dass f ’hinreichend gut’ ist
(wir also zumindest substituieren kénnen). Da v und p regulédr sind kénnen
wir daher die Substitution r = 2¢,7' = 2 und 7 = 2t — 1,7 = 2 machen.
Insbesondere ergibt sich fir die Grenzen r(0) = 0,7(1/2) = 1,7(1/2) =0
und 7(1) = 1. Wir haben daher

/wfal8=/01 f(’Y(r))H’Y/(T)HdT-F/Olf(p(f))le(f)de:/vfds_}_/pfds

g.e.d.

Aufgabe 3. (Konservative Vektorfelder)

Bisher waren die betrachteten Vektorfelder und Funktionen die wir entlang
von Kurven integriert haben (nahezu) beliebig. Physikalisch verlangen wir
jedoch in vielen Fillen, dass Vektorfelder konservativ sind. Ein Vektorfeld
E :R"™ D U — R" heifit konservativ falls es eine differenzierbare Funktion
f:U — R gibt, s.d.

E(z) = (01f(z),...,0nf(x)) =: grad f(z)

ist (in der Physik oft mit —grad f). Als Beispiel betrachten wir dazu das
Vektorfeld

E: Bi(0) —» R?

(z,y) — (

z Y
VI—22 —y2 /1 — 22 — 2
Wir wollen zeigen, dass F konservativ indem wir ein Potential finden. Analog
zu dem Fall der exakten Differentialgleichung kénnen wir versuchen notwen-
dige Bedingungen aufzustellen, aus denen wir versuchen kénnen Lésungen
zu konstruieren. Aus der Definition folgen die (sogar hinreichenden) Bedin-
gungen

O f(z,y) = V?;Tyg
8yf(a:,y) = Y

V1— 122 —q2
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Anhand dieser Bedingungen ist es bereits moglich eine Losung zu erraten
(f(x,y) = —/1 — 22 —y?), allerdings ist die direkte Konstruktion mittels
Integration umstéandlich.

In der Vorlesung wurden allerdings weitere notwendige Bedingungen vor-
gestellt. Falls F konservativ, mit Potential f, ist muss fiir jede Kurve
7 : [a,b] — R? gelten, dass

A (Elds) = f(+(5)) — f(+(a))

Berechnen wir also Kurvenintegrale entlang von geschickt gewahlten Kurven
kann uns das Aufschluss iiber die Form von f geben. Wir betrachten fiir
0<|z|] <1
Yz : [0, 2] = B1(0)
t— (t,0)
Dadurch finden wir
z t

/ (E|ds) :/Ox <E('yx(t))%(t)>dt:/0 Nk

Mit der Substitution z = 1 — ¢2, 2’ = —2t mit 2(0) = 1 und 2(z) = 1 — 22
erhalten wir

11—z 11
[ (Bl = [ Gtz = AT = VT
z 1

Betrachten wir entsprechend 7, (t) = (0,¢) fir ¢ € [0,y],0 < |y| < 1 erhalten
wir das analoge Ergebnis

| (i) = /1=y

Dies legt nahe, dass die Funktion f(z,y) := —y/1 — 22 — y? eine geeignete
Potentialfunktion ist, was sich leicht nachpriifen lésst (insbesondere ist f
iiberall auf B;(0) stetig differenzierbar, da dort 22 + 32 < 1 gilt).

Aufgabe 4. (Anwendung)

Zum Schluss wollen wir sehen, dass es stetige Kurven gibt, die durch ein
endliches Intervall parametrisiert werden konnen, aber trotzdem unendlich
lang sind. Dazu betrachten wir die Spirale

v:10,1] — R?

(tcos(1),tsin($)) ¢
b { 0,0) ¢
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An der Definition sieht man, dass die Umlaufgeschwindigkeit der Spirale
nahe des Ursprungs beliebig ansteigt. Der entsprechende Graph sieht wie
folgt aus

s} //
L

Man kann sich bereits am Bild iiberlegen, dass durch die immer schneller
steigende Umlaufgeschwindigkeit die Spirale unendlich viele Umdrehungen
durchléauft. Ignorieren wir fiir einen Moment die Relativitdtstheorie, entspré-
che diese Kurve einem Teilchen, welches in endlicher Zeit, einen unendlichen
Weg zuriick legt.

Behauptung. Die oben gegebene (parametrisierte) Kurve vy ist stetig.

Beweis. Fir t > 0 ist die Aussage offensichtlich, da dann die Komponenten
von 7 aus stetigen Funktionen besteht. Wir betrachten daher t = 0. Wir
miissen also zeigen, dass

lim ~(¢) = 7(0) = (0,0)

t—0t

ist. Dazu betrachten wir mit der Substitution ¢t = 1/s

lim y(t) = lim ¢ (COS <1> ,sin (1)> = lim (COS (1>£sin (%))
t—0+ t—0+ t t t0+ 1

t

~ lim (cos (s);sin (s))

Man sieht leicht

1 1
0= lim —- < lim cos(s) < lim = =0

s—o0 8 5—00 S 5§00 §
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(analog fiir sin(s)), womit

lim ~(t) = lim ~ (%) = (0,0)

t—0+ S§—»00
folgt. g.e.d.

Voraussetzung. Es sei p. : [e,1] — R2, t +— v(¢). Wir definieren
b(e) := [ ds
Pe
also die Bogenlidnge von ~, eingeschriankt auf das Intervall [e, 1].
Behauptung.

lg]% b(e) = 00

Beweis. Es sei € > 0. Man iiberzeuge sich leicht, dass p. in diesem Fall
regulér ist. Es folgt fiir ¢ € [e, 1]

0= (on(2) (1) (1) 3o ()

und folglich

1\? 1 1\2 2 1 1
ool = cos (1) + gpsin (1) +Zeos (7 ) sin ()
S /1\?% 1 1\%2 2 1\ . /1
—+ sin Z +t—2cos Z —gcos Z sin Z

1

t2

Damit erhalten wir

1 1
b(e):/d.s:/ 1+ dt
Pe € t

Aus der Monotonie des Integrals folgt dann

MO e VR LRy SV

und damit 1
lim b(e) > liII(l)ll’l <) = lim In(J) = ¢
e—

e—0 € d—00

g.e.d.
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Serie 07: Oberflachenintegrale I

Aufgabe 1. (Exakte DGL’s und konservative Vektorfelder)

Im Anschluss an Aufgabe 3 des vorherigen Blatts betrachten wir eine weitere
Anwendung von konservativen Vektorfeldern. Wir betrachten das Gebiet

U:{(x,y)€R2]O<y—x2<7r}

In Blau: y = 22, In Orange: y = 2% + 7, In Grau: U
Auch wenn das Bild dies bereits vermuten ldsst, wollen wir zeigen, dass in U
zwei beliebige Punkte durch eine stetige Kurve verbunden werden kénnen.
Behauptung. U ist wegzusammenhdngend.

Beweis. Man tiberlegt sich leicht, dass es ausreicht zu zeigen, dass es einen
Punkt (zg, yo) € U gibt, zu dem jeder andere Punkt verbunden werden kann.
Betrachten wir dann zwei beliebige Punkte in U, die mit (xg,yo) durch die
Kurven 71, 72 verbunden sind, kénnen wir diese durch die verkniipfte Kurve
Yy 1~ verbinden.

Des Weiteren ist die Strecke
S={@y eR|z=0,yc(0,m}=1{0}x(0,m)CU

und man sieht leicht, dass wir beliebige Punkte in S miteinander verbinden
koénnen.
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Verwenden wir diese beiden Erkenntnisse miissen wir nur noch zeigen, dass
jeder beliebige Punkt in U mit einem Punkt in S verbunden werden kann.
Haben wir dann zwei Punkte v, w; € U, welche durch die Kurven v, y2
mit zwei punkten vg,wy € S verbunden werden, so gibt es eine Kurve 7y,
die vg und wg verbindet und wir kénnen vq, wy durch z.B. 5 lfyofyl verbinden.

Um dies zu zeigen betrachten wir (x,y) € U fest. Fiir x = 0 gibt es nichts zu
zeigen, weshalb wir 2 # 0 annehmen. Wir wissen sofort, dass y — 22 € (0, 7)
sein muss und wir definieren die Kurve

v:[0,2] — R?
ts (o —t, (. —t)> + (y — 2?))
von der man nun leicht fiir alle ¢ € [0, z] tberpriifen kann, dass

Y(t)y — ()2 =y —2* € (0, )

ist, womit ([0, z]) C U gilt. Man sieht auch leicht, dass ~ stetig ist, und
dass v(0) = (x,y) und v(z) = (0,y — x?) € S ist, womit v den Punkt (z,y)
mit einem Punkt in S verbindet. Die Aussage folgt dann aus den vorherigen
Uberlegungen. g.e.d.

Wir wollen dieses Ergebnis verwenden um die folgende Differentialgleichung
auf U zu behandeln

sin(y — 2?) — 2% cos(y — 2?)  wcos(y —x?) , 0

sin(y — 2?) 2¢/sin(y — 2?)

A Priori sieht diese Differentialgleichung sehr kompliziert aus. Allerdings
hat diese Differentialgleichung die Form einer exakten Differentialgleichung.
D.h. falls wir zeigen kénnen, dass sie eine Potentialfunktion besitzt, konnen
wir daraus wie gewohnt Losungen konstruieren.

Behauptung. Die Differentialgleichung p(x,y) + q(z,y)y’ = 0 mit

2

sin(y — z2) — 22 cos(y — 2?) xcos(y — x?)

p(x,y) = ) Q(xvy) =

sin(y — z2?) 24/sin(y — z?)

ist exakt.

Beweis. Als erstes sehen wir, dass p und g fiir alle (z,y) € U wohldefiniert,
reell und sogar stetig sind, da dort sin(y — 2?) > 0 ist. Unser iibliches Vor-
gehen der Konstruktion einer Potentialfunktion durch Integration wird aber
durch die komplizierte Form von p und ¢ in diesem Fall zu nichts fiihren.

Stattdessen betrachten wir den Zusammenhang zu konservativen Vektorfel-
dern. Wir betrachten dazu das Vektorfeld

E:U—=R? (z,y) — (p(z,9), qlz,y))
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In der Vorlesung wurde diskutiert, dass die Differentialgleichung

p(z,y) +a(z,y)y =0
genau dann exakt ist, wenn E konservativ ist. Insbesondere ist ein Potential
f fiir £ auch eine Potentialfunktion fiir die Differentialgleichung und vice
versa.

Des Weiteren wissen wir bereits, dass, falls F konservativ mit Potential
f ist, dann fiir jede Kurve v : [a,b] = U

[y (Elds) = F(+(5)) — f(+(a))

gelten muss. Wir wollen dies benutzen um ein Potential fiir £ zu finden,
da wir dann automatisch auch eine Potentialfunktion fiir die Differential-
gleichung haben. Fiir die Integration wollen wir Kurven wéhlen, auf denen
y—x? konstant ist, da dann die trigonometrischen Terme in p und q ignoriert
werden kénnen und wir héchstens Polynome integrieren miissen. Dazu wah-
len wir die Kurven dhnlich zum vorherigen Beweis. Sei (x,y) € U beliebig,
dann ist a :=y — 22 € (0,7) und die Kurve

Ya 1 [0,2] = U
ts (t,t2 4 a)

verbindet die Punkte (0,a) € S und (z,y). Insbesondere ist entlang dieser
Kurve y — 22 = a = konst. und es gilt

| (@) = [ e
_ /x <Sin(a) — % cos(a) 1+ t cos(a) .2t> dt
i )

sin(a) 24/sin(a

_[*( sin(a) 7t2cos(a) tQCos(a)>
_/0 <\/sin(a) \/sin(a)Jr sin(a) at

_ [* sin(e) sin(e) 0
~Jo fsin(a) \/sin(a)x
Mit dem Ansatz in( 2)
_ sin(y — o
flzy) = sin(y — xQ)x

hat dieses Ergebnis genau die Form die wir oben als notwendige Bedingung
festgestellt haben. Wir iiberpriifen nun leicht, dass f wirkliche ein Potential
flir F ist. Tatsachlich ist f auf U stetig differenzierbar mit

Ouf(z,y) =

sin(y — 22 —2z cos(y — x2
(y ) 2 (y ) =p(x,y) = Ex(x,y)

sin(y — x?) 24/sin(y — x?)
cos(y — z?)

Oy f(z,y) =2 =q(z,y) = By(z,y)

2¢/sin(y — x?)

45



womit die Differentialgleichung exakt ist. q.e.d.

Um Loésungen zu finden erinnern wir uns daran, dass fiir eine exakte Diffe-
rentialgleichung mit Potentialfunktion f jede Losung y die Gleichung

[z, y(x) = c

fiir ein 0 < ¢ € R erfiillen muss. Wir haben also

sin(y — 22 |
flz,y) = (y;)x = y/sin(y — 22)z = ¢

sin(y — x

Fiir ;—22 < 1 hat dies die Losung

2 . ?
Yy = x° + arcsin 2

Sonst existieren keine Losungen in U. D.h. jede Losung der Differentialglei-
chung hat die Form

Yo : (c,00) & R
2
2 . c
T — x° 4 arcsin <2>
x
fir ¢ > 0 oder
Y 1 (—00,—c) = R
2
2 €
x — x° -+ arcsin <2>
x
fir ¢ < 0.

Aufgabe 2. (Oberflichenintegrale 1)

Die restliche Serie wollen wir uns mit der Integration iiber Oberflichen im
R3 beschéiftigen. Dazu betrachten wir (die Mannigfaltigkeit)

M = {(a:,y,z) € R?| ysin(z) = zcos(as)}

Wir fragen uns zunéchst, wie die Schnitte von M mit den Ebenen, die Par-
allel zur y — z—Ebene sind (also = konst.), aussehen.

Im Fall x = § + 7k (k € Z) gilt fiir diese Schnitte ysin(z) = 0=y =0

(da hier sin(x) # 0) und z € R beliebig. Es handelt sich also um Geraden
parallel zur y— Achse.
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In allen anderen Fillen gilt fiir die Schnitte
ytan(z) = z

wobei es sich um Geraden parallel zur y — z—Ebene mit "Anstieg’ tan(z)
handelt. (Anstieg im Sinne einer Linearen Funktion z(y))

Als néchstes wollen wir eine Parametrisierung von M betrachten.

Voraussetzung. Sei
©:R* > M
(t,s) — (t,scos(t),ssin(t))
Behauptung. ¢ ist eine Parametrisierung fiir ganz M.

Beweis. Wir iiberpriifen zuerst ob ¢ tatséchlich nach M abbildet. Fiir (¢, s) €
R? beliebig gilt

©y(t, s)sin(t) = scos(t)sin(t) = (¢, s) cos(t)

Als néchsten tiberpriifen wir, ob wir ganz M mit ¢ erreichen (d.h. ¢ ist sur-
jektiv). Fir (z,y,2) € M gilt ysin(z) = 2z cos(x). Wir setzen als erstes fest
t=w. ImFallz =t = § + 7k (k € Z) setzen wir s = sy Des Weiteren
gilt in diesem Fall, dass y = 0 sein muss.

In allen anderen Féllen setzen wir s = cosyﬁ’ wobei dann z = tan(z)y gelten
muss. Aus der Definition von M folgt insbesondere, dass beide Definitionen
fir s, dort wo beide wohldefiniert sind, ibereinstimmen.

In jedem Fall folgt daraus, dass ¢(t,s) = (z,y, z) ist. Zusitzlich iiberlege
man sich leicht, dass ¢ sogar injektiv (und damit bijektiv) ist. Dies sieht
man einerseits daran dass fiir p(t1,s1) = @(t2,s2) aus der ersten Kompo-
nente sofort ¢; = to folgt und andererseits aus der zweiten oder dritten
Komponente dann s; = sy folgt.

Des weiteren sieht man leicht, dass ¢ stetig differenzierbar ist mit
Opp(t,s) = (1, —ssin(t),scos(t));  Osp(t,s) = (0, cos(t),sin(t))

Betrachten wir Linearkombinationen \10;p(t, s) + A20sp(t, s) = 0, folgt aus
der ersten Komponenten sofort A\; = 0 und damit, da sin und cos nicht
gleichzeitig = 0 sein kénnen auch Ay = 0, womit beide Vektoren iiberall
linear unabhéingig sind. q.e.d.

Wir erhalten entsprechend die Fléchenelemente
o,(t,s) = Owp(t,s) x Osp(t,s) = (—s sin?(t) — s cos?(t), —sin(t), cos(t))
= (—s, —sin(t), cos(t))
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und
lo,(t,s)||* = s* + cos(t)® +sin(t)? = s* + 1

Wir berechnen fiir die Funktion

f:R* =R

—z?
(,y,2) = ——

3
(1+y?+2%)2

das Oberflachenintegral iiber M. Es gilt, da ¢ ganz M parametrisiert, nach
Definition

[, gdo = [ g0 = [ set. ot ) lar )

—¢2 5
V1
- ¢ ik ~d(t, 5)
B2 (1 4 52 cos?(t) + s2sin?(t))2
e_t2
= ——dA\(t
R2 1+ 52 (t,5)

Da alle auftretenden Terme positiv sind erhalten wir mit dem Satz von

Tonelli
—t2
e 2 1
do = ——dtds = —t dt/ —d
/Mfa /]1&/1&1-%52 s /Re R1+825

Ersteres identifizieren wir als Gauf-Integral mit [ e~*dt = /7. Bei letate-
ren erinnern wir uns daran, dass die Substitution s = tan(z) zu der Stamm-
funktion arctan fithrt. Damit erhalten wir

/M fdo = \/E/R 1_:82ds = ﬁslggo (arctan(s) — arctan(—s))
~va(5-(-5)) = var =t

2

Aufgabe 3. (Oberflichenintegrale 2)

Wir machen direkt weiter mit Oberflichenintegralen. Und zwar wollen wir
eine Allgemeine Formel fiir die Mantelfliche eines Rotationskorpers aufstel-
len.

Voraussetzung. Es sei I ein offenes Intervalle, f : I — (0, 00) differenzier-
bar und definiere

M = {(m,y,z) ER¥ Y+ 22 = f(l‘)Q}

Zur Erinnerung: Bei M handelt es sich um die Oberflache eine Rotations-
korpers um die z—Achse, also einen Zylinder mit verdnderlichen Radius,
welcher von f vorgegeben wird.
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Behauptung. Die Oberfliche von M ist durch
27r/f 1+ (f1(t))2dt

gegeben.

Beweis. Wir iiberlegen uns zunéchst wie wir M parametrisieren konnen.
Man iiberzeuge sich leicht, dass die Mantelfliche eines Zylinders der Lange
L :=[(I) mit Radius R um die z—Achse durch
I x(0,27) — R3

(z,¢) = (z, Rcos(p), Rsin(y)))
angegeben werden kann. Streng genommen parametrisieren wir damit nicht
die gesamte Mantelfliche des Zylinders, aber die Punkte die wir so nicht
erreichen bilden nur eine Nullmenge, weshalb dies fiir die Integration nicht
problematisch ist. Entsprechend erhalten wir eine Parametrisierung von M
indem wir den variablen Radius beachten durch

Y Ix(0,2m) = M

(z,¢) = (2, f(x) cos(p), f(x) sin(y)))

Wir zeigen nun wie zuvor, dass es sich bei ¢y um ein parametrisiertes Fla-

chenstiick handelt. Mithilfe des Trigonometrischen Pythagoras (cos?(x) +
sin?(x) = 1Vx € R) sieht man leicht, dass ¢ wirklich nach M abbildet.

Wie schon bereits besprochen ist 1 nicht surjektiv. Man iiberzeuge sich
aber leicht, dass lediglich die Kurve ¢ — (t, f(¢),0) fehlt, die zum Oberfl4-
chenintegral aber keinen Beitrag liefert. Des Weiteren sieht man durch die
Voraussetzung an f, dass ¢ differenzierbar ist und wir erhalten

Out(x, ) = (1, f'(x) cos(), f'(x) sin(¢)))

und
9.0 (z, ¢) = (0, — f(2) sin(y), f(z) cos(p))).

Da f nach Voraussetzung nicht-null sein kann, folgt analog zur letzten Auf-
gabe, dass diese Vektoren tiberall linear unabhéngig sind. Damit konnen wir
nun die Oberflachen-Elemente berechnen. Wir finden

oy(z, ) = 0 (z, )xagow( ®)
= (f(2)f'(x) cos®(¢) + f(x) f'(z)si
= (f(@)f'(x), —f(x) cos(p), — f(x) sin(p))

und damit
oy (z, )| = \/f(%)?(f’(fv))2 + f(2)% cos?(p) + f(x)?sin*(p)
— f@)/(F @) +1
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wobei wir wieder benutzt haben, dass f nicht-negativ ist. Da dies stets
positiv ist finden wir mit dem Satz von Tonelli die Oberflache

/<w_/da—ﬁﬂmﬂww PIldrN2(z, )

—//% (2))? +1d<pdw—27r/f W (f(x))2 + 1dx

q.e.d.

Aufgabe 4. (Oberflaichenintegrale 3)

Zum Schluss wollen wir unser vorheriges Ergebnis benutzen um zu sehen,
dass es Korper gibt, die ein endliches Volumen, aber eine unendliche Ober-
fliche haben. Wir betrachten dazu wie in Aufgabe 3 einen Rotationskorper

R = {(w Y, 2 GR?"y +22< 1,33>1}
Die Oberfliche von R setzt sich aus der Mantelflache
M = {(z,y,2) € R y* + 2* = [(2)?}
mit f:(1,00) = R, z — 1 und der Grundfliiche O zusammen.

Behauptung. R hat eine unendliche Oberfliche.

Beweis. Es reicht aus die Mantelflache zu betrachten, da die Grundfléche of-
fensichtlich endlich ist. Fiir die Mantelfliche erhalten wir mit der vorherigen
Aufgabe, da f auf (1,00) stetig differenzierbar ist, die Oberflache

/da—27r/f +1dm—27r/001\/1+

2/ fd:C—ln ’1 =00
1z

wobei wir die Monotonie des Integrals ausgenutzt haben. g.e.d.
Entsprechend wollen wir noch zeigen, dass das Volumen von R endlich ist.
Behauptung. R hat endliches Volumen.

Beweis. Fiir die Berechnung des Volumens benutzen wir das Ergebnis aus
Serie 01 Aufgabe 4. Dort haben wir mithilfe des Prinzip von Cavalieri gezeigt,
dass das Volumen eines Rotationskorpers K (analog definiert zu R) durch

3(K) :W/If(:):)Qd:r

gegeben ist. In unserem Fall ergibt das

1 1
)\3(R):7T/ 2dm—7r<—>‘oo—7r<oo
1z z)h

g.e.d.
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Serie 08: Oberflachenintegrale II

Bemerkung zu Flichen im R?

Sowohl in der Vorlesung als auch im Seminar wurde bereits das Konzept von
gekriimmten Flachen (dabei meinen wir zweidimensionale Unter-Mannig-
faltigkeiten des R®). Bisher konnten wir dabei alle Flichen (bis auf Null-
Mengen) mit einer einzigen Karte ¢ parametrisieren.

Leider ist dies im Allgemeinen nicht méglich (nicht mal bis auf Null-Mengen).
Stattdessen muss man im Allgemeinen eine Familie von kompatiblen Kar-
ten, einen s.g. Atlas, fiir eine Fldche betrachten. In diesem Fall wird auch
die Integration iiber diese Flachen komplizierter als der in der Vorlesung
betrachtete Fall.

Im Laufe dieser Serie werden wir an zwei Stellen Aussagen iiber allgemeine
Fléchen aufstellen und beweisen. D.h. wir wissen in diesen Féllen nicht wie
viele Karten ein Atlas fiir diese Fldchen mindestens enthalten muss. Da wir
mit unserem bisherigen Wissen den Fall, dass wir mehr als eine Karte brau-
chen, nicht behandeln kénnen werden wir im Folgenden annehmen, dass die
betrachteten Flachen durch eine einzige Karte parametrisiert werden kon-
nen. Die Aussagen gelten aber auch allgemeiner.

Bemerkung zu Tangential-Ebenen und Normalenvektorfelder
von Flachen

Des Weiteren betrachten wir in Aufgabe 3. dieser Serie orientierbare Fla-
chen. Dieses Konzept wollen wir kurz ein wenig mehr beleuchten. An dieser
Stellen wollen wir sogar ein wenig weiter ausholen um das Gesamtbild besser
zu verstehen.

Bevor wir iiber eine Orientierung reden kénnen iiberlegen wir uns was eine
Tangente an einer Fléche ist.

Definition (Tangentenvektor und Tangential-Ebene).
Sei M eine Fliche im R3 und p € M ein Punkt der Fliche. Wir nennen
v € R? einen Tangentenvektor zur Fliche M am Punkt p, Falls es eine

differenzierbare Kurve
y:I =M

(I ein offenes Intervall s.d. 0 € I) gibt, s.d. 7(0) = p und 7/(0) = v ist. Die
Menge aller Tangentenvektoren nennen wir die Tangential-Ebene T),M zur
Flache M am Punkt p.
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Bemerkung.

(i) Da die Ableitung eine lineare Operation ist, kann man sich leicht tber-
zeugen, dass Linearkombinationen von Tangentenvektoren an einem
Punkt wieder Tangentenvektoren an diesem Punkt sind.

(ii) Man kann sogar zeigen, dass T, M einen zweidimensionalen Vektor-
raum bildet. Wir kénnen uns die Tangential-Ebenen, der Intuition
entsprechend, also als R? vorstellen.

(iii) Die Tangential-Ebenen T, M, T,, M von zwei verschiedenen Punkten
p1,p2 € M sind als vollkommen unabhéngig zu verstehen. Stellen wir
sie uns als Ebenen im R? vor schneiden sie sich zwar in der Regel, aber
es ist nicht sinnvoll Tangentenvektoren von verschiedenen Punkten der
Flédche M miteinander zu vergleichen.

Definition (Normalen und Normalenvektorfelder).

Sei M wieder eine Fliche im R3 und T,M die Tangential-Ebene zu einem
Punkt p € M. Dann ist der Vektor n € R? normal zur Fliche M am Punkt
p, falls [|[n]| = 1 und n orthogonal zur Ebene T),M steht, d.h.

(n|v)y =0Yv € T,M
Das Vektorfeld

n:M—R?

p — n(p) =:ny

heifit Normalenvektorfeld, falls fiir alle p € M, n, normal zur Fliche M bei
p steht.

Wir nennen ein stetiges Normalenvektorfeld Orientierung von M. Falls fiir
M eine Orientierung existiert nennen wir M orientierbar.

Bemerkung.

(i) Nicht jede Fliche ist orientierbar. Das wahrscheinlich bekannteste Bei-
spiel einer nicht orientierbaren Fléche ist das Mobius Band, welches
wir im Seminar besprechen werden.

(ii) Die meisten Flachen die wir besprechen sind orientierbar, z.B. die
Oberflachen von Kugeln.

(iii) Man kann sich leicht iiberlegen, dass es zu jeden Punkt in der Flache
nur zwei Normalenvektoren gibt. Man kann allgemeiner zeigen, dass
fiir eine orientierbare Fliache M mit Orientierung n, —n ebenfalls eine
Orientierung ist und es keine weiteren Orientierungen gibt, vorausge-
setzt M ist (weg-)zusammenhéngend.
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Aufgabe 1. (Integrierbarkeit iiber Fliachen 1)

Voraussetzung. Wir betrachten eine Fliche M C R3 mit endlichen Fli-
cheninhalt A = [, do < oo und eine beschrankte Funktion f : M — R, d.h.
|f| < K fir ein K € R.

Wie auch bei reellen Integralen (also Integralen tiber R) gibt es bei der Inte-
gration iiber Flachen (bzw. Mannigfaltigkeiten) die Problematik, dass Inte-
grale unter Umsténden nicht wohldefiniert sein kénnen. Allerdings kann man
sich bereits im einfachen Fall leicht davon iiberzeugen, dass reelle Integrale
von beschriankten Funktionen iiber beschrinkte Gebiete dieser Problematik
nicht unterliegen. Wir wollen dies nun verallgemeinern.

Behauptung. f ist iber M integrierbar und es gilt

’ /M fdo

Beweis. Wir betrachten dazu das Integral von |f| iber M. Aulerdem wollen
wir die Monotonie und die Dreiecksungleichung fiir Oberflachenintegrale ver-
allgemeinern. Wie in der Bemerkung am Anfang der Serie erldutert nehmen
wir an, dass M vollstindig durch eine Parametrisierung (V' C R? offen)

< KA

p:V-M

abgedeckt wird. Entsprechend existiert iiberall das Oberflaichenelement o,
und wir kénnen zeigen

[, 1= [ 1f1der = [ rouliopmia < & [ lo01ae)
=KA

wobei wir die uns bereits bekannte Monotonie fiir reelle Integrale benutzt
haben. f ist demnach iiber M integrierbar. Wir zeigen die gewiinschte Un-
gleichung durch Anwendung der bekannten Dreiecksungleichung

’/ fdo /fda

[ 5@ lraollar
< [ 17e®)llop®)1dx?(0) < K

q.e.d.
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Aufgabe 2. (Integrierbarkeit iiber Fldchen 2)

Als néchstes wollen wir die Integrierbarkeit von Vektorfeldern betrachten.
Voraussetzung. Es sei
E:R*= R

(z,y,2) = (1,0,0)

1+ 22
und M = {(z,y,2) € R¥| 2? +y> = 1}.
Behauptung. E ist dber M integrierbar.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass es sich bei M um einen, in diesem
Fall unendlich langen, Zylinder um die z—Achse mit Radius 1 handelt. Wir
wissen auflerdem bereits, dass M, bis auf eine Gerade durch

e:Rx(0,2r) = M
(2,0) — (cos(),sin(6), z)

parametrisiert werden kann. Da das Integral, welches wir betrachten wollen,
die Gerade nicht sieht, konnen wir dies als Parametrisierung von ganz M
auffassen. Wir erhalten analog zu der letzten Serie das Oberflichenelement

0,(2,0) = 0,0(2,0) x Ogp(z,6) = —(cos(#),sin(h),0)
Damit ergibt sich

— | cos(6)]
/Rx(o,%) ’<E((p(z’ 0))lo,(2, 0)>|d)‘2(z’ 0) = /RX(O,QW) 14 22 d/\2(279)

Da der Integrand nach Konstruktion stets positiv ist finden wir mit dem

Satz von Tonelli 2 |
4 cos
= d@d
/ / 1+ 22 “

Fir das 6 Integral sehen wir sofort

2w 27
/ | cos(0)|df < df =21 < 0o
0 0

Fiir das z—Integral finden wir analog zur vorherigen Serie die Stammfunk-
tion arctan und damit

=1 <00

T2 dz = zll)ngo (arctan(z) — arctan(—z)) =

|y
no|

Insgesamt ist das Integral iiber |(E o p|o,)| also endlich und E ist iiber M
integrierbar. q.e.d.
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Nachdem wir die Integrierbarkeit sichergestellt haben wollen wir noch das
Integral von F iiber M berechnen. Analog zu oben finden wir dafiir

[l = [ (B0l 0N (=, 0)

_ / COS@ dN2(z,0)
Rx(0,27) 1 + 2

Da wir bereits gezeigt haben, dass dies integrierbar ist konnen wir den Satz
von Fubini anwenden und finden

1 2m
/M (E|do) = — /R mdz/o cos(0)dd = —m-0=0

Aufgabe 3. (Orientierbare Flichen)

Zum Abschluss betrachten wir den Zusammenhang zwischen dem Fléachen-
elementen und Normalenvektorfeldern auf orientierbaren Flachen.

Voraussetzung. Sei M eine orientierbare Fléche mit Orientierung n, d.h.
ein stetiges Vektorfeld welches iiberall normiert ist und senkrecht zur Fléache
steht. Sei auflerdem FE ein Vektorfeld auf M.

Behauptung.

/M (Eldo) = /M (Eln)do

Beweis. Geméafi der Bemerkung am Anfang nehmen wir an, dass M vollstan-
dig durch eine Karte ¢ : V.— M, V C R? offen, parametrisiert werden kann.
Des Weiteren kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass M (weg)zusammenhéngend
ist. Ist M nicht zusammenhéingend so kann das folgende Argument jeweils
flir die Zusammenhangskomponenten gemacht werden.

Aus diesen Annahmen folgt, dass die einzigen beiden moglichen Orientie-
rungen von M durch n und —n gegeben sind. Als néchstes betrachten wir
die Flichenelemente o, und ||o,||. Nach Definition sind v; := 01¢ und
vg := Oz iberall linear unabhdngig, womit iiberall o, # 0 gelten muss.
AuBlerdem sind fiir t € V' die Vektoren v1(t) und vy(t) tangential zur Fliache
am Punkt ¢(t) € M womit

Oyp = U1 X U2

iiberall senkrecht zur Fliache steht. Ausgehend davon kann man sich leicht
iiberzeugen, dass es sich bei

Nelt)) = szggll

95



um ein stetiges Normalenvektorfeld auf M, also eine Orientierung, handelt.
Wir kénnen daher 0.B.d.A. annehmen, dass N = n bzw. o, = n||o,|| ist. An-
sonsten konnen wir dies immer erreichen indem wir die Koordinaten von ¢
vertauschen, wodurch sich im Kreuzprodukt ein Minus ergibt. Wir nennen
eine Parametrisierung, die dies erfiillt, auch orientierte Parametrisierung.
Fiir unsere Behauptung ergibt sich daraus aus den Definitionen der Ober-
flichenintegrale

], (Flao) = [ (Blao) = [ (B(e0)lop1)) X ()
(E(@O)In(e(0) oo 0)]a3 ()
(Eln) (0 |7 O1X0) = [ (Bln)do

Il Il
—

|4

g.e.d.

Zum Schluss wollen wir dieses Wissen benutzten um das folgende Oberflé-
chenintegral zu berechnen. Es sei M = 9B1(0) =: S? ( 2 da es sich hier um
eine zweidimensionale (Unter)Mannigfaltigkeit handelt) die Einheitssphére
im R3 und das Vektorfeld E gegeben durch

E:S* 5 R?
. x

e 2
[|[|3

Man denke z.B. an die Kraftfelder, welche von Punktmassen/-ladungen er-
zeugt werden. Wir wollen fiir diesen Fall das Oberflichenintegral berechnen.
Man iiberzeuge sich leicht, dass S? orientierbar ist mit Orientierung

x

n(x) = m

Aus der zuvor gezeigten Aussage folgt damit

| (Blde) = [ (Em)do

wobel
(E@)n(x) = <|,:C’,”f> - o

fiir alle z € S? ist. Da ||z|| auf S? nach Definition auflerdem stets 1 ist und
wir die Oberfléche der Sphére bereits kennen, ergibt sich

/M (E\do) = /M ldo =4nm
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Serie 09: Komplexe Differenzierbarkeit und Wegin-
tegrale

Bemerkung zu Komplexen Zahlen

In der Vergangenheit haben wir fiir komplexe Zahlen z € C immer die Dar-
stellung z = 21 + izo gewahlt. Dabei ist 4, definiert durch i® = —1, die
imagindre Einheit, z; = Re(z) € R der Realteil und zo = Im(z) € R der
Imaginérteil von z.

Hierbei ist es wichtig zu verstehen, dass Real- und Imaginéarteil als unab-
héngig voneinander zu sehen sind. D.h. zwei komplexe Zahlen z,w € C
sind genau dann gleich, wenn sowohl ihre Realteile als auch Imaginéarteile
iibereinstimmen:

z = w <= Re(z) = Re(w), Im(z) = Im(w)

Dies motiviert die hdufig verwendete geometrische Darstellung der komple-
xen Zahlen in der s.g. Gaufischen Zahlenebene: Da sich jede komplexe Zahl
offenbar durch zwei unabhéngige reelle Zahlen charakterisieren léasst, konnen
wir uns C also wie einen R? vorstellen. Dabei identifizieren wir die Vektoren
e1, ez der Standardbasis vom R? mit 1 4 i0 bzw. 0 + 1. Daraus ergibt sich
eine (lineare) eins-zu-eins Korrespondenz zwischen Vektoren in der Ebene
und komplexen Zahlen mit

a+ib e C +— (a,b) € R?

Wie auch reelle Zahlen lassen sich komplexe Zahlen addieren (subtrahieren)
und multiplizieren (dividieren). Es ergeben sich daher folgende 'Rechenre-
geln’

Vz,we C

o 2+ w= (21 +wy)+i(ze + wq)
o z-w= (21 +1iz) - (w1 + iwy) = (z1w1 — 22w2) + i(z1wa + z2w1)
® Z =21 +izy:= 21 —izy (komplexe Konjugation, manchmal auch z*)

2Z = |2]? := 23 + 23 (Betrag)

Falls 2 # 0

Falls 2 #0:  w/z=w-2"!
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Die Addition lisst sich direkt auf die Darstellung im R? iibertragen. Die
komplexe Konjugation entspricht einer Spiegelung an der x—Achse und der
Betrag entspricht der euklidischen Norm. Das Produkt zwischen komplexen
Zahlen lisst sich allerdings nicht ganz so direkt auf den R? iibertragen.

Wir betrachten daher die Koordinatendarstellung von z - w, also den
(Spalten-)Vektor, wobei wir z jetzt als fest ansehen.

Z1W1 — 22W2 21 —z2 Z1 —Z2 w1
= w]. + U}Q =
21W2 + zZoW1 29 21 29 21 W9

Wir kénnen uns also die Multiplikation der komplexen Zahl z an ein belie-
biges w als Matrixmultiplikation von einer reellen Matrix der Form

(5

von links an einen Spaltenvektor vorstellen. Geometrisch entspricht dies ei-
ner Drehstreckung. Spater werden wir sehen, dass sich bei der Multiplikation
von komplexen Zahlen sich ihre Phasen (Winkel zur reellen Achse) addieren
(—Drehung) und ihre Langen multiplizieren (—Streckung).

Aufgabe 1. (Komplexe Differenzierbarkeit)
Im Anschluss an die Bemerkung untersuchen wir die folgende Aussage.

Voraussetzung. Sei A = (a;;) € R?*? und definiere die R-lineare Abbil-
dung

TA:(C—>(C
=(2)=(2)
z9 z9

Ta(z 4+ Mw) =Ta(z) + \Ta(w) Vz,we Cund YA € R

R-linear bedeutet, dass

Behauptung. Die Abbildung T4 ist C-linear

— A= ( @ —b )
b «a
wobet a = a1 = asg und b = as; = —aqa sein soll.

C-linear bedeutet analog, dass

Ta(z+&w) =Ta(z) + Ta(w) Vz,w € C und V€ € C
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Beweis. Wir identifizieren wie in der Bemerkung beschrieben C mit R?
durch

a+ibeC<—><Z>eR2

Entsprechend ist Vz € C

Ta(z) = A-z = 21011 + 22012
z1a21 + 22022

Wenn A die oben geforderte Form hat kénnen wir die Matrixmultiplikation
mit A, gemif der obigen Bemerkung, mit der Multiplikation mit w = a + b
identifizieren. D.h. T4(z) = w - 2 Vz € C, was offensichtlich eine C-lineare
Abbildung ist.

Ist T4 hingegen eine C-lineare Abbildung, so ist

TA(l) = TA(l + ZO) = ay1 +iaz
= Ty(i) = Ta(0+il) = a12 + iage
=1iT4(1) = —ag1 + ta1

womit die Aussage folgt. g.e.d.

Wir wollen dieses Ergebnis benutzen um den Zusammenhang zwischen kom-
plexer und reeller Differenzierbarkeit herzustellen.

Voraussetzung. Sei U C C nichtleer und offen, und f : U — C. Setze
Re(f) = v und Im(f) = v. Sei aulerdem zy € U beliebig.

Behauptung. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) f ist komplex differenzierbar in z.
(ii) f ist reell differenzierbar in zy und D f(zg) ist C-linear.

(iii) f ist reell differenzierbar in zo und es gelten die Cauchy-Riemann Dif-
ferentialgleichungen

Oru(20) = Oyv(20), Oyu(zp) = —0,v(20)

Beweis. Wir argumentieren zuerst (i) < (i¢). f ist genau dann komplex
differenzierbar in zg, wenn da € C s.d.

f(2) = f(20) + a(z = 20) + o(|z — 20])

fiir z € U. Wir identifizieren a mit der C-linearen reellen Matrix A € R?*?
und C mit R2. Damit ist die vorherige Aussage dquivalent zu

f(2) = f(z0) + A(z = 20) + o([|z = 20l])
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mit A C-linear & f ist (reell) total differenzierbar in zp mit Df(z9) = A
C-linear.

Wir zeigen nun noch (i7) < (ii7). Aus der vorherigen Aufgabe folgt, dass
Df(z0) genau dann C-linear ist, wenn D f(zp) = A die Form a7 = agy und
a19 = —a91 hat. Da

A pyta - (Gt )

gilt, ist dies dquivalent zu den Cauchy-Riemann Differentialgleichungen.
g.e.d.

Zum Schluss wollen wir dies fiir die Funktion
f:C—=C, (z+iy) — 2%y +iz%y?

anwenden. Offensichtlich ist sie reell differenzierbar. Wir betrachten daher
die Cauchy-Riemann Differentialgleichung. Wir finden

Opu(x + iy) = 3x2y? = dyv(x + iy) = 3x?y?
Oyu(z +iy) = 22y = —0pv(z + iy) = —2xy°

Wiéhrend erstere tiberall erfiillt ist, gilt letztere nur falls z oder y Null ist,
also auf den Koordinatenachsen. Dementsprechend ist f dort komplex dif-
ferenzierbar. Allerdings ist f niemals holomorph, da es keine offene Menge
U C C gibt, auf der f komplex differenzierbar ist.

Aufgabe 2. (Holomorphe Funktionen und Wegintegrale)

Wir bleiben beim Begriff der Holomorphie.

Voraussetzung. Sei ( =a +ib € C (a,b € R) und betrachte die Funktion

1
:C —C - —
Y e T,
Wie zuvor setzen wir u, v fiir Real- und Imaginérteil von f.
Wir solche Funktionen noch 6fters betrachten.

Behauptung. f ist auf C\ {C} holomorph.

Beweis. Zunéchst argumentieren wir, dass der betrachtete Definitionsbe-
reich eine offene Teilmenge von C ist. Dies folgt direkt daraus, dass {(} € C
als einzelner Punkt abgeschlossen ist, da das Komplement einer abgeschlos-
senen Menge immer offen ist. Insbesondere ist hier f wohldefiniert, da die
Singularitit bei z = ¢ ausgeschlossen wurde. Fiir z # ( iiberpriifen wir die
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Cauchy-Riemann Differentialgleichungen.
Dazu bestimmen wir mit Hilfe der in der Bemerkung aufgefithrten Rechen-
regeln zunéchst u,v. Fir z = x + iy # ¢ gilt

. 1 _ roa —i v-0
fla+iy) = (z—a)+ily—b) (z—a)?+(y—b2 (r—a)+(y—b)?

L u(z,y) + iv(z,y)

also

r—a _ y—b
R TR M N Ry R

u(m, y) = (

Da die Nenner auf dem angegebenen Definitionsbereich niemals 0 werden
konnen sind diese Funktionen stetig differenzierbar. Wir finden fiir die par-
tiellen Ableitungen

(-9 —(a—a)?
896“(56’ y) - ((a - IL‘)2 + (b B y)2)2
(b—9)? — (a— )’
) = s gy Y
 2@—a)y-b)
W) =t (= b
Opv(z,y) = 2z —a)y ) = —0yu(x,y)

((a —2)2 + (b—y)*)?*

Die Cauchy-Riemann DGIs sind also {iberall auf dem offenen Definitions-
bereich von f erfillt und da f dort reell differenzierbar ist, ist sie sogar
holomorph. q.e.d.

Als néchstes wollen wir das komplexe Wegintegral von f entlang 0Br((),
R > 0, berechnen. Wir fassen dies als (vektorwertiges) Wegintegral im R?
auf. Wir parametrisieren 0Bg(() zunichst gegen den Uhrzeigersinn. Dazu
nehmen wir die uns bereits bekannte Parametrisierung eines Kreises und
verschieben diese zu ( = a + ¢b. Wir haben also

d(p) = (Rcos(p)) + i(Rsin(p)) + a4+ ib = (Rcos(p) + a) + i(Rsin(p) + b)

und
6(¢)' = (—Rsin(p)) +i(Reos()) # 0¥p € R
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Fiir eine Umdrehung finden wir daher das Wegintegral

| #epaz = ™ soteno o)

_ /27r Rcos(p) — iR sin(p)
0 (Rcos(p))? + (Rsin(p))
B /27r Rcos(p) — iR sin(p)

5 (—Rsin(p) + iR cos(p)) dp

2 (—Rsin(p) + iR cos(p)) dp

0
/27r i(R?(cos?(p) + sin(p)))
0 R?

dp = 2mi

Fiir den Umlauf im Uhrzeigersinn ersetzen wir ¢ durch —p. Fiir n Umléufe
ergibt sich

n-2m
/ id(—p) =—n-2mi
0

Zum Vergleich berechnen wir noch das entsprechende reelle Kurvenintegral.
Der Unterschied zur vorherigen Rechnung ist, dass wir hier das Produkt
das Skalarprodukt verwenden, wahrend wir zuvor komplexe Zahlen mul-
tipliziert haben. Mit analoger Parametrisierung finden wir mit g(z,y) =

(u(z,y),v(z,y))

27
Lads= [ ta@@Ie ) s
¢ 0

27
= [ R sinfi) cosli) — B sin() cos(i) dp
2 T
= [ sin(g) o) + sin() cos(ip)) dp = —sin (@)} =0

Wer die oben verwendete Stammfunktion nicht kennt kann dieses Integral
auch mit der Substitution v = sin(p) lésen.

Aufgabe 3. (Komplexe Differenzierbarkeit und harmonische
Funktionen)

Wir machen weiter mit harmonischen Funktionen. Sei U C R? offen und
(weg-)zusammenhéngend und u : U — C zweimal stetig differenzierbar (u €
C2(U)). u heifit harmonisch, falls es die Laplace-Gleichung

Au = 0%u + 8; =0
erfillt.

Voraussetzung. Sei U C C ein Gebiet (offen und (weg-)zusammenhéngend)
und f : U — C holomorph. Bezeichne mit u, v wieder Real- und Imaginéarteil
von f. Wir setzen voraus, dass u,v € C?(U) ist.

62



Behauptung. u und v sind harmonisch.

Beweis. f ist holomorph, also insbesondere komplex differenzierbar auf ganz
U. Damit erfiillen v und v die Cauchy-Riemann-DGls. Es gilt daher

Au = 8§u + 8Zu = 0,0yv — 0y0,v =0
Av = Ogv + 831} = —0,0yu + 0yO,u =0

Fiir den letzten Schritt haben wir jeweils verwendet, dass wir die Reihenfolge
der partiellen Ableitungen mit Hilfe des Satzes von Schwarz vertauschen
konnen, da u,v € C2(U) sind. g.e.d.

Voraussetzung. Sei nun u: R?\ {0} — R mit u(z,y) :=In (\/ch + y2>

Behauptung. u ist harmonisch, aber es gibt keine holomorphe Funktion f
auf C\ {0} deren Realteil durch u gegeben ist.

Beweis. Den ersten Teil der Behauptung iiberpriifen wir direkt. Es sei (z,y) #
0, dann ist u stetig differenzierbar mit

£ Y

Oyu(z,y) = 2+ Iyu(z,y) = 21y

Fiir (z,y) # 0 ist dies abermals stetig differenzierbar und wir finden
x
Au(z,y) = (%cm + %%_Fyz
1 227 1 2y?
TIER @ PP @)
2(2% +9°) = 2(2* + %)
- (22 + 2)2

=0

Offensichtlich ist R?\ {0} offen und (weg-)zusammenhingend. Fiir den zwei-
ten Teil der Behauptung verwenden wir wieder die Cauchy-Riemann DGls.
Angenommen es gibt ein f wie in der Behauptung. Dann muss der Imagi-
nérteil v von f

Opu = Oyv, Oyu = —0,v

erfillen. Integrieren wir die erste Gleichung nach y mit der Substitution
u = y/x finden wir die bereits haufiger aufgetretene Stammfunktion

X

v(z,y) = arctan <y> + c(x)

Man tberpriife leicht, dass dies auch die zweite Gleichung erfiillt, falls ¢(x)
konstant ist. Da f nach Annahme insbesondere stetig ist, muss auch v stetig
auf R?\ {0} sein, allerdings hat v bei = 0 eine Unstetigkeit, womit f nicht
holomorph sein kann. g.e.d.
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Als néchstes untersuchen wir zwei weitere Funktion darauf ob sie holomorph

sind.

(i)

Sei f: C — C mit f(x+ iy) = e®cos(y) + ie”sin(y) (= €*). Offen-
sichtlich ist f reell differenzierbar. Wir betrachten also abermals die
Cauchy-Riemann DGls. Es gilt

Oyu(x,y) = e* cos(y) = Oyv(x,y)

und
8yu($vy) = —e” Sln(y) = —8z’l)<.73,y)

Damit ist f iiberall auf C komplex differenzierbar und damit holo-
morph (sogar ganz).

Sei g: C\ {z € C| Re(z) =0} — C mit

g(x +iy) =1In (\/xQ + y2) + 4 arctan <Z> (= log(z) fiir Re(z) > 0)

Der Definitionsbereich von g ist das Komplement der imagindren Ach-
se. Da diese abgeschlossen ist ist der Definitionsbereich offen. Wir er-
innern uns, dass Real- und Imaginarteil von g mit v und v aus der
vorherigen Teilaufgabe (b)) tiibereinstimmen, wo wir bereits gezeigt
haben, dass diese die Cauchy-Riemann DGIs erfiillen. Da g insbeson-
dere fiir x # 0, was auf dem gegebenen Definitionsbereich erfiillt ist,
reell differenzierbar ist, ist g auf den Halbebenen {z € C| £=Re(z) > 0}
holomorph.

Zum Schluss wollen wir alle ganzen (auf ganz C holomorphen) Funktionen
finden, deren Realteil durch u(z,y) = e*sin(y) gegeben sind und f(0) =0
erfiillen. Dazu integrieren wir die Cauchy-Riemann DGls

Opu = Oyv, Oyu = —0zv

Aus der ersten Gleichung erhalten wir v(z,y) = —e® cos(y) + ¢(z), aus der
zweiten ergibt sich dann

Opv(z,y) = —€” cos(y) + ¢ (x) SR cos(y)

womit ¢(x) = ¢ € C konstant sein muss. Alle Losungen miissen diese Form
haben. Aus der ’Anfangsbedingung’ f(0) = 0 ergibt sich schliefilich

FO)=—i(1+C)=0=C=1

und damit

[z +iy) = e"sin(y) +i(1 — e cos(y)) (= i(1—e))
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Aufgabe 4. (Potenzreihen sind analytisch)

Zum Schluss wollen wir ein Ergebnis von reellen Potenzreihen fiir die komple-
xen Zahlen nachvollziehen. Wir werden zeigen, dass komplexe Potenzreihen,
wo sie konvergieren, beliebig oft komplex differenzierbar sind. Im Seminar
werden wir dann besprechen, dass sie sogar analytisch sind.

Wir werden dafiir Induktion verwenden. Der Induktionsanfang ist die fol-
gende Aussage:

Voraussetzung. Es sei (a,) C C und f(z) = > 02 anz" eine Potenzreihe,
die auf B,(0), p > 0, konvergiert. Es sei dazu

oo
g(z) == Z apnz"1
n=1

eine weitere Potenzreihe.

Behauptung. g konvergiert ebenfalls auf B,(0) und es gilt f' = g auf
B,(0).

Beweis. Fiir den Konvergenzradius verwenden wir eine Formel die wir im
zweiten Semester kennengelernt haben. Es gilt
_ 1
P~ lim sup /|an,|
n—oo
Bezeichne mit R > 0 den Konvergenzradius von g, dann gilt analog

1 1
R = ==
limsup {¢/nla,| limsup {/]a,|¥/n
n—oo n—oo

Wir erinnern uns, dass lim,, . ¥/n = 1 ist, womit R = p > 0 folgt. Fiir den
zweiten Teil der Aussage folgen wir dem Hinweis der Aufgabenstellung. Es

sei
N-1

QN(Z) — Z ZN_k_ICk

k=0
fir ein ( € B,(0). Dies konnen wir als Teleskopsumme schreiben (siehe
geometrische Reihe) und erhalten fir z # 0

N-1 k N
L=/ =g X () == &)

k=0 ‘7

und damit
an(2)(z —¢) =2 = ¢V
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Fir z = 0 folgt dies direkt durch einsetzten. Wir verwenden dies um die
Ableitung von f an der Stelle ¢ € B,,(0) (beliebig) zu berechnen. Es gilt fir
z € B,(0)

FH = O =3 () = (= 0O S tutnl2)
n=0 n=1

Wir setzen nun h(z) := Y 72 angn(2). Wir wollen h weiter untersuchen. Es
gilt

BO) =3 nanc™ = g(Q)
n=1

Des Weiteren ist fiir 0 < |¢| < r < R auf B,(0)

1(2)] = D angn(2)] < D langn(2)] < Y |anlne™ ™
n=1 n=1 n=1

da |gn(2)| < nr™1 gilt, womit h auf B,.(0) konvergent ist. Auf dieser Kreis-
scheibe ist h daher insbesondere stetig und es folgt

7(6) = tim P22 — iy ) = (g) = 900
Da ¢ € B,(0) beliebig war, gilt damit auf ganz B,(0) f' = g. g-e.d.

Wir haben also gezeigt, dass Potenzreihen, dort wo sie konvergieren, k = 1-
mal komplex differenzierbar sind. Wir verallgemeinern dieses Ergebnis durch
den Induktionsschritt:

Voraussetzung. Es sei die Potenzreihe f von oben k£ € N mal komplex
differenzierbar mit

k) > n e n! -
Y92 = nz:%bnz = nz:;ﬁ manz
wieder eine Potenzreihe, welche auf B,(0) konvergiert. Sei auBerdem
- n! n—k—1
gi(2) = nzk;rl manz

eine weitere Potenzreihe.

Behauptung. Die Potenzreihe g, konvergiert ebenfalls auf B,(0) und es
gilt
/
(£9Y () = £ (2) = ()
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Beweis. Wir verwenden das vorherige Ergebnis. Verschieben wir den Index
der Reihen finden wir

f(k)(z) - i (n 'Tt!k)!anﬂczn

n=0

und

—~

n+k)! e = (n+ k)!
L UL

n-ap ezt
(n—1)! n! ik

gk(z) = i

n=1

n=1
Wir kénnen also die zuvor gezeigte Aussage anwenden und finden, dass g
ebenfalls auf B,(0) konvergiert und dort f*+1) = g, gilt. qg.e.d.

Durch Induktion folgt, dass f auf B,(0) beliebig komplex differenzierbar ist

mit
o

n!
F®(2) = Z ———a,2" % VkeN
= (n—k)!
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Serie 10: Komplexer Logarithmus, Cauchy-Integral
und der Identitiatssatz

Bemerkung zur komplexen Polardarstellung
Wir haben in der Vergangenheit bereits hdufiger die s.g. Eulersche Formel
e = cos(y) +isin(y) Vy € R

verwendet. Fiir eine komplexe Zahl z = x 4 iy € C lasst sich daraus der
allgemeine Zusammenhang

e =e" (cos(y) + isin(y))

schlieflen. Erstere Identitdt wir auch verwendet um die Polardarstellung vom
R? auf C zu iibertragen. Wir wissen bereits, dass wir jeden Vektor im R?
durch einen Winkel ¢ und dessen Lange r beschreiben kénnen. In der Regel
wéahlt man dafir die Darstellung

R? 3 u(r, ) = r(cos(i), sin(p))

Den Winkel messen wir dabei vom positiven Teil der z-Achse aus gegen den
Uhrzeigersinn. Entsprechend finden wir fiir C

Coz(r,p) = re'®

Aus den iiblichen Griinden lasst sich damit nicht ganz C problemlos parame-
trisieren, da wir insbesondere fiir ¢ einen offenen Definitionsbereich wollen,
welcher sich unter Beachtung der (27-)Periodizitdt nicht selber schneidet.
In der Regel wihlt man daher ¢ € (—m, ), wodurch die negative Hélfte der
reellen Achse nicht erreicht werden kann.

Aufgabe 1. (Komplexer Logarithmus und komplexe Potenz)

Den komplexen Logarithmus zu konstruieren ist daher leider nicht so direkt,
wie fiir die Exponentialfunktion. In der Vorlesung wurde die folgende Defi-
nition (des s.g. Hauptzweiges) eingefiihrt:

Es Sei f: C_ — C mit f(z) := 1/z. Der Definitionsbereich

C_:=C\ {z € C|Im(z) =0, Re(z) <0}

ist gerade der Bereich von C, der durch die zuvor besprochene Polardar-
stellung parametrisiert werden kann. Wir bezeichnen den Polarwinkel von
z € C_ mit arg(z) und erinnern uns, dass r = |z| > 0 gilt. Wir definieren
dann den komplexen Logarithmus, &hnlich zum reellen Fall, als Stammfunk-
tion von f wie folgt

1
log(z) :/ f(zhd :/ —dz
vy:1l—z y:l—z 2!
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wobei v : 1 — z die Integration entlang einer beliebigen Kurve in C_ von 1
zu z meint.

Behauptung. Aus dieser Definition ergibt sich log(1) = 0 und
log(z) =1In(|z]) + i arg(z) Vze C_

Beweis. Wir verwenden dafiir die Polardarstellung z = re® = |z|e8(), Es
sei z € C_ fest. Da C_ offen und einfach zusammenhéngend ist, folgt aus
Korollar 10.10. aus der Vorlesung, dass wir fiir die Integration eine beliebige
(stiickweise) C! Kurve von 1 =1+ 10 = € zu z = x + iy = re’¥ verwenden
konnen. Des Weiteren folgt aus der Definition sofort log(1) = 0, da in diesem
Fall v:1 — 1 eine geschlossene Kurve beschreibt.

Wir unterteilen die Integration in zwei Stiicke 71 : 1 — 7 und v : r — 2,
wobei die Integration entlang ersterer einem reellen Integral entspricht. Wir

erhalten daher
1 1
/ iz :/ Zdz = In(r) = In(|2])
¥ 1

1:1—=r z x

Fiir den zweiten Teil integrieren wir entlang einer Kurve mit konstantem
Abstand zur 0, d.h. |2/| = konst. = r und erhalten

AP v INNAS (A / Wlfigo/ R 1 .
| 1@ = [T reahedg = [T e e dg — i
Yoir—sz 0 o T
Insgesamt ergibt sich

log(z) = [ f(2")d? —|—/ f(Z")dz =1n(|z|) + i arg(z)

71 72
da ¢ = arg(z). g.e.d.

Wir verwenden dieses Ergebnis um die komplexe Potenz fiir eine beliebige
Basis zu definieren. Analog zum reellen Fall setzen wir fir z € C_ und a € C
e 6cvlog(z)

Allerdings lassen sich viele Rechenregeln aus dem reellen nur bedingt tiber-
tragen, wie wir jetzt sehen werden.

(i) Im reellen gilt fiir z,y > 0
In(z) +In(y) = In(zy)
Im komplexen haben wir fiir z = re’?, w = se’® € C_

log(2) + log(w) = In(r) + In(s) + i(p + ¢) = In(rs) +i(p + ¢)
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und, nur falls arg(zw) € (—m, )
log(zw) = log (Tsei(‘”‘f’)) =In(rs) +i(p + ¢)

Die Gleichheit gilt also nur dann, wenn arg(z)+arg(w) € (—m, ) ist.
Ein Gegenbeispiel ist daher z = ¢'i™ und w = €'z . In diesem Fall ist

3

5 i§7r _ —i§7r _ .
log(z) + log(w) = iy # log(zw) = log (e 1 ) = log (e 1 ) =iy

(ii) Im reellen gilt Va,b € R und ¢ > 0

Fir o, 8 € C und z € C_ finden wir stets

2B — palog(z) Blog(z) — (atp)log(z) — ,at+B

(iii) Im reellen gilt Va,b € R und ¢ > 0
(Ca)b _ Cab
Fir o, 8 € C und z € C_ gilt falls 2 € C_

(Za)ﬁ — eﬁlog(za) _ eﬁlog(eo‘ log(z))
Fordern wir also, dass arg(z®) € (—m,m) < Im(alog(z)) € (—m,m)
ergibt sich daraus

(Za)ﬂ _ eaﬁlog(z) _ Zoz/o’

Ein Gegenbeispiel ergibt sich daher falls « = 3 und z = €'Z fiir z.B.
f =1/2. Dann haben wir

1 —ig A X
(2%)F = ((3’%7r)1/2 = (-i)/2=¢’ log(e 2) = e7HT £ 2 = T

Aufgabe 2. (GauB3-Integral)

In der zweiten Aufgabe wollen wir unsere bisherigen Hilfsmittel benutzen
um das GauB-Integral auf das Komplexe zu verallgemeinern.

Voraussetzung. Sei a = a1+ias, 5 = by+iby € Cs.d. Re(a2) = a%—a% >0
ist.

Behauptung.

I:= / e~ th)? g = ﬁ
R

Q
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Beweis. Wir wissen bereits, dass wir im reellen, also o, 3 € R und a? > 0

/ By = ﬁ
R

(07

haben. Ein Beweis dafiir basiert auf der Transformationsformel und wurde
bereits vorgestellt. Wir nehmen daher ab jetzt aa = Im(a) # 0 an (insbe-
sondere ist dann a; # 0 wegen Re(a?) = a? — a3 > 0). Wir gehen wie folgt
vor: Wir kénnen I als ein komplexes Wegintegral mit der Parametrisierung

z = v(x) = ax + [ auffassen. Wir fixieren zunéchst ein R > 0. Dafiir finden

WI1r R
—R Q Jy

und definieren die geraden Kurven

v —a1R — a1 R; Y9 :a1R — aR + 5;
y3:aR+ 8 — —aR+08; v4:—aR+8— —a1R

Insgesamt handelt es sich hierbei also um eine geschlossene Kurve. Hinzu
kommt, dass wir eine holomorphe Funktion integrieren wollen. Das Integral
iiber alle vier Kurven muss also insgesamt 0 ergeben

/ e Fdz+ | e Fdz +/ e Fdzt [ e dz=0
7 V2 ¥3 Y4
Fiir R — oo finden wir bei der Integration iiber ; das reelle Gauf-Integral
wieder, wihrend die 3 Integration, bis auf ein Minus wegen der Integrations-
richtung, das Integral ist, welches wir suchen. Falls wir also zeigen kénnen,
dass die Integration bzgl. v,/ fiir R — oo keine Rolle mehr spielen haben
wir

lim e~ dz = /7 = lim —/ e dz = al

¥3

R—00 /4, R—o0

was wir zeigen wollen. D.h. wir miissen nur noch zeigen, dass

. _ 52
lim e “dz=0
R—oo Y2/4

Wir finden fiir endliche R > 0 die Abschéitzung

2
/ e *dz
V2/4

= ‘/1 (iagR + B)e_(i(a1+isa2)R+$B)2 ds
0

1 .
< [ (aslRt |5 e etorimatizon?] gy

Fiir die Exponenten haben wir dabei

—(#(ay +isaz)R+sB)* = (aF — s*a3) R* +i2a1a2 R* +2(ay +isa) BR+ %32
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Da die Parametrisierung derart gewéhlt ist, dass stets s € [0, 1] gilt, folgt
a? — s%a3 > a3 — a3 = Re(a?) > 0

Durch den Betrag um die Exponentialfunktion liefern die imaginiren Anteile
im Exponenten keinen Anteil womit sich insgesamt

(Jas| R +|8]) |~ (e 4150 B398 = ([ay| R 4| |o (oA~ o2m p126)

ergibt. Das Grenzwertverhalten dieses Ausdrucks wird durch e~ (al—s%a3)R?
bestimmt und da wir gezeigt haben, dass der Koeffizient von R? stets negativ
ist, konvergiert dieser Ausdruck iiberall punktweise gegen 0 fiir R — oc.
Mithilfe des Satzes von Lebesgue folgt daraus, dass f72/4 e #dz — 0 fiir

R — oo, womit wir das gewiinschte Ergebnis erhalten. q.e.d.

Aufgabe 3. (Cauchy-Integralformel)

Wir wollen unsere bisher bekannten Tricks gleich weiter verwenden um das
Folgende Integral so einfach wie méglich zu berechnen. Wir betrachten

2

/ 26 dz
9B, (2) 2° — 62

fir r=1,3,5.

Wir wissen, dass solche Integrale entlang von geschlossenen (null-homotopen)
Kurven verschwinden, wenn der Integrand auf dem umschlossenen Gebiet
holomorph ist. Bei uns besitzt die zu integrierende Funktion zwei Pole bei
z1 = 0 und z3 = 6 (Nullstellen des Nenners). Mittels Partialbruchzerlegung

finden wir daher
1 _1( 1 1)
22—62z 6\z—6 =z

Fiir 7 = 1 liegen die Pole nicht in Bj(2). Daher haben wir ohne rechnen zu
miissen

2

ez
dz=0
/331(2) 262"

Fir r = 3 liegt 0 € B3(2). Betrachten wir die Partialbruchzerlegung von
oben liefert der erste Teil wegen der selben Begriindung wie bei r = 1 keinen
Beitrag. Fiir den zweiten Teil verwenden wir die Cauchy-Integralformel

2 2
e 1e* el T
dz = —/ ——dz = 2Wl— = —i—
/333(2) 22 — 62 oB3(2) 6 2z 6 3

Fiir r = 5 liegen beide Pole im Gebiet. Unter der Verwendung der Partial-
bruchzerlegung sind die Polstellen jedoch jeweils nur Polstellen von einem
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der Terme. Daher bekommen wir

2
e 1 2 1 1 211 2 Iy
dy — = z i) e = T (087 0 = T (36
/335(2) 26 6 9B5(2) ¢ <z -6 z) : 6 (e € ) 3 (e )

Zum Abschluss der Aufgabe wollen wir Korollar 10.12. aus der Vorlesung
beweisen.

Voraussetzung. Es sei U C Cund @ € U und r > 0 s.d. By(a) C U. Dazu
sei f: U — C holomorph.
Behauptung. Es gilt

1 2w

f(a) fla+ret)dt

:%0

Beweis. Mithilfe der Cauchy-Integralformel sehen wir sofort

B £(2)
f@=5= | s e

21 Z—a

Wobei wir dB,.(a) gegen den Uhrzeigersinn durch z = a +re fiir t € [0, 27]
parametrisieren. Es ergibt sich daher

1 /Q”Tieitwdt 12
0

it
271 a-+ret —a 27 Jo flatre)

Aufgabe 4. (Anwendungen des Identitatssatzes)

In der letzten Aufgabe wollen wir uns eine Anwendung des Identitatssatzes
angucken. Die Frage dazu lautet, wie viele im Ursprung holomorphe (d.h.
holomorph auf einer offenen, moglicherweise sehr kleinen, Umgebung # ()
um 0) Funktionen f gibt es, s.d. jeweils eine der folgenden Eigenschaften
Vn € N erfiillt ist

(iii) f(mn) =0
(iv) f(0) = ()

(i) Man sieht leicht, dass die Funktion g : B% (0) — C mit
2

1 _ 22
L1 1—222




die gewiinschte Eigenschaft erfiillt und wegen |z| < % dort auch holo-
morph ist. Aus dem Identitédtssatz folgt, dass zwei holomorphe Funk-
tionen (auf einem zusammenhédngenden Gebiet) identisch sind, sobald

sie auf einer Menge mit Haufungspunkt gleich sind. Da {%‘ neN } den
H&ufungspunkt 0 besitzt und wir nur an Funktionen interessiert sind,
die auf dieser Menge identisch sind, ist ¢ automatisch die eindeutige

Losung. Es gibt also nur eine.

(ii) Fir n =2m, m € N (also n gerade) findet man

1 1
(o) = 3m
Wir haben also auf einer Menge mit Haufungspunkt 0, dass f(z) = z

ist, wodurch dies wieder auf einer ganzen Umgebung um 0 gelten muss.
Allerdings ist dies ein Widerspruch zu

1 1 1
f<2m+1) = T omt17 am+l
also kann f nicht holomorph sein. Die Antwort lautet daher: keine.

(iii) Wir sehen sofort, dass fiir jedes ¢ € C f(z) = csin(z) diese Eigenschaft
erfiillt. Es gibt daher unendlich viele.

(iv) Da f insbesondere in 0 analytisch sein muss finden wir die Potenzrei-
hendarstellung auf einer offenen Umgebung um 0

flz) = Z fnl(o)z” = Z nlz"
n=0 ’ n=0

Allerdings sieht man wegen lim,, .o, v/n! = 0o, dass diese Reihe nur in
z = 0 konvergiert, da der Konvergenzradius r = 0 ist. Dies ist aber ein
Widerspruch dazu, dass f analytisch ist, wodurch die Antwort 'keine’
ist.

Zum Abschluss wollen wir sehen, dass es fiir den Identitdtssatz wichtig ist,
dass die betrachtete Menge ein Gebiet, also insbesondere (einfach) zusam-
menhéngend, ist.

Voraussetzung. Sei f(z) = log(z) der Hauptzweig des komplexen Loga-
rithmus (insbesondere z € C_) und g(z) = log(—z) +im (d.h. fir —z € C_).
Ferner definiere

H = {z € C|Im(z) > 0}

also die obere Halbebene von C.
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Behauptung. Fir z € H gilt f(z) = g(2), aber auf C_N(—C_) sind f und
g verschieden.

Beweis. Wir benutzen das Ergebnis aus Aufgabe 1. Fiir 2z = re’® € H gilt
¢ € (0,7) und folglich

f(z) =log (rew) =In(r) +i¢
9(2) = log (=re®) + im = log (re'®=™) im = In(r) + ig — im + im = f(2)
Fiir —i = e /2 ¢ C\ H gilt f(—i) = —i% und

3
g(—i) = log(i) + ir = zg +ir = zg £ —ig

q.e.d.

Natiirlich handelt es sich hier nicht um einen Widerspruch zum Identitats-
satz, da H und —H disjunkt sind und damit HU (—H) = C_ N (—C_) nicht
(einfach) zusammenhéngend sein kann. Dementsprechend kénnen wir mit
Hilfe des Identitdtssatz keine Aussagen von H aus iiber —H treffen.

Aufgabe 5 (Zusatz) wird im Seminar besprochen.
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Serie 11: Analytische Fortsetzungen, Pole und Laurent-
Reihen

Aufgabe 1. (Analytische Fortsetzung)

Als erstes beschéftigen wir uns mit analytischen Fortsetzungen. Es stellt
sich heraus, dass sich holomorphe Funktionen, die wir urspriinglich nur auf
einem bestimmten, mdoglicherweise sehr kleinen, Gebiet definieren kénnen
auf groflere Gebiete erweitern lassen. In irgendeiner Weise ist das natiirlich
immer moglich, aber das besondere hier ist, dass die Fortsetzung analytisch
sein soll. Insbesondere konnen wir in vielen Féllen mit Hilfe des Identitéts-
satzes die Eindeutigkeit der Fortsetzungen, falls diese existiert, garantieren.

Wir betrachten dazu die Funktion
f:B1(0) = C; 2z f(z an

Man iiberzeuge sich leicht, dass diese Reihe Konvergenzradius » = 1 hat
und damit tiberall auf ihrem Definitionsbereich konvergiert, also insbeson-
dere analytisch ist. Wir wollen versuchen eine Funktion zu finden, die auf
B;(0) mit f iibereinstimmt, aber auf einem groBtmoglichen Gebiet analy-
tisch bleibt. Innerhalb des Konvergenzradiuses gilt

f(z)z%nz”:()+;nz":z;nz d—z dzl—z
= a1

Allerdings ist f auf ganz C \ {1} holomorph, also auch analytisch. Diese
Fortsetzung ist demnach eindeutig und auch maximal, da bei z = 1 ein Pol
liegt.

Als néchstes wollen wir analytische Fortsetzungen entlang von Kurven be-
trachten. Dazu sei

(i) m:[0,2] = C, t—>(t) =t
(ii) y2:[0,71] = C, t = yo(t) =1 —e %

Erstere beschreibt einen geraden Weg entlang der reellen Achse. Zweitere
eine (halbe) Kreisbahn um 1 im Uhrzeigersinn. Da bei beiden Kurven die
Anfangspunkte in Bj(0) liegen ldsst sich die Fortsetzung in beiden Féllen
anfangen.

(i) Wir haben allerdings festgestellt, dass f sich nicht analytisch in z = 1
fortsetzen ldsst. v1 verlauft aber gerade durch diesen Pol. Daher lésst
sich f entlang von 1 nur fiir ¢ < 1 analytisch fortsetzen.
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(ii) =2 hingegen umkreist den Pol von f mit einem konstanten Abstand
von 1. Da wir bereits wissen, dass f auf C\ {0} analytisch fortgesetzt
werden kann kénnen wir fiir die Fortsetzung entlang von ~» in jeden
Punkt die Potenzreihenentwicklung (mit Konvergenzradius r < 1) von
f annehmen, welche die Vertriglichkeit automatisch erfiillt. Der End-
wert ist entsprechend einfach f(v2(7)) = £(2) = 2.

Aufgabe 2. (Nullstellen und Pole)

Als néchstes wollen wir uns mit Nullstellen bzw. Polen und deren Vielfach-
heiten bzw. Ordnung befassen. Wir sagen f : U — C holomorph, U C C
offen, hat eine n € N-fache Nullstelle in 2z € U, falls

F®(20) = 0¥k < n— 1 und £(z) # 0

Ein Pol m > 1 Ordnung ist hingegen eine isolierte Singularitét zop € C\ U
(d.h. fiir ein € > 0 Be(20) \ {20} C U) s.d. (z — 2z0)™ f(2) sich analytisch auf
U U z fortsetzten lésst (wir sagen eine hebbare Singularitdt besitzt) und
wenn m gleichzeitig die kleinste natiirliche Zahl ist, fiir die das erfiillbar ist.

Voraussetzung. Wir betrachten U C C offen und nicht-leer, f wie oben,
mit einer k € Nyp-fachen Nullstelle bei z5 € U

Behauptung. Es existiert f : U — C holomorph s.d. f(z) # 0, aber
f(2)=(z=20)"f(z)Vz€U

Beweis. Fiir Polynome haben wir diese Aussage in einem der vorhergehen-

den Semestern bereist bewiesen. Auflerdem ist die Aussage fiir k = 0 trivial.

Fir k£ > 0 und z # 2o definieren wir

P 1C)
fz) = (2 — 2o0)"

Offensichtlich hat f in zg eine isolierte Singularitit. Wir miissen zeigen, dass
diese hebbar ist und das f(zp) # 0 ist. Da f in zo eine k-fache Nullstelle
besitzt, miissen die ersten £ — 1 Terme in der Potenzreihenentwicklung von
f verschwinden, womit wir also fiir (a,) C C und B¢(zp) C U fiir ein € > 0

fz) =3 an(z = z0)"
n=k
mit a; # 0 haben und damit
f(z) = Z an(z — 2)"F = Z am+k)(z — 20)" V2 € Be(20)
n=~k n=0

f besitzt also auf Be(zo) eine analytische Fortsetzung und wir haben f(z) =
ay, # 0. q.e.d.
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Voraussetzung. Sei nun, zusétzlich zu den vorherigen Voraussetzungen,
g : U — C holomorph mit einer | € Ny-fachen Nullstelle in 2.

Behauptung. Fir k > [ besitzt (die analytische Fortsetzung von) h := £
eine (k —1)-fache Nullstelle in zy.
Fiir k <1 besitzt h einen Pol (I — k)-ter Ordnung in zg.

Beweis. Wir betrachten zuerst k > I. A1~1$ dem vorhergehenden Beweis fin-
den wir f,§ : U — C holomorph s.d. f(29),3(z0) # 0 und damit (wegen
k — 1> 0) die analytische Fortsetzung von h auf ganz U

f(2)
9(2)

h(z) =

=(z— 2

Um 2z finden wir daher die Potenzreihenentwicklung ((a,) C C)

o
h(z) = (z— zoklZanz 20)" Zanz zon+kl Z bn(z—20)"
=k—

n=0 n l

fiir (bp) C C (=(an—(k—1)),,cy) WOmit A in zq eine k — I-fache Nullstelle ha-
ben muss (da die ersten kK — [ — 1 Terme der Potenzreihe verschwinden).
Insbesondere ist fiir kK =1 zy keine Nullstelle (und auch kein Pol) von h.

Fir £ < [ hat die obige Darstellung von h wiederum eine isolierte Sin-
gularitéit in zp. Wir finden fir m € Z

(z — 20)™h(z) = (z — zo) " RFm

Offensichtlich lasst dies sich genau dann in zy analytisch fortsetzen, wenn
m > 1 — k ist, womit es sich bei zp um einen Pol (I — k)-ter Ordnung von h
handelt. g.e.d.

Zum Schluss wollen wir uns noch kurz angucken, wie man Singularitdten
charakterisiert. Wir haben bereits gesehen, dass eine isolierte Singularitét
hebbar oder ein Pol einer bestimmten Ordnung sein kann. Es kann aber auch
der Fall eintreten, dass eine isolierte Singularitit weder hebbar, noch ein Pol
ist. In diesem Fall nennen wir sie wesentliche Singularitdt. Wir betrachten
dazu die Funktionen

e? 241
f(z)= T2 9(z) = 2G+1)

Da auch die komplexe Exponentialfunktion keine Nullstellen hat, reicht es
fir f aus den Nenner zu betrachten. Wir haben isolierte Singularitdten
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& e#/? = -1 & 2z = 27i(2k + 1), k € 7Z. Betrachten wir dazu die Rei-
henentwicklung des Nenners in zj, := 27i(2k + 1), k € Z finden wir Vk € Z

an z/2

14e? = 1+Z

zz’“(z—zk —1—1—22 z—zk)”

:1"‘(—1)4‘(—;)(2—20 :i; (z — 2z)"

Es handelt sich also stets um eine einfache Nullstelle des Nenners und nach
dem vorhergehenden Satz hat f demnach in zx, Vk € Z Pole erster Ordnung.

Betrachten wir g finden wir fiir den Zahler die Nullstellen
B=—leze {ei(m’%”k)}
k=—1,0,1

und fiir den Nenner die Nullstellen z = 0 und z = —1. D.h. —1 ist (einfache)
Nullstelle sowohl vom Zahler, als auch vom Nenner von g, womit dort eine
hebbare Singularitdt vorliegt. Bei z = 0 handelt es sich um eine zweifache
Nullstelle des Nenners und da der Zahler dort keine Nullstelle hat, ist z = 0
ein Pol zweiter Ordnung von g.

Aufgabe 3. (Laurent-Reihen)

In der dritten Aufgabe wollen wir die Laurentreihenentwicklung (mit Kon-
vergenzgebiet) von drei Funktionen bestimmen. Bei Laurentreihen handelt
es sich um eine Verallgemeinerung von Potenzreihen, bei der wir auch ne-
gative Potenzen der Entwicklungsvariable zulassen. Eine Laurentreihe hat
daher die Form

oo

chz—zo Zc, z—2p) ”+ch(z—20)n

nez n=0

Wir nennen den ersten Term (mit negativen Potenzen) Haupt- und den
zweiten Term Nebenteil der Laurentreihe. In der Vorlesung wurde bereits
diskutiert, dass solche Reihen in der Regel nur auf einem Gebiet der Form
(0<r<R)

K, r(20) = {z € C|r < |z — 20| < R} = Br(20) \ K:(20)

konvergieren. In der Vorlesung wurde dazu gezeigt, dass sich die Koeffizi-
enten (¢, )nez der Laurentreihenentwicklung einer holomorphen Funktion f

durch ) £2)
z
- W g
Cn oi ~/|2—Z0|p (Z _ Z())n+1 z
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ergeben. Im Allgemeinen ist diese Methode um die Reihenentwicklung zu
bestimmen aber sehr umstéandlich, da diese Integrale sehr kompliziert wer-
den kénnen. Wir wollen daher stets versuchen die Laurentreihenentwicklung
durch Einsatz bereits bekannter Reihendarstellung zu bestimmen.

(i) Wir betrachten zuerst

622

f(Z):m

um den Entwicklungspunkt zg = 1. Fiir den Zéahler finden wir

2z _ 622—2+2

_ 62(2—1)62 _ e2 Z 7(2 - l)n

e

Teilen wir nun durch (z — 1)® um f zu erhalten finden wir

5 oo on 5 00 62271-‘,-3
fey=¢ ) —(-1)""= (= 1)
Z‘o nl n;?, (n+3)!

-1 622n+3 o 22n+3

Der Hauptteil der Reihe konvergiert offensichtlich auf C \ {1}. Der
Nebenteil sogar auf ganz C. Das Konvergenzgebiet ist also insgesamt

C\{1}.

(ii) Fir das zweite Beispiel betrachten wir

z — sin(z)
fo) = =5
mit dem Entwicklungspunkt zg = 0. Fiir den Zahler finden wir sofort
o0 o
LN (D" 2n41 1 3 (D" ont1
Z—Sln<2)—Z—ZOmZ =Z— Z+3Z - —;mz

Teilen wir durch 23 finden wir die Reihendarstellung von f zu

—_1)"
oo iosnE) SR & e
= 23 - Z3 n:1 2n + 1
n+1 % (_qyn

Diese Laurentreihe besitzt demnach keinen Hauptteil und ist auf ganz
C konvergent.
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(iii) Zum Schluss betrachten wir die Funktion

1

Sl Py ey

bei den Punkten zy = 0,z; = 1 und 29 = 2. Wir zerlegen zunéchst f
in Partialbriiche und finden

1 1 1 1

f(z):sz_zflzlfz_sz

Wie schon im ersten Beispiel werden wir versuchen bereits bekannte
Reihendarstellungen zu verwenden. Wir haben fiir [(| < 1, ( € C

— =Y ¢

=%

Ahnlich finden wir fiir a # 0,¢ € C s.d. |[(/a| < 1 & [¢] < |a]
111 1&
a—(_al—g/a_az(z)

n=0

Fir den Entwicklungspunkt zg = 0 finden wir so sofort
> 1 s 1 > [ontl 1
=¥ gl =Y (1 gw) =X (e )
n=0>° n=0 n=0

auf dem Konvergenzgebiet B;(0) N B2(0) = B1(0).

Fir z; = 1 schreiben wir

1 1 1 1

ﬂ@=—¢_1—2_z=—2_1‘1—u—n

—(z—1)" +Z (z—1)"

mit dem Konvergenzgebiet By (1) \ {1}.

Fir zo = 2 finden wir

1 1 _ 1
g Rl g G 1+1—(—(z—2))

[e.9]
_1+Z(—(z— (z—2)" +Z "z —=2)"
n=0

mit dem Konvergenzgebiet B1(2) \ {2}

fz) =
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Aufgabe 4. (Wiederholung: Integralsatz von Gauf})

Da dies in der Vergangenheit ein wenig zu kurz gekommen ist wollen wir,
beginnend in dieser Serie, die Integralsitze (vor allem Gaufl und Stokes)
wiederholen. Fiir dieses Mal nehmen wir uns den Satz von Gauf} vor.

Nach Satz 9.40 (im alten Skript von Konrad) gilt fiir eine geschlossene
Fliche M C R3, die ein Gebiet U C R? umschliet (d.h. U = M) und ein
stetig differenzierbares Vektorfeld E : R3 — R3

/ div(E) d\* = / (E|do)
U M
In der Physik schreibt man gerne dafiir auch
/ V-EdV = | EdA
U ou
mit dem symbolischen Nabla-’Operator’ V = (0, 0y, 0-), dem s.g. Volumen-

element dV und dem gerichteten Oberflichenelement dA. Diese Schreibweise
ist aber oft nur symbolischer Natur.

Anschaulich kann man sich darunter vorstellen, dass die Gesamtheit der
Quellen/Senken von E (beschrieben durch div(E)) im Inneren des Gebiets
dem Fluss durch die Berandung entspricht. Zusammen mit der s.g. Konti-
nuitdtsgleichung wird dies in der Physik héufig eingesetzt um Erhaltungs-
sitze zu formulieren (z.B. Energie, Ladung, Masse, Wahrscheinlichkeit etc.).

Wir betrachten dazu den Ellipsoid (a, b, ¢ > 0)

2 2 2
T Y z
M++§§%

E:{(az,y,z)eRg 2

Wir haben dieses Objekt bereits betrachtet, als wir uns mit Diffeomorphis-
men und der Transformationsformel fiir Integrale beschéftigt haben. Dabei
haben wir gesehen, dass es sich bei F lediglich um eine verzerrte Kugel
handelt. Dazu betrachten wir die Vektorfelder (schreibe z = (z,y,2) € R)

Ay(z) = az;  As(z) = e *l2l(—y 2, 0)

mit a € R und || - || die Standardnorm vom R3. Wir wollen nun die Oberfli-
chenintegrale von Ay, Ay iiber den Rand von E berechnen. Wir schreiben

2 2 2
T Y z
a2++02_1}

M—@E—{(m,y,z)eRS 2

Dies mit der bereits bekannten Parametrisierung von M direkt zu berechnen
ist jedoch ziemlich umsténdlich. Stattdessen wollen wir den Satz von Gauf}
verwenden. Dafiir berechnen wir

div(Ay) = (02 + Oyy + 0.2) = a(l1+1+1) = 3a
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und mit 9;||z|| = ”%” fir x # 0

aeellzl

div(Ay) = —ye lzlly 4 8ye_o‘”£H:U = (xy —zy) =0

|||

Daher finden wir fur A;
4
Aqldo) = | div(A41)d\? = 3a | d)\? = 3a=mabe = 4raabe
3
M E E

wobei wir das frither bereits hergeleitete Volumen fiir ' verwendet haben.
Fur A, finden wir direkt

/M (Azldo) = /E div(Az)d\® = /E 0dX\® =0

Als weiteres Beispiel betrachten wir den Zylinder (Radius R = 2, Hohe
h =3)

Z ={(z,y,2) € R} 2® + y* < R?, 2 € [0,h]} = BR(0) x [0, ]
Dazu haben wir das Vektorfeld
F(z) = (4z, —2y2, 22)

gegeben. Wir berechnen das Oberflichenintegral von F' iiber den Rand von
Z einmal mit und einmal ohne den Satz von Gau8.

Fir den Satz von Gaufl haben wir
div(F) =4 —4y + 2z

Unter Anwendung der bereits haufiger verwendeten Zylinder Koordinaten
(2,1, 2) = ( cos(¢), rsin(i), 2) = (r. , 2) finden wir

/ (Fldo) = / div(F)dN® = / (4 — dy + 22)d)3
0z z A
3 2 2w
:/ / / (4 — 4rsin(p) + 22) rdp dr dz
o Jo Jo
3 12
:27r//(4—0—|—22)rd7“dz
0 Jo
2

3 2
:277/ (44 22) = dz
0 2
= 47(4-3+3%) = 84rw

Fiir die direkte Berechnung verwenden wir den frither bereits bewiesenen
Zusammenhang zwischen Oberfléchenintegral und Normalenfeld n

/aZ (Fldo) = /{)Z (Fln)do
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Als Orientierung wahlen wir das nach auflen gerichtete Feld gegeben durch

1
auf der Mantelflache und
ni(z) = (0,0,+1)

auf dem oberen bzw. unteren Deckel. Als Oberflachenelemente finden wir
entsprechend

loarll = 1859 x 09| = 2(= R); o<l = 189 x 090 = 7

Fiir den unteren Deckel finden wir (F|n) = —2% = 0, da hier z = 0 ist. Fiir
den oberen Deckel ergibt sich (F|n) = 22 = h? = 9 und damit das Integral

/ (F|n)do = 97 R? = 367
oberer Deckel

Fiir den Mantel finden wir, da hier » = konst. = R ist,
1
(F|n) = E(4:n2 —21°)
und damit
3 r2m 1
/ (Fin)do = / / - <4R2 cos?(p) — 2R3 Sin3(g0)) Rdypdz
Mantel oJo R
2
= 3/ (16008 (¢9) — 165in*(p) ) dip = 3+ 16m(1 — 0) = 487
0
Wie zu erwarten war ergibt sich damit insgesamt
/ (E|do) = 487 + 36m = 84w
s/4

Die trigonometrischen Integrale von cos?(y) und sin®(p) kann man dabei
wie folgt bestimmen:

Wie auch der Sinus besitzt sin® die Eigenschaft sin®(—x) = —sin3(z), ist
also antisymmetrisch. Verschieben wir das Integrationsintervall zu (—m, )
erhalten wir sin®(z — ) = —sin®(x). Wegen der Antisymmetry muss das

Integral dariiber verschwinden.
Fiir das cos?(¢p) Integral gibt es mehrere Moglichkeiten. Zum Beispiel lisst
sich das Integral {iber

cos?(p) = 5 (cos(2p) + 1)

(folgt direkt aus den Additionstheoremen) leicht berechnen. Man findet die
Stammfunktion )
cos(ip) sin(p) + ¢
2

und damit das obige Ergebnis.
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Serie 12: Residuen und Anwendung fiir die Berech-
nung reeller Integrale

Aufgabe 1. (Residuen)

In der Vorlesung wurde das Residuum als verallgemeinerte Bezeichnung fiir
die Integration um eine isolierte Singularitdt einer holomorphen Funktion
eingefiihrt. Ist also f : Ko ,(20) — C holomorph fiir ein zp € C und r > 0,
dannist fir0 < p <r

1

21 szzO‘:p

Res,, (f) : (z)dz

das Residuum von f bei zg. Fiir den Fall das die Singularitdt von f bei
zo hebbar oder ein Pol erster Ordnung ist kennen wir das Ergebnis bereits.
Allerdings wollen wir noch ein paar weitere Moglichkeiten kennenlernen das
Residuum zu berechnen, ohne das Integral aus der Definition explizit aus-
flihren zu miissen.

e Kennen wir fiir f die Laurent-Reihe f(2) = >,z an(z — 20)" so ist
Resz, (f) = a1

e Hat f bei zg ein Pol k£ € N-ter Ordnung, so ist

1 d!
Res;o(f) = lim i)l dar 1 ((Z - Zo)kf(z)>

e Betrachten wir dhnlich zur zweiten Aufgabe des letzten Blatts Funk-

tionen der Form f(z) = % mit g, h holomorph s.d. h(zp) = 0 aber

9(z0) # 0 ist, so finden wir

Res;, (f) = g,((i(;))

Wir wollen dies verwenden um die Residuen der folgenden Funktionen zu
ermitteln. Dazu bestimmen und charakterisieren wir zunéchst alle isolierten
Singularitaten.

(i) falz) = (*>+1)", neNy
(i) gn(2) = mi—, c€ C\ {0}, n €N

n—_c?
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Nun zu den Lésungen

(i) Fiir f, faktorisieren wir zuerst 22 4+ 1 zu (z +4)(z — i) = 22 + 1 und

erhalten
1 1

e = ey
Wir finden demnach Pole der Ordnung n bei i (wobei fiir n = 0
natiirlich gar keine Pole vorliegen). Nach den obigen Bemerkungen
finden wir die Residuen

Ressi(f) = i 1 at! (i) 1 1
B < P AL ) O P
1 dar—1 1 1 dn—1
L P e pernr i Wy e PG
1 dnfl
= lim ——— (z£4)™"

z—ti (n — 1) dzn~ dzn—1

Fiir die Ableitungen berechnen wir

i(z:l:if" = —n(z+i)” "D, i(zﬂ:i)’” = (—=1)%n(n+1)(z+i)~ "2

dz 22
usw. Induktiv folgt

n—1
d (z£0)""=(-1)"" 1 nn+1)...(n+ (n—l)—l)(zii)_(”+”_1)

dzn—1 ).
(—)" 'nn+1)...(2n —2)(z £~V

(~1)" 1((2:__12)),'( )~y

Einsetzen und Grenzwertbildung, zusammen mit

i = 1= (=)l =)
liefert

Resti(fn) = im ;9—(2n—1)

(ii) Wir betrachten ¢ # 0. Dann hat g,, isolierte Singularitdten bei 2" = ¢
: k
S z=z = {‘/7761<%+QT), kE=1,...,n; r=|c|; p = arg(c)
Wieder kénnen wir damit g, faktorisieren und finden

1 1

z—21 z—2y

gn(z) =

Da die z; (paarweise) verschieden sind handelt es sich hierbei jeweils
um Pole erster Ordnung und wir haben mit g(z) =1, h(z) = 2" — ¢

f](zk) 1 Zk 1 Zk
R — = = = —— = —
sz (9n) W(z) nzg~ L n2p ne
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(iii) Fir hy, haben wir nur eine isolierte Singularitét in zp = 0 und verwen-
den daher die Laurentreihe. Wir finden fiir n > 0
> 1

1 —k+n __
< E° _k;n(wrn)!z

hn(2) = ez -k

0
1
—k —k
T T2 G

2 108 uMg

_ 1 H;Zk
“ X G A

Da der Hauptteil niemals abbricht ist bei zy eine wesentliche Singula-
ritdt. Das Residuum koénnen wir direkt ablesen zu

1
Resso(hn) = )
Fir n = —1 finden wir das selbe Ergebnis mit verschwindenden Ne-

benteil. Fiir n < —1 finden wir nach dem ersten Schritt, dass der erste
Term des Hauptteils, also insbesondere das Residuum, verschwindet.

(iv) Fir H(z) haben wir neben der wesentlichen Singularitét bei zp = 0
von h(_yy(z) auch einen Pol erster Ordnung in z; = 1. Fiir letzteren
finden wir das Residuum direkt mit Hilfe der Cauchy-Integralformel
zu(0<p<l)

1 h—1)(2)

— — g = b (1) =
Res1 (H) = 5 S (—p(1) = —e

Fiir z9 = 0 finden wir fiir |2| < 1 die bekannte Laurent-Reihe

[e.o]

S
n=0

Damit haben wir

1 h-p(z) 1 S
Reso) = o [ M= o [ et (L)

Erinnern wir uns an die Integraltheorie zuriick konnen wir die Reihe
und das Integral vertauschen, sobald

/Z|fn|dz<oooder Z/\fn|dz<oo

erfiillt ist. Dies sieht man zum Beispiel mit Hilfe der Standardabschét-
zung angewandt auf das Integral iiber |h( 1) 2)2"| =: | fn(2)| wodurch
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sich eine geometrische Reihe iiber p < 1 ergibt. Wir haben daher

1 o0
Reso(H) = o X:O/Z|:p h—1)(2)2" dz

i ! / h () dz

= o n—1
= 271 |z|=p ( )
o0 o 1

= Z Reso(h(nfl)) = Z ﬁ = @1 =€
n=0 n=0 """

Aufgabe 2. (Berechnung reeller Integrale)

In dieser Aufgabe wollen wir eine sehr wichtige Anwendung der komplexen
Analysis anschauen. Wir kénnen n&mlich reelle Integrale, die fiir uns bisher
nur schwer bis unmdoglich zu berechnen waren, mithilfe unser neu gelernten
Techniken 16sen.

Dabei gehen wir in der Regel wie folgt vor: Das entsprechende Integral in-
terpretieren wir als komplexes Wegintegral entlang der reellen Achse. An-
schliefend versuchen wir daraus, dhnlich zu dem komplexen Gauf3-Integral
auf einem der vorherigen Zettel, ein geschlossenes Wegintegral in C zu kon-
struieren, von dem alle anderen Anteile bekannt sind oder verschwinden.

Wir wollen das Integral
R o5

dx

lim

R—ocoJ_p1l+e”
berechnen. Dazu betrachten wir die meromorphe (holomorph bis auf isolierte
Singularitaten) Funktion

e3
Z) =

Zuerst miissen wir alle isolierten Singularitdten von f bestimmen und cha-
rakterisieren, da diese sich auf die Ergebnisse geschlossener Wegintegrale
auswirken werden. Die Singularititen liegen bei

l+ef =0 z=2z,=i(r+2nk), k€ Z

Betrachten wir die Reihenentwicklung von 14 e® bei einem der z; finden wir

I4e® =146 ek =1 % =1 — i G i _zma)
- - - n =l
n=

n=0

Die Nullstellen sind daher alle einfach und damit Pole erster Ordnung von f.
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Um den Residuensatz verwenden zu kénnen miissen wir die Residuen der
Singularitdten bestimmen. Wir schreiben daher f als

et g(2)
1) = 1+er  h(z)

um. Da die Pole alle erster Ordnung sind finden wir damit

Zk
Res,, (f) = JG0) _ €% _ s _ il(Famhomoamk) _ i(nkt)

— e*iiefiﬂ'k — _Z(_l)k — Z(_1)]€+1

Wir betrachten nun den Weg entlang des Rechtecks C'r mit den Eckpunkten
—R,R, R+ 2mi — R+ 2mi fur ein R > 0. Also ein geschlossenes Wegintegral
entlang der geraden Wegstrecken

—-R—-R—>R+2r — —R+1127r — —R

Da nur einer der zuvor berechneten Pole innerhalb diese Gebiets liegt, finden
wir mit Hilfe des Residuensatzes sofort

| J(2)dz = 2mi Ress, (f) = 2mi(—i) = 2

Wir wollen diese Vorbetrachtungen verwenden um zu zeigen, dass

R 3 !
lim dx = hm/ f(z)dx =: lim Ip=m

R—ocoJ_pl+e” R—oo R—oo

ist. Dafiir verwenden wir das Integral entlang von Cr mit Integrationsrich-
tung gegen den Uhrzeigersinn

2m = f()

R+i5 s+i27r

% 27 ) ) 0 e
_/R1+es +/ 1+ R+zs s+ 1+ 5+127rd s+ o 1+6 R+zsd
R ez - ( ) 2w 6765 2 656_%
=Ip— | 2 ds+i O ds— | S 4
§ /Rl+es-1 S+Z</0 1+ elel /0 [t eive R

2r 612562 e%se*§
=21 z/ — - ds
mt 0 <1 +efselt 14 eise R

Um die obige Behauptung zu zeigen miissen wir nun lediglich zeigen, dass
das letzte Integral von 0 bis 27 fiir R — oo verschwindet. Dazu verwenden
wir mal wieder die Standardabschitzung. Fir den zweiten Teil finden wir

7R+zs
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daher

2 & R 2 s R
ezze 2 eze 2
o 1+4e¥®e o |1+ee”
s R R
<9 e2e 2 9 e 2
<27 sup |———| =27 sup |—————=
sefo,2n] |1+ eisef sclon] | 1+ eise™R
Letzteres geht fiir R — oo gegen % = 0. Analog finden wir
'/27r el <o ex
i ———ds T osup |—
0o l4etsell |~ se[ogﬂ 1+ eisel
< 2re’s 2 ! 0
e =
= el —1 ﬂ—eg_e—g R—oo

Dadurch haben wir insgesamt

2 = lim f(z)dz=2 lim Ip+0
R—oc0

R—oo Jop
und damit

lim Ip=m
R—o0 R

Aufgabe 3. (Satz von Casorati—Weierstraf3)

Wir wollen einen Satz aus der Vorlesung beweisen und dabei ein besseres
Verstéandnis fiir wesentliche Singularitdten bekommen. Wir zeigen

Voraussetzung. Sei f : U\ {29} — C holomorph und z( eine wesentliche
Singularitidt von f.

Behauptung. Dann ist fir jedes € > 0 die Menge

[ (Be(20) \ {20})
dicht in C.

D.h. wir kdnnen mit f, auf einer punktierten Umgebung um zg, jedem Punkt
in C beliebig nahe kommen (das heifit nicht, dass jeder Punkt auch erreicht
werden muss).

Beweis. Fiir den Beweis wollen wir den Riemannschen Hebbarkeitssatz ver-
wenden, welcher besagt, dass eine isolierte Singularitdt genau dann hebbar
ist, wenn die entsprechende Funktion auf einer punktierten Umgebung um
die Singularitit beschrankt ist.
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Wir argumentieren mit einem Widerspruchs-Beweis. Sei ¢ > 0 und ange-
nommen es existiert ein Punkt wy € C, dem wir nicht beliebig nahe kommen
konnen. D.h. fiir ein § > 0 gilt

Bs(wo) N f (Be(z0) \ {z0}) =0

Wir definieren nun die Funktion
1
f(z) —wo

Nach Annahme koénnen wir wg mit f(z) nicht beliebig nahe kommen. Wir
haben also stets |f(z) — wp| > § und damit

h(z) =

1
h(z)] < < < o0
0
h ist also auf einer (punktierten) Umgebung um zp beschrankt, womit es sich
bei zp um eine hebbare Singularitdt von h handeln muss. Wir bezeichnen
die entsprechende analytische Fortsetzung von h ebenfalls mit h.

Wir untersuchen nun den Wert von h bei zg. Dieser muss entweder gleich-
oder ungleich 0 sein. Zusammengefasst muss es sich also bei zg um eine
m € No-fache Nullstelle von h handeln (der Fall h(zg) # 0 entspricht m = 0).
Damit kénnen wir f fiir z # zp schreiben als

Das bedeutet aber, da zy eine m-fache Nullstelle von h ist, dass zy ein Pol
m-~ter Ordnung von f ist. Dies ist ein Widerspruch, da nach Voraussetzung
zp eine wesentliche Singularitat von f sein soll. Dementsprechend muss die
Behauptung gelten. q-e.d.

Aufgabe 4. (Wiederholung: Satz von Stokes)

Zum Schluss wollen wir einen weiteren Integralsatz wiederholen, den Satz
von Stokes:

Sei M C R? eine orientierbare, einfach zusammenhingende Fliche, deren
Rand durch eine geschlossene Kurve v beschrieben werden kann. Sei n eine
gewahlte Orientierung von M (es gibt genau zwei). Dann wéahlen wir die
Orientierung von v wie folgt:

Betrachten wir die Fldche entgegen der Orientierung n, dann soll die Flache
stets links von 7 liegen (wenn man entlang der Umlaufrichtung von ~y blickt).
Sei dazu E : R? — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, dann gilt

[, ottEpide) = [ (£
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Wenn man auf die Orientierung nicht aufpasst gilt die Aussage nur bis auf
ein Vorzeichen. In der Physik schreibt man auch hier gerne symbolisch

/ V x B dA = Eds
M oM

wobei d§ das s.g. Linienelement bezeichnet.
Als Fliache betrachten wir die Halbsphere
Sy = {(w,y,z) ER} 224yt 4+2%=1, 2> O}

Wir schreiben wieder z = (z,y, z) € R®. Wir wihlen als Orientierung n von
S+ s.d. diese vom Ursprung weg zeigt. Wir haben also (z € S;)

Dazu betrachten wir das Vektorfeld
F(z) = (y + 4, tanh(z) + 2z, cosh (2* + 2%) + 643’2>

Wir wollen das Oberfléchenintegral von rot(F') einmal direkt durch den Satz
von Stokes und einmal indirekt durch ein moglichst einfaches Oberflachen-
integral berechnen. Da das Normalenfeld nach auflen zeigt wahlen wir fiir
den Rand

v(s) = (cos(s), sin(s),0), s € [0, 27]

Wir finden 5(s) = (—sin(s), cos(s),0) und damit

/S+ (rot(F)|do) = /7 (F|ds) = /O27r (F(v(s))|4(s))ds
= /027r ((sin(s) +4)(—sin(s)) + 2 cos(s) cos(s) + 0) ds

2w
= / (— sin?(s) — 4sin(s) + 2 COS2(S)) ds
0
=-71+0+2n=m

(Wie man Integrale dieser Art berechnet haben wir bereits wiederholt be-
sprochen).

Fiir die indirekte Anwendung des Satzes iiberlegen wir uns nochmal was
der Satz genau bedeutet. Er besagt, dass es fiir die Integration von rot(F')
iiber die Flache ausreicht nur den Rand mit F' zu betrachten. Diese Aussage
bleibt auch dann giiltig, wenn wir die Fldche im Inneren verformen, solange
wir den Rand unverdndert lassen.

Haben wir also zwei (orientierbare und einfach zusammenhéngende) Flachen
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M7 und M, mit der selbe Berandung, gegeben durch die geschlossene Kurve
7, so ist stets fiir £ € C}(R3,R3)

/M1 (rot(E)|do) = /Y (E|ds) = /M2 (rot(E)|do)

Anstatt den Fluss von rot(F') direkt durch S; zu berechnen kénnen wir
stattdessen auch andere Fldchen mit der selben Berandung betrachten. Wir
wéahlen dazu die Kreisscheibe

K = {(x,y,z) €R3‘x2+y2+22=1, ZZO}

also die Fliche die aus S; entsteht, wenn wir diese auf die x — y-Ebene
projizieren. Das Normalenfeld ist entsprechend iiberall durch n = (0,0,1)
gegeben. Wir finden

rot(F) = (..., ..., Oy(tanh(2) + 22) — Oy(y +4)) = (..., ..., 1)

und ohne K parametrisieren zu miissen

/S (rot(F)|do) = /K (rot(F)|do) = /K (rot(F)|n) do = /K ldo=n1*>=n

+
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Serie 13: Fouriertransformation und partielle
Differentialgleichungen

Aufgabe 1. (Faltung und Fouriertransformation auf L!(R?))

In der Vorlesung wurde das Faltungsprodukt auf L'(R?) eingefiihrt mit

1 LYRY) x LY(RY) — LY(RY)
(f,9) = (f xg)

wobei (punktweise und fast iiberall)

(F+9)@) = [ Fwale—y) N'@)

ist. Wir wollen zeigen, dass dieses Produkt auf L' (R?) sowohl () kommutativ
als auch (i) assoziativ ist.

(i)

Fiir f,g € L'(R?) sind f,g und (f * g) insbesondere integrierbar und
wir haben (punktweise, fast iiberall)

(Fr9)@ = [ f@gla—y) ax'(y)

Wir wollen mittels der Transformationsformel die Variablen wechseln.
Fiir ein festes z € R? setzen wir u = = — y. Der Betrag der entspre-
chenden Jakobi-Determinante ist 1 und wir finden

(f % 9)(x / FW)g(z — ) dX(y / F(z — u)g(u) d(u)
9 f (@ —u) dX(u) = (g% f)()
Entsprechend gilt (f * g) = (g * f) in L*(R?).

Sei nun zusitzlich h € L' (R?%). Dann sind insbesondere (g*h), f*(gxh)
und (f * g) * h integrierbar und wir haben (punktweise, fast tiberall)

2) = [ Fwle—y) dX(y)

und mit dem Satz von Fubini finden wir
(F ) e = [ () @h(z =) dX()
= [, ([, 10)ste — ) ax1) ) 1z - ) a'(a)

/Rd /Rd h(z — z) dA(y)d\(z)
= /]Rd f() (/Rd g(z —y)h(z — ) dAd(@) dA(y)
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Analog zu (i) transformieren wir mit © = = — y und finden

[ 9@ =tz =2) dx(a) = [ guh(z = (u+y) dN(w)
R R

= [, 9h((z =) — u) d\(u)
=(g*h)(z—1y)

Setzen wir dies oben ein haben wir

(F+9) ) = [ Fw)lg = h)( =~ p)ax)
— (F*(g+ M)

Tatséchlich bildet das Faltungsprodukt auf L' eine s.g. Algebra, die wie wir
gerade gezeigt haben sowohl kommutativ als auch assoziativ ist. Allerdings
kann man zeigen, dass sie kein neutrales bzw. ’eins’-Element in L' besitzt.
Stattdessen lisst sich aber ein solches ’eins’-Element auf L' approximieren.
Eine entsprechend Folge nennen wir "Folge guter Kerne. Um dies besser zu
verstehen betrachten wir ein allgemeines Beispiel:

Es sei 0 < ¢ € LY(RY) mit ||¢]|,: = 1 und (e;) C (0,00) eine Nullfolge.
Wir definieren

bo () = "0 (2)

Wir wollen zeigen, dass es sich hierbei um eine Folge guter Kerne handelt.

(i) Die erste Bedingung lautet, dass das Integral tiber ¢, fiir alle k € N
normiert sein muss. Die zweite Bedingung, dass fiir ein M > 0 und
alle k € N: [ |, |[d\? < M sein muss, kénnen wir dank der Positivitit
von ¢, damit auch direkt zeigen. Es gilt also fiir ein festes k¥ € N und

/Rd‘ﬁbek |d)\d /¢€k d)\d (z) = /egdgb(%) d)\d(a:)

Wir betrachten die Transformation z — y = x e,:l. Die entsprechende
Jakobi-Determinante gibt fiir jede Komponente einen Faktor 6];1. Den
resultierenden Faktor e,;d haben wir bereits gegeben. Entsprechend
finden wir

/Rﬁ?%( ) dX'(a / o(y) dX(y /r<y>rdxd<y>=u¢||p
=1

Mit M = 1 haben wir damit die ersten beiden Bedingungen gezeigt.
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(ii) Wir wollen zeigen, dass fiir jedes § > 0

lim b, (x) dNY(z) =0

k=00 Jl|z]|>6

gilt. Sei dazu d > 0. Wir betrachten also das Integrationsgebiet
Uy i={w € Rd] ]| > 5} =BT\ By (0)

zuvor hat sich unser Integrationsgebiet bei Transformation nicht ver-
andert, da wir ganz R? betrachtet hatten. Nun miissen wir bei Koordi-
natenwechsel auch Us transformieren. Mit der Transformation ®(z) =
e,;lx finden wir

Vi i= x(Us) = {w € RY| |lz]| > d¢;'} = R\ B s (0)

€k

|, da@ Xz = /U o (&) @)
= o (y) d\(y /ﬂm y) d)\4(y)

Vs
Die Funktion unter dem letzten Integral 1y;, (y)¢ (y) geht fiir & — oo
(fast tiberall) punktweise und monoton gegen 0. Mit dem Satz von der
monotonen Konvergenz folgt

/”||>5¢’“ z) d\(z / Ty, (1)o (y) dAY(y) —— 0

k—o0

Vor allem der letzte Schritt zeigt, dass der Grenzwert (im obigen Sinne) ei-
ner Folge guter Kerne seine gesamte "Masse’ (also der Teil der zum Integral
beitrigt) in einem einzelnen Punkt, in unserem Fall {0}, konzentriert haben
miisste. Da das Lebesgue-Integral einzelne Punkte nicht sieht, kann das so
approximierte ’eins’-Element der Faltung keine Funktion im herkémmlichen
Sinne beschreiben.

Allerdings lassen sich verallgemeinerte Funktionen, die s.g. Distributionen,
definieren fiir die ein solches Verhalten durchaus moglich ist. Das ’eins’-
Element der Faltung ist in diesem Sinne durch die s.g. Dirac Delta-Distribution
do gegeben.

Zum Schluss wollen wir sehen wie Faltung und Fouriertransformation in
L' zusammen passen:

Wir betrachten wieder f,g € L'(R?) und k € R?. Wir wollen zeigen, dass

d
2

(*g)(k) = (2m)2 f(k)g(k)
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ist, wobei

F(h) (k) := h(k) := /R ) e~ *2h(z) dX¥(z), Vhe LY(R%)

d
2

(2m)
die Fouriertransformation definiert. Damit haben wir mit dem Satz von Fu-

bini

Fa) =y [ ™ (Frg@) i@

(2m)
= 1 —ikx _ J . i
()t /Rde ( o T W9 —y) dA (y)> AN (z)
= (2710(21 /Rd ,/R;i e*ik(ac*y)e*ikyf(y)g(x —y) d)\d(y)d)\d(x)
_ 1 o—iky e )
- oo /R 5 £ (y) /R Ko—0) g — ) AN (@)X )

Mit der Transformation zu u = y — x finden wir erneut

(271)‘3 /R Lo gl —y) dN(x) = (2;3 /]R e g (u) A (u)
= g(k)

Einsetzen oben liefert

Fea) = [ 5w [ Mgt - y) axl()arty)

= em a1y [ eMran) = i) k)
(2m)2 /R4

Aufgabe 2. (Dirichlet-Problem fiir die Kreisscheibe)

Wir wollen das Dirichlet-Problem fiir die Kreisscheibe 16sen. Dazu wollen
wir die aus der Vorlesung bekannte Losung fiir Ri und unsere Hilfsmittel
der komplexen Analysis mit der Relation R? ~ C verwenden. Zuerst be-
trachten wir eine entsprechende Transformation:

Es sei U : C\ {—i} - C mit z — i—jri Wir zeigen zunéchst, dass ¥ die

obere Halbebene holomorph auf B;(0) abbildet:
¥ ist offensichtlich, bis auf einen Pol erster Ordnung bei z = —i, holomorph.

Betrachten wir nun 2z € C finden wir

2 (z—i)(z+1) |22+ 1—2Im(z)
S GHNG—i)  PE+it2m(s) - TmE) >0

zZ—1
zZ4+1

U (2)” =

<:>Z€(C+
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Insbesondere sieht man |¥U(z)] = 1 < Im(z) = 0 < 2z € R. Also haben wir
U(C4) C B1(0) und insbesondere ¥(9C,) C dB;(0). Wir wollen nun die
inverse ® = ! auf einem groft moglichen Bereich berechnen. Wir finden

zZ—1 . . . w+1
w = - Swtiw=z—i<z(w—1)=—i(w+1) = z2=1
zZ41 1—w
1+w
=& =1
(w) :=i—

ist holomorph auf C\ {1}. AuBerdem ist

d4+w 14+wl—-w 1-—|w?®+ 2ilm(w)
2

@(w):zl_w—

T—wi-w 11— wf?
1 —|w|?

1

1+ w]?

= —2Im(w) +

und damit Im(z) = Im(®(w)) > 0 & |w| < 1 < w € B1(0) und Im(z) =
Im(®(w)) =0 & |w =1 < w € 0B;1(0). Es folgt ®(B;(0)) ¢ C4 und
®(9B1(0) \ {1}) C 9C..

Wir haben also insgesamt eine bijektive und in beide Richtungen holomorphe
Abbildung zwischen C4 und B;(0) gefunden. Ferner gilt dies insbesondere
auch zwischen R(= 0C,) und 0B;(0) \ {1}.

Wir wollen das vorherige Ergebnis benutzen um eine Integraltransforma-
tion herzuleiten, die uns bei unserer Aufgabe helfen wird. Sei allgemein
f:0B1(0) » Rund g : R — R sd. (foW¥)g € L'Y(R). Wir parame-
trisieren 9B1(0) \ {1} mit ¢ mit @ € (0,27). Mit t := ®(e) finden wir
U(t) = € und damit

27 ;10
; — 0 d 0 e ‘
L= [ e)o(@e) gy
Wobei wir dtW'(t) = d(¥(t)) = d(e?) = ie??df und t = ®(e?) verwendet
haben. Weiter berechnen wir

t—i  t2—1 =2t 0 .
\Il(t):t2+1:t2+1—i—zt2+1:e = cos(#) + isin(0)
2 -1 ) —2t
= cos(f) = PR sin(f) = o
4t 22 -1) 1 1
U'(t) = +1 = sin?(0)= — i cos() sin(0) =
0= e g = )]~ ieos0)sno);
) 1 10 :
@(eze)zi +e sin(6)

1—e® cos(f) — 1
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und damit

W(@(e)) = (cos(6) — 1) (sin(6) — i cos(0)) = (cos(9) — 1) (—ie™)
=i (1 — cos())
Insgesamt haben wir also
o . 1
[ reede= [ f@)g@(e) g gsat

0

Wir wollen dies benutzen um die Losung von R? auf By (0) iibertragen. Wir
betrachten also das Problem

f(Au)(x,y) = 07 (CE,y) € Bl(o)
u(z,y) = uo(z,y), (x,y) € 9B1(0)

mit dem Randwert ug € C(9B;(0)). Aus der Vorlesung ist bekannt, dass
das entsprechende Problem fiir Ri durch

— Y
/‘PO +y

gelost wird. Wir benutzen nun ¥ und & um dies auf unser Problem zu
iibertragen. Wir gehen {iber zu C; mit z = x + ¢y und finden

I ( 1 ) I ( t—x+1y ) Y
m(—— ) =Im =
t—z (x —t)2+y? (x —t)2+ 92

was uns helfen wird den gegebenen Hinweis zu verwerten. Wir haben

()

und transformieren diese Losung, indem wir ¢ = wo ¥ und ¢g = ug o ¥
setzen. Fiir w € Bj(0) finden wir w = ¥(z) (®(w) = 2) fir ein z € Cy.
AuBerdem haben wir fir » € [0,1) und n € [0,27) die Polardarstellung
w = re’. Damit finden wir
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Verwenden wir unsere Transformation von zuvor finden wir damit

; 1 2 , 1 1
iny — — 0
u(re") Tr/o uo(€”) Im (@(ew) —q>(rein)) T cos(®)
1 2 1 —cos(f) 1—7r? 1
T /0 uo(e”) 2 1472 —2rcos(n—=0)1— cos(@)da
Lo 1—r?
_%/0 uo(e )1+T2—27’COS(17—9)d6
1 2 .
== /0 wo(¢®) Py () — 0)do

wobei wir den Hinweis aus der Aufgabenstellung verwendet haben.

Aufgabe 3. (Losung der Diffusionsgleichung)

In dieser Aufgabe wollen wir die Diffusionsgleichung
Bip(x,t) = DAp(x,t), (z,1) R xR

mit D > 0 und Anfangswert p(x,0) = po(z), z € R? 16sen. Dazu nehmen
wir an, dass pg, o € L'(R?) ist.

Wir suchen in dieser Aufgabe nach differenzierbaren Losungen. Tatséch-
lich kann die Theorie der Distributionen dazu verwendet werden Losungen
(s.g. 'schwache Losungen’) zu finden, welche im herkémmlichen Sinn nicht
differenzierbar sind.

Wir nehmen also an, dass p hinreichend regulér ist. Dadurch finden wir

Op(k,t) = lim/d p(z, t+h) p(z,t) ik g pd
R

h—0
_ [ g P t+h) P(2,8) —ikayd
Rd h—0 h

= /dﬁtp(x,t)e_ikxdxd = D/ (Ap(z,t))e” e dzd
R

= (Ap)(k,t) = D(ik)*p(k, t) = —Dk*p(k,t)

Entsprechend finden wir das dquivalente Anfangswertproblem
ip(k,t) = —Dk*p(k, 1), (k,t) € R x R; p(k,0) = po(k), k € R?

Diese ldsst sich nun leicht durch

)
3
S~—
~
|
o
bl
(]
o~

>
(e}

—~
5
S~—

1l
/-\
\_/

;Y
()

Pk, t) = e K po(k) =

(., 1) po(k)
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16sen. Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Fouriertransformierte von

1 _(@=a)?
r) —m ——¢€ 202
fle) (27702)%
durch ; -
by = g e
)2

gegeben ist. Durch o = 0 und ¢ = 2Dt finden wir mit dem Inversionstheo-
rem

1 22
G(l‘, t) = — e 4Dt
(4w Dt)z2

Entsprechend ergibt sich aus den Eigenschaften der Faltung (G; = G(-,t))
d =~ —
p(k,t) = (2m)2 G(k, t)po(k) = (G * po)

und damit p = (G * pg). Wir haben also

pla.t) = [ )Gl =y, 0y’

Aufgabe 4. (Wiederholung: Teilchen im elektromagnetischen
Feld)

Zum Abschluss wollen wir eine konkrete Anwendung der linearen Diffe-
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten betrachten. Wir betrachten
ein Punktteilchen mit Masse m > 0 und Ladung e, welches sich mit der
(Anfangs-)Geschwindigkeit v € R bewegt. Hinzu betrachten wir konstante
elektrische und magnetische Felder E, B € R3. Die Newtonsche Bewegungs-
gleichung lautet fiir diesen Fall (Fr-Lorentz Kraft)

ma = Fr, = e[(v X B) + E]
oder dquivalent
v=vXb+ f

mit b = B #0, f = 2F und v = &. Dazu seien die Anfangswerte 2(0) =
rg € R3 und v(0) = vg € R3 gegeben. Wir suchen zunichst eine praktischere
Darstellung der Bewegungsgleichung. Man tiberzeuge sich leicht, dass fiir

0 bs —by
A=| —-bs O b1
b —b; O

gilt, dass
vxb=Av, YveR?
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Damit handelt es sich bei der obigen Differentialgleichung um eine (gewohn-
liche) lineare und fiir f # 0 inhomogene Differentialgleichung. Fiir vorgege-
bene Anfangswerte wissen wir sofort, dass eine eindeutige maximale Losung
existiert. Des Weiteren ist eine allgemeine Losung des homogenen Systems
durch

Vhom (t) = etAUhom(O)

gegeben. Wir wollen fiir diesen Ausdruck vereinfachen. Dazu wéhlen wir un-
ser Koordinatensystem geschickt:

Wir starten mit kartesischen Standard Koordinaten eq, es, e3. Dieses drehen
wir s.d. in den neuen Koordinaten, bezeichne diese mit é&, és, é3, b parallel
zu ¢3 ist. Wir konnen also b = wés annehmen und zerlegen nun v in einen
Teil parallel und einen Teil senkrecht zu b. D.h. wir haben

v-b
U”:TJQ b; UJ_:U—'U”
Wir drehen nun unser Koordinatensystem erneut um die é3-Achse s.d. in
den neuen Koordinaten, bezeichne diese nun mit ¢y, co, c3, v parallel zu c;

ist. Damit ist
b=wé =wcg; v = (v-c3)c3 =v3c3; v =vic

und insbesondere v = v1¢1+v3cs = (v1,0,v3). Da die kartesischen Koordina-
ten eine rechtshindige ONB bilden und wir diese lediglich zweimal gedreht
haben, gilt dies auch fiir unsere neuen Koordinaten. In diesen Koordinaten
haben wir insbesondere

0 w O
A= —w 0 0
0O 0 O
Wir berechnen A% =1, A' = A
w2 0 0 0 w0 w0 0
A2=— 0 w2 0| AB2=—| -w® 0 0| 4a*=] 0 w* o0
0O 0 O 0 0 0 0 0 O
Induktiv findet man fir k € N
w® 0 0 0  —w?1 0
A2k — (_1)k 0 w2k 0 ’ A2k71 — ( 1)k w2k—1 0 0
0 0 O 0 0 0
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Insgesamt haben wir damit

A & (AR & (1A
_,;) K _]Hk; 2h)! :; 2k — 1)
cos(wt) sin(wt) 0
= | —sin(wt) cos(wt) 0
0 0 1
° - k (wt)?
14+ -1 = cos(wt
S (1 gy = o)
und

(wt)%*l

kz::l(_l)km = — sin(wt)

ist. Bei e’ handelt es sich also um eine Drehung um die z-Achse. Mit
w (v x b) = (vier X e3 +w3es X ¢3) = vi(er X c3) = —v3co
ergibt sich also

ety = cos(wt)viey — sin(wt)vicy + v3es = cos(wt)vy +

i t
Sln(w )1) X b—f—UH
w

Wir wollen damit eine Losung des konkreten inhomogenen Systems mit f =
c3, xg = 0 und vg = vpcy (vg > 0) finden. Wenn v eine Losung des homogenen
Systems ist, dann finden wir

d
%(v(t)thf) =0+ f=Av+f
und haben damit eine Losung des inhomogenen Systems gefunden. In unse-
rem Fall ist vo | = vp, v = 0 und w™H(vg x b) = —vpez und damit
cos(wt)vg
v(t) = | —sin(wt)vy
t

und mit %2 =7 > 0 (dem Radius der Spiralbahn)

. sin(wt)vow ! 0
x(t):/ v(tdt' = | cos(wt)vow ™t | — | wow™!
0 1,2
5l 0
7 sin(wt)
= | r(cos(wt) —1)
142
2
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Das Teilchen wird also vom elektrischen Feld immer weiter in c3-Richtung
beschleunigt, wihrend das magnetische Feld die Bewegung in ¢y, co-Richtung
auf eine Kreisbahn mit konstantem Radius und Frequenz zwingt. Die Ge-
samtbewegung ist daher eine Spiralbahn, wobei durch die steigende Ge-
schwindigkeit in c3-Richtung die Abstdnde der Windungen immer grofier
werden.
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